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Résumé

L’objet de cette Note est d’établir un principe fonctionnel de grandes déviations pour le processus Uy, (f) indexé par une famille
de fonctions F et de déduire de facon unifiée des résultats de grandes déviations pour les estimateurs de la fonction de régression et
de la fonctions de densité. Nos résultats sont alors appliqués au probleme de selection de modeles. Pour citer cet article : D. Louani,
S.M. Ould Maouloud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A functional large deviation principle in nonparametric estimation. The subject of this Note is to establish a functional
large deviations principle for the process Uy (f) indexed by a family of functions F and to deduce large deviations results in
an unified way for the density and regression functions in the nonparametric estimation problem. Our results are then applied to
model selection. To cite this article: D. Louani, S.M. Ould Maouloud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let (X1, Y1),...,(X,, Y,) be a sequence of i.i.d. R x [a, b]-valued random vectors with a joint density function g
with respect to Lebesgue measure. Denote by gx and gy the marginal density functions of X; and Y respectively.
Taking F as a compact subset of the space C([a, b]) of continuous real functions over the interval [a, b] and zg € R,
define for f € F, the process

1 n Xi _
Wa(f) = Wa(f)(z0) = Zf(Y,-)K(h—ZO>,
1 n

nhy,
=

where £, is a sequence of bandwidths and K is a positive kernel integrating to 1.
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Consider now the vector process U,,, indexed by the family F and defined for any f € F by

Un(f) = (Wa(f), Wa (D)

where 1 indicates the function identically equal to 1.

The main result of this Note gives a functional large deviation principle for the process U, in the space C(F) x R.
This result allows us to deduce in an unified way large deviation theorems for both the kernel density estimator and the
Nadaraya—Watson estimator type of the regression function. Some implications in model selection with respect to the
large deviations criterion are also deduced. Our results are stated under some regularity conditions over the kernel K,
the densities g, gx, and the class of functions F which is assumed to be compact with respect to the uniform topology.
The main result of this Note may be summarized by the fact that the process U, indexed by F satisfies a functional
large deviation principle with convergence rate nh, and a good rate function.

Usually, results of this type are proved by stating a large deviation principle for the finite-dimension version of
the process before investigating its exponential tightness. Our method of proof is quite different. In first place, we
establish a large deviation principle for the vector process (A,, B,, W, (1)) defined in (1) below. Using this result and
the contraction principle, we state a large deviations principle for an exponential approximating process U," of the
process U,. Finally, we prove that the process U, is a good exponential approximation of the process Uy, i.e., the
statement (2) holds true.

1. Introduction

Soit (X1, Y1),..., (X, Yy), ... une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. a valeurs dans R x [a, b] ayant pour densité
jointe la fonction g et pour densités marginales les fonctions gx et gy. Soit (/,),>1 une suite de parametres de lissage
(i.e., une suite de réels positifs convergeant vers zéro). Dans toute la suite de ce travail K désigne une fonction réelle
positive telle que f K (1) du = 1. Soit F une partie compacte de I’espace C([a, b]) des fonctions réelles continue sur
I’intervalle [a, b] C R. Pour zg € R et f € F, on considere le processus suivant indexé par la famille de fonctions F

1 X -
‘Wﬂ:mumwﬁffymeTE)
mi=1 n

Ce processus a été introduit par Einmahl et Mason (2000) dans [2] sous une forme plus complexe. Il leur a per-
mis d’unifier I’étude de la consistance uniforme, par rapport a une famille de fonctions F, de I’estimateur du type
Nadaraya—Watson de la fonction de régression et de I’estimateur a noyau de la fonction de densité. Ils ont aussi
obtenu des vitesses de convergence pour ces estimateurs.

Le processus W, (f) nous permet dans le cadre de ce travail d’établir de fagon unifiée des principes de grandes
déviations pour I’estimateur de type Nadaraya—Watson de la fonction de régression et de 1’estimateur a noyau de la
fonction de densité. Pour cela, on considere le processus vectoriel indexé par la famille de fonctions F défini par

Un(f) = (Wa(f), Wa (D))

ou 1 désigne la fonction identiquement égale a 1. Notons par C(F) ’espace des fonctions réelles continues sur
(F, 1l loo), oU || |lco désigne la norme infinie, que 1’on munit de la norme

1Zllcr) = sup |Z(f)].
feF

Lespace (C(F), || llc(F)) ainsi formé est un espace vectoriel normé. Considérons maintenant I’espace C(F) x R muni
de la norme

|z, 1) ”C(]—')xR =max{ | Zllcx). It]}.

Pour (Z,t) € C(F) x R et § un réel positif, la boule ouverte B(z ;) s dans C(F) x R de centre (Z, t) et de rayon § est
définie par

Bizns={(Z' 1) eC(F)xR: |(Z,1)—(Z'. 1) Hcme <8}
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Etablir un principe de grandes déviations (PGD) pour le processus U, indexé par la famille de fonctions F consiste
a trouver une suite €, de réels positifs convergeant vers zéro et une fonction / semi-continue inférieurement sur
C(F) x R telles que

Pour tout fermé F de C(F) x R
limsupe, log P(U, € F) < — inf I(Z,1).
(Z,t)eF

n—oQ

Pour tout ouvert G de C(F) x R
liminfe, log P(U, € G) > — inf [(Z,1).
n—00 (Z,1)eG

On dira alors que le processus U, satisfait le PGD dans C(F) x R avec la vitesse €, !et la fonction de taux I.

Le résultat obtenu pour le processus U, permet alors de déduire des résultats de grandes déviations a la fois
pour I’estimateur a noyau de la fonction de densité et pour 1’estimateur de type Nadaraya—Watson de la fonction de
régression. Ces résultats ont été obtenu séparément par D. Louani dans [3] et [4]. On rappelle que la fonction de
densité gy est estimée par W, (1) et que I’estimateur de la fonction de régression m(f, zo) := E(f(Y)|X = z0) est

Wa ()
Wa (1)

Les implications du résultat principale relatifs a ces deux estimateurs sont donnés dans les Corollaire 1 et 2 respecti-
vement.

La méthode de démonstration classique de résultats de grandes déviations fonctionnels consiste a établir en premier
lieu des résultats pour la version fini-dimensionnelle du processus pour ensuite réaliser sa tension exponentielle. La
démarche entreprise dans cette Note est différente. Elle consiste a établir un principe des grandes déviations dans

mpy (.fﬂ ZO) =

R2"+1 pour le processus vectoriel (A,, By, W, (1)) ol les vecteurs A, = (A},..., A™) et B, = (B!,..., B™) sont
définis par
j Xi — 20 j 1 Xi — 20
Al = JHK | = et B) = J1(YDK 1
n —1, ]( 1) ( hn ) n nh,, 1, ]( l) hn ( )
pour j =1,2,...,m. Les t; formant ici une partition uniforme de I'intervalle [a, b],ie,a =ty <t; <--- <ty =b
ettj—tj_1= (b —a)/m,1 < j<metly désigne la fonction indicatrice de I’ensemble A. Nous construisons ensuite

une approximation exponentielle U, du processus U, définie par

Uy = (W', Wa (D)

1 n m Xl —
W’T(f):nh Z(Z(aj(f)Y,-—l—ﬁj(f))l[z,-1,r,-](Yi))K( . zo)

i=1 \j=1

avec o (f) = Metﬁ(f) M i=1,2,.

lj— ti—1—tj
Un PGD pour U] m est alors établi a I’aide du resultat obtenu pour le processus (A,, B,, W, (1)) et du principe de
contraction. En utilisant le Théoreme 4.2.16 dans [1], on conclut notre preuve en montrant que le processus U] est
une bonne approximation exponentielle de Uy, i.e, pour tout T > 0

lim hmsup — logP(|| U, — UM ”C(]—')xR > 1) =—00. )

m—=0 p—oo
2. Résultats
Nous donnons maintenant 1’ensemble des hypotheses nécessaires a 1’établissement de nos résultats :

(H.1) h, — 0etnh, — oo quand n — co.
(K.1) [% lexp{rK (u)} — 1|du < oo pour tout 7 € R.
(K.2) [, lu(exp{tK (u)} — 1)|du < oo pour tout 7 € R.
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(K.3) [, K(u)exp{tK(u)}du < oo pour tout 7 € R.

(G.1) g estderivable par rapport a la premiere composante.
b

(G.2) SUP_o—yeoo [, 128, v)|dv < o0.

(E1) supser | f(#)| < oo pour un certain ¢ € [a, b].

(F2) Sup rer sUpj,sj<s |/ (1) = f ()] = O quand § — 0.

2.1. Discussion des conditions

Les conditions (K) sont des conditions classiques rencontrées dans les résultats des grandes déviations en esti-
mation non paramétrique. Les conditions (F) assurent la compacité de la famille F et constituent des conditions
d’application du théoreme d’ Arzela—Ascoli.

Introduisons maintenant les fonctions qui serviront a exposer nos résultats. Pour («, 8, y) € R” x R™ x R, posons

oo I
ll(oz,,B)zZ://(exp{(ajv+ﬁj)K(u)}—l)g(zo,v)dvdu et

jzlfootjfl

oo 1
L. B.y)=) / /(CXP{(O‘,/'U + B +v)K W)} —1)g(z0, v) dvdu.
jzl—ootj,l
Pour (x, y,z) e R" x R™ x R, posons
lik(xa}’)z sup {((x7y)7(avﬂ)>_ll(a7.3)} et
(a,B)eR™ xR™

I(x,y,2) = sup {((x,y,2), (. B, v)) — ba(e, B, )}
(o, B,y)eR™ xR™ xR

Les fonctions /1 et [ sont les fonctions limites des suites de transformées de Laplace associées au vecteurs (A, B;)
et (A, By, W, (1)), respectivement, alors que les fonctions / T et l; sont les transformées de Legendre des fonctions /;
et [, respectivement.

Nos résultats sont présentés sous la forme de deux théorémes etablissant les PGD pour le processus W,(f) et
U, (f) et de corollaires présentant les déductions faites pour les estimateurs de la fonction de densité et de la fonction
de régression :

Théoreme 1. On suppose vérifiées les conditions (H.1), (K.1)—(K.3), (G.1)~(G.2) et (F.1)~(F.2). Alors le processus
W, indexé par la famille de fonctions F satisfait un PGD dans C(F) avec la vitesse nh,, et une bonne fonction de
taux

J(Z) =supliminf inf J,(Z')

§>0 M0 Z'eByz s

on

Jm(Z’)zinf{l]k(x,y): ijaj(f)—l—yjﬂj(f)zz’(f)pourtoutf e]—'}.

j=1

Théoreme 2. Sous les hypotheses du Théoreme 1, le processus vectoriel U, satisfait un PGD dans C(F) x R avec la
vitesse nh, et une bonne fonction de taux

I1(Z,t) = supliminf inf I,(Z',t)

§>0 M—>00 (Z',t')eBz.1).5

oun

Im(Z’,t’)=inf{l§(x,y,t’): ijotj(f)—i—yjﬂj(f) =Z’(f)p0urt0utfe.7—"}.

j=1
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Corollaire 1. On suppose vérifiées les conditions (H.1) et (K.1)—(K.3) et (G.1)-(G.2). Alors W,,(1) satisfait un PGD
dans R avec la vitesse nhy, et la bonne fonction de taux J définie par

R(¢)=$U1ﬂ%{t)/—gx(zo)/(eXp{yK(u)}—l)du :
ye

—0o0

Corollaire 2. On suppose vérifiées les conditions du Théoréme 2. Alors le processus my, (f, zo) indexé par la famille
des fonctions F satisfait un PGD dans C(F) avec la vitesse nhy, et une fonction de taux définie par

L(Z)=inf{I(tZ,1): t e R*}.
3. Application a la sélection de modeles pour le critere des grandes déviations

On considere un processus V, défini sur £2 x F x T et prenant des valeurs dans R, oul 7 est une partie compacte de
R telle que pour tout n > 1 et pour presque tout w € £2, ’application (f, z) = V,(w, f, z) soit continue. On suppose
que ce processus vérifie un PGD fonctionnel dans C(F x T'). Pour une partie A de C(T') et une sous famille G de F,
posons

2pag=|weR: Vy(w,,") € Asg}
ou
Apg={ZeC(F xT):VfeG Z(f.-) € A}.
La proposition suivante est un outil permettant de faire de la sélection de modeles. Avant de I’énnoncer, on définit

d’abord ce que I’on entend par ensemble de continuité. Un ensemble O est dit ensemble de continuité d’une fonction
o J—
Isil’ona infxe(o) I(x) =inf, .5 I (x), ou O est I'intérieur de O et O sa fermeture.

Proposition. On suppose que A4 g, et Aa g, sont des ensembles de continuité pour la fonction 1. Alors on a

lim €,log P(2, 4,g,)=—inf{1(Z): Z€ Ap g} :=—1ag, i=12.
n—oo

La comparaison des performances des modeles (A, G1) et (A, G2) pour le critere des grandes déviations se fait
en comparant les quantités /4 g, et /4 g,. On dira alors que le modele (A, Gy) est meilleur que le modele /4 g, si
Ta,g < 1a,G,-

Comme les résultats de grandes déviations obtenus dans cette Note sont restraints au cas ponctuel, la comparaison
des performances des modeles qui peut étre faite ici suppose I’ensemble 7' réduit au point zo. En utilisant le Théo-
reme 1, on peut comparer les modeles si A4 g1 et A4 g, sont des ensemble de continuité de J. L’exemple ci-dessous
traite le cas d’une famille de fonctions affines et aboutit a la comparaison explicite de modeles.

Exemple. On considere la famille de I’ensemble des fonctions affines donnée par F = {f :[a,b] - R: f(¢) =xt +
y, (x,y) € R?}. Pour f € F,ona W,(f) =xA, + yB,, avec
n

1 < Xi—20 1 X —z0
A, = E:Y-Ki t B,= EK—
" nhy ' < h ) ¢ " nhy ( hy )

i=1 n i=1

Soit h:R? — L(R?) la bijection canonique qui a (x’,y’) associe ((x’,y’), (-,-)), ot L(R?) désigne I’espace des
formes linéaires sur R2. On remarque alors que W,, = h(A,, B,) satisfait le méme PGD que le processus (A, By).
Au vu de ce qui a précédé, il est clair que le processus (A,, B,) satisfait un PGD dans R? avec une bonne fonction de
taux donnée par

I*(x,y)= sup {xa +yB — Il(a, ,8)} ol
(o, B)€R?

oo b
la, B} = / /(GXP{(M +B)K ()} — 1)g(z0,v) dudv.

—00 a
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Soit A une partie de R et soient G; et G, deux partie de RZ. On a alors
Apg ={x, ) eR: V(. p)eGixa+ypeA), i=12

Pour A un ouvert convexe de R et Gi et G, deux compacts dans R?, il suit que A4 g, et A4 g, sont des ouverts
convexes de RZ. Comme la fonction de taux [* est convexe alors ces deux ensembles sont des ensembles de continuité
de la fonction de taux /*. Cela nous permet alors de comparer ces deux modeles.
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