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Résumé

Nous considérons la solutiaki = (X;),>0 d’une équation différentielle stochastique inhomogene en temps et le temps de
sortieT pour (¢, X¢); >0 d'un domaine espace-temps Nous montrons la différentiabilité d’esperance de fonctionnelles de
X arrété au temps par rapport au domaine : ces résultats étendent ceux de la littérature, connus notamment des analystes
dans les problémes d’optimisation de formes. En revanche sur le plan probabiliste, ce n’'est pas cRasiqciéer cet
article: C. Costantini et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Feynman—Kac'’s representation in time—space domains and sensitivity with respect to the domaite consider the
solutionX = (X;),>0 of a time-inhomogeneous stochastic differential equation and the exittioget, X;), >0 of the time—
space domai®. We prove the differentiability of expectations of functionalsxoétopped at, with respect to the domaib:
these results extend those in the literature, known in particular by the analysts for the issues of shape optimization. However
from the probabilistic point of view, this is not standard.cite thisarticle: C. Costantini et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version
Statement of the problem

Let (X/)ogs<T bE aR?-valued diffusion process, solution okd= b(r, X;) dt + o (¢, X;) dW,, where(W;);>0
is multidimensional Brownian motion defined on a filtered probability sp@2er, (F;),>o0, P) satisfying the
usual conditions. The coefficiemisando are globally Lipschitz continuous with respect to both variables. We set
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L for the associated infinitesimal generator and denot& by the solution starting fronx at time¢ > 0. Define
=inf{s > 1: (s, Xv'¥) ¢ D} for its first exit time from a time—space domaihc 10, [ x R?. In this Note, we

r.x
are interested in the sensitivity ofr, x) = E(g(z"~, X';%.) e~ JET et Xy dr _ff”e [ e Xedr £ X% dy),
with respect to the domai®, for some fixed functlons f,g. This is a relevant issue for instance in optimal
stopping problems [4], for numerical procedures based on the optimization of the stopping region; this is also in-
teresting for the improvement of some Monte Carlo procedures [1]. Our main result is the differentiahility of
with respect taD, under some assumptions, with an explicit expression for its gradient. In fact, these issues are
classic in the numerical analysis literature, if we think:cds the solution of a Partial Differential Equation (PDE
in short) with Cauchy—Dirichlet boundary conditions: applications to the shape optimization of elastic structures
are important. The sensitivity analysis with respect to the domain dates back to Hadamard and has been generalize
in [6,9,8] among others. These references definitely solve the case of elliptic PDEs. The parabolic case, underly-
ing to our framework, is less studied: in [10], the analysis is performed for the Laplacian in cylindrical domains
D =10, T[ x D. This note extends the results to more general diffusion processes and non-cylindrical time—space
domains.

Notations and definitions

Appropriate references for PDEs in time—space domains are [3], and especially [5] more recently; we follow the
notations of the latter. The topological boundaryfofs denoted by D, and we introduce some subsets:

o the parabolic boundaryPD is given by the pointg¢, x) € D such that for anys > 0, the cylinder
1t,t + €[ x {y: |y — x| < ¢} contains some points outside Bf

e the bottom BD is given by the pointg¢, x) € 9D, such that for some > 0, D contains the cylinder
It—e? [ x {y: ly—xl<e};

e thecorneris defined byCD = (BD N PD) \ BD and thesideby SD = PD \ (BD UCD).

Fora > 0, (H.(D'), |- |l4,p) stands for the usual Banach space of functions, defined on the time—space domain
D', with Holder regularity (see [5], p. 47). The domdis supposed to be of clags, in the following sense:

(D) the domainD is bounded; the bottor8D lies in the hyperplan¢t = T'}; for some fixedeg > 0 and any
(t,x) € 8D, the restriction ofD to the cylinder]z, r + 8(2)[ x {x = (x1,...,x4): |X — x| < &0} is given by
xi>¢t,x1,...,Xi-1,Xi+1, ..., xq) for some index € {1, ..., d} and some functiog of classHa.

Main result

To ensure a minimum of regularity (7, x) defined above, we assume a uniform ellipticity assumption and
some smoothness properties on the functigng, g.

(E) For someio > 0, one hag - [o0*](t, x)& > ao||&||? forany (¢, x, £) € D x RY.
(F) For somex € 10, 1], the discount factor is of classH1(]0, T[ x R?), the source ternf of classH, (10, T[ x
R?) and the boundary dagpof classH1.« (10, T[ x RY).

A first result consists in relating to the solution of some parabolic PDE 1: this is a simple extension of
Feynman—Kac’s formula, which is well-known in cylindrical domains [2].

Proposition 0.1.Assumé, E andF. Then, there is a unique solution of cla8$2(D) N H14« (D) to the problem
v+ Lv—cv= finDandv=gonPD. This solution is given by defined above.
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Now, modify D into a domairD, defined byD, = {(z, x): (t,x + €©® (¢, x)) € D}, for a scalar parameterand
a mapping® of classC12([0, T] x RY, R?). Denoter/* :=inf{s > t: (s, X;'*) ¢ D.} the new exit time for this
modified domain. Our main result is

Theorem 0.2.Assume that assumptioBs E, Fare satisfied and také, x) € D. Then, the mapping™*: ¢ >
1x 1,x S t,x . . .
E(g(t/*, Xi’,’fx)e‘frs e Xt dr _ [F e di e X g g x1Y) ds) is differentiable a& = 0 and

07" ()leco=E[e " CX I [(vu — V0] (e, X11)].

Note thatVu in the above expression is well defined on the boundary sinsef classH 1.4 (D).

1. Position du probleme

Soit (X;)og:<r e processus de diffusion & valeurs d&fs solution de &, = b(r, X;) dr + o (r, X;) dW,, ou
(W:):>0 estun mouvement brownien multidimensionnel défini sur un espace de probabili@iltFé (F;),>0, P)
satisfaisant les conditions habituelles. Dans toute la suite, nous supposons les coeffieiemtglobalement
lipschitziens en les deux variables, assurant en particulier I'existence d’'une unique solution forte a I'’équa-
tion précédente : nous notors le générateur infinitésimal associé défini gar(z, x) = Vv (t, x)b(t, x) +
%Tr(Hv (t, x)[co*](t, x)) (avecH, la matrice hessienne depar rapport aux variables d’espace) Xét* la so-
lution partant dex au temps > 0. Considérons également un domaine temps—espacéest-a-dire un ouvert
connexe non vide di, T[ x R?, et posons

o =inf{s > 11 (s, X;¥) ¢ D} Q)

pour le premier temps de sortie du proceseust;*),~; de D. Nous nous intéressons dans cette Note a des
espérances de fonctionnellesxie* stoppé ert’* du type

71X

X fx s 1%
u(t,x)= E(g(t”x, Xi’t),cx) e—f: c(r, Xy )dr _ / e JFetr.X; )drf(s’ X;,x) ds) 2)
t

pour des fonctions, f, g définies plus loin; notre objectif ici est 'analyse de sensibilitéudear rapport au
domaineD. Cette question a de l'intérét par exemple en arrét optimal [4] pour des approches numériques basée:s
sur I'optimisation de la région d’arrét, ou en amélioration de certaines procédures de simulation de Monte Carlo [1].
Notre principal résultat (Théoréme 3.2) est la différenciabilité gar rapport &, sous certaines hypotheses, avec

un calcul de sa différentielle. En fait, ces questions sont assez classiques du point de vue des analystes, i I'on voit
comme la solution d’'une Equation aux Dérivées Partielles (EDP dans la suite) avec condition de Cauchy-Dirichlet :
les applications en optimisation de structure mécanique sont importantes. L'analyse de sensibilité par rapport at
domaine remonte a Hadamard et a été généralisée dans [6,9,8] entre autres. Ces références traitent complétem
du cas d’EDP elliptique (sans dépendance temporelle). Le cas parabolique (sous-jacent a notre cadre) est moir
étudié : dans [10], I'analyse est menée pour le laplacien dans des domaines cylin@rigus 7| x D. Cette

Note a pour but d’étendre les résultats au cas de diffusions et domaines temps—espace plus généraux.

2. Notations et définitions

Pour préciser les résultats, il est nécessaire d’introduire quelques définitions. La frontiére topolo@ioest de
notéed D, et suivant les notations de [5], nous introduisons les parti@§dsuivantes :
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o la frontiére paraboliquePD définie par les pointszs, x) € 9D pour lesquels pour towt > 0, le cylindre
1.t + €[ x {y: |y — x| < ¢} contient des points en dehors e

e le basBD défini par les pointsz, x) € 9D pour lesquels pour il existe> 0 tel que le cylindrgr — £2, ¢[ x
{y: |y — x| < &} soit contenu dan® ;

e le coindéfini parCD = (BDNPD) \ BD et lecotéparSD = PD \ (BDUCD).

Poura = k + a aveck entier eta € 10, 1], nous introduisons les espaces de BarlgliD’) (munis de la norme
|fla.p) des fonctionsf définies sur le domaine temps—espdRe de classeC¥/2%(D’) avec des dérivées

afatjf (I8l + 2j = k ouk — 1) holderiennes : nous renvoyons a [5], p. 47 pour plus de détails. Nous supposons
gue le domain® est de régularité{, dans le sens suivant (voir [5], p. 76) :

(D) le domaineD est borné; le ba®D est contenu dans I'hyperplgn = T} ; il existe g > 0 tel que pour
tout (¢, x) € SD, D restreint au cylindrgz, r + 53[ x {x = (x1,...,xq): |Xx — x| < g0} est représenté par
xi > ¢, x1,...,Xi-1,Xi+1, ..., Xg) pour unindice € {1, ..., d} et pour une fonctiow de classé-s.

3. Résultat principal

Pour assurer des résultats de régularité:ex) défini en (2), nous formulons des hypothéses d’ellipticité
uniforme et de régularité sur les fonctiansy, g impliquées : I'espace de définition de ces dernieres est plus large
queD car le domaine est amené a varier.

(E) Pourunréehlg > 0, on a& - [oo*](z, x)€ > agl|€||? pour tout(z, x, £) € D x R4,
(F) Pour un réek € 10, 1], le facteur d’actualisation est de classe(1(]0, T[ x R%), le terme sourcg de classe
Ho (10, T[ x R?) et la donnée frontiére de classé{1,4 (10, T[ x RY).

Il est utile de commencer par reliar a la solution d'une certaine EDP parabolique d@hsNous montrons
ici une généralisation simple de la représentation classique de Feynman—Kac, bien connue pour des domaine
cylindriques [2].

Proposition 3.1 (Formule de Feynman—Kac dans des domaines temps—es(@me.les hypothésés E et F, il
existe une unique solution de clagg®2(D) N H14« (D) au probléme

v+ Lv—cv=f dansD et v=g surPD. 3)
Cette solution est donnée parmdéfinie par(2) et satisfait I'estimation

140D < C(1f o j0.71xRe + 18114010, 7[xR?)
pour une constant€ > 0 (indépendante d¢ et g).

Démonstration. En fait, les problémes d’EDP posés dans des domaines temps—espace généraux ne sont pas
standards, le cas de cylindfe = ]0, T[ x D étant bien plus étudié : pour couvrir notre cadre, les références
appropriées sont [3] et surtout plus récemment [5]. L'existence et I'unicité d’une solution a (3) sont des applications
simples des Théorémes 5.9 et 5.10 de [5] : cela donne une solution de €fe&4@) N C°(D), méme sig est
seulement continu. L'appartenance supplémentaire de la solutién, a(D) est possible (Théoréme 6.45 [5])
grace a la régularité additionnelle de ainsi, la solution est continlment différentiable jusqu’a la frontiére. Reste

a vérifier que la solution est égale:dvraie encore sg est seulement continu) : nous utilisons un argument usuel

de vérification, en appliquant la formule d'Ito & la quantité, X') e~/ X7 Comme pour la preuve du
Théoreme 2.3 dans [2], le seul point délicat provient des explosign®ri des dérivées de pres de la frontiere
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(Théoréme 5.9 [5]) : la localisation du calcul avec des temps d’arrét suffit & lever cette difficulté. Pour conclure,
nous remarquons que paue= T, u(s, Xg*) = g(s, Xg*) car(z"*, X)) e PD. O

Le domaineD est perturbé en un domaifiz défini par
D, ={(t,x): (1, x+£O(t,x)) € D}, @)

poure réel et pour une applicatia® de class&-2([0, T] x R?, R?). Notonst/* :=inf{s > t: (s, X;*) ¢ D:} le
nouveau temps de sortie pour ce domaine perturlefixg, il est clair quer/* n’est pas différentiable par rapport
a e, mais néanmoins, les lois des fonctionnelles étudiées le sont.

Théoréme 3.2. Supposon®, E, F vérifiés, et considérong, x) dansD. Alors, I'application 7' : ¢
1£’X X 1,x s X e 3
E(g(z/", Xi’,ﬁ)e‘fr e Xyt dr _ [F e crX;dr £ g 5% ds) est différentiable ea = 0 et

8" @)oo= E[e™ X E (v - V@] (e, X4,

4. Eléments de preuve

Le calcul ne dépendant que de quantités estimées au voisindyedegyeut considérer que toutes les fonctions
mises en jeu sont nulles loin d2; en particulier la fonctior® peut étre prise bornée a dérivées bornées. Nous
remarquons aussi qu'il suffit de montrer le résultat ppuet ¢ de classe&C® (R?*+1) (s’annullant loin deD). En
effet, le cas général se déduit en passant par des réguléfisgs (resp.(gm)m) convergeant verg (resp.g) en
norme| - |, j0.71xre (r€SP-| - 114 j0.7(xRr¢) : 1€ passage a la limite dans la sensibilité est possible car au vu de la
Proposition 3.1, la sensibilité au domaine est controlée fiaro 7 xre €t1gl1+4.j0.71xR?

Pour simplifier, posong, = e~ Ji <:Xr)d" ot omettons d’indiquer les indicesx dansX, t etz : il s'agit
de trouver la limite deA. /e quande — O, avecA, := E[g(te, X1,)Z,, — ff f(s, Xs)Zsds] —u(z, x). L'idée est
de transférer la pertubation du domaine a une pertubation du procEsglss facile a analyser avec le calcul
stochastique, en posant

Xi=X,+e0(s,X,), t°:=inf{s>1 (s, XZ) ¢ D} (5)

Alors compte tenu de (4), nous remarquons la relationrcté 2. Puisque® est borné, le processus perturbé
X¢ converge uniformément siir, 7] versX quands tend vers 0. De plusy étantC,f’2 etx — x +¢e0 (s, x) étant
bijective (as fixé) poure assez petit, le processus pertubé est encore une diffusion inhomogéne : kfosmrs
générateur infinitésimal. Nous justifions a la fin la convergence des temps de sortie perturbés vers

Lemme 4.1. . = t° converge en probabilité versquande tend versD.

Par ailleurs, de la régularité> de f etg découlent des estimations en normg(dr ® dx) pour les dérivées
deu (Théoreme 7.17 [5]), d’ou il est facile de déduire le lemme suivant.

Lemme4.2.Pourp=1etp=2,0n aftT E[10:u(s, X)) P +|Vieuls, XIP +|H, (s, X5)|P]ds < oo uniformement
eneg proche deD.

Utilisant (5) ett, = %, il vient g(w., X1,)Z;, — ffg f(s,X5)Zsds = g(z8, [Id+eO(z°, ~)]‘1X§S)er -
[ f(s, X5)Zgds. Ainsi, A, = Ay + Az + Az + As e avec
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= E[g(z". [ld 460", )] 7 X5) Zoo ] - E[3(e°, X5) 21t

€

=E g rs—u(t AT, XS M)Z,rm— / f(s, X5)Z ds]

TEAT

Az = E[u AT, XE Ziear —u(t® AT, erAr)er/\r],

€ /\'E)
AT

Age = E|:M('L'(8 AT, Xeenr) Zeepnr — / f(s, Xs)Zg d5:| —u(t,x).
t

Clairement, on a lim,oA1./¢ = —E[(Vg O)(t, X:)Z;]. Le termeA . n‘apporte pas de contribution. En
effet, remarquons que(t®, X2.) = u(r®, X.), etdoncA, ;. peut étre décomposé par la formule d'Itd (justifiée par
la Proposition 3.1 et les estimations du Lemme 4.2 gosrl). En utilisant 'EDP satisfaite pat, on obtient alors
Ae = E(ffirg [[L®—Llu(s, X5)—[c(s, Xs)—c(s, X)) uls, X5) —[f (s, X5)— f (s, X$)11Zs ds). Des majorations
simples dgL? — L]u et des autres différences conduisent facilememt . /| < CE(fOT Lrnee ee1() [ Viul +
|H,| + Cl(s, X{) ds), pour une constant€ > 0. Une application de I'inégalité de Cauchy—Schwarz a la mesure
dP®dt, combinée avec les Lemmes 4.1 et 4.2 (gwee2) prouve que le membre de droite de la derniére inégalité
converge vers 0 avec Concernant le termas ., puisque la fonctiom est continment différentiable, on obtient
immédiatement lim_, o Az /¢ = E[(Vu ©)(t, X;)Z.]. Enfin, le termeAs . est nul : en effet, une propriété de
Markov montre que le processus(r A T, X,ae) Zrar — [ f(s, Xs) Zs ds);<r<7 €st une martingale.

Preuve du Lemme 4.1.1I suffit de montrer une convergence ddng qui peut s’obtenir via la convergence en

loi de (z¢, 7). Pour cela, notong la distance signée &D at fixé : c’est une fonction de classé, (voir [5],

Section X.3), positive suP, nulle surdD, négative sutD)¢ et telle que F (¢, x)| = inf;,y)eap Ix — y| @u voisinage

de SD. Etant donné(sy, sp) € [r, T[x [z, T1, la convergence d&¢ vers X conduit clairement ®(7¢ < s1, 7 <

52) = P(inf,cpy 51 F(r, X7) < 0,7 < 52) = P(r <51, T < s2) pourvu queP(inf,¢p; 5,1 F(r, X,) = 0) = 0: cette
condition se vérifie sous les hypothéses D et E en utilisant une forme locale du critere de Nualart—Vives [7]
d’absolue continuité de la loi du minimum d’un processus. La convergence précédente est aussi valable poul
s1=T puisqueP(t < T, 1 <s2) =Pt <s2) =Pt < T,7 <s2). O
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