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Résumé

SoientV C R une sous-variété fermée, non compacte de cl&$set f: V — R une fonction de class€? définissable
dans une structure o-minimale. On démontre que le flot du champ de gradignpaterapport a la métriqgue riemannienne
induite surV plonge une hypersurface de niveau fi@on singuliére correspondant a une valeur critique a I'infini dans une
hypersurface de niveau typique. On généralise ce résultat au cas d'un polyndme coPRquiegger cet article: D. D’ Acunto,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the topology of fibers of functions definable in an o-minimal structure.Let V C R” be a closed, non compa(?t2
manifold andf : V — R be aC? function definable in an o-minimal structure. We prove that the flow of the gradient field of
f with respect to the induced riemannian metriclolembeds a non singular asymptotic critical levelfointo a typical level
of f. We apply this result to complex polynomial cite thisarticle: D. D’ Acunto, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).

O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soient.A une structure o-minimale s (voir [5]) et V c R” une sous-variété de clas&®, fermée, non
compacte et définissable dads Soit :V — R une fonction définissable dané de classeC?. On sait que
f est une fibration triviale au-dessus de chaque composante connexe du complémentaire d’un ensemble fini d
valeursA. L'ensembleB; des valeurs de bifurcation dg est le plus petit ensemblé qui satisfait la propriété
précédente. Il contient I'ensembky(f) des valeurs critiques d¢. Lorsque la fonctionf n’est pas propre,
By peut contenir d’autres valeurs qu’on peut caractériser comme des valeurs de bifurcation a l'infini. Lensemble
By étant difficile & déterminer, nous utiliserons la notion de valeurs critiques généralisées. Il s'agit d’'un ensemble
K (f) qui contientB .

La variétéV étant munie de la métrique riemanniemnénduite par la structure euclidienne sBf, on note
(), |- 1g €1V, respectivement le produit scalaire, la norme et le gradient associés a la mgtrique
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Définition (Condition de Malgrange La fonction f satisfait lacondition (M) de Malgrangeent € R si et
seulement s'il existe un voisinage ouveitr) der dansR et une constant€ > 0 tels que pour tout € f~1(U (1))
et |x| suffisament grand :

x| - |Vg f0)], > C. (M)

On dira quer € R est unevaleur critique asymptotiquee f si la condition(M) de Malgrange n’est pas satisfaite
enc. On note alorK . (f) I'ensemble des valeurs critiques asymptotiqueg de

L'ensembleK « (f) contient au plus un nombre fini de points. En effet, la démonstration de [3]}peuR” se
généralise facilement au cas d’'une sous-variété. Pas0i$ = Ko(f) U Koo (f). On a alors la

Proposition. La condition(M) de Malgrange est condition suffisante de fibrationfdear le flot du chamqvv“’—]{‘z.
8.
En particulier By C K(f). ’

Démonstration. Soit [a, b] un intervalle fermé d’intersection vide av&q f). Alors f satisfait la conditionM)
de Malgrange sur le segmefit, b] pour une constant€ ne dépendant pas du choix de& [a, b]. Notons¢

le flot du champX = ‘vafflz. Soit ¥ ¢ f~1(a) une section compacte d&. Pour toutx € X, notonsy; la
8/ g

courbe intégrale d& passant pax. D'aprées(M) on aly, ()| < |x| + C f’ |yx(s)|ds pour toutt € [a, b]. En
appliquant le lemme de Gronwall & cette inégalité dmar)| < |x| exp2=2 o - Par compacité d&' on obtient une

borne uniforme de la longueur des pourx € ¥ entre les niveauxf ~1(a) et f~1(b). La restriction dep a
¥ x {b} est unC1-difféomorphisme sur son image. On déduit des propriétég deep = B -1y x(p) ESLUN

cl-difféomorphisme global entrg—1(a) et f~1(b). O

La condition(M) de Malgrange est également suffisante pour trivialiser un polynéme complexe (voir [8]).
Remarquons qu'en générdly # K(f), méme sif est un polyndme défini SuR? (cf. [4]). On s'interesse
désormais a la topologie des fibres au voisinage d'une valeuK (f) \ Ko(f). Soits € ]c, +o0o[ tel que
[c,f1CImf et[c,t]1N K (f) ={c}. Sous les hypothéses précédentes on a le résultat principal de la note :

Théoréme de plongementll existe un plongement de clasgé, @;: f~1(c) - f~1(¢). Plus précisément, le flot
du champ% plonge chaque composante connexefdé(c) dans une composante connexefde (r).
&/ 1g

Un résultat similaire a été obtenu par Chazal (voir [1] et [2]) dans le cas d’un feuilletage de Rolle. La preuve du
théoréme de plongement repose sur I'étude du comportement a l'infini du champ de gvadient

2. Inégalité de tojasiewicz a l'infini

Nous étudions dans cette partie comm@ntf |, tend vers O au voisinage d’une valeur critique asymptotique.
La Proposition 2.1 montre qu’'en composght gauche par une fonction définissalpiela fonctionys o f une
condition de typgM), maisy o f n’est pas bornée au voisinage fle'(0). Supposong <0, 0€ Koo (f)\ Ko(f)
et que 0 appartient a I'adhérence de I'imagefde

Proposition 2.1. Il existe des réel<’, R, o > 0, et une fonction définissablg :]—o, 0 — R de classeC?
sur ]—o, O[, strictement croissante et positive, tels que pour todt V, |x| > R et f(x) € ]—o,0[, on ait:
x| - [Vg(¥ o f)(x)|g = C.
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Demonstration (inspirée de[6]). Définissonsp(r) = inf{|x,| - [V f(x))g: 1x0] = +00, lim,_ oo f(xy) =1},
Sit ¢ Keo(f), alorsg > 0 dans un voisinage ouvert dePoure > 0 suffisamment petit, posons

A={xeV\fH0: —& < f(0), Ix|-|Ve f (0], <20(f ()}

LensembleA C V est définissable dand puisqueV, f est définissable. Il existe (cf., e.g., [3]) un chemin
de classeC?!, définissabley :[R, +oo[ — A, Vérifiant |y (r)| = r et (f o y)(r) — 0 quandr — +oo. Posons

h = f oy.SiR est suffisamment grand, alg¥rsest un difffomorphisme de I'intervall&®, +oo[ sur un intervalle
1—o0,0[, ot o = —h(R). Posonsy (t) = h~1(r), pourr € 10, o[. Soitx € f~1(h(r)) alors par définition de on
obtient I'inégalité :

1
- Ve f 2 Sy ] - [V F(r )]

Commelh'(r)| < Ve f(y (r)lg - 1y (r)|, €ty/(t) - h'(r) = 1 on obtient finalement :

WOy ly@) R
V(o > — >t ¢
el [Ve (W 0 N 207 (") 2/ (r)l; ~ 2A

puisqu'’il existeA > 1 tel que|y’(r)|g < A dés que- est suffisamment grand (cf. [3]).0

Remarque 1.Si la structure o-minimalgl est polynomialement bornée I'inégalité de la Proposition 2.1 s’exprime
plus simplement; c’est-a-dire il existe un réet 0 tel quelx| - |V, f(x)|, = C| f(x)]“.

3. Preuve du théoréme de plongement

Remarquons qu¥, f est de class€? et partout non nul sur le niveatr(c) (carc n’appartient pas &o( f)
et f estC?). Ainsi, pour toutx € f~1(c), il existe un voisinage ouvell (x) C V dex sur lequel le gradient
est non nul. Fixons, € f~%(c) et notonsy,, la courbe intégrale d¥, f passant pak.. Alors pour toute > 0
suffisamment petity,, coupe le niveay ~1(c + ¢) en un pointr.,.. Notons encore,, la courbe intégrale apres
reparamétrage par sa longueur d'arc (i.,g,(s)|; = 1 pour touts > 0 ety, (0) = x.). On obtient alors

Lemme 3.1. Pour toute suffisament petit, il existee ]c, c + ¢[ tel que s = (f o yxp)_l(é), alors la longueus,
de la courbey,, entre les niveaux —1(c) et f ~L(c + &) est bornée par

C-s5: < |W(5)| : |7/xL~(€5_)| - €.

Preuve du Lemme 3.1.La fonction f o y,, étant de class€?, il existe € 10, s[ tel que

£=|f(ere) = Fx| = 0 va(se) = [ 0¥ (O] =|(f 0 7x0) ()] - se. (1)
Avec le paramétrage choisi oo y,,) (§) = Vg f (¥x. (§)). L'Eq. (1) s'écrit:e = [V f(¥x.(E))]- s¢. Choisissons
des réelsC, R, ¢ > 0 et une fonctiony qui vérifient I'inégalité de la Proposition 2.1 pour la fonctien- f.
Soient O< ¢ < o et |x.| > R. Sie est suffisament petit alors la courpg N f~([c, c + ]) est contenue dans

'ensemble{x € V: |x| > R}. En posand = f o y,.(£) on obtient la majoration cherchée, ce qui termine la preuve
duLemme 3.1. O

La fonction|y’| étant strictement décroissante &tirc + o[, le Lemme 3.1 appliqué au poipt, (s¢) implique le

Lemme 3.2. La courbey,. coupe toutes les hypersurfaces de niveatl[c, o] et est de longueur finie entre les
niveauxf~1(c) et f~1(c + o).

Preuve du théoréeme de plongementSoit ¢, le flot du champVv, f. Pourx, € f~Y(c), notonsB(x.) = supu |
f(@u(xc)) <t}. Les champ¥/, f et ng/lvgf|§ ayant le méme portrait de phase, on en déduitgjug) < +oo



330 D. D’Acunto / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 327-330

pour toutx. € f~1(c). Ainsi, B est uniformément bornée sur toute section compacie f~1(c) de Vo f et
l'application @5 = (¢g) = est uncCl-difféomorphisme su® (X). L'application® = (D8))£1(0) satisfait donc la
conclusion du théoréme de plongement et le flot du ch&mnp plonge chaque composante connexe du niveau
f~1(c) dans une composante connexe du nivgat(r). O

4. Application a un polyndme complexe

Soit P:C" — C une fonction polynomiale. On mun@” de la métrique hermitienne usuelle. NotovVi$
le chamng':lg%%. Comme précédemment,c C est appelée valeur critique asymptotique Besi la
condition de Malgrange «il existe un voisinagér) der et une constant€ > 0 telle que|x| - [VP| > C, pour
x| > 1 et P(x) € U(t)» est mise en défaut. On not&,, (P) I'ensemble des valeurs critiques asymptotiques
et K(P) = Ko(P) U Ko (P) I'ensemble des valeurs critiques généralisé€s(P) étant 'ensemble des valeurs
critiques. Kurdyka, Orro et Simon (cf. [7]) ont montré qie,(P) est fini. Une valeur € C est dite typique si

t ¢ K(P). On déduit du théoréme de plongement le

Corollaire 4.1. Soit P : C* — C une fonction polynomiale complexe. Supposon0gei& - (P) \ Ko(P). Sit est
une valeur typique d@, alors il existe un plongemens , : P~1(0) — P~1(r).

Démonstration. En identifiantC aR?, K (P) devient un sous-ensemble fini du plan réel. $ait R? une courbe
algébrique réelle lisse joignantDK.,(P) at et ne rencontrant aucune autre valeur critique généralisge de
Puisque O est une valeur régulie®p 1, : P~Y(L) — L est une submersion et din?~1(L) = 2n — 1. On

munitC" identifié aR?" de la structure euclidienne usuelle. Sit= P~1(L). C’est une hypersurface algébrique
réelle lisse. On muni¥/; de la structure riemannienne induite par la structure euclidienri@®deSoit f; la
restriction deP a V. La fonction f; : V;, — L est semi-algébrique et n’a qu’'un nombre fini de valeurs critiques
asymptotiques (voir [3]). C’est par définition une submersion. En particulier 0 n’est pas valeur critigige de
Observons qué. est difffomorphe & un intervalle fermé. Si 0 est une valeur critique asymptotiqyie, @dors
d’'aprés le théoréme de plongement il existe un plongergnt fL‘l(O) — fL_l(t). Si 0 est une valeur typique
de 11, alors®g ; est un difféomorphisme. Ainsi il existe un plongemegt : P~1(0) — P~1(r).
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