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Résumé. Nous évaluons la hauteur des points de torsion de I’extension universelle d’une variété
abélienne définie sur un corps de nombres. Nous montrons en particulier que la moyenne des hauteurs
des points d’ordre premier p croit comme log p quand p tend vers I’infini. Ceci généralise des résultats
obtenus par P. Cohen pour les courbes elliptiques.

Pour cela, on utilise la théorie des hauteurs « a la Arakelov » qui permet de comprendre cette hau-
teur comme la somme d’une intersection sur un modéle entier convenable de I’extension universelle
et d’un terme a I’infini. La p-partie, calculée grace a la classification de Raynaud de certains schémas
en groupes finis, fournit la principale contribution.

Nous donnons en appendice une application aux périodes p-adiques.

Mots clefs: théorie d’Arakelov, hauteurs, extension universelle, groupes p-divisibles, périodes,
schémas en groupes finis
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1. Introduction

Soient K un corps de nombres et A une variété abélienne définie sur K. Soit E
I’extension vectorielle universelle de A. C’est un groupe algébrique commutatif,
extension de A par I’espace cotangent w4- de la variété abélienne duale A* telle
que toute extension vectorielle 0 — V — E' — A — 0 en provienne par un
unique morphisme wa» — V.

Si n est un entier, nous noterons [n] 4 (resp. [n]g) la multiplication par n dans
A (resp. E).

D’aprés [13], on peut plonger E dans un espace projectif et ainsi considérer
des hauteurs de Weil sur E(Q). On s’intéresse 2 la hauteur des points de torsion
de E. Précisément, nous évaluons la moyenne des hauteurs des points annulés par
un nombre premier p. Si g est la dimension de A, il y a p* tels points; en effet, la
projection 7: E — A induit un isomorphisme du sous-groupe de torsion de E(Q)
sur le sous-groupe de torsion de A(Q).

Citons maintenant le théoréme principal de cet article:

THEOREME 1.1 Soit ) une hauteur de Weil sur la compactification de E construite
au paragraphe 2.1. Alors, il existe deux constantes strictement positives C et C,
telles que I’on ait I’inégalité, valable pour tout nombre premier p

1
Cllogp—Cz<—2—g Z n(P) < Cylogp + C,.

PEE(Q)
[Pl P=0

Si on se limite a cette extension vectorielle universelle, c’est pour éviter des
phénomenes parasitaires du type suivant: prenons A = A; x A, le produit de deux
variétés abéliennes; alors le pull-back a2 A de I’extension universelle de A; possede
« beaucoup » de points de torsion de hauteur nulle, a savoir ceux qui relevent les
points de torsion (0, z,) € A.

Donnons le plan de I’étude: d’abord nous construisons une hauteur parti-
culierement adaptée au probléme. Celle-ci est construite a 1’aide de la théorie
d’ Arakelov. Il nous faut un modéle entier de I’extension E, celui-ci nous est fourni
par [’extension canonique du modele de Néron de A, telle qu’elle est construite
dans [6, Cor. 5.2, p. 54]. Apres avoir compactifié E, nous exhibons un faisceau
inversible relativement ample sur A et nous le munissons de métriques hermiti-
ennes.

Nous calculons ensuite la composante archimédienne de la hauteur. Finalement,
nous évaluons I’intersection a distance finie. Pour obtenir la minoration, nous nous
ramenons comme dans [6] au cas d’une base ou p est nilpotent. La théorie [11]
de Raynaud appliquée au sous-schéma en groupe de p-torsion du schéma abélien
nous permet de conclure.
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Ce calcul local permet en outre dans certains cas d’évaluer les périodes p-
adiques de Hodge-Tate d’une variété abélienne, telles qu’elles sont construites par
Coleman. Nous donnons cette application en appendice.

Le Théoreme 1.1 généralise les résultats [2, 3] de P. Cohen qui concernaient
les courbes elliptiques, et le résultat de [1] ol I’on faisait des hypothéses sur la
réduction de la variété abélienne modulo p.

Signalons aussi que ce type de phénomenes ne se produit pas dans les variétés
semi-abéliennes ou un analogue du procédé de Tate permet de normaliser les
hauteurs de sorte que la hauteur des points de torsion soit nulle (cf. la discussion
dans I’introduction et I’appendice de [2]).

2. Construction de la hauteur
2.1. COMPACTIFICATION D’UNE EXTENSION VECTORIELLE

Soit S un schéma de dimension 1, irréductible et régulier, 7 son point générique.
Soit A/S un schéma en groupes vérifiant:

— la fibre générique A, est une variété abélienne;
— le schéma A/S est le modele de Néron de Ay;

(ce qui est par exemple le cas si A/S est un schéma abélien). Soit V' un groupe
vectoriel de dimension 7 sur S et E une extension de A par V': c’est un schéma en
groupes lisse sur S qui s’inscrit dans une suite exacte0 -V — E — A — 0. On
notera ¢: V — E Pinjection canonique, et 7: E — A la projection.

A Iaide des arguments de [12, 13], nous allons construire une compactification
lissede E/S.

Pour cela, considérons £ comme un espace principal homogene sur A, de
groupe structural V': d’apres [7, III. Sect. 4, Cor. 4.7] et [7, IIL. Sect. 3, Prop, 3.7],
on a Exty(4,V) = H'(A,04®s V), d’oll un recouvrement ouvert i de A, et
pour tous U; et U, € Y une section oy, p, du faisceau O 4 ® V' au-dessus de Uy NU»
vérifiant la condition de cocycle

ou,u, + ov,us + opy, =0,  comme sectionde O4 ® V sur Uy N U, N Us.

Réciproquement, de telles sections déterminent I’extension E de la fagon sui-
vante: si U € §I, notons Ey = n~!(U) C E; alors il existe un isomorphisme
vu: Ey = V xg U vérifiant oy, — ¢y, = (ov,v,,0). On obtient ainsi I’égalité
Ext(A,V) = H'(A,04 ®s V). Or ce dernier groupe est canoniquement isomor-
phe A Ext! (04,04 ®5 V): en cohomologie de Cech, I’isomorphisme en question
identifie le systéme de sections (oy,y;) aux matrices de transitions

In oy; U;
0 1 ’

qui définissent un faisceau F sur A, localement libre de rang n + 1.
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Posons alors E = P(F). Linclusion V < F définit un sous-fibré isomorphe 2
P(V) de E qui est un diviseur D. En outre, on a une immersion ouverte E < E
dont I’image est précisément £\ D. Notons O(1) le faisceau inversible Op(#) (1) =
Ox(D). 11 est par définition relativement ample sur A et est muni d’une section
canonique sp € I'(E, O(1)) telle que div(sp) = D

LEMME 2.1 Soit P € Ey(n). Alors, P s’étend uniquement en une section P
(notée aussi P°) S — E. En outre, I'image de P est adhérence de P dans E.

Preuve. Si le schéma E était propre sur S, ce serait une simple application du
critére valuatif de propreté. Cependant, E est propre sur A (et méme projectif),
mais A n’est propre sur S que si c’est un schéma abélien.

Soit Q = w(P) € Ay(n). La propriété universelle du modele de Néron entraine
que @ se prolonge uniquement en une section @: S — A. Interprétons maintenant
le point P comme une section rationnelle de P(Q*F), elle se prolonge alors de
manicre unique, d’apres les hypothéses sur S et le critére valuatif de propreté, en
une section réguliere de P(Q*F), d’od une section P: § — P(F) = E.

L unicité de P résulte du fait que nécessairement 7r(P) prolonge Q et est donc
égal a Q, sibien que P se factorise par un morphisme S — P(Q*]—' ). Or, le critére
valuatif de propreté appliqué 2 E — A entraine que ce dernier morphisme est
unique. 5

Reste a montrer que I’adhérence de P dans E est précisément I’image de P,
D’abord, comme P est une section, cette image est fermée. Mais I’image de Q)
est déja ’adhérence de ) dans A: elle est d’une part fermée, et comme A est
localement quasi-projectif sur .S, I'adhérence de @ est surjective sur S, ce qui
entraine {Q} D Q, d’ol I’égalité. Finalement, le morphisme E — A étant propre,
I’adhérence {P} de P est fermée et surjective sur I'image de @, donc sur S, ce qui
implique que {P} > P etonadonc I’égalité. |

2.2. METRIQUES HERMITIENNES

Dans ce paragraphe, on suppose que S = SpecC, si bien que A est une variété
abélienne complexe. Ainsi, on peut identifier A(C) a un tore complexe C9/A, A
étant un réseau de C9%, et V ~ C™,

LEMME 2.2 1l existe un homomorphisme p: A — V telle que E(C) soit le
quotient de V. x C9 par Iaction de A donnée par

A (u,2) = (u+ p(A),z + ), A €A
Le fibré vectoriel F sur A est le quotient de (C & V') x C9 par Uaction
A ((u)2) = ((Bu+tp(),2+2),  AeA

Preuve. L'extension de C? par V obtenue par pull-back de E est scindée. Ainsi,
on obtient une représentation p de A = m;(A) dans V' (qui agit par translations sur
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lui-méme). Réciproquement, étant donnée p, on reconstruit E, puis F, a I’aide des
formules indiquées. O

Avec les notations du lemme, le diviseur D est défini par I’équation ¢ = 0; la
section canonique sp de O(1) est précisément représentée par t.

Le faisceau O(1) sur E = P(F) est un quotient de 7* F, 7 étant la projection
E — A. Par conséquent, pour munir O(1) d’une métrique hermitienne, il suffit de
construire une telle métrique h sur F, et O(1) en héritera grice a la formule

[ p—
lspll(t,ul,2) = TR

Il reste a construire h,. Pour cela on remarque que la suite exacte de fibrés
vectoriels 0 - V x A — F — C x A admet une section C*. En effet, désignons
encore par p le prolongement R-linéaire de p: A — V en une application C¢ — V'
et posons ¢(t, z) = ((¢,tp(2)), z). Pour tout A € m;(A)

At z) = A ((¢t0(2),2) = ((: () +tp(2), 2 + A)
tandis que
p (A (t2) =0 (tz+ ) = ((ttp(z +N), 2+ ),

de sorte que p: CxCI — (C®V)x CY passe au quotient par ’action de 71 (4). Ala
section ¢ est ainsi associé le scindage C*° & F — (C&V) 4 décrit sur le revétement
universel par (¢,u), — (¢, u—1tp(2)),, puisque (¢,u) = (¢,tp(2))+(0,u—tp(z)).

Choisissons une métrique hermitienne || - ||y sur ’espace vectoriel V. Alors,
grace au scindage C*™ que nous venons de construire, on peut munir F de la
métrique somme directe orthogonale des métriques constantes || - ||y sur V x A et
|- | sur C x A.

Nous avons ainsi établi la proposition:

PROPOSITION 2.3 Une fois fixée une métrique hermitienne sur 'V, il existe une
métrique hermitienne sur O(1) pour laquelle la norme de sp est donnée par
Pexpression

1t
VIl —to(2) [ + [¢2

SiueV,teCetze CI,avec (t,u) # (0,0), on note ([t,u], z) I'unique point
de P(F) dont un relevé dans (C ® V') x C9 est (t,u, z).)

lspll((tu),2) =

2.3. HAUTEURS LOCALES

Dans ce paragraphe et le suivant, S = SpecR, ou R est un anneau de Dedekind; on
suppose que le corps des fractions de R, noté K est de caractéristique zéro. Nous
reprenons les notations A, V' et E du paragraphe 2.1
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2.3.1. Le cas non archimédien

Soit p un idéal maximal de R; soit v la valuation (normalisée) associée a p. On
note ( - ), le produit d’intersection au-dessus de p entre un 1-cycle et un diviseur
transverses (cf. par exemple [14]).

DEFINITION 2.1 Si P € E(S) et P ¢ D, on définit hs,(P) = (P - D),.
Si P € Ex(K), alors son adhérence P dans E(S) n’est pas incluse dans D et
on pose hgy(P) = hsy(P).

2.3.2. Le cas archimédien

Pour tout plongement o : K — C, on fixe une métrique hermitienne sur V @, C et
on note || - || la métrique hermitienne sur o*O(1) construite comme au paragraphe
précédent.

DEFINITION 2.2 Si P € Ex(K), on définit hs ,(P) = —log ||spl|%.

2.4. CHANGEMENT DE BASE

Soient K’ une extension finie de K, R’ la cl6ture intégrale de R dans K'. On note
S’ = SpecR’. On définit A’ comme le modele de Néron de Ax ®k K'; on note
V' =V x5 eton se donne une extension E’ de A’ par V'’ dont la fibre générique
vérifie By, = Ex ®k K'. Le but de ce paragraphe est de comparer hg.(P) et
hsl’.(P,) siPe€ EK(K) etPP=PxgK'e EKI(K’).

2.4.1. Le cas archimédien

Soient o: K < C un plongement, et 7y, ..., 74 les d = [K’ : K| plongements de
K’ dans C qui prolongent o.

PROPOSITION 2.4 On suppose que les métriques hermitiennes sur TJ’~" o)
sont obtenues par pull-back de celles sur 0*O(1) g. Alors, on a la formule

d
[KI : K]hS,a(P) = Zh’S’,Tj (P’)-
j=1

Preuve. Tous les termes hg: .(P') du membre de droite sont égaux a hg ;(P).

2.4.2. Le cas non archimédien

On se donne un idéal maximal p de R etonnote qy, . . . , g, les idéaux premiers de R’
au-dessus de p. On note v (resp. 'u;-, pourl < j < r)les valuations correspondantes.
On note e; I'indice de ramification de v} /v et f; = [R'/q; : R/p] le degré résiduel.
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PROPOSITION 2.5 Faisons l’une des deux hypothéses suivantes:

— ou bien A/ S est un schéma abélien et E' = E xg S';
— ou bien A[S est semi-stable et E (resp. E') est I’extension canonique de A
(resp. de A"), au sens de [6, (5.2), Cor.] (voir plus bas).

Alors on a la formule
T
[K': Klhsy(P) =) fibst (P").
i=1

Preuve. Dans le premier cas,ona A' = A x5 S, E' = E xg S’. 1l en résulte,
la construction de la compactification étant fonctorielle, que E' = E x5 S’ et
P' = P x5 §'. Par conséquent, hsl,,,} (P') = ejhsy(P) et la formule résulte de
I"égalité classique 37—, e fj = d = [K' : K].

Dans le second cas, rappelons la définition [6, (5.2), p. 54] de ’extension
canonique. Soient B la variété abélienne duale de Ax et B son modele de Néron
sur S; de méme, B’ est le modele de Néron de B @ x K’ sur S’. On note B? (resp.
B'%) 1a composante neutre de B (resp. B’). L’extension canonique F est le schéma
en groupes qui représente le foncteur Extrigg(B%, G,,) des extensions de B par
le groupe multiplicatif G, rigidifiées le long (du premier voisinage infinitésimal)
de la section nulle, ¢’est-a-dire munies d’un scindage de la suite exacte des espaces
tangents correspondante. On a ainsi une suite exacte

0—swp—>E— A—0,

ol wpg est le module des différentielles invariantes sur B. De méme, on a une suite
exacte

0 - wp — E' = Extrigg (B",G,,) - A’ = 0.

La propriété universelle des modeles de Néron entraine 1’existence d’un mor-
phisme canonique A x g S’ — A’ qui se restreint en 1’identité sur la fibre générique.
Comme A/ S est semi-stable, B/ S I’est aussi (B estisogéne a A k) et la formation
de la composante neutre commute au changement de base: B'® = B? x5 §'.

Soit 0 = G,, = H — B® — 0 une extension rigidifiée. Par changement de
base de S 2 S’, on obtient ainsi une extension de B par Gy, rigidifiée le long de la
section nulle. On a ainsi une application canonique E X g S’ — E' qui induit (par
oubli de la rigidification) le morphisme canonique A xg S’ — A’ sur les modeles
de Néron.

Il en résulte que E xg S’ est le pull-back de E' par I’application canonique
AxgS" — A’ Lereste de la construction est fonctorielle en I’extension vectorielle
et I’on finit comme précédemment. a
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2.5. HAUTEURS GLOBALES

On suppose maintenant que K est un corps de nombres; on note = Dg son
anneau d’entiers et S = SpecOg. Soit Ax une variété abélienne sur K et A/S
son modele de Néron sur S, que 1’on suppose semi-stable. D’apres le théoréme de
réduction semi-stable, quitte a étendre les scalaires a une extension finie de K (en
adjoignant les coordonnées des points de 12-torsion par exemple), cette hypothése
de semi-stabilité est vérifiée. Soit Bg la variété abélienne duale de Ak, et B son
modele de Néron sur S.

Soit Ex D’extension vectorielle universelle de Ax. C’est une extension 0 —
wp, — Ex — Ag — 0 universelle en ce sens que toute extension vectorielle
0 -V — Ey - Ax — 0 provient de Ex par push-out a ’aide d’un unique
morphisme wg, — V.

Soit E I’extension canonique de A par wp qui représente le foncteur Extrig(B°,
G,,,). C’est une extension vectorielle de A sur S qui prolonge E g, mais ce n’est pas
nécessairement I’extension vectorielle universelle de A/S (qui n’en posséde pas
forcément, cf. les contre-exemples de Breen et Raynaud dans [6, (5.6), p. 56-58]).
Cependant, la restriction de E au plus grand ouvert de Spec© sur lequel A est un
schéma abélien s’identifie canoniquement a son extension universelle.

Soit E la compactification de E construite comme au paragraphe 2.1. Pour
tout plongement o : K < C, munissons le faisceau inversible c*O(1) de
métriques hermitiennes comme au paragraphe 2.2.

Soit P € Eg(K), P € E(S) son prolongement a S = SpecOg. Alors, le
faisceau inversible P*O(1) sur S est aussi muni de métriques hermitiennes 2
I’infini. Nous noterons deg,, son degré d’ Arakelov (cf. par exemple [14]).

DEFINITION 2.3 On appelle hauteur relative de P I’expression
hi(P) = [K : Q] 'degs L*(O(1), ] - |°).

(Elle dépend du choix des métriques hermitiennes sur wpg, que nous sup-
poserons fixées une fois pour toutes, si bien que nous ne la faisons pas figurer dans
la notation.)

PROPOSITION 2.6 On a l’égalité

hix(P) = [K : Q]! (Zhs,v(P) log N (v) +Zhs,a(P)> ,

ou N(v) est le cardinal du corps résiduel en la place v. La sommation est sur
toutes les places finies v de K et tous les plongements complexes 0: K — C.

Preuve. Si M est un Dg-module projectif de rang 1 métrisé, son degré
d’ Arakelov se calcule en choisissant une section non nulle m, et alors

M
deg, M = IOg#m_DK - ; log [|m||o-
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On choisit la section P*sp de P*O(1) qui est non nulle car P ¢ D. Par définition
de l’intersection arithmétique, (P - D), est la valuation de s(P) pour une équation
locale s de D. La proposition en résulte immédiatement. |

La formule précédente jointe aux Propositions 2.4 et 2.5 entraine:

PROPOSITION 2.7 Soit K' une extension finie de K et soit P € Eg(K) C
Ex(K'"). Alors, hg'(P) = hi (P). Par conséquent, h s’étend en une fonction sur
Ex(K).

Le reste de I’article va se concentrer sur I’étude de la fonction h. Voici pourquoi:

PROPOSITION 2.8 Il existe une hauteur de Weil sur Ex(Q) qui coincide avec
h sur I’ensemble des points de torsion de Ey annulés par un entier premier au
conducteur de la variété abélienne Ag.

Preuve. Soit L un faisceau inversible ample symétrique sur A et tel que
Ly = 1 L®O(1) soit ample sur E g, ce qui est possible car O(1) est relativement
ample pour 7 : Ex — Ag. Soient . et No(1) des hauteurs de Weil pour les fibrés
en droites £ sur Ag et O(1) sur Ek. Alors, la fonction 1, sur Ex (Q) définie par

ne,(z) = ne(n(x)) +no) (@),

est une hauteur de Weil pour £;. En vertu du théoréme de Néron—Tate, quitte a
rajouter a 72 une fonction bornée, nous pouvons supposer que 7). est une fonction
quadratique sur Ax(Q). Par conséquent, si z € Ex(Q) est un point d’ordre fini,
on aura

N, (%) = noq) (),

puisque 7(z) € A (Q) est aussi d’ordre fini. Il suffit donc de démontrer le lemme
suivant:

LEMME 2.9 1l existe une constante C telle que pour tout point x € Ek(Q)
d’ordre premier au conducteur de la variété abélienne Ak, on ait

|h(z) — noqy ()| < C
Preuve du lemme. Pour clarifier les idées, donnons d’abord la preuve dans
le cas ou Ag admet bonne réduction sur ’anneau des entiers de K. Iextension
vectorielle universelle compactifiée E du modele de Néron est alors un modéle
propre et plat de E ¢ sur I’anneau O ; le faisceau O(1) est un prolongement sur E
du faisceau de méme nom sur E g et nous 1’avons muni de métriques hermitiennes
aux places a I'infini. La théorie d’ Arakelov nous dit alors que 1’application

P € Ex(K') — ———=deg, P*O(1) =: h(P),

1
[K": K]
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estune hauteur de Weil pour le fibré en droites O(1), ce qui termine la démonstration
du lemme dans ce cas, une fois rappelé le fait que deux hauteurs de Weil pour le
méme fibré en droites different d’une fonction bornée.

Pour démontrer le cas général, il faut prendre garde au fait que les différentes
extensions canoniques ne forment pas un unique modele projectif de E i mais une
réunion croissante de modeles quasi-projectifs. De ce fait, on ne peut pas affirmer
sans précautions que h est une hauteur de Weil pour le fibré en droites O(1).

Pour étudier £, nous allons revenir a la décomposition de A en hauteurs locales:
h = 3, hy. Nous allons construire une famille compatible {np,} de hauteurs
locales pour le diviseur D (au sens de Serre, Lectures on the Mordell-Weil theorem,
§6.2) telle que:

— pour toute place o archimédienne, np ¢ = hg;

— pour toute place v finie ol Ax a bonne réduction, np , = hy;

— pour toute place v de mauvaise réduction, np ,(P) = h,(P) si P € E(K)
est un point annulé par un entier premier a la caractéristique résiduelle de v.

Une fois cette construction de {np , } effectuée, la fonction np(P) = 3 np ,(P)
est une hauteur de Weil pour le diviseur D, si bien qu’il existe une constante C
telle que [np(P) — noq)(P)| < C, d’ol le lemme.

Si v est une place de bonne réduction ou une place infinie, I’interprétation de
I’intersection arithmétique (2.3) comme une hauteur locale nous permet de poser
ND,y» = hy. Il reste donc a construire np , pour une place de mauvaise réduction,
et pour cela, il est loisible de supposer que K est une extension finie de Q,.
Nous notons R son anneau d’entiers et v la valuation de K étendue de manicre
unique en une valuation de K. Enfin, Ax est une variété abélienne sur K et
0 —» Vik — Ex — Ak — 0 son extension vectorielle universelle.

Soit X un modele propre, de type fini et plat de Ax sur ’anneau R (par
exemple, ’adhérence de Ax dans un espace projectif P% convenable). On choisit
aussi un R-schéma propre, de type fini et plat Y qui prolonge Ax x Ak et
est muni d’applications p;, p», m : Y — X qui prolongent respectivement la
premiére projection, la seconde projection et la multiplication Ax x Ax — Ag
(par exemple, on peut prendre pour Y 1’adhérence dans X3 de I’image A%{ par la

composition A% (Pup2) A3 < X3)) Choisissons enfin un R-module libre V tel

que V ®r K = Vk.

Soit (U;) un recouvrement ouvert affine fini de X, U;; I'intersection de U; et
Uj qui est aussi un ouvert affine; soient donc U; = SpecA; et U;; = SpecA;;. Les
Ui k sont des ouverts affines de A sur lesquels le V-torseur EK|U,-, x esttrivial,
d’ou une section ;: U; k — Ek. Sur U; gk N Uj k, la différence o; — o est une
fonction réguliere f;; a valeurs dans V. Ainsi, f;; € A;®V ® K. Par conséquent,
il existe un entier N tel que N f;; € A; ® V; les N f;; vérifient encore la condition
de cocycle, ce qui permet de prolonger Ex en un V-torseur £ au-dessus de X.
Comme au paragraphe 2.1, cela nous donne un faisceau F sur X, extension de Ox
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par V ® Ox, une compactification £ = P(F), un diviseur a I'infini relativement
ample D, etc.

Comme X est propre sur R, on a X(R) = A(K) et ’ensemble des points
entiers de X est muni d’une structure de groupe. En revanche, E n’est pas propre
sur R et ’ensemble E(R) n’est pas a priori un sous-groupe de Ex (K). Nous
allons toutefois nous ramener a ce cas, quitte a remplacer ’entier IV par un de ses
multiples.

1l existe des trivialisations de E sur les ouverts affines U; que nous notons
toujours o;. Soit ;% I’ouvert (p1,p2) "1 (U; x U;) N m~Y(U) de Y et Qujk,x sa
fibre générique. On a une fonction §2;;x xk — Vi définie par

fijk(z,2') = 0i(z) ®E oj(z') OF ok(z A Z'),

si bien que fijx € T'(5%) ® V ® K et qu’il existe un dénominateur commun a
toutes ces fonctions. Ainsi, quitte & multiplier les fonctions de transitions f;; par
un entier non nul, ce qui multiplie les fonctions f;;x par ce méme entier, on peut
supposer que

fijr € T(Qi5) ® V.

De méme, on peut aussi supposer que 1’élément neutre de Ex se prolonge en un
point entier, quitte encore a remplacer I’extension par un multiple.

Dans ces conditions, montrons que E(R) est un groupe: Soiente et ¢’ € E(R),
x = 7(e) etz’ = m(e'). On peut trouver i, j et k tels que (p1, p2) ! (z, z') € Qyji.
Alors, dire que e est entier revient  dire que e ©g 0;(z) € V ®g R, de méme pour
e'. On constate alors que

e®p € = (e0oi(z)) + (¢ ©0j(z)) + fijk(z,2') + ox(z & z'),

ce qui prouve que e @ €' estun pointde E (R). De méme, on prouve que e © €’ est
un point de E(R), si bien que E(R) est un groupe.
On associe alors aux choix de X, Y, V, E une hauteur locale en la place v sur

Ek(K) par la formule
nD,'U(P) = (D . p)v’

calculée sur ce modele E, ot P € Ex(K) \ |D|, P est I'unique point entier de
E(R) qui prolonge P et ( - ), est I'intersection arithmétique du diviseur D et du
1-cycle P (qui sont bien transverses).

Evaluons 1p ,([n]gP) — 1p »(P): soit e un point entier dans la fibre de P,
¢ = [n]e qui est un point entier dans la fibre de [n]P. Alors, np,(P) est la
valuation du dénominateur de PO ge etnp , ([n] P) est la valuation du dénominateur
de [n]P — ¢’ = n(P © e), si bien que

1D,u([n]P) < pw(P) < 1pw([n]P) +v(n).
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SiI’on suppose de plus que [n] P = 0, ol n est un entier premier a la caractéristique
résiduelle de v, on constate que 7p ,(P) = 0.

Or, on prouve au Corollaire 4.3 — de maniere bien siir indépendante — que
hy(P) = 0 pour de tels points. La fonction 7p , construite vérifie donc la con-
dition requise, ce qui établit le lemme et du méme coup achéve la preuve de la
proposition. O

3. Le calcul archimédien

On reprend les notations des paragraphes 2.1 et 2.2. En particulier, on fixe des
normes hermitiennes || - ||y,; sur V ®, C eton note || - || la métrique hermitienne
correspondante sur O(1). Le but de cette section est de démontrer la proposition:

PROPOSITION 3.1 Soit E une extension vectorielle d’une variété abélienne com-
plexe A. Soit n un entier non nul et P € E(C) un point tel que [n]|P = 0. Alors,
ona

lspllp = 1.

Preuve. Comme I’extension de CY par V obtenue par pull-back est scindée,
le méme calcul que dans la Proposition 2.2 montre que la loi de groupe sur E se
déduit par passage au quotient par I’action de 71 (A) de 1’opération

(u,2) ® (W, 2') o> (u+, 2+ 2)
sur V x CY. Vue comme loi de groupe rationnelle sur E, elle provient de I’opération
(tyul, 2) @ ([t',u'],2") = ([t t'u +tu'], 2z + 2').

Par conséquent, la multiplication par n sur E provient de I’application rationnelle
(It,u], 2) — ([t,nu],nz) sur E. Il en résulte que si n est un entier non nul, les
coordonnées des points de n-torsion de F, lues sur le revétement universel, sont
([1, p(A)/n], A/n) avec X € m(A).

La Proposition 2.3 affirme alors que

Ispllp = [tl(lu — tp(2) I3 + [¢*) =1/,

alors que 'onawu = p(A\)/n,t = 1 et z = A/n, sibien que ||sp|lp = 1.

4. Le calcul aux places finies

Le but de cette section est d’évaluer les termes h g, pour une place finie v de S. On
supposera donc que S est le spectre d’un anneau de valuation discrete R, complet
et de corps résiduel k algébriquement clos. Soit K le corps des fractions de R.
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On note A/S est le modele de Néron d’une variété abélienne Ag /K et E une
extension vectorielle de A par un groupe vectoriel V/S.

4.1. PRELIMINAIRES

Le push-out de I’extension E via la multiplication par A sur V nous donne une
extension [A\]«E avec un morphisme uy: E — [A]E: si ’on considére la suite
exacte

(=2

05 VERNEXxV 2 DLE -0
qui définit [A], E, le morphisme u, est la restriction de py a2 E x {0} = E. Si A
n’est pas une unité, I’application u ne s’étend pas a E/. Cependant, on peut définir,

en reprenant la notation du Lemme 2.1:

DEFINITION 4.1 Soit P € Ex(K). On définit uy(P) comme (uy(P)), ot uy(P)
est calculé sur la fibre générique.

PROPOSITION 4.1 Soit P € Ek(K). Alors, on peut calculer la multiplicité
d’intersection (P - D), par la formule

(P- D), = min{u(\); A€ R\ {0}, ur(P) € [NE(S) = ur(Ex(K))}.

Preuve. Soit i un recouvrement ouvert de A et n = (nyy+) un cocycle qui
représente la classe de I’extension E dans H!(4, 04 ®s V). Si f: S — Aestun
S-point de A un S-point o de E au-dessus de f est alors une famille de morphismes
oy: f~YU) — V pour U € i vérifiant oy — oy = nyyr o f. Lextension [\« E
correspond a la classe A et le S-point uy (o) de [A]«E est représenté par les
morphismes Aoys.

Comme R est principal, un S-point de E = P(F) au-dessus de f est un couple
({ov},t) défini a multiplication par une unité de R prés et tel que oy — oy =
tnuu o f,pourtous U et U’ € i, et (oy,t) & pV X p, p étant I’idéal maximal de
R.

Par définition, I’intersection arithmétique (P - D), est alors égale 2 v(t), si bien
que P € E(S) si et seulement si v(£) = 0. D’aprés ce qu’on vient de voir, uy (P)
correspond a la famille ({oy },t/)) tant que v(¢t/A) > 0, et 2 ({%0‘(]}, 1) quand
v(A/t) > 0, d’ou la proposition. a

LEMME 4.2 Soit P € Ex(K). Alors (P - D), > 0.

Si de plus [n]g P se prolonge en ([n]g P)” € E(S), par exemple si [n]gP = 0,
alors (P - D), < v(n).

Preuve. La premicre partie est évidente. Pour démontrer la seconde, on utilise la
structure affine de E: soient Q1 = 7(P), Q2 = 7([n]gP) = [n]aQ1, P € E(S)
tel que 7(P;) = @ (il en existe car R est principal) et P, = ([n]gP)". Alors, il
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existe z € V ® K tel que P +1i(z) = P (rappelons que 7 est 'inclusion V' — FE).

La multiplicité d’intersection (P - D), est alors égale a
min{v(A); AER, AzeV CVQ®K}

Par hypothése, [n]gP se prolonge en P, € E(S). Par conséquent, nz =
i~ (P, — [n]gP) estentieret (P - D), < v(n). ]

COROLLAIRE 4.3 Si P € Eg(K) est un point de n-torsion, (P - D),, = 0 pour
toutes les places v dont la caractéristique résiduelle ne divise pas n.

4.2. GROUPES FINIS

Soient B un schéma et H un schéma en groupes fini et plat sur B. D’apres [6,
(1.2), p. 3], il existe une application universelle ayy : H — wpy~ de H dans un
faisceau quasi-cohérent, o H* est le dual de Cartier de H, et wg+ le faisceau des
différentielles invariantes sur H*.

Rappelons une construction de cette application: Soit P € H(B). La dualité
de Cartier permet de voir P comme un B-morphisme ¢: H* — G, et ag(P) =
¢*(dt/t) € wy-. (Rappelons que dt/t est la différentielle invariante sur G, =
SpecB[t,t~!].) En effet, selon [6, (1.2), p. 4], ay est la composition

HS HO]’D(H*, GTR) - HomB——schémas B—pointés(Inf] (H*)a Gm) = WH~*,

Inf! (H*) désignant le premier voisinage infinitésimal de I’élément neutre dans H*.
Comme les différentielles invariantes s’identifient canoniquement aux éléments de
I’espace cotangent en I’origine et comme d¢/t est une base de wg,, , cette derniére
fleche est bien donnée par ¢ — ©*(dt/t).

Nous notons A(n) le sous-schéma en groupes Ker[p"] 4 de A.

PROPOSITION 4.4 Soit E I’extension vectorielle canonique d’un schéma abélien
A/S. Soient P € Eg(K) un point annulé par p", P son adhérence (construite
au Lemme 2.1) et Q = w(P) € A(S). Alors, Q € A(n)(S) et on a pour tout
A € R\ {0} I’équivalence

hsw(P) < v(A) <= Aagm) (@) = 0.

Preuve. Tout d’abord, on remarque que E/S est I’extension vectorielle uni-
verselle de A/S. En effet, le schéma abélien dual B s’identifie 2 la composante
neutre du modele de Néron de la variété abélienne duale By de A k. Par conséquent,
I’extension canonique qui représente le foncteur Extrigg(B, Gy,) est canonique-
ment isomorphe a I’extension vectorielle universelle de A qui représente, d’apres
[6, Proposition (2.6.7)], le méme foncteur.
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D’apres la Proposition 4.1, I’inégalité (P - D), < v()) est vraie si et seulement
si () se reléve en un point de p™-torsion dans I’extension vectorielle [\], E. Or, pour
vérifier ce demier fait, il n’est pas restrictif d’effectuer le changement de base de
S = SpecR a S, = Spec(R/p"R). En effet, I’équation a résoudre s’écrit, une fois
choisie comme dans la démonstration du Lemme 4.2 une origine P; dans la fibre
affine au-dessus de Q, p"z = v, ot v = —[p"] P}, et cette équation posséde une
solution € wy~ si et seulement si v € p"wy«, c’est-a-dire s’il y a une solution
apres changement de base a Sp,.

De méme, la condition de droite est vraie si et seulement si elle est vraie apres
changement de base a S;, car les groupes abéliens w 4(n)- (S) €t w(n)+ (Sn) sont
égaux.

Pour simplifier les notations, on notera de la méme maniére les S-schémas et
les S, schémas obtenus par extension des scalaires de S’ a S,.

D’apres [6, (2.6.3), p. 22], la suite exacte

0— A(n) —>A[pL]‘&AaO,
de S,-schémas en groupes donne par le push-out par I’application a 4(,): A(n) —
WA (n)+ UNE extension

0= wpm)y > E—> A0,

qui est I’extension vectorielle universelle de A/S, (Remarque: comme p" = 0
dans Sy, w4(n)» = wp estun Sy-groupe vectoriel).

Par conséquent, sur Sy, I’extension [A].E est obtenue par push-out de I’ex-
tension 0 — A(n) —» A [IL)] A — 0 par I'application Aay(y,), c’est-a-dire le
quotient de wy(p)- X A par le sous-groupe engendré par les points de la forme
(=Aag(ny(z), ) pour z € A(n) (cf. [4, III, Déf. 1.3.1]; le quotient est le faisceau
associé au préfaisceau (pour la topologie plate)

wam)+(T) X5,y A(T)

T2 anm (@), )z € A@) D))

pour tout ' — S, plat et de présentation finie.) _

Localement, la recherche du point de p™ torsion Z relevant () dans I’extension
[A]«E se rameéne donc au probleme suivant: soit T' — Sy, plat et de présentation
finie, on cherche vr € wy(n)+(T) et ér € A(T) tels que (p™vr, [p"|éT) =
(=Aagm)(zT), zT) pour un certain T € w(y)+(T). Comme (vr, £r) doit relever
le point Q1 € A(n)(T), on a [p*)ér = Q7. Donc 7 = Qr et on a une solution si
et seulement si pvur = —Aag(n) (QT) aune solution vy € wg(n)- (T'), c’est-a-dire
si et seulement si 0 = Aa4(n) (Qr) e w A(n)* /T
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Si ’on a une solution globale Z, il en résulte que Aa A(n)(C}T) = 0 pour
un morphisme T' — S, fidelement plat et de présentation finie, et donc que
Aagn)(Q) =0.

Réciproquement, si Aayn)/s, (Q) estnul, les 7 = (v,£) = (0,Q) € w A(n)*
(Sn) x A(S) représentent un point annulé par [p"] dans le préfaisceau quotient, et
donc Q se reldve a fortiori en un S,,-point de p™-torsion dans le faisceau quotient
A+ E. ]

4.3. EXEMPLE DES SCHEMAS EN GROUPES D’ORDRE p

On note R la cloture intégrale de R dans une clbture algébrique K de K. On pose
S = SpecR. On note encore v Iunique valuation sur K qui prolonge la valuation
de K. On suppose enfin que v(p) > 0.

Le but de ce paragraphe est d’étudier I’application aig quand G est un schéma
en groupes d’ordre p. On utilise la classification donnée par Oort et Tate [10].
43.1. G=pp, G*=1Z/p

Le schéma en groupes G* est étale, donc wg+ = 0etag = 0.
group

432. G=1Z/p, G* =,

Soit z = 1 € G(S). Le morphisme correspondant G* — G, est le plongement
identique. Par suite, ¢*(dt/t) = dt/t est annulé exactement par p.

4.3.3. Cas général

Soient a et ¢ deux éléments de R tels que ac = p. On définit un schéma en groupes
G sur S = SpecR de la fagon suivante

R[X] Pl Xxi Xp
= Spec———~ X)) =1 X+X®1 —
Gac pec(Xp o m*(X) RX+X® +c§ ” ® Wy’

ou les w; sont des éléments canoniques de R (vérifiant w; = ¢! (mod p)). Le dual
de Go,c et G, _,,a/w,_, €t la dualité de Cartier est donnée par

1 ’S(X@Y)i'

T—1+
1-p w;

i=1

Posons G = G4 et notons G* le dual de G. Soient A et A* les algebres affines
de G et G*. Le module des différentielles de G* est engendré par dY, avec la
relation (pY?~! — cwp_1)dY =0.0r, 1 — w—;’_—lYp_l est inversible dans I’algebre
affine de G*, si bien que

OG-/ = A*/(c)dY.
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Soit 0 # z € G(S), c’est-a-dire une solution de zP~! = a. Le R-morphisme
correspondant ¢y : G* — Gy, estdonné par T — 1 + ﬁ > %Yi’ si bien que
ag(z) est la forme différentielle invariante

1 i— l
z ZP ' yvi—-1

l—p 1+1—_I;Z%Yi

Le dénominateur, étant égal a % (T'), est inversible par construction.

LEMME 4.5 Supposons que c ne soit pas une unité. Alors, tout élément de A* de
la forme 1+ a1Y +---+ap_ 1YP~1 st inversible.

Preuve. En effet, sil’on spécialise Y en toutes les solutions de Y? = cw,_1Y,
I’expression devient une unité de R. Par conséquent, la fonction concernée
n’appartient & aucun idéal maximal de A* et est inversible. m]

Ainsi, ©%(dt/t) est, a une unité de A* pres, la forme différentielle zdY . La
valuation de z est égale a v(a)/(p — 1). Par conséquent, pour tout A € R,

dag(z) =0+ v()\) > v(c) — =v(p) — P v(a).

Remarque 1. Le cas ou G = p, correspond 3 a = p et ¢ = 1 auquel cas
I’assertion de droite est vraie pour tout A € R. Le cas ou G = Z/p est obtenu pour
a =1etc=p. Onawv(a) = 0 et on retrouve le résultat obtenu par une analyse
directe.

COROLLAIRE 4.6 (cf. [1]) Soient G/S un schéma en groupes fini et plat annulé
parp et G 5 G son quotient étale maximal. Soit x € G(S) tel que w(x) # O.
Alors, si A € R est tel que A\ag(z) =0,0na ) € pR.

Preuve. En effet, soit G 3 H un quotient étale d’ordre p de G¢ tel que
y = mz(z) # 0. Comme Aag(z) = 0, on a Aay(y) = 0. Comme y est non nul,
les calculs précédents entrainent que A € pR. O

Remarque 2. On trouve déja dans [6], au bas de la page 56, un argument de
ce type qui montre qu’il n’y a pas, sur I’extension universelle elle-méme, de point
d’ordre p relevant un point étale.

4.4. SCHEMAS EN GROUPES DE TYPE (p, ..., p)

Le probléme que posent les schémas en groupes d’ordre premier p est qu’ils se
prétent mal au dévissage des schémas en groupes annulés par p, 8 moins d’admettre
des extensions ramifiées. Ce sont les schémas en groupes vectoriels étudiés par
Raynaud dans [11] qui nous permettront de conclure.
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Dans ce paragraphe, on suppose que R absolument non ramifié, c’est-a-dire que
p est une uniformisante de R.

PROPOSITION 4.7 Soit G un schéma en groupes simple défini sur R. On suppose
que G* n’est pas étale et que R est absolument non ramifié. Alors, siy € G(K)
estnon nul et A € R est tel que Mag(y) = 0, on a I'inégalité v()\) > Ev@).

Preuve. Notons ¢ = #G et soit  'entier tel que p” = q. Soit F le corps fini 4 ¢
éléments. Les Propositions 3.2.1 et 3.3.2 de [11] impliquent que G est un schéma
en groupes en F-vectoriels vérifiant la condition (xx) de [11, p. 246].

Soit w I’élément de R définien [11, (17), p. 242]. D’apres [11, Corollaire 1.5.1],
il existe r couples (vy;, d;), indexés par Z/rZ, d’éléments de R tels que v;0; = w
et vérifiant les propriétés suivantes: I’algebre affine de G est

A= R[X;;i € Z/rZ]/(XP — 6;Xi41;i € Z/rZ);

le dual de Cartier G* de G est défini par les couples (;, 7;), ladualité G x G* — G,
étant donnée par

T 1+ pf:l <HX{"’) ® (1'[Y,-‘“>,

a;=0 1 i
(a:)#(0,...,0)
(pour alléger I’écriture, on notera Zx la sommation sur les (a;) tels que 0 < a; <
(p—1)et(a;) # (0,...,0)); on peut aussi donner explicitement la comultiplication,
mais nous n’en aurons pas besoin.

Le module des différentielles de G* est engendré sur A* par les dY;, 1 € Z/rZ,
avec les relations pYi” -1 dY; = ~;dY;41. Par conséquent, le module wg+ des
différentielles invariantes, qui s’identifie au module des différentielles en I’ origine,
est donné par

R

wer = @ —=dv.
iczyrz (Ti-1)

Soit z = (z;) € G(R) un point d’ordre p. Le morphisme ¢, : G* — Gy, est
donné par la formule

T 1+ [[=F [TV
X 1t

(3

11 en résulte que

ok (dt/t) = E %in, Q = ¢ (T),
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et
— . aj a; -1y it Qjpr—1
P=Ya (ij)w vV
X J

Par restriction 2 la section nulle, Q = 1 et P; = z;. Par suite, on a ¢} (dt/t) =
S x; dY; € wa.
Posons A; = 7;—1/z; et définissons A} par A7 = A;si A; € Ret A} =1
sinon. On a alors Aag(z) = 0 si et seulement si v(A) > v(A}) pour tout 3.
Comme z¥ = §;z;41, la valuation de A; est égale a

o(4) = 0er) = 7 0(6) 4+ 0(Fier)

= v(p) - qpi 7 (0(8i-2) + pv(6i3) + - - +p"20(8:) + p'0(8i-1))
c’est-a-dire [ )
v
v(Aiy1) = ZP v(bi-n) = — v(Yi-n)p" — p(_pl.
h=1

Si tous les ; sont des unités, on a v(A4;) < 0 pour tout 7, si bien que ag(z) = 0.
Mais dans ce cas, G* est étale donc isomorphe & (Z/p)" et G est isomorphe & p7,.
Dans le cas contraire, comme R est absolument non ramifié, v(y;) € {0,1}
pour tout 7; on peut choisir 7 tel que v(y;) = 1, et alors
p" 1  p-2 1

A; 2 — = .
N e e B

4.5. FIN DU CALCUL

PROPOSITION 4.8 Soit R un anneau de valuation v discréte, de corps des
fractions K de caractéristique 0, de corps résiduel k de caractéristique p. On
suppose que R est absolument non ramifié. Soient K' une extension finie de K, R’
la cléture intégrale de R dans K' ; soit v' une place de S' au-dessus de v. On note
S = SpecR et S’ = SpecR/.

Soit E Uextension universelle d’un schéma abélien A/S de dimension g. Alors
au moins p* — p?9~! points P d’ordre p dans Ex/(K') vérifient

p—2,
har v P > v .
S’ v ( ) p— i (p)
Preuve. Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que Rest complet
et que son corps résiduel k est algébriquement clos.
Supposons que le sous-groupe G de p-torsion de A admet un quotient étale non
trivial. Dans ce cas, le Corollaire 4.6 montre que pour tous les points P € Eg/(K')
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tels que 7(P) € A(S") est non trivial dans ce quotient, ona (P - D)y > v'(p). Or,
au plus p?9~! points de A annulés par p peuvent étre d’image nulle dans le quotient
étale, d’ou la proposition dans ce cas.

Dans le cas contraire, G'n’admet pas non plus de quotient toroidal (on se raméne
a la fibre spéciale ou I’on applique [9, Sect. 15, p. 147]). D’apres [11, Corollaire
3.3.7], comme R est non ramifié€ et strictement hensélien, le demier quotient H
d’une suite de Jordan—-Holder de G/ S est alors un schéma en groupes simple auquel
la Proposition 4.7 s’applique. Au plus p*9~! points de G sont d’image nulle dans
H. Pour les autres points P, sil’on note P’ leur image dans H et que Aag(P) = 0,
ona\ag(P') =0, sibien que v'(\) > ;L:%v’ (p) d’apres la Proposition 4.7. Ainsi,

sauf pour au plus p?9~! points, ona (P - D), > v'(p)(p — 2)/(p — 1). O

Remarque 3. Les arguments de I’exemple [11, 3.4] permettent de traiter plus
complétement le cas des courbes elliptiques supersingulieres. Avec les hypothéses
de la Proposition 4.8, supposons en outre que A/S soit une courbe elliptique de
réduction Ay /k supersinguliére. Soit G le sous-groupe de p-torsion de A/S. Alors
G est simple, car sinon il admettrait un sous-groupe d’ordre p, lequel serait étale
ou toroidal, conformément a la classification des groupes d’ordre p sur une base
non ramifiée; mais ceci est incompatible avec I’hypothése que la courbe elliptique
est supersinguliere. Ensuite, comme G est simple et .S non ramifié, c’est un groupe
en F-vectoriels du type étudié par Raynaud. Il correspond a r = 2 (F = Fp)
et on a nécessairement v(7y;) = 0 et v(y2) = 1 (ou le contraire), car sinon G
serait étale ou toroidal. Par suite, Aag(y) = O si et seulement si y = 0 ou
v(A) > (B2 —p—1)/(p? = 1),

Cela redonne par une méthode totalement différente une partie des résultats de
[2,3].

5. Démonstration du théoréeme principal

Nous pouvons maintenant démontrer le théor¢me principal de cet article, dans
lequel h désigne la hauteur relative (Déf. 2.3):

THEOREME 5.1 Soient K un corps de nombres, $J son anneau d’entiers, S =
SpecO. Soit Ax une variété abélienne sur K, A/S son modéle de Néron supposé
semi-stable. Soit Ex ’extension vectorielle universelle de Ag. Alors, pour tout
nombre premier p ne divisant ni le conducteur de A ni le discriminant de K, on a

2 1
(1 - —) logp < — > A(P)<logp.
p p PeEk(K)
[pleP=0

Preuve. Choisissons p assez grand de sorte que pour tout nombre premier £ > p,
I’extension K/Q soit ramifiée en £ et A ait bonne réduction en toutes les places
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au-dessus de £. Soit K’ une extension de K telle que le sous-groupe de p-torsion
de A soit rationnel sur K’ et soit S’ = SpecO-.

D’apres la Proposition 3.1, hg: ,(P) = 0 pour tout point P de torsion dans
Exk:(K') et tout plongement o : K’ — C.

Fixons une place v' de K'. Si la caractéristique résiduelle de v’ est différente
de p, alors les hauteurs locales des points de p-torsion en v’ sont nulles d’apres le
Corollaire 4.3.

En revanche, si la caractéristique résiduelle de v’ est p, comme hgs v (P) > 0
pour tout P, la minoration 4.8 implique que la somme 3", p—o hs' v (P) est
minorée par

2 2g—1\P — 2 2\ ,
07 - v(p)>pg(1—1—,)v(p).

La Proposition 2.6 entraine alors I’inégalité

2 hP) = g 2 hsw(P)logNG)

[plsP=0 v [pleP=0
Z Z hS’,a
7 [pleP=0
= K ]Z Z hs'w (P)f logp
v'|p [ple P=0
2
> o T (1-2) 10/ (p) logo
[K Qs P

> p% (1 - —) log p,
p
puisque

va’v,(p) = [K’ : QJ.

v'|p

D’autre part, on a, d’aprés le Lemme 4.2, 'inégalité hg v (P) < v'(p) pour
toute place v’ de S’. Finalement, comme )", v'(p) log N (v') = [K' : Q] logp, on
a pour tout point P € Ex (K) d’ordre p I'inégalité h(P) < logp, ce qui entraine
la majoration du théoréme. a

THEOREME 5.2 Soit Ax une variété abélienne sur un corps de nombres K, Ex
la compactification de son extension vectorielle universelle (cf. Sect. 2.1). Soit n
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une hauteur de Weil sur E k. Alors, il existe deux coestantes strictement positives
C) et C, telles que ’on ait I'inégalité, valable pour tout nombre premier p

1
Cilogp—C) < g Z_ n(P) < C1logp + Cs.
PEEK(K)
[p]EP=0

Preuve. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que A admet un modele
de Néron semi-stable sur I’anneau des entiers de K. Soit £ un fibré ample sur E .
La structure du groupe de Picard des fibrés projectifs (cf. par exemple [5, Exercice
I1.7.9]) entraine qu’il existe un unique fibré inversible Ly sur Ax et un unique
entierm € Z tel que L = 7* Ly ® O(m). Comme L est ample, onam > 0.

Si 7 est une hauteur de Weil associée a L, la Proposition 2.8 entraine alors qu’il
existe une constante C telle que |n(P) —mh(P)| < C pour tout point P € Ex (K)
d’ordre premier. D’apres le théoréme précédent, I’expression

1
Y h(P)—logp,
[p]eP=0

est bornée quand p parcourt ’ensemble des nombres premiers. Il existe ainsi une
constante C’ telle que I’on ait, pour tout nombre premier p, I’inégalité

1
= > n(P)—mlogp| < C,
7™ plep=o

d’ou le théoréeme. O

Appendice: Lien avec les périodes p-adiques

Les méthodes exposées ci-dessus permettent également d’étudier les points d’ordre
une puissance de p. On déduit aisément de la Proposition 4.4 que pour tout nombre
premier p ne divisant ni le conducteur de A, ni le discriminant de K, et pour tout
entier n > 1, la moyenne des hauteurs des points d’ordre divisant p™ est minorée
par (n — 2) logp.

Dans [3], P. Cohen retraduit ce type de résultats (sur les courbes elliptiques)
dans le langage des périodes p-adiques. Nous faisons de méme dans le cas des
variétés abéliennes en exprimant en ces termes les conséquences de la Proposition
4.7.

Soient C, le complété de la cloture algébrique 6,, de Q, et Op lacloture intégrale
de Z,, dans C,. Notons v la valuation normalisée de Cp, telle que v(p) = 1. Soient
R un sous-anneau de O), tel que v(R\ {0}) est discret et K C C, son corps de
fractions. Notons & le corps résiduel de R qui est de caractéristique p. Finalement,
désignons par I le groupe des automorphismes continus de C, /K.



EXTENSION UNIVERSELLE ET HAUTEURS 265

Soit A un schéma abélien sur R; rappelons que nous notons A(n) le noyau de
la multiplication par p" sur A. Soit Tp(A) = ligl A(n)(Cp) le module de Tate de

A. Nous noterons par ailleurs A /k la variété abélienne sur k obtenue par réduction
de A modulo I’idéal maximal de R.

Les périodes p-adiques dont il s’agit sont données par une application C,-
linéaire et I'-équivariante

04: Cp ®7, Tp(A) = C, ®p H(A*, Q) = C; ®r war,

dont Coleman (« Hodge-Tate periods and p-adic abelian integrals », Invent. Math.,
78, 1984, p. 351-379) donne la description suivante:

THEOREME A.1 (Coleman). Soit E I’extension vectorielle universelle de A sur
R. Soit a = (an)nen € Tp(A). Choisissons pour tout n un point b, € E(Op)
relevant a,,. Alors 64(a) = nl_i{rolo [p")Ebn.

La dualité canonique (-, -) (cf. [9, Sect. 13, Corollary 3, p. 130]) entre H'(A, O 4)
et HO(A*, Q') permet de récrire cette application #4 comme un accouplement
entre HJp(A)/H(Q!) (dont on peut représenter les éléments par des formes
différentielles de seconde espece) et T,(A), apres extension des scalaires a C,.
Sia € Tp(A) et n € HAg(A), nous noterons [, 7 = (n,04(a)) 'élément de O,
correspondant.

Le Théoréme A.1 et la non-nullité de 04 (qui posséde un inverse a droite, cf.
I’article de Coleman), joints aux calculs aux places archimédiennes (Proposition
3.1) et aux places finies ne divisant pas p (Corollaire 4.3) entrainent que la moyenne
des hauteurs des points de p™-torsion est minorée par une expression de la forme
(n — Cp) log p. Mais il ne permet pas de préciser la dépendance de Cy, en fonction
de p, ni a fortiori de minorer la moyenne des hauteurs des points de p-torsion.

Inversement, il n’est pas surprenant que 1’on puisse, en utilisant les techniques
des paragraphes 4.2 et 4.4, préciser I’énoncé de Coleman. Ainsi elles entrainent en
particulier:

THEOREME A.2 Soita = (ay, ... € Tp(A).

(i) Supposons que le corps K est absolument non ramifié. Alors, sauf pour au
plus p*9~! valeurs de amodpTy(A), il existe une forme différentielle de seconde
espécen € Hiy(A) telle que [, n € O, est de valuation inférieure a 1/(p — 1).

(i) Sil’image de a; dans A est non nulle, alors il existe une forme différentielle
de seconde espéce 1) telle que [, 1) est une unité de Op.

Le point (ii) étend aux variétés abéliennes un théoréme de B. Perrin—Riou
(« Périodes p-adiques », C.R. Acad. Sc. Paris, 300, 1985, Corollaire 6) sur les
périodes p-adiques des courbes elliptiques ordinaires. Signalons par ailleurs les
évaluations bien plus précises obtenues par P. Colmez (« Périodes des variétés
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abéliennes a multiplication complexe », Ann. of Math., 138, 1993, p. 625-683)
pour les périodes p-adiques des variétés abéliennes de type CM.
Soit ¢, I'immersion fermée A(n) — A, d’ou la suite exacte

0— pn(.UA* —> WA+ L# WAn)* — 0.

LEMME A.3 Soit a,, € A(O,) tel que [p"]aa, = 0 et b, € E(Op) qui reléve ay,.
Alors agn) (@) = 13 (1p"| bn).

Preuve. (Cf. Crew, « Universal extensions and p-adic periods of elliptic curves »,
Comp. Math., 73, 1990, pp. 107-119)

Soit By, I’anneau O, /p" Oy. Les groupes abéliens w 4(n)+ /0, (Op) €t wa(ny+ /B,
(By) sont égaux, si bien qu’il est loisible, pour démontrer ce lemme, d’étendre les
scalaires a B,. Comme ¢;, est un isomorphisme sur By, il reste 2 montrer le fait
suivant: soit a € A(n)(By) et b € E(By) qui reléve a. Alors, I’é1ément [p"]b de
wy+/B, estégala —a(a).

Comme on I’a vu dans la démonstration de 1a Proposition 4.4, le point b est défini
par un couple (8,v) € wa« X A(B,) modulo les points de la forme (—a(€), &)
pour ¢ € A(n)(By). Avec ces notations, b reléve le point [p™] 4 de A et [p"]gb =
(p™v, [p")aB) = (0,[p"]4B). Comme on a supposé que b releve a, on voit que
[p"]Eb est donné par le couple (0,a) € wa+ x A(Bp), lequel point est dans la
méme classe que (—a(a),0), d’ou le lemme. |

Preuve du théoréme. Soientn > 1et k > 0; comme b, reléve anx, le
point [p¥]gb, 41 reléve le points a,, et [p¥] b,k — by € wax, ce qui montre que
[P ¥ Ebpy et [p™] £br sont congrus modulo p"w4- (et entraine en particulier la
convergence de la suite définissant §4(a)).

Par suite, si A € O, n’est pas multiple de p, 04(a) € Awa- si et seulement
si [p]gb1 € Adwa~, ce qu’on peut vérifier aprés extension des scalaires a Op, /pO,.
Autrement dit, §4(a) € Awg- équivaut a 'annulation de (pA~")aaqy(a1) €
w A(1)*-

Démonstration de (i)

Comme dans la preuve de la Proposition 4.8, le corps K étant absolument non
ramifié sur Q,: le dernier quotient d’une suite de Jordan-Holder du R-schéma
en groupes A(1) est justiciable de la Proposition 4.7. Notons w : A(1) — H ce
quotient. Si w(a;) # 0, on a ainsi v(p/\) > %v(p), d’ou la majoration

1
p—1

v(\) < o(p).

Cela signifie exactement qu’il existe une forme différentielle de seconde espéce 7
1
telle que v(f, m) < 577
Comme au plus p*~! points a € T,(A)/pT,(A) sont tels que w(a;) = 0, ceci

conclut la démonstration de la premiére partie du théoreme.
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Démonstration de (ii) ~

La non-nullité de a; dans A signifie que A(1) admet un quotient étale w: A(1) —
H non trivial et w(a;) # 0. Si (p/A)agy(a1) = 0, la Proposition 4.6 entraine
que v(p/A) > v(p), et donc v()\) = 0, ce qui signifie comme précédemment qu’il
existe une forme de seconde espece 7 telle que v(f, ) = 0. ]

Remarque 4. J’ai constaté depuis la rédaction de cet article que le théoréme
principal 5.2 s’étend a toutes les extensions vectorielles non triviales. Par ailleurs
la Proposition 2.8 est valable pour tous les points de torsion, cf. « Extensions
vectorielles, périodes et hauteurs », thése, Univ. Paris 6, décembre 1995.
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