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Introduction

Etant donné un germe de morphisme analytique f: X — S et un plongement
relatif local tel que f soit induit par la deuxieme projection

X — C"x S
e
S = S

les variétés polaires du morphisme comparent f avec les projections linéaires. Si V
est un sous espace linéaire de C", et 7 la projection de noyau V/, la variété polaire
de f associée a V' est I’adhérence du lieu critique du morphisme:

(r, f): X = (C*/V)x S

restreint a la partie de X ou f est lisse.

L’image par 7 de la variété polaire P( f, V}) estle dirimantde f associé a V. Les
multiplicités des dirimants de f sont étroitement liées au type de Thom—Whitney
de f (voir [Henry—Merle—Sabbah] Théoréme 6.1 et, pour le cas oil S est un point
[Teissier 2] chapitre V, Théoréme 1.2 et [Henry—Merle 2] Théoreme 1).

Toutefois les multiplicités des variétés polaires ne rendent pas compte du com-
portement du morphisme (7, f) sur la partie de son propre lieu critique ou f est
lisse. On néglige deux sortes de phénomenes: d’une part, les points multiples de
f et plus généralement, les points critiques de ( f, 7) ayant méme valeur critique;
d’autre part, les invariants d’ordre supérieur a un de f: les variétés polaires sont
des invariants du premier ordre, uniquement définies a I’aide des plans tangents
relatifs a f.

Or, si la constance des multiplicités des variétés polaires suffit a caractériser
les stratifications de Whitney, celles-ci sont loin d’étre suffisamment fines pour un
certain nombre de problémes & commencer par ceux qui ont trait a la résolution
simultanée des singularités.
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Zariski avait introduit une notion d’équisingularité beaucoup plus forte, définie
par récurrence et dite algébro-géométrique:

Par définition, un espace analytique X plongé dans C™ est équisingulier au sens
de Zariski le long d’une sous variété lisse Y si, pour une projection générale r,
le discriminant de la restriction de 7 2 X est équisingulier le long de 7(Y). Cette
définition opere par récurrence, sur la codimension de Y dans X. En codimension
0, on demande que I’espace réduit associé a X soit Y. La définition primitive de
O. Zariski utilisait des projections simplement transverses. Pour la codimension
1 cette définition était parfaitement opératoire, mais dés la codimension 2 des
exemples de Briancon et Speder montraient (par exemple pour la compatibilité
avec les stratifications de Whitney) que seules des projections génériques pouvaient
étre utilisées (pour une étude détaillée voir [Henry] paragraphe 1).

Cette définition impose, pour commencer, de pouvoir caractériser I’équisingula-
rité du lieu des points doubles et des cusps du discriminant (défini par une projection
linéaire générique). Une premiere étape obligée pour caractériser numériquement
cette forme d’équisingularité est donc de montrer que les multiplicités de ces
lieux et de leur variétés polaires (qui a priori dépendent de la structure linéaire
du plongement) sont des invariants analytiques. Par exemple, si X, de dimension
pure d plongée dans C™, est projetée sur C**! par une projection générale =, la
multiplicité du lieu des points doubles de ™ ne dépend pas du plongement de X
dans C".

Nous allons par conséquent nous intéresser a ces invariants d’ordre supérieur de
f ennous limitant ici au cas o .S est un point et aux invariants d’ordre deux, c’est a
dire aux fronces et aux doubles plis, qui sont aussi les strates de Thom—Boardman
de codimension 1 dans le discriminant du morphisme (7, f) restreint a la partie
lissede f.

Pour étudier le comportement du morphisme (7, f) en restriction a son propre
lieu critique P( f, V'), nous allons le comparer a celui induit sur P(f, V') par une
projection générale, c’est a dire dont le noyau U C C™ est général parmi les plans
de dimension k.

Nous démontrons (Thm 4.2.6), dans le cas ol S’ est un point, que, pour une notion
d’équisingularité convenable, le dirimant est équisingulier a une projection générale
de la variété polaire P(f,V'). Ceci, pour la notion d’équisingularité considérée,
répond 2 une question de B. Teissier ([Teissier 2] ch. VI, 6, ‘probleme’ p. 485) en
relation avec I’équisingularité a la Zariski.

Nous énoncons les criteres effectifs sur les plans noyaux de projection pour
que les polaires correspondantes (resp. dirimants) soient génériques, et montrons
que, pour ceux-13, les types de singularité de fronces ou de double-plis sont aussi
génériques (en précisant les conditions sur le drapeau).

Chemin faisant, nous sommes amenés a considérer un nouvel objet géométri-
que naturel, ‘I’ombre portée’, définie a partir de I’'image inverse du dirimant (pour
I’utilisation en ‘reconnaissance des formes’ et ‘vision artificielle’ voir [Henry—
Merle 4]).
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Nous démontrons également, toujours dans le cas ol .S’ est un point, que les mul-
tiplicités des variétés de cusps et de points doubles du dirimant, et plus généralement
les multiplicités de leurs dirimants généraux, sont des invariants analytiques locaux
du germe de morphisme.

A notre connaissance, les seuls résultats concernant fronces et doubles plis d’un
germe d’espace analytique se limitaient a un article déja ancien [Briangcon—Henry]
qui traitait des familles de surfaces a singularités isolées, et utilisait des tech-
niques difficilement généralisables en dimension supérieure (par exemple, comme
les variétés polaires intéressantes sont des courbes, on y utilisait I’équisaturation
comme caractérisation algébrique de I’équisingularité). Pour le cadre global, nous
renvoyons a I’article de synthése de [Kleiman 4] ol I’on décrit les formules de
points multiples d’un morphisme algébrique.

Enfin, nous donnons des critéres numériques pour I’équisingularité algébro-géo-
métrique d’un espace analytique X le long d’une sous-variété lisse de codimension
au plus 2.

Sous cette méme hypothése, nous répondons affirmativement a la question
suivante de Zariski: les projections linéaires induites par un plongement donné
suffisent elles a définir I’équisingularité algébro-géométrique?

1. Conormal et spécialisation
1.1. CONORMAL RELATIF D’UN MORPHISME ANALYTIQUE

Soit f: X — & un morphisme analytique de dimension relative pure d. Nous
supposons donné un plongement relatif de X’ dans un produit d’une variété lisse
M par §. On considere le fibré conormal relatif a f

T M = {(x,1) € T"M; L € 1,])

au dessus du lieu lisse de f et son adhérence T; M dans S x T* M. Lorsque S est
un point, nous le noterons 7'y M au lieu de T7 M.

On étudie aussi la variété a I'infini du céne 77 M que nous noterons C(f, M)
(ou C(f) s’il n’y a pas d’ambiguité) et qui est plongée dans PT* M. Lorsque S
est un point, nous la noterons simplement C(X).

1.1.1. Conormal et variétés polaires relatives

La question étant locale, nous identifions le germe a1’origine de M avec celui d’un
espace vectoriel C™ a I’origine. Soit k unentierentre n —d — letn — 1 (n — 2 si
dimS = 1) et V}, un sous espace vectoriel de dimension k& dans C™. Considérons
le morphisme 7: X' — § x C"/V} induit par la projection de noyau V}, sur C™.

On définit la variété polaire relative P( f, V}), associée a la projection 7 comme
I’adhérence du lieu critique du morphisme 7 restreint a la partie lisse de f.

P(f, Vi) est donc I’adhérence de I’ensemble des points lisses de f ou le plan
tangent relatif ¢, f en z & X y(,,) rencontre Vj en dimension excédentaire (au moins
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égale & d + k — n + 1); ce qui s’exprime en disant que 1’orthogonal . f (espace
conormal relatif & X en ) intersecte I’orthogonal Vk en dimension au moins 1.

Cette construction peut étre décrite a I’aide du conormal relatif C(f). Soit
7s: C(f) — A le morphisme conormal. On a alors le diagramme suivant:

') ¢ o) -~ P~

1 le

0 € X

11 existe un ouvert de Zariski non vide Uy dans la grassmannienne G(k; n) tel
que, pour V; appartenant a Uy, PV} intersecte T 1(0) en codimension k. La variété
polaire est alors la projection sur X' de I’intersection de C'( f) avec PV}, au dessus
de P!,

On définit ensuite le dirimant relatif A(f, Vi) comme I’'image par 7 de la
variété polaire P(f, V). Il est muni d’une application vers S induite par f que
nous noterons encore f.

1.1.2. Conormal du dirimant

La section de C( f) par PV}, au dessus de I’application de Gauss v se projette dans
PT*(C™/Vy) sur le conormal de A( f, Vi) (cf notion d’image directe de [Sabbah],
pour la démonstration voir [Henry—Merle—Sabbah] Corollaire 4.3.11).

Nous verrons par la suite que le conormal de la polaire P( f, V) n’est pas obtenu
de maniére aussi simple.

1.2. SPECIALISATION

Nous rappelons ici un énoncé de théoréme avant de démontrer les corollaires dont
nous ferons un usage intensif dans la suite:

THEOREME 1.2.1. Soit f: X — S un morphisme analytique, Tt M son conormal
relatif supposé équidimensionnel au dessus de S, (on dit alors que f est sans
éclatement en codimension 0). Alors, pour tout morphisme h: T — &, toute
composante irréductible Z de l'espace T;M Xs T est le conormal relatif du

morphisme h='( f) restreint a I'image de Z dans X xs T.
TiM xsT — TiM

! !

XXST — X

|p1) |7

T — S
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Pour la démonstration voir par exemple [Henry—Merle—Sabbah], Corollaire 4.2.1,
ol on peut trouver le premier énoncé de ce résultat dans le cadre général des
morphismes sans éclatement (en codimension 0). Pour un historique détaillé, nous
renvoyons a I’article de Kleiman [Kleiman]. Signalons en outre une démonstration
de [Kashiwara 1] dans le cas particulier d’une fonction sur une variété lisse, se
plagant dans le cadre lagrangien.

1.2.2. Déformation sur le cone normal

Pour un espace analytique X et un sous espace analytique Y, on construit la
déformation de X sur le cone normal 2 Y dans X.

Pour cela on éclate, dans le produit X x C le sous espace Y x 0 et on restreint
I’éclaté a I’ouvert o I’'idéal de Y x O est engendré par une coordonnée de C nulle
en 0. L’espace obtenu se projette sur C, la fibre au dessus de 0 étant le cone normal
aY dans X.

CyX C Def(X,Y)

! Js

0 C C

Lorsque X est un sous espace de C™ et que Y est un sous-espace vectoriel de
C", I’espace Def( X, Y) est le sous ensemble de C" x C adhérence de

{(y,¢,0); 6 #£0, (y,00) € X}.

Supposons que X est plongé dans une variété lisse M. Le conormal relatif du
morphisme §: Def(X,Y) — C s’identifie alors naturellement a la déformation du
conormal de X sur son intersection avec Ty M.

CT;,MT)*(M C Def(TxM, Ty M)

! !

CyX C Def(X,Y)

! le

0 C C

COROLLAIRE 1.2.3. Toute composante de CT; mTx M est le conormal de sa
projection dans Cy X .

En suivant [Sabbah], nous associons a tout cycle Z dans M le cycle (de dimen-
sion égale a la dimension de M) défini par son conormal 7'7M dans T*M. Le
corollaire précédent montre que CT; MT% M est une somme 3T M de cycles
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conormaux ou, si ’on préfére, le cycle conormal associé a un cycle homogene
> Z;de C'y X quin’est pas nécessairement somme de cycles de méme dimension.

DEFINITION 1.2.4. Le cycle S Z; est le spécialisé de X le longde Y.

Lorsque Y est un point 0, la classe de Chern—-McPherson locale de X en O est
la somme des classes de Chern—Mather des cycles Z;, ou si I’on préfére, la classe
de Chern—Mather du spécialisé de X en 0.

Remarque 1.2.5. Lorsque X est un germe de surface A singularité isolée
dans (C3,0), le spécialisé le long de O est la somme du cone tangent et de cer-
taines génératrices particulieres (tangentes exceptionnelles). C’est la description
de [Henry—Lg] des limites de plans tangents a X en 0.

COROLLAIRE 1.2.6. Soit X un sous-espace analytique d’un espace vectoriel
Y x Ny, contenant Y. On suppose que X est un cone de sommet Ny dans la
direction Y. Si Z est une composante de CramTx M, elle est alors le conormal
de ses deux projections surY X Ny etY™ x Ny.

Z L. p(Z) C Y*xNg

E

(](Z)CYXNY

1.3. MULTIPLICITES

Lors de I’étude des multiplicités des variétés polaires des variétés de fronces ou
doubles plis le point crucial sera de caractériser les projections donnant naissance
a des dirimants ayant la multiplicité générique.

Nous rappelons en les précisant des résultats nécessaires (voir [Henry—Merle—
Sabbah] 4.4, [Henry—Merle 3)]) et [Henry]): dans la situation de 1.1.1, on peut
supposer, sans perte de généralité, que S est lisse, identifi€ a un espace vectoriel
C?®. On considere I’éclatement EyC'( f) de I'idéal de 0 dans C(f). Le diviseur
exceptionnel de cet éclatement, image inverse de 0, est noté Dy; il est de dimension
n — 2 + s et admet un plongement naturel dans P"~1 x Pnts—1,

Soient V}, un sous espace vectoriel de C™ et Uy, un sous espace vectoriel de
C"*3 tous deux indexés par leur dimension. Il existe un translaté général du cycle
PV} x PUpg4 par P’action de GL(n, C) x GL(n + s, C) qui est transverse & Dy
(Bertini—Kleiman).

PROPOSITION 1.3.1. Lorsque Iintersection dans P! x Prts=1 dy diviseur
exceptionnel Dgy avec le cycle PV, X PUy; est transverse de dimension 0,
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(1) la multiplicité en O de la variété P( f, V) est égale au nombre d’intersection

(Do - Vi X Uk42) procit x prte—i

(2) cette multiplicité est la multiplicité d’une polaire générique, c’est a dire asso-
ciée a un élément générique de la grassmannienne G(k ; n),
(3) ¢’ est un invariant analytique de f.

Supposons de plus que S est de dimension s < 1. Il existe un ouvert de Zariski
non vide U; dans la grassmannienne G(k ; n) tel que, pour V}, appartenant a Uy,
I’intersection du diviseur exceptionnel Dy avec le cycle PV} x PV} est vide (voir
[Henry—Merle 1], Corollaire 2 p. 195).

THEOREME 1.3.2. Lorsque l'intersection dans P*~1 x P" du diviseur excep-
tionnel Dy avec le cycle PV x PV}, est vide, il existe alors un ouvert Uy dans la
grassmannienne G(2; C"t'/V}.) tel que si Visa/ Vi appartient a U,

(1) Uintersection dans P*~' x P" du diviseur exceptionnel Dy avec le cycle
Vi X Vi 4 est de dimension 0,

(2) le dirimant A( f, Vi) est une hypersurface dans S x C™ [V},

(3) la multiplicité en O du dirimant A( f,V},) est égale au nombre d’intersection

(Do - Vi X V];+2)Pn—lxpn

(4) la multiplicité du dirimant A( f, Vy) est la multiplicité d’un dirimant généri-
que, et c’est un invariant analytique de f.

(5) cette multiplicité est égale a la multiplicité de la variété polaire P(f,V}) et
c’est la multiplicité d’une polaire générique.

Autrement dit, lorsque S est de dimension 1, une variété polaire a la multiplicité
d’une variété polaire générique (i.e. la multiplicité générique d’une polaire), si et
seulement si elle est transverse au plan qui sert a la définir. Le dirimant correspon-
dant a la méme multiplicité qui est bien sdr celle d’un dirimant générique.

Lorsque S est de dimension supérieure a 1, on peut tout de méme se ramener
a I’énoncé précédent en considérant la Proposition 4.4.6 et la Remarque 4.4.7 de
[Henry—Merle—Sabbah] et en restreignant f au dessus d’une droite générale de
S =0C°%

Soit X un germe al’origine de C™. On construit’espace A’ dans C" x GL(n, C)
comme image du morphisme

X x GL(n,C) — C" x GL(n, C)
(¢,9) = (9.2,9)
Soit Y = 0 x GL(n, C) et ¢ la seconde projection du produit X x GL(n,C) .

On étudie ici le conormal relatif du morphisme ¢ et le diviseur exceptionnel D
de I’éclatement de Y dans ce conormal relatif. On note Dy4 sa fibre au dessus de
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0 x Id. Elle s’identifie au diviseur exceptionnel Dy de I’éclatement de O dans le
conormal de X.

PROPOSITION 1.3.3. Soient k un entier, n —d — 1 < k < n — 1 et Vi un sous
espace vectoriel de C™. Lorsque lintersection dans P*~! x P* de Dyq avec le cycle
PV} x PV}, est vide, le dirimant relatif A(¢, V) est équimultiple le long de Y au
voisinage de 1’identité de GL(n, C).

Comme il est clair que la fibre au dessus de g € GL(n, C) de ce dirimant relatif
est le dirimant A( f, g(V%)) on retrouve bien 1’énoncé précédent. On a méme un
petit supplément, par exemple dans le cas ot S est un pointet ¥ = n — 1, pour
lequel la Proposition 1.3.2 n’a pas de sens; on en déduit alors (par transitivité
des dirimants), que A(¢, V;,_2), c’est a dire la famille des projections planes des
courbes polaires P(X, g(Vy)) a son dirimant de codimension 1 vide.

Remarque 1.3.4. LaProposition 1.3.1 (et, mutatis mutandis la Proposition 1.3.3)
admet une légére variante:

Lorsque Iintersection dans P*~! x P" du diviseur exceptionnel Dy avec le
cycle PV x PViy, est vide, il existe alors un ouvert U, dans la grassmannien-
ne G(2; C**'/Viyy) tel que, si V|, ,/ Vi1 appartient 2 Uj, les conclusions des
Propositions 1.3.1 et 1.3.3 sont vraies.

1.4. DEUXIEME CONORMAL

I.e premier conormal a servi a construire les variétés polaires, par intersection
au dessus de P"~!. Pour construire les polaires de polaires et les fronces, il va
nous falloir considérer le conormal de 7'y, C™ dans C™ x (C™)* que nous noterons

2] . . . P3N
Tf\r] C"™. Nous appellerons I’espace ainsi construit le deuxiéme conormal de X.

Construisons également la déformation de T;] C" sur le cone normal a T([)2] cn.
C’est le conormal relatif de la déformation de 7% C™ sur 75 C™.

2 ~p 2 ~n 2 ~n
Cng TR C" € Def(TyCr15'Cr)

l !

CrecoT3C"  C  Def(T3C™, T3C)

! !

CoX C Def(X,0)

! l

0 € C
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1.4.1. Description géométrique

La fibre au dessus de 0 de la déformation est un diviseur plongé dans un produit
d’espaces C™ x (C™)* x (C™)* x C™. C’est donc I’ensemble des points (¢, L, N, v)
du produit tels que:

e il existe un chemin analytique h tracé dans I’ouvert &/ complémentaire dans la
partie lisse X ° de I’origine, avec h(0) = 0

e le long de ce chemin, £ est la limite quand 6 tend vers 0 d’un champ analytique
de vecteurs colinéaires a h(6), avec h(6)/1(6) holomorphe et s’annulant pour
=0

o [ est la limite quand 6 tend vers O d’un champ analytique de vecteurs conor-

maux a X en h(0),
e (N,v) est la limite quand @ tend vers O d’un champ (N (6),v(6)) tel que

(N (0), 0] 1/(0)) soit un champ analytique de vecteurs conormaux a 7% C"
en (h(6), L(9))

1.5. PROPRIETES DE LA SPECIALISATION Def(T}? cr, T([f] C™)

1.5.1. Le conormal 7% C"™ est, au dessus de la partie lisse X °, un fibré vectoriel
de rang n — d. En un point (z, L) de T5 C" I’espace tangent T}, ;, contient donc
(0 X t,) sit, est I'espace tangent 2 X en z.

0Xty C Ty C C*"x (C™)*

Lo

oc t, ccC"

Sur le conormal T}, L, la deuxieme projection de (C™)* x C™ induit une surjection
T, I — tz, qui a tout élément (N, v) de Tx 1, associe v dans t.

1.5.2. La surjection T;, 1 — t induit, toujours au dessus de la partie lisse X °, une
application surjective:

TP Cr - TX.

Sur TX C" la forme différentielle N dz + vdL est nulle par définition. Comme
(L-v)=0,onaLdv+wvdl = OsurTXC".

On en déduit que N dz — L dv est aussi nulle, ce qui montre que s(T;?C")
est contenu dans T x.(C™ x C"), si s est la transformation: (z, L, N,v) —
(z,L,N,—v). Les deux espaces susnommés étant de méme dimension et
irréductibles, ils sont égaux.
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1.5.3. On sait que le fibré cotangent 7*(7*C™) est canoniquement isomorphe
au fibré tangent 7'(T*C"™). Cet isomorphisme hamiltonien est réalisé par la forme
bilinéaire non dégénérée sur 7*7T*C"™ donnée par:

((V,0), (N, 0')) = (N - o) = (N v).

Montrons que cet isomorphisme induit un isomorphisme entre le fibré conormal
T)I?OC" et le fibré tangent T'(T’%,C™). Il suffit pour cela de vérifier que T}, 1, est son
propre orthogonal relativement a cette forme bilinéaire, soit encore que la forme
bilinéaire définie sur 7'X ° par:

B(v,v") = (N -2')

ol (N, v) est un élément quelconque de TJ,, 1, relevant v, est une forme symétrique.
Or B est la seconde forme fondamentale, donc symétrique.
En prenant les adhérences des objets considérés, nous voyons que 7'(T%) et

T)[? C" sont identifiés par I’'isomorphisme canonique de 7'(7*C™) et de T*(T*C"™).

1.5.4. Invariance de T)[? Ccr

Si L’ est un vecteur conormal a2 X ° en , alors (L', 0) est conormal 2 7% C™ en
(z, L). 11 s’ensuit que T}, 1, contient t, X 0 qui est donc contenu dans le noyau de
la surjection T 1, — 5, et qui étant de dimension n — d est égal a ce noyau.

0xty C Ty, C C™x(C")*

Lo

oc t, ccCn

On en déduit que si T)[?] C" contient le point (z, L, N, v) il contient également les
éléments de (z, L, N + t;, ).

De méme pour la déformation Def(T;] cn, TOIZ]C”), qui contient le point de
coordonnées (¢, L, N + AL, v, §) dés qu’elle contient le point (¢, L, N, v, 8).

1.5.5. Notons que Def(T)[? cr, T(gz] C™) est également stable par les homothéties:

¢,L,N,v,0) — ({,aL,aN,v,0),
(¢,L,N,v,0) — (¢, L, BN, Bv,0),
(£7L7'N’ 1/70) - (7£7L7N77V’% M

Si I’on retire de Def(T)[? C“,T(;ZIC") les sous-ensembles définis respectivement

par: L =0, N = v = 0,et{ = v = 0 et que I’on passe aux quotients successifs par
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les trois relations d’équivalence, on obtient I’espace éclaté de C e (0)dans C e (X),

2
noté ECM(O)C ? (X).

(2

1.5.6. Soit Z I’une des composantes du diviseur exceptionnel C Ty C™.

[2]
7,7 Cn
Grice au résultat de dualité de 1.2.6, les deux projections g et p ’

(C" x (C™)*) x ((C™)* x C") - (C")* x Cn

q
C" x (Cn)*

font de Z le conormal de ses deux images ¢(Z) et p(Z), qui sont donc duales I’'une
de I’autre.

Remarquons ensuite que ¢( Z) est une sous variété algébrique du diviseur excep-
tionnel de Def(T%x C™, Ty'C™). A I’aide du Corollaire 1.2.3, 1a forme différentielle

L d est nulle sur ¢(Z) donc sur C'_ 13 CnT;? Cc".
0

(a) Dans le produit C™ x (C™)* x (C™)* x C™, nous pouvons considérer les
P

diverses orbites de I’action du groupe linéaire GL(n, C). La variété Z est contenue
dans la réunion d’orbites o I’on a:

(L-ty=(L-v)=(N-£)=0.

En effet, ¢( Z) est homogene dans les deux directions £ et L, et comme Z est son
conormal, (L -v) = (N - £) = 0. D’autre part, un raisonnement analogue ou le fait
que le couple (X °,0) satisfait les conditions de Whitney, montre que (L - £) = 0.

(b) Puisque (L - £) = 0 et que L d{ = O sur Z, la forme différentielle £ dL est
aussi nulle et la variété Z est stable par la transformation:

(¢,L,N,v)— ({,L,N,v+1{).

LEMME 1.5.7. Supposons que Z soit inclus dans la réunion d’orbites ou I’'on a
(N - v) = 0. Il existe alors un sous-espace vectoriel W de C" tel que:

Z=WxWxW xW.

Preuve. Soit (£, L, N,v) un point de Z dont les projections par p et ¢ sont
lisses. Comme (L - £) = O sur Z, on voit que (£, L) est un vecteur conormal a ¢(Z)
en (¢, L), ce qui peut s’exprimer par I’inclusion de 7(¢(Z)) dans p(Z) si r est la
transformation: (¢, L) — (L, £).

Sil’onadeplus (N-v) = Osur Z,le méme raisonnement prouve que r(p(Z)) est
inclus dans ¢( 7). Les deux variétés ¢(Z) et p(Z) ont donc méme dimension qui ne
peut étre que n, étant entendu que dim(Z) = 2n et que dim(¢(Z)) < dim(D) = n.
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Onadonc Z = ¢(Z) X q(Z) ce qui montre que ¢(Z) et p(Z ) sont des sous-espaces
vectoriels de C™ x (C™)* etde (C™)* x C™.

De plus, g(Z) est alors une composante du diviseur D qui est le conormal de
sa projection W dans C™. Bien sQr, W est un sous-espace vectoriel de C”, et on
obtient le résultat du lemme.

1.6. PRINCIPE DE TRANSVERSALITE ISOTROPE

Nous regroupons dans cette section diverses conséquences d’un résultat de trans-
versalité des variétés isotropes. Rappelons d’abord une définition.

DEFINITION 1.6.1. Considérons un germe de variété lisse M que nous identi-
fierons au germe a I’origine de C™. Notons (z) un syst¢me de coordonnées sur C"
et (L) les coordonnées conormales. Une sous variété A du cotangent 7* M est dite
isotrope si la forme différentielle canonique Ldz est nulle sur un ouvert dense de
points lisses de A.

LEMME 1.6.2. (de transversalité isotrope). Désignons par A une sous variété
isotrope du cotangent PT*P"~1. Pour tout entier 1 < k < n — 1, il existe un
ouvert de Zariski U de la grassmannienne G(k ; n), tel que lorsque V est dans U,
intersection de A avec le cycle polarisant PV x PV est vide.

Preuve. A est de dimension au plus n — 2 et le cycle polarisant PV x PV de
codimension # — 1 dans PT*P™~! ou le groupe linéaire agit transitivement. Le
théoréme de Bertini—Kleiman donne la conclusion. a

Nous pouvons maintenant appliquer ce résultat a un certain nombre de situations
sur C™ (X)ou E 1z (O)Cm (X') our il est facile de se ramener a une intersection de

variété isotrope avec un cycle polarisant du type PV x PV.

COROLLAIRE 1.6.3. Pour tout entier k, il existe un ouvert de Zariski U de la
grassmannienne G(k; n) tel que, lorsque V est dans U, l'intersection du cycle
(V') défini par

Ecvcel

avec l’ensemble des points de E (O)C m(X ) (resp. C m(X )) vérifiant x = 0 est
contenu dans le lieu des pointson x = v = 0.
Preuve. Par définition du deuxiéme conormal, on a sur C & (X) I'identité:

Ndz +vdL =0
sur la sous variété olt z = 0 on a aussi puisque dz = 0 I’égalité:

vdL = 0.
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La projection du fermé z = O par le morphisme (v, L) est une variété isotrope A,
qui est de plus homogene par rapport a la variable v. En appliquant le lemme de
transversalité isotrope, on voit que I'intersection de A = PA avec PV x PV est
vide donc que I’intersection de A avec 7(V') est contenue dans le sommet du cone
v = 0, d’ou le résultat annoncé. a

COROLLAIRE 1.6.4. Pour tout entier k, il existe un ouvert de Zariski U de la
grassmannienne G(k ; n) tel que, lorsque V appartient a U, lintersection du cycle
7(V') défini par

vCcVcl

avec le diviseur Dg] est formée de points ({, L, N,v) tels que { n’est pas dans le
sous espace V.
Preuve. Par définition du deuxieme conormal et propriétés de la déformation

Def(TY'C", Ty C™), on a sur Dy’ I'identité:
Ndf+vdL =0

si la droite £ est contenue dans V, surlecycle v C V C Lonaaussi{ CV C L
or Dg] se projette sur D ou la forme différentielle L d¢ s’annule.
On intersecte cette variété isotrope homogene avec le cycle polarisant défini par

(cVvcl

et I’intersection est contenue dans £ = 0.
Sur la sous variété oit £ = 0 on a aussi puisque d/ = 0 I’égalité:

vdL =0

la projection de I’intersection de Dg] avec £ = 0 sur ’espace des (v, L) est donc
une variété isotrope homogene par rapport a v. Nous appliquons a I’intersection de
cette variété avec le cycle polarisant 7(V') le lemme de transversalité isotrope, et
nous obtenons que sur I’intersection, on devrait avoir v = 0, ce qui est incompatible
avec £ = 0; il n’y a donc pas de tels points, ce qui entraine le corollaire. a

COROLLAIRE 1.6.5. Pour tout entier k, il existe un ouvert de Zariski U de la
grassmannienne G(k ; n) tel que, lorsque V appartient a U, la forme linéaire N
n’est pas nulle sur les points (£, L, N,v) de ’intersection du cycle T(V') (défini
parv CV C L), avec le diviseur Dg].

Preuve. La projection par le morphisme (v, L) de I'intersection de Dg] avec
N = 0 est isotrope et homogene. La forme différentielle »dL y est nulle.
L’intersection avec le cycle polarisant 7(V') est contenue dans ¥ = 0. Mais, sur
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2 . . .
Dé] on ne peut avoir simultanément v = N = 0, ce qui donne le résultat. O

Remarque 1.6.6. Nous appelerons E[ZI(X ) I’éclaté de v = O dans I’espace

EC[?_] (O)C’[ZJ(X ) (voir 1.5.5), et noterons ¢ la direction du vecteur v # 0 dans

pr-l,
Comme nous nous intéressons a la section de E[ZI(X ) par le cycle

T(V)={(&,L); ECViC L}

et que I’intersection de 7(V') avec I'image inverse de © = 0O est contenue dans
I’ensemble des points (¢, L, N, v, ) de Dgl vérifiant:

CZV,L#0,N #0,

I’intersection Dg] N 7(V) admet un plongement dans P"~! x P"~! x Pn~1
Ep(C™) (ot Eo(C™) dénote Iéclaté de 0 dans C™) et se projette sur le produit
pr-l x Pr—1 x pr—1 x pr—1.

2. Construction des variétés de fronces

Soit X un espace analytique. La question traitée étant locale nous supposerons
désormais que X est un germe d’espace analytique irréductible de dimension pure
d, plongé localement dans (C™,0),avec d > letn > 2.

Il s’agit d’étudier X relativement a une projection linéaire = de noyau V, espace
linéaire de dimension k£ comprise entre n — 2 et n — d, dans C".,

2.1. COMMENT VOIR LES FRONCES

Soient 7: C™ — C"/V une projection linéaire de noyau V (dimV = k,n — d <
kE <n—2)et P(X,V) la variété polaire associée.

Si I’on restreint 7 au lieu lisse de P(X, V') on obtient un nouveau lieu critique,
le lieu des fronces de X relativement 2 V. C’est la strate de Thom—Boardman
yd-ntk=ld=nt+k=1 4o |a projection 7 restreinte 2 la partie lisse X°.

DEFINITION 2.1.1. Nous appellerons variété des fronces de X relativement a V'
—notée F'(X, V) —, 'adhérence dans X de ce lieu critique et variété des cusps de
X relativement 2 V — notée K(X, V) —, I'image de la variété des fronces par la
projection 7.

2.1.2. Caractérisation des points fronces

Un point 2 de P(X, V) est critique pour la restriction de 7 a la partie lisse
de P(X,V) si I'intersection de 1’espace conormal 2 P(X, V) en z avec V est de
dimension au moins* 2.

* Comme nous sommes sur la polaire relativement a la direction V' cette intersection est déja au
moins de dimension 1 puisque tout hyperplan tangent a X est tangenta P(X, V).
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Il s’ensuit que z, lisse sur X, est un point fronce de X relativementa V,

e s’il existe un L non nul, conormal 2 X en z, contenu dans v,

o si P(X,V) est lisse en z, c’est a dire si dim(#, N V) = 1 et dim(T, 1, N
(OxV))=0

e si I'intersection de ’espace conormal T, 1, A T%C™ en (z, ) avec V x V est
de dimension au moins 2, avec une projection sur ¢,, de dimension au moins 1.

Nous reformulons cette derniére assertion de la maniere suivante: Un point x lisse

sur X est un point fronce relativement a V', s’il existe au dessus de lui dans C' . (X)
un point (z, L, N,v) € C" x (C™)* x (C")* x C") vérifiant:

(L,0) € V xV,
(N,v) € VxV,
(N,v) ¢ (C")" x{0}.

Remarquons alors que le point (2, L, N, v) appartient a la réunion d ’orbites sous
GL(n, C) caractérisée par: (N,v) € 7 ou Z est la variété d’incidence de (C™)* x
C", définie par

v € N.

Le lemme qui suit va nous permettre de négliger le cas ou ce fermé contient
entierement Def (T;] cn, (gz] C"). En effet, ceci ne se produit que pour les variétés

linéaires dont les variétés de fronces sont désespérément vides.
LEMME 2.1.3. Si tout vecteur (N, v) conormal a T3 C", vérifie (N - v) = 0,
l’espace X est alors une variété linéaire.

Preuve. Nous pouvons supposer que X est une composante irréductible d’une
intersection compléete définie par des équations:

¢d+1(21,...,2,) =0,

¢n(.’L'1,...,:Cn) :.O.

Le conormal Ty, C™ est I’image de X ° par I’application:

0¢; 0;
(.’L‘[,...,xn,Ad_f_l,...,An)——? (xla-..yan Z }\iaxlv-.-, Z Azamd).

ipd+1 izd+1
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Le plan tangent au conormal de X en un point au dessus de z est I'image du plan
tangent en 2 2 X par la matrice jacobienne:

1 . 0 0 . 0
0 . 1 0 . 0
Sy 9%, . 9%, Opay On
Z /\Z 5z2 ) , Z )\’ dz10xn oz ' Bz
1=d+1 1 1=d
n 5 n 9y S
i Z )\’ dz10xn : R Z /\Z 81‘2 axn ) 53:%
1=d+1 i=d+1

L’espace conormal 2 T3 C™ en un point (z, L) au dessus de z dans X ° est donc la
somme de ?, et de I’espace orthogonal a tous les vecteurs colonnes de la matrice
jacobienne. On a donc les relations:

0 _
Z v; ax] 0, pourk >d

ZZ 2¢ (1)
N; + vAdi=——— =0, pourl <j<n.

< ‘Oz;0z,

Si T)[?C” est entierement contenu dans la réunion d’orbites (N - v) = 0, on en
déduit I’égalité:

P
Z(Z]: vgvj)\z‘amj—axl = 0,

vérifiée pour tout A € C"~% et v dans T, X ° en tout point de la partie lisse X °.
On en déduit que chaque ¢; s’annule sur le plan tangent 2 X en 2 ce qui montre
que X est linéaire au voisinage du point z, et termine la démonstration. a

Nous supposerons désormais que X n’est pas linéaire.

2.2. MULTIPLICITES DES VARIETES DE CUSPS

L’espace EY (X) (voir 1.6.6) est muni d’une application canonique dans P™~! x
P! décrite par:

({,L,N,v,0,&)— (& L).

Pour tout sous espace vectoriel Vi de dimension £ dans C", on construit le cycle
Vi x Vi de P71 x pr-l,



FRONCES ET DOUBLES PLIS 37

PROPOSITION 2.2.1. Pour un plan Vi, suffisamment général dans la grassman-
nienne G(k,n), ’éclaté de O dans le conormal de la polaire P(X,V}) est la
projection par ’application

(£7L7N?V707€)—) (£7N70)

de ’intersection de Em(X yavec & C Vi, C L.

Preuve. Si Vj, est assez général, et si (¢, L, N,v,0,¢) est un point de Em(X)
tel que £ C Vi C L, avec ¢ = £f sur X \ 0, alors, d’apres la Remarque 1.6.6, L
est une limite d’hyperplan tangent en = {6 contenant V}, donc 2 € P(X, V),

N est une limite d’hyperplan tangent en z 2 P(X, Vy).

On en déduit que I’éclaté de I’origine dans la polaire, EoC'(P(X,Vy)), est
contenu dans la projection de I’intersection de Em(X )avec £ C Vi, C L puisque,
au dessus des points lisses de la polaire P(X, V}) on a égalité.

Notons que I’intersection du cycle £ C Vi, C L avec Dg] est de dimension

strictement inférieure a celle de son intersection avec Em(X ), de méme que
I’intersection avec la transformée stricte des points singuliers de X . Pour montrer
I’inclusion inverse, il suffit donc de la vérifier au dessus des points z # 0 lisse sur
X. a

THEOREME 2.2.2. Soient k et j deux entiers vérifiantn—d < k < k+j < n—2.
1l existe un ouvert dans l’espace des drapeaux D(k,k + j;n) tel que pour tout
élément V), C Viy; de cet ouvert, le dirimant de la projection de la variété polaire
P(X, Vi) parallélement a Viy; a la multiplicité du dirimant d’une projection
générale de P(X,V}) sur un plan de dimensionn — k — j.

Preuve. Nous devons montrer, d’aprés le Théoréme 1.3.2, que le cycle Vi ; X
Vk+j évite le diviseur exceptionnel D{)V"] de dimension » — 2 dans 1’espace
EoC(P(X,Vk)). D’apres la proposition précédente, il suffit pour cela de prou-
ver que le cycle

rk; = {(&, L, N,v); (£ C Viy; C N,v €V}, C L}
ne rencontre pas le diviseur exceptionnel de £ o 0) c? (X).

_ Ce dernier est contenu (voir la Remarque 1.6.6) dans la sous-variété de P 1 x
P! x P"~! x C™ définie par:

¢tcl,tc N,vel.

Dans cette sous-variété le groupe GL(n, C) a plusieurs orbites: 1’orbite ouverte
dense, celle ot 0 # v € N # L, et les autres contenues dans les fermés { A v = 0
et N =1.

Soit Z une composante du diviseur exceptionnel de £ c? (X).

c?(0)
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Si v = 0 sur Z, la forme différentielle NV d{ est nulle sur Z. La projection de
Z par le morphisme (£, N) est donc évitée par un cycle polarisant assez général
Vigj X Vkﬂ Il s’ensuit que Z est évitée par 7% ;.

Supposons maintenant que 0 # v € £. On a alors £ C Vi C L, ce qui est
impossible a cause du lemme de transversalité isotrope. De méme dans le fermé
N = I, ot la condition £ C Vj4; C N impose £ C Vi, C L.

D’apres le lemme de Bertini-Kleiman, comme GL(n, C) agit transitivement
sur ’orbite dense, I'intersection du cycle 7 ; de codimension 2n — 3 avec une
composante Z de dimension 2n — 4 est vide si Z n’est pas entierement contenue
dans I’ orbite d’équation

{Av #0; veN #£L.

Dans le cas contraire nous avons montré en 1.5.7 qu’il existe un sous-espace
vectoriel W tel que:

Z={{,L,N,v);tCcW C L,veW C N}.

On voit alors que lorsque Vi ; est en position générale relativement a W on a soit
W N Viy; =0,s0it WnNVey; =0, cequi montre que Z N 7y ; est vide. a

Nous pouvons méme montrer un énoncé plus précis, qui assure que dés que la
polaire a été construite de fagon générique (cf le Théoreme 1.3.2), on peut trouver
des projections de noyaux contenant le plan de définition de la polaire qui induisent
des dirimants de la polaire génériques (pour la multiplicité).

THEOREME 2.2.3. Soient k et j deux entiers vérifiantn —d < k < k47 < n—2.
Soit Vi, un plan de dimension k tel que le cycle Vi, x V}, évite le diviseur exceptionnel
Dy(X) de dimension n — 2 dans ’espace EoC(X)). Il existe un ouvert dans
I’espace des j-plans G(j;n — k) tel que pour tout élément Vi ; |V}, de cet ouvert,
le dirimant de la projection de la variété polaire P(X, V},) parallélement a Vi ; a
la multiplicité du dirimant d’une projection générale de P(X,V}.) sur un plan de
dimensionn — k — j.

Preuve. Nous devons montrer, comme dans le théoréme précédent, que le cycle

e = {(6, L,N,v);({C Viy; CN,v € Vi C L}

ne rencontre pas le diviseur exceptionnel de 1’éclaté £ o C (X ), que nous

noterons D " (X). Considérons le cycle o

C[Z] (0)
Ok = {(ngvaV);(VE Vk C i}
La projection:

oto)C (X) N (Vi) = P(C"/Vi) x P(C"/Vi)
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donnée par (7([€]), #(N)), n’est a priori définie que sur 'ouvert ou £ ¢ Vj et N
ne s’annule pas. Cette application est en fait partout définie d’apreés 1.6.4 et 1.6.5.
En utilisant 2.2.1, on montre que Iintersection D ( 0)C'[Z](X )N o(Vy) a pour
image le diviseur exceptionnel de 1’éclaté de 1’origine dans le conormal du lieu
des cusps K(X, Vy), diviseur que nous noterons Do(K(V})). D’apres le lemme
de Bertini-Kleiman, il existe un ouvert dense des plans W; de dimensiop 7 tel
que pour un plan W; dans cet ouvert I'intersection Do(K (X, Vi)) N W; x W; soit
vide. Remontons W en Viy; (tel que Viy;/Vi = W; ). Remontons alors le cycle
W; x W enle cycle Okt

0k+j = {(EaLvNal/);(gc Vk.}.]’ C N}

Par construction de ce cycle on peut déduire que

D g, C(X)N (Vi) N By =0

(o)

ce qui montre que le cycle 7 ; ne rencontre pas [ o c? (X). a

(0)
Remarque 2.2.4. Le théoréme précédent a un analogue pour la projection de
P(X,Vy) parallelement a V,,_;.
11 suffit pour le voir de considérer 1’espace:

X ={(z,9) € C" x GL(n,C); g(z) € P(X,Vi)}.

La projection ¢: X — GL(n, C) est munie d’une section dont I’image est J =
0 x GL(n,C). Lorsque Vj4; est assez général, précisémént lorsque 7 ; évite
Dg], le dirimant de ¢ associé a Vi ; est équimultiple au voisinage de I’identité
de GL(n, C). En particulier le dirimant de ¢ qui a la dimension de GL(n, C) est
vide. On en déduit par exemple que la famille des projections de la courbe polaire
P(X,V,_2) est équimultiple et ses variétés polaires relatives différentes d’elle
méme sont vides; on n’en déduit pas encore que son lieu singulier est réduit a
0 x GL(n, C) (voir 4.2.6).

THEOREME 2.2.5. Les multiplicités polaires des variétés de cusps générales de
X sont des invariants analytiques de X .

Preuve. Nous venons de voir que le dirimant A(P(X, Vi), Viy;) a, pour un
drapeau général, une multiplicité égale a celle du dirimant d’une projection générale
de P(X, Vi).

Or celle-ci s’obtient, par la formule de projection, en intersectant le diviseur
de I’éclatement du conormal de la polaire, EoC(P(X, V%)), que nous allons noter
D[V’“] (D[V"] c P+l x P" 1y avec le cycle Uiy j+a X Ugyj, soit encore en

intersectant le diviseur Do avec le cycle ¥ ; défini par:

{(K,L,N,é-),(fc Uk+j+27N C ka-l—jvé. C Vk C L}
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et déterminé par deux drapeaux généraux (V;); et (U;);.
Le groupe GL(n, C) x GL(n, C) agit transitivement sur la variété D(1,n —
1;7) X D(1,n — 1; n) de la maniére suivante:

(9,9") (£, L, N, €)= (g9(),4'(L), g(N),4'(£)).

. . . . 2]
La codimension de ¥ ; y est 2n — 3. Le nombre d’intersection de D[O] avec Vy ;

ne dépend que du type projectif de D([)z] qui, nous le verrons en 3.2, est un invariant
analytique de X .

D’autre part, la multiplicité de A(P(X, Vi), Vik4;) s obtient, également par la
formule de projection, en intersectant le diviseur ng’i] de I’éclaté du conormal
de la polaire EoC(P(X, Vy)) avec le cycle Viyj+2 X Viyj. Cette intersection est

I'image de I’intersection du diviseur Dg] avec le cycle
Orj : {€, L, N,£);€C Viyjya, N C Viyj, € C Vi C L}

On considere cette fois I’action diagonale de GL(n, C) pour laquelle on note quatre
orbites en dehors de 1’orbite dense, respectivement définies par:

(#ECN#IL,
(£ECN=1I,
(=¢6CN#IL,

et
t=¢CN=1L.

On étudie ’intersection de 6 ; avec Dg] dans chacune de ces orbites de
GL(n,C).

L’intersection de 6}, ; avec le fermé D([)z] N (£ = ) est vide d’apres 1.6.4.

La restriction de £ m(X ) au fermé N = L s’identifie a I’éclaté de O dans le
produit fibré C'(X) xx PTX. L'intersection de 6 ; avec Dg] N(N = L) se
projette donc sur I'intersection du diviseur Dy de I’éclatement EoC'(X ) avec le
cycle Viyjpo X Vk+j de P! x P"~! 1l existe un ouvert 2 de la variété des
drapeaux de C" tel que pour (V;); dans cet ouvert, cette derniere intersection est
constituée d’'un nombre fini de points.

Soit Z une composante de D([)z ! Dans I’intersection de Z avec la premiére orbite
(€ # € C N # L), il existe une sous variété Z de dimension 2n — 4 qui est la
trace sur Z de la transformée stricte EIZ](X ) dans E[ZI(X ) du fermé ¢ C N. On
notera de méme f)([)z] la trace du diviseur exceptionnel D([)z] sur Em(X ). D’apres
Bertini—Kleiman, il existe un ouvert 2, C ; de la variété des drapeaux de C™ tel
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que pour (V;); dans cet ouvert, I’intersection Zn 0y est constituée d’un nombre
fini de points.

Remarquons enfin que I’intersection de DBV"] avec Viyjsa X Vi, est elle
aussi constituée d’un nombre fini de points et que I’intersection de ce méme
cycle avec EoC'(P(X,Vy)) est une réunion de germes de courbes centrés en ces
points. Chacune de ces courbes se reléve de maniére unique en une courbe de
Em(X) N (¢ C Vi C L) le long de laquelle nous avons ¢ C N. Il s’ensuit que
DE™ 0 (Vigj+2 X Vg ;) est contenu dans la projection de DY ne, j-

On en déduit, d’apres la formule de projection, que la multiplicité de 1’ intersec-
tion DBVk] N (Vigjs2 X Viy;) est la somme de

e la multiplicité d’intersection de Dg] avec 0y, ; dans orbite (¢ # € C N # L),
e la multiplicité d’intersection de Dy avec Vi ;12 X Vk+ ;e

On remarque (voir 1.3.2) que ces deux derniéres multiplicités sont respectivement
celles des deux composantes — non nécessairement irréductibles - du dirimant de
la projection:

P(X,Vi) = C"/Viy .

Ce dirimant est la réunion de deux hypersurfaces de C" /Vj, ;-

e le dirimant A(X, Vi) de la projection: X — C"/Vjy;,
e le dirimant A(K (X, Vi), Viy;) de la projection: (X, Vi) — C™/Viy;.

Nous avons donc démontré la proposition suivante:

PROPOSITION 2.2.6. La multiplicité du dirimant A(P(X, Vi), Uk+;) d’une
projection générale de la variété polaire est égale a la somme de la multiplicité du
dirimant A(X, Viy;) et de la multiplicité du dirimant A(K(X, Vi), Vit ;).

On en déduit que la multiplicité a I’origine de A(K(X, V), Vi4;) est invari-
ante par I’action d’un isomorphisme de C", puisque nous avons montré que la
multiplicité de A(P(X, Vi), Uk ;) est invariante par isomorphisme de C™ et que
la multiplicité de A(X, Vi4;) ’est aussi (voir [Henry—Merle—Sabbah] Proposition
4.4.6 p. 254).

Il nous reste a étudier 1a dépendance a1’égard du plongement de X . Considérons
un plongement minimal de X dans C" et remarquons que les multiplicités polaires
des variétés de cusps sont inchangées quand on prend le plongement de X dans
C" x CP induit par le plongement de C™ x 0 dans C™ x CP. En effet, I’espace

T;] C"*? est alors le produit de T)[? C” par un facteur linéaire.
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3. Construction des variétés de doubles plis

Pour une projection linéaire 7: C™ — C™/V dont le noyau V' est de dimension &,
(n —d— 1<k <n—2)*on construit la variété polaire P(X, V') associée a V.

SiI’on restreint 7 au lieu lisse de P(X, V'), on étudie I’ensemble des couples de
points distincts qui ont méme image par 7, et sa projection dans C"/V que nous
appellerons le lieu des points doubles du dirimant A(X, V).

DEFINITION 3.0.1. La variété des points doubles D(X,V) du dirimant est
I’adhérence dans C™/V du lieu des points de A(X, V') image par 7 d’un cou-
ple de points distincts de P(X, V).

3.1. L’ESPACE DES DOUBLES PLIS

Nous identifions C™ x C™ au produit de la diagonale A par 0 x C™; nous choisissons
des coordonnées (2',h = z” — z') compatibles avec cette décomposition et les
coordonnées cotangentes correspondantes (z’, h, H, M"") sur le cotangent 7*(C"™ x
Ccn).

Partant de la déformation Def(T% , x, T'A ), qui est I’adhérence dans
T*(C™ x C") x C du sous-ensemble

{(Z/,0, N, M",6);6 #£0, (<,6v,6N, M") € Tk, x }

on déforme I’espace obtenu au cone normal de la transformée stricte T}, , enfin
on déforme le résultat au cone normal de la transformée stricte de A.
Le résultat final est I’adhérence du sous-ensemblede 7*(C" x C") x Cx Cx C

{(¢,&, N, M",6,¢,0);8¢0 #0, (Cl',0¢86,6N, M") € Tk x} -

L’éclatement F'y X de Y dans X peut s’interpréter comme le quotient par I’action
de C* du complémentaire de la section nulle dans la déformation de X au cone
normal a Y dans X.

Lespace P (X ) que nous étudions est le quotient, par I’action de (C* )* définie
ci-dessous, de I’ouvert ot M et £ ne s’annulent pas

! n / n 6 C 0
(av/@777X)' (f 7‘£7N7M 767470) - <7£ 7X7ﬂ£7/8aN’aM ’ B’? ;7 ;) .

Il peut s’obtenir également en partant de I’ouvert de C(X x X) o M" # 0, en
éclatant successivement les sous-espaces C'(A) puis la transformée stricte T, de
0 x 0, enfin la transformée stricte de la diagonale A de X x X.

Sur P¥ (X)) nous avons un diviseur Dg] qui est I'image inverse de T¢,, (image
dans le quotient du fermé ¢ = 0).

* On notera qu’ici, 2 la différence du cas des fronces, on considere aussi la polaire P(X, Va_a—1)
qui est égale 2 X et le dirimant A(X, V_a—1) qui est la projection hypersurface de X .
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L’espace Pm(X ) est muni d’une application canonique dans P"~! x P!
décrite par:

(¢',& N, M",6,(,0) — (£, M").

L’espace PL(X,C") est défini comme la transformée stricte dans Pm(X ) du
fermé défini par: (€6 C M").

PROPOSITION 3.1.1. P£(X, C") est un espace de dimension2n —2. Il se projette
dans C(X x X) sur le fermé de codimension 1 défini par la relation (h C M").

Dans I’espace P{ (X, C™), I'image inverse de la transformée stricte de 0 x 0 (ou
de Ty o) dans Eg(a)C (X x X) estun diviseur noté D, (image dans le quotient du
fermé d’équation ¢ = 0). Pour tout sous espace vectoriel V}, de dimension k& dans
C", on construit le cycle 7(V;) = Vi x Vi = {€ C Vi € M" de P"—! x P,

Pour Vj; suffisamment général dans la grassmannienne G(k,n), la projection
par I’application

pr: (¢,6, N, M",6,(,€,0) — (¢, N)

de I'intersection de 7(V},) avec Dy (resp. PL (X, C™)) est de dimension n — 2 (resp.
n—1).

Donnons quelques conséquences du lemme de transversalité isotrope analogues
a celles de la section 1.6 et valables pour les doubles plis.

COROLLAIRE 3.1.2. Pour tout entier k il existe un ouvert de Zariski U de
la grassmannienne G(k; n), tel que lorsque Vi, est dans U, intersection, du
cycle 7(Vy) avec ’ensemble des points de P[ZI(X ) (resp. PL(X,C™)) vérifiant
2! = 2" = 0 est contenu dans le lieu des points ou 2’ = v = 0.

Preuve. Surle fermé (M" -v) = 0deI’éclaté Eg(a)C(X X X)) les deux formes
différentielles:

M'dZ,
Ndz' + M"dv

sont nulles. Sur la sous variété ot 2z’ = 0 on a aussi, puisque dz’ = 0 I’égalité:
M"dv =0.

La projection du fermé z’ = 2" = 0 par le morphisme (M", v) est une variété
isotrope homogene par rapport a la variable v (I’homogénéité est assurée seule-
ment au dessus de 2’ = 2). En appliquant le lemme de transversalité isotrope,
nous voyons que I’intersection de cette projection avec 7(V}) est contenue dans le
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sommet du cone v = 0, d’ol le résultat annoncé. O

COROLLAIRE 3.1.3. Pour tout entier k, il existe un ouvert de Zariski U de la
grassmannienne G(k; n), tel que lorsque Vi, appartient a U, le vecteur ' n’est
pas nul sur lintersection du cycle T7(V},) avec le diviseur Dy.

Preuve. Sur le fermé ¢ = 0 du diviseur Dy la forme différentielle M” d¢ est
nulle, ce qui montre que la projection de ce fermé par le morphisme (M"”, £) est
une variété isotrope homogene par rapport a v.

Son intersection avec un cycle polarisant général

§CVkCM"

est contenue dans £ = 0, donc vide puisqu’on ne peut avoir simultanément £/ =
£=0. ]

COROLLAIRE 3.1.4. Pour tout entier k il existe un ouvert de Zariski U de la
grassmannienne G(k ; n), tel que lorsque Vi, appartient a U, la forme linéaire N
n’est pas nulle sur les points ({',&, N, M") de lintersection du cycle T(V}) avec
le diviseur Dy.

Preuve. La projection par le morphisme (v, M"') de I'intersection de Dy avec
N = 0 est isotrope et homogene. La forme différentielle:

M" dv
y est nulle. L’intersection avec le cycle polarisant 7(V') est contenue dans v = 0.
Mais, sur Dy on ne peut avoir simultanément v = N = 0, ce qui donne le
résultat. O

3.2. INVARIANCE ANALYTIQUE

Nous prouvons le lemme suivant:

LEMME 3.2.1. Le diviseur D([)zl (resp. Do), défini par I’idéal (7', v) dans pH (X)
(resp. PL(X,C")), est invariant sous I’action d’un isomorphisme analytique tan-
gent a ’identité.

Preuve. Nous considérons un isomorphisme analytique ® de C™ dans C";
étudions son action sur ’espace (7% C™)?.

Soit 2z’ (resp. 2’/ = 2z’ 4+ h) un point de X° et M’ (resp. M"”" = H — M') un
vecteur conormal en 2’ (resp. en z”’) 2 X. Nous avons, en négligeant les termes
d’ordre 2 en v:

d®%,, (M") = do% (M") — d®% d?®i(h,_ ) d®%  (M"),
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oit I’on a noté d?®,/(v,_ ) ’application linéaire:

(v, ):w — d*®,(v,w).
On en déduit

de*,"

Z”

(H) = d®% ' (H) — d®% d*®,i(h,_ ) dd% (M").

Si M" + M’ = H a une limite finie non nulle lorsque 2’ et z” (donc h) tendent
vers 0, cette limite est transformée linéairement par I’application d@a_' .

Si M" + M' = H tend vers 0 en méme temps que h, pendant que M" a une
limite finie non nulle L, on voit que la limite de la direction associée a M" + M’
est transformée linéairement par d@g_l si la quantité || k|| tend plus vite vers O que
|| H |, ce qui est le cas au voisinage du diviseur Dy.

Reste a2 montrer que le diviseur Dy est invariant par ®. L’isomorphisme @
transforme h = 2" — 2’ en ®(2") — ®(2') et M" en d@:;](M”).

®(2") — ®(2') = —d®.n(h) — 3d*@.n(h, k) + o(||h[|?).

On voit donc que le diviseur Dy est laissé fixe par ’action d’un isomorphisme ®
tangent a I’identité. O

PROPOSITION 3.2.2. Pour V, suffisamment général, la projection de
PL(X,C") N 71(Vy) par pr est:

o lorsque k = n — d — 1, I’éclaté de C(0) dans la réunion du conormal
C(P(X,Vn—a-1)) = C(X) et du conormal C(xy;'__ (D(X,Vn_a—1))) de
I’image inverse dans X des points doubles de la projection vy, _,_,,

o lorsque k = n — d, I’éclaté de C(0) dans le conormal C(w;kl(A(X, Vi) la
variété polaire P(X,V,,_,4) est alors une composante de l'image inverse du
dirimant 7r‘7nl_d(A(X, Vo—d)),

o Lorsque k > n — d, I’éclaté de C(0) dans la réunion des deux conormaux:

C(P(X,Vi)) et Clry/(ACX,V)).

Preuve. Pour Vj, suffisamment général, I’intersection de 7(Vi) avec Dy est
contenue dans 1’adhérence de I’intersection de 7(V}) avec I’image inverse dans
PL(X,C")de Txoyxo \ TA-

Donc, pour tout point (¢/,&, N, M",6,(,6) de la composante, le point 2" =
2 + 6COE est un point de la polaire P(X, V}), le point 2’ = (¢ a méme image que
2" par la projection de noyau Vj, et N est un plan tangent a w;kl(A(X ,Vk)) en 2/
sik>mn—d—1ettangenta W;:_d_l(D(X,Vn_d_,)) sik=n—-d-1.

Nous disposons maintenant de deux sous espaces de C™, d’une part P(X, V),
d’autre part w;kl(A(X, Vi))sik > n—d—1,(resp. w‘jnl_d_l(D(X, Va—d—1)) pour
k=n-—d-1).
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DEFINITION 3.2.3. Nous appelerons ombre portée O(X, Vi) sur X par la pro-
jection 7y, ,

esi k > n — d, le sous espace image inverse du dirimant A(X, V}) par la
projection 7;

e si k = n — d, le morphisme X — C"/V,,_, est fini et O(X,V,,_q) est alors
la réunion des composantes de 1’'image inverse du dirimant A(X, V}) qui ne
sont pas contenues dans la variété polaire P(X, Vy);

e enfin, O(X,V,_q_1) est le lieu des points de X ou la projection de X sur
C" [V, —q—1 n’est pas injective.

Nous considérons un sous espace vectoriel Uy ; de dimension £ 4- j dans C"
et la projection linéaire de noyau Uy ;. Pour cette projection linéaire, on construit
les deux dirimants A(P(X, Vi), Uk4;) et A(O(X, Vi), Uky ;).

Lorsque Ug4; = Vi4; D Vi, on obtient alors, par construction, pour le premier
la réunion

e du dirimant A(X, Vi),
e du dirimant A(K(X, Vi), Vigi)s

et pour le second, outre A(X, Vi ;), le dirimant A(D(X, Vi), Vit;).

THEOREME 3.2.4. Soient k et j deux entiers vérifiantn —d — 1<k <k+ 7 <
n — 2. 1l existe un ouvert dans ’espace des drapeaux D(k, k + j;n) tel que pour
tout élément Vi, C Vi de cet ouvert, le dirimant de la projection de O(X, Vy,)
parallélement a Vi.1.; a méme multiplicité que celui d’une projection générale sur
un espace de dimensionn — k — j.

Preuve. En vertu de 1.3.2 et utilisant 2.2.2 il nous suffit de montrer que le
cycle Viy; X Viyj évite le diviseur exceptionnel de I’espace éclaté de C/(0) dans
la réunion des conormaux de A(X, Vi), K(X, Vi) et D(X, V).

D’aprés la proposition précédente, ceci revient 2 montrer que la projection
pr(PL(X,C") N 7(V})) est évitée par le cycle ¢/ C Viy; C N, soit encore que
le diviseur Dy ne rencontre pas, au moins pour un drapeau assez général, le cycle
défini par:

Ty = {(€,n, N,M",6,6); £ C Vi C N, EC Vi C M"}.

Notons que, en dépit des apparences, le cycle 7 ; est invariant par I’involution de
X xX.
Nous allons montrer, en fait, qu’un translaté général du cycle 7 ; ne rencontre

pas le diviseur Dg] de I’espace P[Z](X ). Comme 7 ; est contenu dans le fermé
& C M" il suffit de montrer que 7 ; évite I’intersection de DE ! avec ce fermé.
Soit Z une composante de Dg].
Si Z se projette sur C'(A), les formes différentielles

M'dl! etNdl'+ M'dy
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sont nulles sur Z; = Z N {¢ C M"}. On peut donc conclure comme dans 2.2.2
puisque Z; est alors contenue dans le conormal d’une variété isotrope.
Si Z ne se projette pas entierement a I'intérieur de C'(A), il existe alors une

composante Z de I’éclatement de C'(0 x 0) dans C(X x X ) dont la transformée
stricte par I’éclatement de 1’idéal de C'(A) contient Z.
Une telle composante est égale au quotient par les homothéties:

(EI’M/,EII’ Ml/) —_ (agl, ﬂMl,agll,ﬁMll)

du produit Z’ x Z" de deux composantes du diviseur de la déformation de T’y C"
sur le cone normal a Ty C".

On obtient Z en prenant la transformée stricte de Z dans P™ (X).
z'xz"

E
9(Z') x ¢(2")

D’apres le Théoreme 2.2.2, le cycle 7 ; ne rencontre pas le diviseur exceptionnel
Zy de I’éclatement de C'(A) dans Z.
Si Z est coupée en codimension 2 par le fermé F' défini par:

(¢ -M'+M"y =0,
<T]'MI+M”> :0’

alors Z N 7y ; est vide, d’apres le lemme de Bertini—Kleiman.
Remarquons que F' est aussi défini dans Z par les deux relations:

(ﬁ' i M”) =0,
(" M'y = 0.

Etudions maintenant les cas ol Z est rencontrée en codimension 0 ou 1 par le fermé
F.

Si le produit Z’ x Z" est entierement contenu dans F, alors, pour tout couple
((¢', M), (£",M")),onal” C M'ce quimontre que g(Z') est un cone de sommet
¢" pour tout point ¢” de ¢(Z"), donc un cone de sommet W ou W est la variété
linéaire engendrée par ¢(Z"). Par symétrie on conclut que ¢(Z') = W = ¢(Z").

On en déduit que Z’ x Z" = W x W x W x W, et que la composante Z est
égale AP(W x W) x P(W x W).

Pour un drapeau Vi, C Vi, ; suffisamment général, on vérifie que I’intersection
de Z avec 7y ; est vide.

Sile produit Z’ x Z" estintersecté en codimension 1 par le fermé F' le long d’une
sous variété I, nous constatons d’abord que lorsque I se surjecte sur ¢(Z') X g(Z2"),
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la projection de I sur I'un des deux produits Z’ X ¢(Z") ou ¢(Z') x Z" est
nécessairement surjective puisque I est de codimension 1. Si / se surjecte sur
q(Z') x Z" par exemple, pour tout point ¢’ de ¢(Z’), la variété ¢(Z") est un cone
de sommet £/, et en particulier ¢(Z") > W D ¢(Z’), ot W est I’espace linéaire
engendré par ¢(Z"). On en déduit que ¢(Z") est un cone sur tout point de W et
donc que ¢(Z") est laissé invariant par les translations de W, tandis que G(Z’) est
laissé invariant par les translations de W (qui contient §( Z"')).
L’intersection avec le cycle défini par:

f/CVH_]'CH; f/—f”CVkCM”

est donc vide d’apres le lemme de transversalité 1.6.2, et Z ne peut rencontrer 7y ;.

Il nous reste a traiter le cas oul I se projette sur un fermé K de codimension 1
dans ¢(Z’) x q(Z"). Toute composante C' de K se surjecte au moins sur I’un des
deux facteurs ¢(Z') ou ¢(Z"), par exemple g(Z").

Pour tout ¢ dans ¢(Z") et tout ¢’ appartenant a la fibre Cy» de la projection
C — ¢q(Z"), le plan tangent en £" 2 q(Z"') passe par ¢'. La variété ¢(Z") est donc
un cone de sommet W, espace linéaire engendré par la réunion des Cy» lorsque £”
parcourt ¢(Z").

— Si la réunion des Cy» est égale a ¢(Z’) on se retrouve dans la situation
précédente ou:

q(2") D W 2 ¢(Z')
p(Z") CW Cp(Z')

et oll Z N 7% ; est vide.

— Si Cpn = C le méme raisonnement s’applique en remplagant ¢( Z') par Cy.
On en déduit que 7 ; ne rencontre pas Z puisque, le long de Cy, tout hyperplan
tangent a ¢(Z") I’est également a Cy. a

Remarque 3.2.5. Comme pour le Théoréme 2.2.3 (cf. Remarque 2.2.4), on peut
montrer un résultat plus précis sur I’ouvert de 1’espace des drapeaux D(k, k + 7, n)
de I’énoncé du théoreme précédent: Si V. est dans I’ouvert générique pour la défi-
nition des polaires, on peut trouver un ouvert générique de plans Vi ; O V) tel que
le dirimant de la projection de O( X, V};) parallelement & Vi ; a méme multiplicité
que celui d’une projection générale sur un espace de dimension n — k — j.

THEOREME 3.2.6. Les multiplicités polaires des variétés de points doubles
générales de X sont des invariants analytiques de X .

Preuve. Elle est analogue a celle du Théoréme 2.2.5.

La somme des multiplicités des dirimants

A(P(Xa Vk)7 Uk+j)
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et
A(O(X, Vi), Uk+j)

s’obtient en intersectant avec Ug4 ;42 X Uk+j le diviseur exceptionnel de 1’espace
éclaté de C(0) dans la réunion des conormaux de P(X, V}), et de O(X, Vj), soit
encore, grace a la formule de projection, en intersectant le diviseur Dy avec le cycle
Vk,; défini par:

{(6,7M”7N’ 777676)’(Z, C Uk+j+27N C Uk+j,€ C Vk C M"}.

Le diviseur Dy est de dimension 2n — 3 et contenu dans la variété D(1,n — 1;n) X
D(1,n — 1;n) sur laquelle le groupe GL(n, C) X GL(n, C) agit transitivement,
tandis que ¥ ; y est de codimension 2n — 3. Le nombre d’intersection Dy N Jy, ;
ne dépend que du type projectif de Dy qui est un invariant analytique de X . Pour
des drapeaux (U;); et (V;); généraux, il est égal 2 la somme des multiplicités des
dirimants A(P(X, Vi), Uky;) et A(O(X, Vi), Uk+j).

Quant a la somme des multiplicités des deux dirimants A(P(X, Vi), Viy;) et
A(O(X, Vi), Viy;), elle s’ obtient en intersectant avec Viyj42 X Viy; le diviseur
exceptionnel de I’espace éclaté de C'(0) dans laréunion des conormaux de P( X, V4),
etde O(X, Vi).

On s’intéresse donc a I’intersection de Dy avec le cycle 8, ; défini par:

{(¢, M",N,0,6,6); (€' C Virpjpa, N C Vi € C Vi € M"}.
Cette fois, I’action diagonale de GL(n, C) admet plusieurs orbites:
0#£ECN#M"
0 +¢ECN=M"
=¢(CN#M
'=¢CcN=M"

et I’orbite dense.

L’intersection de 6y ; avec Dy évite le fermé £ = ¢.

Pour I’intersection de Dy avec y ; dans Porbite £/ # £ C N # M" nous
répétons le raisonnement de 2.2.5 et nous voyons que la contribution de cette orbite
aI’intersection est la somme des multiplicités des dirimants A(D(X, Vi), Vi4;) et
A(K(X, Vi), Vit )

Lefermé N = M" del’espace P£ (X, C™)s’identifieal’espace X x C(X ) dans
lequel on a éclaté les deux idéaux (2 — 2’) et (2’). L’intersection de 6 ; avec Do N
(N = M") se projette donc sur I'intersection du diviseur Do de EoC(A(X, Vi)
avec le cycle Vi ;42 X V4. La contribution de cette orbite a I’intersection est la
multiplicité du dirimant A(X, Vi;).
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En conclusion, la multiplicité du dirimant A(D(X, Vi), Vi4; ) est différence de
quantités elles-mémes invariantes par un isomorphisme de (C™,0), elle est donc
invariante par un tel changement de coordonnées. On termine comme en 2.2.5 en
prouvant qu’elle est aussi indépendante de la dimension de plongementde X. O

4. Conséquences
4.1. EQUISINGULARITE DES VARIETES DE DIMENSION AU PLUS 3

A ['aide des variétés de fronces et de doubles plis, nous pouvons, a l’instar
de [Briangcon—Speder] caractériser numériquement ’équisingularité au sens de
Zariski des variétés de dimension inférieure ou égale a 3, ou plus généralement
I’équisingularité d’un espace analytique le long de strates de codimension 2.

La théorie de I’équisingularité des courbes fournit la réponse lorsqu’on étudie
I’équisingularité le long d’une strate (lisse) de codimension 1.

Lorsque on veut traduire numériquement 1’équisingularité a la Zariski de X,
espace analytique réduit, le long d’une sous variété lisse Y de codimension 2 dans
X au voisinage d’un pointde Y, on demande la constance le longde Y au voisinage
du point considéré:

o des multiplicités polaires de X,

¢ des multiplicités polaires des variétés de fronces et de doubles plis de X .
o des multiplicités polaires du lieu singulier S(X ) de X,

e des multiplicités polaires du lieu singulier de S(X).

On vérifie que c’est une condition nécessaire et suffisante pour que le discriminant
d’une projection générale de X soit lui méme équisingulier le long d’une strate de
codimension 1.

Dans le cas ot X est une hypersurface, c’est la définition méme de Zariski.
Lorsque X n’est plus une hypersurface nous proposons donc, comme définition
par récurrence de ’équisingularité a la Zariski, et pour que notre caractérisation
numérique reste valable:

X est équisinguliere au sens de Zariski si sa projection hypersurface générale
Iest.

Lorsque la dimension de X est au plus 3 on voit que I’on a ainsi caractérisé
complétement 1’équisingularité de X le long d’un sous espace quelconque. Remar-
quons aussi que dans ce cas, il suffit de considérer les projections linéaires dans
un plongement donné de X pour étudier I’équisingularité de X (voir [Briangon—
Speder]) ou le type dimensionnel de X [Zariski 3].

4.2. THEOREME DE BRIANCON-HENRY

Rappelons 1’énoncé de Briangon-Henry:
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THEOREME 4.2.1. Soit X un germe de sous espace analytique dans C™,0. Il
existe un ouvert U de la grassmannienne G(n — 2, n) tel que lorsque V appartient
a U, la courbe polaire P(X,V) a méme saturé que le dirimant A(X, V).

Faisons quelques remarques:

4.2.2. Le théoreme montre que la projection de noyau V est une projection générale
de la courbe P(X, V'), au sens suivant: le dirimant A(X, V') est équisingulier a (a
le méme type topologique que) * une projection générique de la courbe polaire.

Ceci implique, en particulier, qu’il n’existe pas de limite de bisécantes a la
polaire P(X, V') qui soit contenue dans V.

4.2.3. Lorsque dim(V') < n — 2 et que P(X, V) est de dimension strictement su-
périeure a 1, I’énoncé du théoréme n’est plus valable. Par exemple, on peut trouver
X, hypersurface 2 singularité isolée a 1’origine de C*, avec une variété polaire
générale P(X,V)) lisse en dehors de 0. Une projection générale de cette variété
polaire n’aura que des points doubles en codimension 1, alors que le dirimant
correspondant, en général aura des cusps en codimension 1 si la projection de
noyau V' a des fronces.

4.2.4. Pour un drapeau général:
0CViC---CVpy CCP

on se souvient que la section de la polaire P(X, V}) par le plan V}, est la courbe
polaire de la section X N Vi ;. Le résultat de Briangon—Henry, appliqué a cette
derniére courbe polaire, permet d’affirmer qu’il n’existe pas de limite de bisécantes
a P(X,V}), contenues dans V.2, qui soit incluse dans V.

4.2.5. Dans I’étude que nous avons faite des variétés de doubles plis, nous n’avons
considéré que les limites de triplets (v, M', M") pour lesquels la bisécante v est
contenue dans M"”. Les bisécantes qui interviennent dans la situation étudiée ici
peuvent étre quelconques. L’espace qui les décrit est 1’éclaté ’Pm(X ) avec le
diviseur exceptionnel DE)Z ].

Cependant, dans la démonstration du Théoréme 3.2.4, nous avons vu qu’un
translaté général du cycle 7 ; évite le diviseur Dgl. Gréce a la Proposition 1.3.4
nous pouvons interpréter ce résultat de la maniére suivante:

Nous commencons par construire 1’espace:

X = {(z,g) € C" x GL(n,C); ¢(z) € P(X,Vi)}

* Pour les courbes planes, I’équisingularité au sens de Zariski correspond & I’équisaturation au
sens de [Zariski 2] ou a I’équisaturation lipschitzienne de [Pham-Teissier].
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La projection ¢: X — GL(n, C) est munie d’une section dont I’image est ) =
0 x GL(n, C). Pour un drapeau

Vi Coo o C Vi Coo-C Vi

assez général, le cycle 7 ; vérifie les hypothésesde 2.2.3 et, pour0 < j < n—k—1,
le dirimant de ¢ associ€ a V4 ; est équimultiple au voisinage de I’identité de
GL(n, C). En particulier le dirimant de ¢ qui a la dimension de GL(n, C) est vide.

Si de plus on choisit 7 ; pour qu’il ne rencontre pas le diviseur Dlozl de I’espace

P (X), on en déduit le théoréme suivant, qui répond a la question de [Teissier 2]:

THEOREME 4.2.6. Pour un drapeau assez général,

(1) les dirimants relatifs du morphisme ¢ sont équimultiples le long de 0 x
GL(n, C) au voisinage de 0 X 1d,

(2) les dirimants relatifs des variétés de points doubles et de cusps (relatifs) du
morphisme ¢ sont eux mémes équimultiples.

Preuve. Seule I’assertion 2 est nouvelle par rapport a 2.2.2. Pour s’assurer de sa
validité, on remarque que si I’un des ces dirimants relatifs n’était pas équimultiple,
une de ses sections générales de la dimension de GL(n, C) ne serait pas vide, ce

. n T s . .. 2
qui entrainerait I’existence d’un point limite dans Dg] appartenant a 7y ;.

Remarque 4.2.7. La notion d’équisingularité que nous considérons ici (équi-
multiplicité des dirimants relatifs le long d’une section J du morphisme ¢) est
moins forte, en général que les conditions de Whitney (qui sont équivalentes a
I’équimultiplicité des dirimants absolus le long de ))).

Ces deux notions coincident lorsque ¢ est transverse a I’espace étudié (il existe
alors un morphisme fini entre conormal relatif et conormal absolu). Ce n’est pas le
cas ici, par exemple pour les variétés de points doubles du dirimant.

Terminons cette remarque par un exemple: Soit X la sous variété de C> définie
par 22 — yz2 = 0 et le morphisme X — C donné par la fonction y. Les variétés
polaires du morphisme y sont équimultiples.

Remarque 4.2.8. On a montré dans [Henry—Merle—Sabbah] (Cor. 4.3.12.
p. 249) que la construction des dirimants relatifs est transitive. La formation des
discriminants relatifs ne ’est pas. En effet, a chaque étape, on introduit des points
singuliers du dirimant qui ne sont pas singuliers sur la polaire correspondante
(points fronces et doubles plis relatifs).

Le théoréme précédent montre que, pour un drapeau assez général, les dirimants
relatifs du cycle somme de A(¢, V) et du cycle de ses points doubles D(¢, Vi)
sont équimultiples le long de 0 x GL(n, C) au voisinage de I’identité. Il montre
également que les dirimants relatifs du cycle

[A(#, Vi)] + 2[D(¢, Vi )]
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sont équimultiples. Ces derniers sont des composantes, comptées avec multiplicité
des discriminants relatifs du morphisme ¢.

COROLLAIRE 4.2.9. Les projections planes d’une courbe polaire P(X,V;,,_3)
forment une famille équisinguliere de courbes au voisinage de la projection de
noyau V,_».

Preuve. La projection de la courbe polaire sur le dirimant étant un morphisme
birationnel, et une projection générale d’une courbe n’ayant que des points doubles
comme singularités, le théoréme montre que le morphisme ¢, dans ce cas, n’a pas
de points doubles, ce qui montre que 0 x GL(7, C) est le seul lieu singulier de la
famille des projections planes de P(X, Vy). Comme on sait que la variété polaire
de méme dimension que GL(n, C) est vide, on en déduit la conclusion.

On reconnait dans ce dernier corollaire la généralisation du résultat de [Brian-
con—Henry] donnée dans [Teissier 2] (lemme clé chap. V 1.2.2 p. 462 et remarque
p. 486).
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