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Introduction

Une fonction de Hilbert T = (1, 2,..., ti,..., tj, 0, 0,...) étant donnée, la famille
GT des idéaux homogènes de C[[x, y]] ayant pour fonction de Hilbert T, a une
structure de variété irréductible, lisse et compacte ([I]). Pour n = 03A3ti, GT est
un sous-schéma fermé de HilbnC [[x, y]], le schéma de Hilbert paramétrant les
"n-points" du plan C2 , ayant pour support l’origine. Ces variétés GT
ont été étudiées par A. larrobino ([I]) dans le cadre de la description de
HilbnC [[x, y]].
Dans [Gô], L. Gôttsche, à l’aide de méthodes de Ellingsrud-Strômme et

notamment du théorème de Bialynicki-Birula, décrit une décomposition cellu-
laire de GT, lui permettant de calculer ses nombres de Betti. Dans ce travail,
nous nous intéressons à l’incidence des cellules de la décomposition cellulaire
de Gôttsche. Plus précisément, on voudrait répondre aux questions suivantes:
1. La décomposition cellulaire vérifie-t-elle la condition de frontière?
2. Trouver des conditions numériques nécessaires et/ou suffisantes pour

qu’étant données deux cellules U et U’, on ait:

A la première question nous répondons par la négative en donnant un
example (§ 4.1) où la condition de frontière n’est pas satisfaite. Ceci explique
que l’on s’intéresse à trouver aussi des conditions pour l’incidence faible i2.
Pour la deuxième question, nous donnons une première condition nécessaire.
Notre idée est de réinterpréter la decomposition cellulaire de Gôttsche. En

effet, on montre que les cellules décrites par Gôttsche ne sont autres que les
images inverses des produits de cellules de Schubert par le plongement naturel
de GT dans un produit de variétés Grassmanniennes (Proposition 2.8). Ces
cellules de GT sont également les strates de la stratification par l’escalier, dont
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on peut voir (Proposition 2.6), sans recourir au théorème de Bialynicki-Birula,
qu’elles sont isomorphes à des espaces affines (pour la technique des escaliers,
voir par exemple [Br-2] ou [Br-Ga]); on observe au passage que cette

stratification dépend uniquement du choix d’une direction dans C2 (Proposi-
tion 1.2.7).

Il s’ensuit notre première condition numérique nécessaire (Théorème 3.2)
pour les incidences il et i2, qui exprime simplement que, par continuité, si deux
strates sont incidentes, les produits de cellules de Schubert contenant leurs
images sont aussi incidentes.
Pour compléter la description de cette première condition nécessaire à

l’incidence, nous donnons des exemples (§ 4) montrant que cette condition n’est
ni suffisante pour l’incidence forte ff, ni même pour l’incidence faible i2 .
En fait (§ 1), on interprète l’escalier d’un sous-schéma ponctuel comme la

suite des colongueurs de ses intersections avec une famille de sous-schémas
ponctuels fixes. Et pour terminer, on montre (Prop. 5.5) qu’en élargissant cette
famille, on ne parvient pas à raffiner la condition nécessaire ci-dessus.
La condition numérique du Théorème 3.2 ne suffisant pas à garantir les

incidences il ou ’21 on est amené à chercher des conditions suffisantes pour
l’incidence.

Ceci fait l’objet d’un autre travail ([Y-2]). Dans [Y-2], nous décrivons une
condition suffisante (testable sur les escaliers associés aux cellules) pour
l’incidence forte, lorsque les codimensions des deux cellules U et U’ diffèrent
de 1.

Plan du travail:

§ 1 Rappels
§ 1 Fonctions-escaliers

§2 Stratification par l’escalier
§3 Les cellules de Gôttsche en termes d’escaliers. Condition nécessaire à

l’incidence

§4 Exemples
§5 Fonctions-escaliers généralises.

0. Rappels

Soit R = C[[x, y]], l’anneau des séries formelles à deux variables à coefficients
dans le corps des complexes, d’idéal maximal m. Pour un entier naturel n fixé,
on note Hilbn9l, le schéma de Hilbert paramétrant les "n-points" du plan ayant
pour support l’origine. Muni de sa structure réduite, Hilb n0 W s’identifie à

l’ensemble des idéaux de colongueur n de R: {I c R/dimC(R/I) = n}.
Le schéma Hilbn9l a été étudié par J. Briançon [Br-1], M. Granger [Gr], A.

larrobino [ I ], à l’aide de la stratification par la fonction de Hilbert.
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DÉFINITIONS 0.1. (i) Etant donné un idéal I de PÀ, on appelle fonction de
Hilbert de I (on dit aussi fonction de Hilbert de (R/I)) la suite d’entiers naturels
T = T(I) = (to, tl, ... , 1 til ...), où t = dimc [mi/(mi~ I + mi+ 1)].

(ii) On appelle ordre de la fonction de Hilbert T, l’entier v(T) = inf{i/ti
~ i + 1}.

(iii) On appelle colongueur de l’idéal I, la dimension, lorsqu’elle est finie, de

(R/I), considéré comme C-espace vectoriel.

REMARQUE 0.2 (voir par exemple [Br-1] Cor. 1.1.1). Pour un idéal I de
colongueur finie n = dimC(R/I), on a ti = 0 pour i  n, et 03A3i=ni=0 ti = n.

La stratification de Hilb n par la fonction de Hilbert (étudiée dans [Br-1],
[Gr], [1]), consiste à décrire, pour une fonction de Hilbert T fixée, l’ensemble
ZT = {I c R/T(I) = TI. On montre ([Br-1] Th. 111.3.1 ou [1]) que ZT est un
sous-schéma localement fermé, lisse, irréductible de dimension dim ZT =
n - 03A3iv(T)(ti-1 - ti)(ti - ti+ 1)/2 dans Hilbn!y/.

Dans son étude des schémas ZT, A. larrobino introduit dans [1] les schémas
GT paramétrant les idéaux homogènes ayant pour fonction de Hilbert

T: GT = {I homogène/T(I) = TI. Il montre ([I]), que GT est un sous-schéma
fermé de HilbnR, irréductible, lisse, compact, de dimension

Déconlposition cellulaire de ZT (resp. GT) d’après L. Gôttsche

Dans un papier récent ([Gö]), L. Gôttsche décrit une décomposition cellulaire
des schémas ZT et GT, lui permettant de calculer explicitement leurs nombres
de Betti. Nous rappelons ici les grandes lignes de cette description. Nous
montrerons par la suite, que ces cellules s’identifient aux strates associées à une
fonction semi-continue supérieurement: la fonction-escalier, dont nous nous
servirons pour étudier l’incidence des cellules.

L’outil essentiel dans la décomposition cellulaire décrite par L. Gôttsche est
le théorème suivant, de Bialynicki-Birula ([BB]):

Soit X une variété projective lisse sur un corps k, munie d’une k*-action. Si
x~X est un point fixe sous cette action, on a alors une k*-action induite sur
l’espace tangent Tx,x en x. Soit (Tx,s) + la partie de Tx,x où les poids de la
k*-action sont positifs, on a:

THÉORÈME 0.3: (Bialynicki-Birula, [BB]). Soit X une variété projective lisse
sur un corps k, munie d’une k*-action dont l’ensemble des points fixes {x1, ..., xn}
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est fini. Soit Xi: = {x~X/limt-0(tx) = xil. Alors
(1) X admet une décomposition cellulaire dont les cellules sont les X i .
(2) TXi,xi = (TX,xi)+.
On a une C*-action sur ZT (resp. GT) induite par l’action sur 1Il = C [[x, y]]
définie par: t. y = t wly, t. x = t w2x, avec W2 &#x3E; w1 et nw2  (n + 1)w1 (par
exemple W2 = 3n + 2, WI = 3n + 1, n désignant la colongueur des idéaux
paramétrés par ces schémas). On montre alors:

LEMME 0.4. Les points fixes de ZT (resp. GT) sous la C*-action décrite plus
haut sont les idéaux monômiaux ayant pour fonction de Hilbert T. L’ensemble de
ces points fixes est fini.

Dans sa décomposition cellulaire, L. Gôttsche associe à tout idéal monômial
M ayant pour fonction de Hilbert T, une partition b0  b1  ··· 
br-1 &#x3E; br = 0 telle que 03A3i=ri=0 bi = n. De même à une partition
P ~ (b0  b1  ···  br-1 &#x3E; br = 0) telle que 03A3i=ri=0bi=n est associée l’idéal

monômial MP = (ybo, yb1x,..., ybi Xi,..., xr).
THÉORÈME 0.5: (L. Gâttsche [Gô] Th. 2.1). Les schémas ZT et GT admettent
une décomposition cellulaire dans laquelle les cellules sont les sous-espaces

Up = {I E ZT (resp. GT)/limt-+o(t. I) = MPI-
Pour les formules explicites donnant les nombres de Betti b2d en fonction des

partitions P - (b0  b1  ··· a br- 1 &#x3E; br = 0), voir [Gô] Th.2.1.

1. Fonctions-escaliers

On décrit dans ce paragraphe, des fonctions semi-continues supérieurement sur
HilbnR: les fonctions-escaliers. Ces fonctions permettent d’interpréter l’escalier
d’un sous-schéma ponctuel comme la suite des colongueurs de ses intersections
avec une famille de sous-schémas ponctuels fixes.

1.1. Rappels sur les escaliers en dimension 2

DÉFINITION 1.1.1. On appelle escalier en dimension 2, un sous-ensemble fini

Escalier canonique d’un idéal de C [[x, y]]

On définit un ordre total sur N2 en posant:
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DÉFINITION 1.1.2. Soit f~C[[x, y]], f = L(i,j)EN2 aijxiyj, on appelle ex-
posant privilégié de f, noté exp(f), le plus petit élément de son diagramme de

Newton suivant l’ordre ci-dessus.

Autrement dit exp(f) = inf{(i, j)/aij ~ 01.
Propriétés: pour f et g E C [[x, y]], on a:

Soit I ~ C[[x, y]] un idéal, on peut considérer Exp(I), l’ensemble des ex-
posants privilégiés des éléments de I. On montre qu’il existe un sous-ensemble
fini E(I) c N2 minimum (pour l’inclusion) parmi les sous-ensembles E de N2
verifiant E + N2 = Exp(I).
On a E(I) = {(03B10, /3 0)’ (03B11 , /3 1)’ ... , (as, 03B2s)}, ( et 0  03B11  ···  ocs

/30 &#x3E; 03B21 &#x3E; ... &#x3E; /3s). E(I ) est appelé escalier canonique (ou escalier diagonal)
de l’idéal I.

On montre (voir par exemple [Br-2], Th.11, p. 73) que si un idéal I admet
pour escalier canonique E(I) = {(03B10, /30)’ (oc 1, 03B21),...,(03B1s, 03B2s)}, il existe et il est

unique, un système de générateurs ( fo, fI’...’ fs) appelé base standard de I,
telle que

1.2. Fonctions-escaliers

DÉFINITION 1.2.1. On dit que L~C[[x, y]] est curvilinéaire si L = ax +

by + g, avec (ax + by) ~ 0 et g~m2.
Pour deux entiers naturels i et j, on pose Mij(L) = mi+j+1 + L’mi où L désigne
un curvilinéaire fixeé et m l’idéal maximal de f7l. L’idéal Mij(L) définit un
sous-schéma Xij(L) ayant pour support l’origine de Cl, de longueur nij =

(i + j)(i + j + 1)/2 + i.

REMARQUE 1.2.3. Lorsque (i, j) parcourt N2, les sous-schémas Xij(L)
définis par les idéaux Mij(L), forment une famille filtrante croissante (suivant
l’ordre diagonal sur N2 défini au §1.1). De plus, si (i, j) et (i’, j’), sont deux
couples d’entiers consécutifs avec (i,j)  (i’, j "), on a longueur (Xi’j’(L») =
longueur (Xij(L)) + 1.

DÉFINITION 1.2.4. Si I désigne un idéal de f7l, définissant un sous-schéma X
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Fig. 1.1.3. Les monômes apparaissant dans l’expression de f2, sont, d’une part ceux situés sur la
diagonale a2 + 03B22, en dessous de x03B12y03B22, et en dehors du cadran E3, et d’autre part les monômes
de degré strictement supérieur à a2 + 03B22, situés en dehors des cadrans Eo, E1,...,E5.

de longueur n, à support l’origine de el, on appelle fonction-escalier dans la
direction de L, la suite (suivant l’ordre diagonal sur N2 défini au §1.1)
F = (Fij)(i,j)~N2 des applications

EXAMPLE 1.2.5. Si l’on considére la famille des idéaux I = (y’ + ax’,
xy + bXl, X3), a et b~C, les idéaux I sont de colongueur 4, et suivant les

directions L = x ou L = y, on obtient les fonctions-escaliers suivantes pour ces
idéaux:
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PROPOSITION 1.2.6. La fonction-escalier dans la direction d’un curvilinéaire
fixé, est semi-continue supérieurement sur H ilbn&#x26;l.

Preuve. Il suffit de montrer que l’application, qui à X~HilbnR associe
longueur(X n Xij(L)) est semi-continue supérieurement.

Soit I l’idéal définissant X, on a

Pour un idéal I de colongueur n, on peut considérer (I + Mij(L)/mn) comme
un sous-espace vectoriel de (R/mn).
La condition dimC(R/[I + Mij(L)])  m (m~N) est équivalente à

ce qui est une condition fermée. D

PROPOSITION 1.2.7. L’espace des fonctions-escaliers est isomorphe à

P(m/m2) = P1C.
Preuve. Il nous suffit de montrer que deux curvilinéaires tangents L et K

définissent la même fonction-escalier. Soient donc L et K deux curvilinéaires

tangents, il s’agit de vérifier que l’on a Mij(L) = Mij(K). L et K étant tangents,
on a L = K (modulo m’) c’est-à-dire L = u + f ; K = u + g, où u est une forme
linéaire, f et g~m2.
Par définition, Mj(L) = mi+j+l + Limj. Mij(K) = mi+j+1 + Kimj
De ces conditions on voit que Mij(L) c mi+j+l 1 + uimj c t11i+j+l + r m

Mij(L), Mij(K) c mi+j+1 + uimi c l11i+j+l + Kimj = Mij(K). On a donc

Mij(L) = Mij(K). D’où, deux curvilinéaires tangents L et K définissent la même
fonction-escalier. D

2. Strates de GT associées aux escaliers

Nous supposerons toujours N2 muni de l’ordre total défini au § 1.1.
La fonction-escalier F dans la direction de L définit naturellement une

stratification de HilbnR.
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Il suffit, pour une suite indexée par N2, G = (sij) de valeurs possibles de F
fixée, de considérer le sous-schéma localement fermé V(G, L) de Hilb",W

paramétrant les idéaux I tels que F(I) = L. Nous supposerons le schéma
V(G, L) muni de sa structure réduite.

Hilbnel est alors réunion disjointe de tels schémas. On identifie ici, les strates
associées à l’escalier, comme les sous-schémas localement fermés V(G, L), et
aussi comme les images inverses des produits de cellules de Schubert par le
plongement naturel de GT dans un produit de variétés Grassmanniennes.
Au §3, nous identifierons les strates V(G, L) aux cellules décrites par

Gôttsche.

DÉFINITION 2.1. Etant donné un escalier E = {(0, 03B20), (03B11, 03B21),..., (ap, 03B2p),...,
(03B1s, 0)}, on dit que E a pour fonction de Hilbert T si l’idéal monômial

ME = (x03B1py03B2p)0ps a pour fonction de Hilbert T.

REMARQUE 2.2. L’idéal monômial ME = (x03B1py03B2p)0ps a pour escalier

canonique E. Ce qui n’aurait pas été le cas si nous remplacions dans la définition,
ME par l’idéal (u03B1p03BD03B2p)0ps où (u, v) est un système de coordonnées quelconque
de C [[x, y]].

Pour un escalier E fixé ayant pour fonction de Hilbert T, on note V(E) le
sous-schéma localement fermé de GT, paramétrant les idéaux homogènes de
C[[x,y]], ayant pour escalier canonique E. V(E) étant supposé muni de sa
structure réduite.

LEMME 2.3. Pour un idéal I de R, soit Ec(I) son escalier canonique et F(I) sa
fonction-escalier dans la direction de x.

Alors on a Exp(l) = {(i,j)/F(I)(i+1,j-1)-F(I)(i,j) = 0}~ {(i, O)/ff(I)(0,i+ 1) 
-

F(I)(i,0) = 0}.
Preuve. Rappelons que Ec(I) est minimum parmi les sous-ensembles E c N2

vérifiant E + N2 = Exp(I).
Soit e(I)={(i, j)/F(I)(i+1,j-1)-F(I)(i,j)=0}~{(i, 0)/F(I)(0,i+1)-F(I)(i,0)

= 0}.
(a) Supposons j a 1 et F(I)(i+1,j-1)-F(I)(i,j) = 0. Alors mi+j+1 + xi+1mj-1

+I=mi+j+1+ximj+I, donc xiyj ~ I + xi+1mj-1, (modulo mi+j+1),
d’où (i, j)~ Exp(I).

(b) Lorsque j = 0, on prouve de façon analogue à (a) que (i, 0) E Exp(I). En
conclusion, nous avons e(I) c Exp(I).

Réciproquement supposons (a, 03B2)~Exp(I) et 03B2 ~ 0, alors F(I)(03B1+1,03B2-1)-
F(I)(03B1,03B2) = 0, puisque m03B1+03B2+1 + I + x03B1+1m03B2-1 = m03B1+03B2+1 + I + x03B1m03B2 du fait
que par hypothèse il existe f E I tel que ( f - x03B1y03B2)~(x03B1+1m03B2-1 + m03B1+03B2+1). De
façon analogue, si (a, 0)E exp(I), alors F(I)(0,03B1+1)-F(I)(03B1,0) = 0. Finalement
nous avons e(I) = Exp(I).
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PROPOSITION 2.4. Soit E un escalier ayant pour fonction de Hilbert T, ME
l’idéal monômial associé; soit FE la fonction-escalier de l’idéal ME dans la

direction x, on a alors V(E) = V(FE, x).

Preuve. D’après le Lemme 2.3, si un idéal I a pour fonction-escalier FE dans
la direction de x, on a Exp(I) = Exp(ME), d’où V(5E, x) c V(E). De même, si
J a pour escalier canonique E, on sait que Exp(J) = E + N2, et toujours
d’après le Lemme 2.3.

Exp(J) = {(i,j)/F(J)(i +1,j=1)-F (J)(i,j) = 0}~{(i, 0)/F(J)(0,i+ 1)

-F(J)(i,0)=0},
ce qui nous donne de façon unique la fonction-escalier FE de J. D’où

V(E) - V(FE, x). ~

On peut alors définir:

DÉFINITION 2.5. N2 étant muni de l’ordre total ci-dessus (§ 1.1), soit E un
escalier, d’idéal monômial associé ME, on appelle suite caractéristique de la strate

V(E), notée YE, la suite des entiers naturels donnée par la fonction escalier, dans
la direction de x, de l’idéal ME.

PROPOSITION 2.6. Soit E un escalier ayant pour fonction de Hilbert T, alors
le sous-schéma localement fermé de GT, V(E) = {I/l’escalier canonique de I est
El est isomorphe à un espace affine.

Avant de donner la preuve de la proposition, remarquons que si un idéal

homogène I a pour escalier canonique E = {(0, 03B20), (03B11, 03B21),...,(03B1p, 03B2p),...,
(as, O)j alors l’escalier canonique de l’idéal (I: x) est de la forme El = {(0, 03B20),
(03B11 - 1, 03B21),..., (03B1p - 1, 03B2p),..., (a, - 1, O)j où on omet le terme (0, 03B20) lorsque
03B11 = 1 (voir par exemple [Y-1], lemme 1.5).
De plus, on a un morphisme r: V(E) ~ V(E 1), défini par: I ~ (I: x).

Preuve de la proposition. A l’aide du théorème de division ([Br-2], Th. II, p.
73), on montre que le morphisme 03C4 ci-dessus est une fibration triviale à fibre

isomorphe à un espace affine (voir [Y-1], Prop. 1.7).
La dimension de la fibre de 03C4 est égale à #{p/03B1p + 03B2p  Po + 1,

ap + 03B2p-1 &#x3E; Po + 1}.
En effet, supposons 03B11 &#x3E; 1 (le cas 03B11 = 1 se traite de façon analogue): soit

alors (go, g1,...,gs) la base standard d’un idéal J E V(E1).
Les idéaux I dans la fibre 03C4-1(J) sont de la forme I = (g0 + q1(y)g1

+... + qs(y)gs, xgl’’’.’ xgs), les qp étant des polynômes en y de degré
inférieur à 03B2p-1 - 03B2p (voir [Y - 1], Prop 1.7.). 1 étant homogène, on

doit avoir degré(qp) + degré(g ) = 03B20 (le degré de go). En fait, qp(y) =
ay03B2o-03B1p-03B2p-1(a E C). 



90

Aprés éventuellement division de go + q 1 (y)gl + ... + qs(y)gs par xg1,..., xgs,
on vérifie que l’ensemble des indices p qui satisfont à l’égalité degré(q p)
+ degré(gp) = 03B20 est décrit par {p/03B1p + 03B2p  03B20 + 1, 03B1p + 03B2p-1 &#x3E; 03B20 + 1}.
Pour conlure, on montre que V(E) est isomorphe à un espace affine en

raisonnant par récurrence sur les morphismes 03C4l:(i:xl-1)~(I:xl)
(1  l  03B1s - 1, 03C41 = 03C4).

COROLLAIRE 2.7. (i) La variéte GT admet une décomposition cellulaire dans
laquelle les cellules sont les strates V(E).

(ii) La stratification par la fonction-escalier définit sur Gz., une famille de
décomposition cellulaires paramétrée par Pé.

(iii) L’ensemble des classes d’équivalence rationnelle [V(E)] forme une Z-base
canonique du groupe de Chow CH(GT).

Preuve. (i) est un conséquence directe de la Proposition 2.6.
(ii) La stratification de GT par la fonction-escalier dans la direction d’un

curvilinéaire L donnée définit une décomposition cellulaire de GT (Proposition
2.4 et Proposition 2.6). (ii) Découle alors du fait que l’espace des fonctions-
escaliers est isomorphe à Pé (Proposition 1.2.7).

Enfin, lorsque X est une variété algébrique complexe admettant une décom-
position cellulaire, on sait que l’ensemble des classes d’équivalence rationnelle
des adhérences des cellules forment une Z-base du groupe de Chow, CH(X)
(voir [Fu], Exemple 1.9.1 et chap. 19). (iii) est donc une conséquence de (i)
et (ii).

G,, vu comme sons-schéma fermé d’un produit de grassmanniennes

Rappelons qui si E est un C-espace vectoriel de dimension m + 1, d un entier,
0  d  m, on note G(d + 1, m + 1) la grassmannienne des sous-espaces
vectoriels de E de dimension d + 1.

Pour les questions géométriques il est préférable de voir G(d + 1, m + 1)
comme la variété Gd(Pm) des d-plans de Pm.
On se fixe un drapeau de sous-espaces linéaires de Pm, V0 ~ V,
Vm = P-.
Ce drapeau définit bien sûr une décomposition cellulaire de Pm.
Etant donnée une suite d’entiers naturels ao  a  ...  ad tels que ad  m,

on montre (voir [G-H]) que W(ao, a1,...,ad) = {L~ Gd(Pm)/dim(L~ Vai)  il
est une sous-variété fermée de Gd(Pm) de dimension 03A3i=di=0 - i appelée variété
de Schubert. La cellule de Schubert associée à la suite d’entiers naturels

ao  al  ...  ad étant W0(a0, a1,...,ad) = {L E Gd(Pm)/dim(L n Vai = i}.
Soit T = (to, tl,..., tv, tv+ 1,..., tq, 0), tq ~ 0, une fonction de Hilbert d’ordre

v (v = inf{i/ti ~ i + 1}).
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Etant donné un idéal I ~ R = C[[x, y]], homogène, notons Ii l’espace
vectoriel des polynômes homogènes de degré i contenu dans I, flÀi l’espace
vectoriel des polynômes homogènes de degré i de R. On a dimCRi = i + 1 et
si I a pour fonction de Hilbert T, dimC(Ii) = i + 1 - ti .

Considérons G(i + 1 - ti, i + 1) la grassmannienne des sous-espaces vec-
toriels de dimension (i + 1 - ti) de Ri. On a un plongement naturel de GT dans
le produit de grassmanniennes 03A0i=qi=rG(i+1-ti,i+1), qui consiste tout simplement
à associer à l’idéal I, la suite d’espaces vectoriels (Ii)viq.
PROPOSITION 2.8. Soit E un escalier ayant pour fonction de Hilbert T, alors
V(E) est la trace sur GT, d’un produit de cellules de Schubert dans

03A0i=qi=vG(i+1-ti,i+1).
Preuve. Prenons sur Ri le drapeau V0~V1~···~Vi=Ri où Vl =

xi, xi-1y,..., xi-lyl), dim Vl = l + 1. On a une décomposition cellulaire

de 03A0i=qi=vG(i+1-ti,i+1) en prenant des produits de cellules de Schubert,

03A0i=qi=vW0i(ai,0, ai,1,...,ai,i-ti), où W0i(ai,0, ai,1,...,ai,i-ti) est une cellule de

Schubert de la grassmannienne G(i+1-ti,i+1).
Considérons l’idéal monômial ME associé à l’escalier E.
Soit {(03B10(i), 03B20(i)), (03B11(i), 03B21(i)),...,(03B1i-ti(i), 03B2i-ti(i)))} 03B20(i)  03B21(i)  ···

 03B2i-ti l’ensemble des exposants privilégiés des monômes de degré i appar-
tenant à ME. On a alors n(ME) qui appartient au produit de cellules de
Schubert 03A0i=qi=v W0i(ai,0, ai,1,..., ai,i-ti), où ai,j = 03B2j(i) (v  i  q, 0  j  i - tJ.

Par définition de l’escalier canonique d’un idéal, il est clair que deuxs idéaux
I et l’ ont même escalier canonique si et seulement si leurs images par le
plongement 03C0:GT  03A0i=qi=vG(i+1-ti,i+1) appartiennent à une même produit de
cellules de Schubert.

Une direction L étant choisie, on a une décomposition cellulaire de

03A0i=qi=vG(i+1-ti,i+1) relative à L, en prenant sur Ri le drapeau V0 ~ V1 ~ ···
~ Vi = f!Jli où g = Li, Li-1K,..., Li-1Kl&#x3E;, dim Vl = 1 + 1, et K est une autre
direction non tangente à L
De façon équivalente à la Proposition 2.8, on a:

PROPOSITION 2.9. Soit 03A0i=qi=vW0i(ai,0, ai,1,...,ai,i-ti) un produit de cellules
de Schubert dans 03A0i=qi=vG(i+1-ti,i+1) relativement aux drapeaux ci-dessus, alors
la trace sur GT de ce produit de cellules de Schubert est une strate associée à un
escalier E(L) si et seulement si l’idéal monômial (Li-ai,jKaij)(viq,0ji-ti) a pour
fonction de Hilbert T.

3. Les cellules de Gôttsche en termes d’escaliers-condition nécessaire à
l’incidence

Rappelons qu’à une partition P~(b0b1···br-1&#x3E;br=0) telle que
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1-1!=:’ bi = n est associée l’idéal monômial MP=(ybo, yblX,..., ybixi,...,
xr).
On désigne par UP, la cellule attachée à la partition P, via la C*-action:

t..y = tW1y, t . x = tW2x. Up = {I~ZT (resp. GT)/limt~0(t.I) = MP}.
Il est facile de voir qu’il y a bijection entre l’ensemble des partitions

P~(b0b1···br-1&#x3E;br = 0) telle que 03A3i=ri=0bi = n et l’ensemble des escaliers
de colongueur n.
A un escalier E de colongueur n on associe la partition P~

(b0b1···br-1&#x3E;br=0) où

Fixons un escalier E de colongueur n et considérons la strate

V(E) = {I c R, I~ZT (resp. GT)/l’escalier canonique de 7 est E}.

PROPOSITION 3.1. Soit U PE:= {I~R/limt~0(t.I)=ME}, alors on a

UPE = V(E). 
Preuve. L’inclusion V(E) c UPE nous est assurée par les conditions

w2&#x3E;w1 et nw2(n + 1)wl. En effet soit I E ZT (resp. GT) de base standard
(fo, fl, ..., fs), telle que

Les conditions w2&#x3E;w1 et nw2(n + I)wl entraînent que l’on peut, dans

l’expression de t.fp, mettre en facteur t03B1pw2+03B2pw1, on a alors limt~0(t.fp) =
x03B1py03B2p, d’où limt~0((t . I) = ME), et l’inclusion V(E) c YPE .

Réciproquement si I~UPE, la condition limt~0(t .I) = ME entraîne

exp(I) = E + N2. Les résultats de paragraphes § 1 et §2 permettent d’énoncer le
théorème donnant une première condition nécessaire à l’incidence.

THÉORÈME 3.2. Soient E et E’ deux escaliers de suits caractérisques GE et GE,
respectivement. Alors, si V(E’) c V(E) (resp. V(E’) n V(E) =1= ~), alors GE’  GE
(i.e. GE’(i,j)  f/ E(i,j) pour tout couple d’entiers naturels (i,j)).

Preuve. Si Y (resp. Y’) est un sous-schéma défini par un idéal IY~ V(E)
(resp. IY, E V(E’)), la Proposition 2.4 nous dit que l’application Y i )

longueur(Y n Xij) (resp. Y’ ~ longueur (Y’ ~ Xij)) est constante sur V(E) (resp.
V(E’)): longueur(Y n Xij) = 9E(i,j)’ · Nous savons en outre (Proposition 1.2.6)
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que ces applications sont semi-continues supérieurement sur GT . On en déduit
que V(E’) c V(E) (resp. V(E’) n V(E) ~ 0) entraîne.

GE’(i,j)  GE(i,j) pour tout couple d’entiers naturels (i, j).

4. Non suffisance de la condition du Théorème 3.2, et examples où la condition
de frontière n’èst pas satisfaite

EXEMPLES 4.1. Soit GT la variété paramétrant les idéaux homogènes de
C[[x, y]] de fonction de Hilbert T= (1, 2, 3, 2, 1). GT est une variété lisse,
compacte de dimension 4.

On exhibe ici, trois cellules, V(E), V(E’), V(E") telle que:
(i) GE"  GE’  GE
(ii) V(E") n V(E) = 0, V(E’) n V(E) ~ 0, mais V(E’) non contenue dans V(E).
La cellule V(E): (cellule attachée à l’idéal monômial M = (y4, xy2, x2y, X5»

V(E) paramètre les idéaux I de la forme: I = (y3(y + ax) + bx4, X2(y + ax),
X2(y + ax), x’) (a, bEC). Ces idéaux ont pour escalier E:

La cellule V(E’): (cellule attachée à l’idéal monômial M’ = (y5, xy’, xly, X4)
V(E’) paramètre les idéaux I’ de la forme: I’ = (y5, xy2 + a’x3, x’y + b’x3, x’)
(a’, b’ E C). Ces idéaux ont pour escalier E’:

La cellule V(E"): cellule attachée à l’idéal monômial M" = (y5, xy2, x3),
paramètre les idéaux I" de la forme I" = (y5, Xy2 + a"x2y, x3), a" E C.
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Escalier des idéaux I", E":

On a

- V(E") n V(E) est vide car déformer platement un idéal I" = (y’, Xy2 +
a"x2y, X3), en un idéal It dont l’escalier est E, revient à déformer les deux
générateurs xy2 + a"x2y et X3 de I" (tout élément de G, contenant l’idéal

maximal à la puissance 5).
On voit qu’avec une telle déformation on ne pourra avoir un générateur

contenant le monôme y4 (qui apparaît dans les idéaux appartenat à V(E))).
D’où la non suffisance de la condition du Théorème 3.2.
- V(E’) n V(E) est non vide et paramètre les idéaux I’ de la forme I’=

(y5, xy( y + 03BBx), X2(y + 03BBx), x4). Cependant V(E) ne contient pas V(E’), car ces
deux cellules ont même dimension 2 (Proposition 2.6).

Les cellules de la variété GT ne satisfont donc pas le condition de frontière,
à savoir que l’adhérence d’une cellule n’est pas toujours une réunion de cellules.

5. Fonctions-escalier généralisées

La notion de fonction-escalier se généralise de la façon suivante:

soit J = {(j1, kl), ... , ( jp, kp)} c N2 un sous-ensemble de N2 fixé,
avec j1  j2  ··· jp, k1 &#x3E; k2 &#x3E;&#x3E;···&#x3E;kp et ji+ki&#x3E;ji+1+ki+1.
Considérons l’idéal MJ = (xjlmkl) + (xj2mk2) + ... + (xjpmkp) de R.
Pour j fixé, on définit alors une fonction F J sur HilbnP/t par Fj(I) =

dimC(R/[I + MJ]). Notons que M. = Mij(x) lorsque J = {(0, i + j + 1), (i, j)l.
LEMME 5.2. (i) La fonction Fi est semi-continue supérieurement sur HilbnP/t. (ii)
La restriction de Fj à GT est semi-continue supérieurement et est définie par: pour
tout I E GTFJ(I) = #(0394(I) n 0394(MJ)) où 0(I) = N2-Exp(I) et 0394(MJ) =
N2-Exp(MJ).



95

Fig. 5.1. L’escalier canonique de Mj.

Preuve. (i) Pour I, idéal de colongueur n, nous pouvons considérer

(I/m") comme un sous-espace vectoriel de R/mn, et la condition

dimC(R/[I + MJ])  m (pour m E N) est équivalente à dimC([I + MJ]/mn) 
n(n + 1)/2 - m, ce qui est une condition fermée.

(ii) Pour prouver que FJ(I) = #(0394(I) n A(Mj», il nous suffit de montrer que
Exp(I + Mj) = Exp(I) u Exp(M J).

Soit /e(7+Mj), f = g + h, g~I, h~MJ. Pour montrer que

exp(f)~Exp(I)~ Exp(Mj), on peut se remener au cas où f = g + h avec g et
h homogènes de même degré, car les idéaux I et Mj sont homogènes.
Distinguons deux cas:
1°) f~MJ: cas trivial.
2°)f~MJ: soient alors (a, 03B2) = exp(g) et (a’, 03B2’) = exp(h), on aura exp( f ) =

(a, 03B2). En effet, g et h étant supposés homogènes de même degré, on aura
a + 03B2 = oc’ + fl’ et l’hypothèse f e Mj entraîne que (a, 03B2) est strictement plus
petit que (a’, dans l’ordre diagonal (§1.1).
Dans tous les cas, pour f E (I + Mj), on a exp(f)~ Exp(I) u Exp(M J).
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L’inclusion Exp(I) u Exp(Mj) c Exp(I + MJ) étant trivale, on a

Exp(I + Mi) = Exp(I) u Exp(Mj) et on en déduit que

REMARQUE 5.4. (i) Lorsque J = {(j,0)}, j~N, FJ(I) est la trace du point
R/I avec le j-ème voisinage infinitésimal de la droite x = 0.

(ii) L’égalité FJ(I) = #(0394(I) n 0394(MJ)) dans le Lemme 5.2 n’est pas vraie

si I est un idéal non homogène: par exemple si on prend J = {(1, 0)1, on a
M J = xr!/l. Soit I = (y4, ay3 + x2, xy2), avec a~C*, on a J1.(I) =
{1, y, y2, xy, y3}, 0394(MJ) = {(yi)i~N}, #(0394(I) n 0394(MJ)) = 4 mais FJ(I) = 3.

PROPOSITION 5.5. Soient I et l’ deux idéaux homogènes ayant pour fonction
de Hilbert T, alors si F(I’)(i,j)  F(I)(i,j) pour tout (i,j)~ N2, alors on a

FJ(I’)  FJ(I) pour tout J = {(j1, kl),..., ( jp, kp)} ~ N2 tel que

Preuve. Par l’absurde: supposons que F(I’)(i,j)  F(I)(i,j) pour tout

(i,j)~N2, et qu’il existe J tel que FJ(I’)  FJ(I). L’espace vectoriel des

polynômes homogènes de degré 1 appartenant à l’idéal (I + Mj) (resp. l’ + Mj)
est (I + Mi), = I, + (Mi), -
On a
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(resp. Fj(I)). De l’hypothèse Fj(I’)  FJ(I) on déduit qu’il existe un indice
1 tel que [(l+1)-dimC(I’l+(MJ)l)][(l+1)-dimC(Il+(MJ)l)], donc
dimC(Il + (MJ)l)  dimc(lÍ + (MJ)I).

Considérons alors (a, fi) = inf{(i,j)~ Exp(Mj)/i + j = l}, on a (MJ)1 =
x03B1m03B2.

Soient

dimC(Il + (M J)l)  dim,(I, + (MJ)l) entraîne q  q’. Comparons F(I’)(03B1,03B2) et

F(I)(03B1,03B2):

Les idéaux 7 et l’ayant le même fonction de Hilbert, on a

dimc(.gf/[I + m03B1+03B2]) = dimC(R/[I’ + m03B1+03B2]), donc- =
q’ - q &#x3E; 0, contredisant l’hypothèse F(I’)(i,j)  F(I)(i,j) pour tout (i,j)c- N2.

REMARQUE 5.6. (i) La Proposition 5.5 ne se généralise pas au cas où les
idéaux I et l’ sont non homogènes. Il suffit par exemple de prendre I =

(y4, xy2, x2), l’ = (y4, ay3 + x’, xy’), a~C*. Les idéaux I et l’ ont même

escalier canonique, donc même fonction-escalier, mais pour J = {(1, 0)},
on a

qui est strictement inférieur à

(ii) Pour un idéal homogène 1 ayant pour fonction de Hilbert T, si on
considère les J de la forme J = {(l, 0)}l~N, la connaissance des F 1(I) détermine
l’escalier de I, donc sa fonction-escalier. Cependant, pour deux idéaux I et l’,
l’inégalité FJ(I’)  FJ(I) pour tout J = {(l, 0)}l~N n’entraîne pas forcément

GI’(i,j)  GI(i,j) pour tout (i,j)~ N2 tel que j  i - 1:
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Exemple: soient E’ l’escalier {(0, 6), (1, 3), (2, 2), (4, 1), (5, O)j et E =

f (0, 4), (2, 3), (3, 1), (6, 0)}, pour tout idéal I’ ayant pour escalier E’, et pour tout
I ayant E pour escalier, on a

cependant,
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