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OPERATEURS DIFFERENTIELS ET COURBES ELLIPTIQUES

Patrick Dehornoy

On étudie le lien entre certaines sous-algebres commutatives de
I’algebre des opérateurs différentiels linéaires et des faisceaux sur une
courbe elliptique.

Poursuivant les travaux effectués par Burchnall et Chaundy en rang
un, Krichever a établi I'équivalence de la construction de certains
types de déformations de faisceau munies d’une connexion et de celle
d’ensembles d’opérateurs différentiels commutant, tout en laissant
ouverte la question de I’existence de telles constructions en rang
supérieur a un. En partant de la détermination directe des couples
commutatifs d’opérateurs (L, M) d’ordres 4 et 6, ou 6 et 9, liés par une
relation du type M?*= p(L), avec p polyndme de degré 3, on montre
ici que ces constructions sont possibles dans le cas des faisceaux de
rang 2 ou 3 sur une courbe elliptique, et on en donne une description
explicite, exhaustive de plus en dimension 2. On établit en particulier
que D’écriture des correspondances se fait uniquement a I'aide de
fonctions rationnelles en dimension 2, alors qu’elle nécessite 'usage
des fonctions elliptiques en dimension 1.

On trouve I’exposé précis des résultats dans la premiére partie, les
paragraphes suivants indiquent les étapes des démonstrations.

Certaines vérifications demandent des calculs importants, et j’avais
espéré que des moyens mécaniques permettraient d’augmenter la
taille de ceux-ci et d’éviter des hypothéses restrictives. Ce n’a été que
partiellement le cas, la complexité augmentant de toute fagon trop
rapidement méme pour un ordinateur. Je tiens néanmoins a remercier
vivement M. Vallino qui a mis & ma disposition les ressources du
centre de calcul de I'E.N.S.
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1. Résultats
1.1. Opérateurs Différentiels

Dans toute la suite D désigne ’opérateur d/dt et M le corps des
fonctions méromorphes a I’origine d’une variable complexe t. On note
9 I'algébre M[D] des opérateurs différentiels linéaires en la variable
t. Cette algébre n’est pas commutative. Si deux opérateurs L, M
commutent, il existe entre eux une relation algébrique f(L, M) =0, ou
f € C[ty, t2).

Le cas non trivial le plus simple est celui ou la courbe d’équation
f =0 est elliptique. On fixe donc une courbe elliptique I', qu’'on se
donne comme I’ensemble des points m du plan complexe tels que
(m)3 = p((m),) complété d’un point a I'infini o, ol p(t) = t>+ at + B est
un polyndme du troisieme degré sans zéro double, et ol (m),, (m),
désignent les coordonnées du point générique m de Ax(C). On munit I
de sa structure de groupe admettant o comme élément neutre, et la loi
est notée multiplicativement. On notera p la fonction de Weierstrass
associée a I

Soient a étudier les couples (L, M) d’opérateurs tels que [L, M]=0
et M?=p(L): on sait que la seconde égalité entraine la premiére, et
détermine (au signe prés) M en fonction de L; de plus L, néces-
sairement de degré pair, soit 2p, s’écrit de facon unique (au signe
prés) L = A2—2R, ol A est de degré p et R de degré au plus p—1
donc, en termes d’opérateurs, le probléme est:

{trouver les couples (A, R), A de degré p, R de degré <p tels que
p(A?—2R) soit un carré dans 9.

Un tel couple sera dit solution, et qualifié d’elliptique si A I'est, c’est a
dire si le coefficient dominant de A n’a ni zéro ni pole a I’origine.

LEMME: Les automorphismes de % sont de la forme ¢ui:t — h,
D — h'"'D + k, avec h, k dans M, h(0) =0 et h'(0) # 0.

Ainsi Aut® préserve Uellipticité, et on définit €1,;, comme
I’espace des solutions elliptiques de degré p a automorphisme pres,
soit, en notant ~ I’équivalence modulo Aut % et €(A, R) la classe de
(A, R) pour ~, comme I’ensemble des €(A, R) avec (A, R) solution
elliptique et A de degré p. A Tl'identification de %(A,R) et de
€(—A, R) prés, ©f,;, est I'espace des sous-algébres commutatives
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elliptiques de @ modulo changements de variable et de fonction
associées a I" et p.

1.2. Le fibre de Bloch

Le passage des sous-algébres commutatives de 9 du type C[L, M]
avec M2?=p(L) aux faisceaux sur I' est fourni par la propriété
suivante, démontrée dans [1]:

ProposITION: Il y a équivalence entre:
() [L,M]=0 et M>*=p(L), L de degré 2p;
(ii) pour tout point m de I' —{} il existe une fonction non nulle f
telle que:

[Lf = (m)f
Mf = (m),f;

(iii) pour presque tout point m de I' il existe p fonctions f linéaire-
ment indépendantes telle que:

[Lf = (m).f
Mf = (m).f.

Lorsque la condition (ii) est remplie on notera F, I’opérateur annulé
exactement par les fonctions propres communes f et précisé par la
condition que son coefficient dominant est 1.

Ainsi quand (L, M) vérifie la condition (i) les zéros de 'opérateur
F.. associé a chaque point de I'—{} forment un fibré vectoriel de rang
générique p sur I —{x}, dit fibré de Bloch. Notant g,
i=0,...,p—1, lapplication de ce fibré dans C définie par s;(f) =
Df(0), on introduit un faisceau %, sur I" défini hors de © comme le
dual du fibré de Bloch et précisé en posant que les sections de %,
induites par les 4; se prolongent en .

De la méme fagon, on obtient %, associé a la donnée de conditions
initiales en to, et on notera s’ les sections correspondantes. Si U est
un voisinage de l’origine sur lequel les coefficients de L et M sont
méromorphes, "application:

est une déformation a un parameétre de %, sur 9.
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1.3. Théorie de Krichever

La filtration du degré sur 9% fournit sur %, une structure
parabolique, drapeau de sous-faisceaux

0CFC...CFo= %,

et D induit ¥ une connexion V compatible avec cette structure et
augmentant d’une unité le degré. Krichever montre qu’inversement,
partant d’un faisceau cohérent F, sur I" de rang p, sans H® ni H', si
%o admet une déformation munie d’une connexion V appropriée,
alors on peut lui associer un élément de @zrp,gp.

Décrivant les déformations de %, comme courbes d’une variété
Def %,, on constate que les déformations admettant la connexion
voulue sont associées a des courbes intégrales d’un champ de direc-
tions ¥y, dans Def %,; par conséquent la description (exhaustive ou
non) des éléments de GS”Q,,;,, fournit celle (exhaustive ou non) des
courbes intégrales de £ et des déformations de faisceaux de rang p
sur I' munies d’une connexion (cf. [8]).

1.4. Dimension un

Dans ce cas les solutions étaient connues. La présence de fonctions
elliptiques traduit le passage de I" a sa jacobienne dans la description
de la déformation.

PrOPOSITION 1: Il exist une bijection:
Ap:I'> @zr,g

définie par: m,;— €(D,(my),), ou la fonction m,:C— I est telle que
m(0) = nr; et my(t) est obtenu en ajoutant —t au parametre de m; dans
la représentation de I par v, p'[2. Explicitement (m); = p(t — o) oul oy
est le paramétre de m,.

Le faisceau associé ;(m;) est Or(—m,).

On verra en outre au paragraphe 3 que I'inversion: m — mji' et les
translations: m — mm, sur I' induisent via &, des opérations sur &£,
ayant une description simple en termes d’opérateurs.

La version géométrique de ce qui précéde est le résultat suivant,
aisé a montrer directement:



[5] Opérateurs différentiels et courbes elliptiques 75

ProrosiTiON 1": Soit Fy= Or(—m;) un faisceau de rang 1 sur I tel
que HY(Fy) = H'(%o) = 0, et:

F:t > Or(—my(1))

une déformation a un paramétre de F,. Alors il existe une connexion
¥V sur %, unique a isomorphisme prés, définie pour s section locale de
% par:

vs(m’ t) == S(ml(t)a m_l)s(m’ t)a

ou 8(m,, my) est la pente de la droite m; m, (ou de la tangente a I' en m,
si my=m; est surT).

1.5. Dimension deux

On prouve ici qu’il existe des solutions, et on peut donner la
description exhaustive de toutes celles-ci: il n’y figure que des fonc-
tions polynomiales (outre une fonction arbitraire représentant la
donnée supplémentaire de la déformation de la structure parabolique
a l'infini), ce qui correspond au fait que les courbes intégrales de ¥
sont situées dans des sous-variétés rationelles de Def %, d’équation
A Ft = A P (traduit ici par la constance du produit, selon la loi de T,
de deux points caractéristiques).

PrROPOSITION 2: Soit O I’ensemble des fonctions holomorphes a
I’origine de la variable t, et I'® I’ensemble des paires de points de T.
Alors il existe une bijection:

Ay TOX 0>l
définie par: (m;, my, r) = €(A, R), ou

A=gD*+q'D-uq™'

R =wqD +(wq)' 2+,
avec, en désignant par v I’ordre de multiplicité de I’origine en tant que
zéro de r:

(@) siv=0,qg=r,et:
(i1) si de plus m;, my et m;m, sont différents de o:

u=((m);—(m))*4, v=u"l6, w= 10",
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oui les fonctions my, m,:C— I" sont définies par: m;(0) = m,, et la droite
m,(t) ma(t) est obtenue en faisant tourner la droite m; m, autout du

point oii elle recoupe I' de fagon a diminuer de t sa pente; explicite-
ment on a:

u=td— o t*+ 303t — o3t + 04

avec:
o= 8(my, my), pente de la droite m; m,
oz = (M) + (m2)1)/2
o3 = (M), + (my),

a4 = ((my);— (my)))*/4;

(i) si de plus m, m, # © et m;m, = .
u=(myi=(my} v=u"6,w=0"

ou les fonctions m;, m,: C— I sont définies par: m;(0) = m,, et la droite
mi(t) mx(t) est obtenue en translatant la droite m; m, de facon a
accroitre de t son abscisse; explicitement on a:

u=p(t+(mpy;

(i3) si de plus m; = oo:
u=rtu*tH+2t2q*—t 'qq’, v = v*(t™"), w = —t 2w*,

ot u*, v*, w* est le triplet calculé suivant (i) ou (i) a partir de deux
points m¥, m¥ quelconques tels que le droite m¥m,* passe par mz';
(i) siv=1,q=t"r, et:

u=t2u*""Y (v + 1)+ v(v — 20t 2q*4+ vt 'qq'[2
v= U*(t”“)
w=(v+ Dt*w*")

ol u*, v¥, w* est le triplet calculé suivant (i) a partir de m,, m,.

Soit € une extension non triviale de Or par lui-méme: le faisceau

associé a sf,(my, my, q) est Or(—my) @ Or(—m,) si my et m; sont distincts,
et Or(—m;) & € sinon.
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A ceci répond pour les faisceaux:

PROPOSITION 2': Les faisceaux de rang 2 sur I' ayant une défor-
mation munie d’une structure parabolique et d’une connexion aug-
mentant le degré d’une unité sont a isomorphisme prés les suivants:

(i) faisceau: Fo= Or(—m) P Or(—my), avec m,, m, distincts, ou
bien Fo=0r(—m) QR €, avec & extension non triviale de Or par
lui-méme.

(ii) déformation: laisser A%, fixe, soit:

F:t = Op(—m(t)) P Or(—mxy(t)),

ou la droite m(t)my(t) est obtenue en faisant tourner la droite m;m,
autour du point ou elle recoupe I';,

(iii) structure parabolique: soit I'; la rénunion des images de m, et
m, (avec m; compté deux fois si m;=m,), et soit n la fonction définie
par:

n(t) = { (mi(t)1 — (moAt))1)/2 si mi(t)my(t) # o
; ((my(t))2— (mxA(1))2)/2 sinon;
soit alors q holomorphe quelconque: on choisit s, et s, sections
continues de F(I%) telles que dans le repére (so, s)) les pentes des axes
de F(t) provenant de Or(—m(t)) et de Or(—my(t)) soient n/q et —n/q;
(iv) connexion: on pose:
‘Vso(m, t) =si(m, t)

Vsi(m, t) = ((t — &m))™"' — q’q Dsy(m, t)

+ (n(m)(t — €M) Ng~" + ug™' + (t — EM)u'Vq7/12)se(m, t)

ou u=n?et y &(m)=(m);—(my);, n(m)=(m); si mym,=oo

£(m) = 8(m™!, mymy) + &(my, my),

2n(m) = (m~'mymy), — (M), sinon.
1.6. Dimension trois

Le cube A>% devant étre constant, on a la conservation du produit
de trois points caractéristiques. Ceci ne suffit plus 4 déterminer la
déformation: dans le cas présent — qui n’est pas le seul car la taille des
calculs oblige a prendre des hypothéses supplémentaires — celle-ci est
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précisée par le fait que la parabole passant par les trois points et par ©
n’est pas déformée. A nouveau il n’y a que des fonctions rationnelles
dans la description, et une fonction arbitraire et non pas deux qui
serait le maximum possible: ceci illustre le fait que les hypothéses
prises imposent une liaison a la déformation de la structure
parabolique.

ProposITION 3: Soit O I’ensemble des fonctions holomorphes a
I’origine, et I'®” I’ensemble des triplets de points de I' dont deux
quelconques sont pas inverses si le troisieme n’est pas »; soit €Ly
I’ensemble des éléments C(A, R) de @{,9 tels que R est de degré au plus
un.

Alors is existe une bijection:

Ay TOIX 0> Gy
définie par: (my, my, ms, r) = 6(A, R) o

A=qD*+3q'2D*+(q"[2+ u) D+ u'[2+ (v — q'w'[4)r!
R=rD+r'2+w,

avec, en désignant par v I’ordre de multiplicité de I’ origine comme zéro
der:
(i) si v=20, et si m;, my, m3 sont distincts de o:

q=r’

U = nny+ nyns + n3ny

V= — nnyn;

w = ((m); + (my); + (m3))/3

ou on a posé: n; = (m;),— w, et ou les fonctions m, my, my: C— I’ sont
définies par: m;(0) =m,, et:

(i) si mymym; # oo, la parabole d’axe vertical passant par m(t),
may(t), ms(t) est obtenue en faisant glisser la parabole d’axe vertical
passant par m;, m,, ms sur le point ou elle recoupe I' de facon a
diminuer de t/0 la somme des abscisses des trois points, ou 6 est le
paramétre de la parabole;

(iz) si mymym; = oo, les points m(t), ma(t), ms(t) sont alignés sur une
droite obtenue en translatant la droite m; m, m; de facon a diminuer de t
son ordonnée.
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u=—cait}12+ 204t + o,
Explicitement on a: {v = — a3t’/108 + (0oos/3 — Dt* + (205 — 0002/3)t — 03

w = "0’0[/3+0’1,

avec, en posant v; = (m;); — o:
oo = 0 '(resp. 0) si m;m,m; # » (resp. = ),
g = Z(mi)l/:;, o= 2 ViVk, 03 = V(V2V3,

ae= Y, 8(mj, m)/3, 305 =, (M), + go02;
(i) siv=0 et si m; = oo:

q — — t2r2
u=—-tu*@tH-3t2q+t'q
v=—t*t") +3tPqwr(t7")/2

w=w*t™),

ouu* v* w* est le triplet calculé suivant (i) a partir de mf, m¥, m¥ tels
que:

(i) si myms# oo, m¥, m¥, m¥ sont trois points de I' tels que la
parabole d’axe vertical passant par m§¥, m¥, m§ recoupe I' en mms et
ait pour parameétre la pente 5(m,, ms);

(iip) si mom; =oco, m¥, m%, my* sont trois points alignés sur I tels que
la pente de la droite m¥fm¥m¥ soit égale a I’abscisse (my)y;

(iii) si v est supérieur ou égal a 1:

q=t2rQv+1)
u=t2u*t* Qv+ D+v(-v+2t2q—vt"'q’
v = t—2vv*(t2u+1)/(2v + ]) - 3vt4v—lqw*:(t2v+l)/2
w= w*(t2v+l)
ou u*, v*, w* est le triplet calculé (i) ou (ii) a partir de m,, m,, ms.
Le faisceau associé a  sdi(my,my,msr) est Op(—my)
POor(—my)P O(—m3) si my, my m3 sont distincts, Or

—m)® € P Or(—m3) si m; et m, sont confondus et distincts de ms,
en notant € une extension non triviale de Or par lui-méme, et
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Or(—my) ® €, si my, My, m3 sont confondus en prenant pour &, une
extension triviale de € par Or.

A ceci correspond:

PROPOSITION 3': Soit %, un faisceau de rang 3 sur I" d’un des types
ci-dessus. Alors ce faisceau admet une déformation munie d’une
structure parabolique et d’une connexion compatible avec celle-ci et
augmentant le degré d’une unité:

(i) déformation: laisser fixes N>%, et le parametre 0 de la parabole
d’axe vertical passant par les trois points caractéristiques.

(ii) structure parabolique: soit I's la rénunion des images des
applications m;, et r un complexe quelconque (conjecturalement une
fonction quelconque): on choisit sy, sy, s; sections continues de F(I's)
telles que les pentes des projections sur (So, s;) et sur (so,s;) des axes
provenant des Op(—m;(t)) soient respectivement njfr et (nfr)*—
07'r"!/6, en posant:

a(m) = (m); — X (m)/3 et n; = a(m);
(iii) connexion: on pose:

Vso(m, t) =sy(m, t)
Vsi(m, t) =s)(m, t)
Vsa(m, t) = (t = £(m))~'s(m, t)
—(ur '+ 072+ a(m)(t — £m)) Hr'si(m, t) + ((a*(m)
+u+07r6)(t — Em)) ' — 0 'a(m)/2—u' — vr )rs(m, t)
ol u=nny+nns+nn;, v=—nnn;, et ou &m)/0=I'(m;) —

(m*); — (m**), en notant m*, m** les points ou la parabole d’ axe vertical et
de parameéetre 6 passant par m et m;m,ms recoupe I.

On indiquera au §5.3. comment obtenir des solutions d’un autre type
telles que le mouvement de trois points associés soit caractérisé par
Pinvariance de leur produit et par le fait qu'une hyperbole d’asymptote
verticale passant par ceux-ci est translatée sans déformation (et non plus
une parabole).
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1.7. Dimensions supérieures

On ne peut espérer des résultats complets. Néanmoins on peut
montrer:

PROPOSITION 4: Pour tout p =2 il existe dans €13, des éléments a
coefficients polynomiaux.

d’ou:

PROPOSITION 4': Pour tout p =1 il existe un faisceau de rang p sur
I' admettant une déformation munie d’une structure parabolique et
d’une connexion compatible avec celle-ci et augmentant le degré d’une

unité, le champ de directions g associé posséde donc des courbes
intégrales.

2. Methodes de calcul
2.1. Solutions

L’obtention des solutions est conditionnée dés que p est supérieur a
1 par celle d’un systéme différentiel équivalent au systéme initial:

M?=p(L)

et d’'un ordre moins élevé en les fonctions inconnues. On part du
résultat indiqué au §1.2.:

ProprosITION 1: Le couple (A, R), A, R de degrés respectifs p et
< p, est une solution si il existe A,, Ry de degrés respectifs <2p—1 et
=2p—2 tels que:

AA] + A]A + 2RA2—4R2+ Ro =
A% - R0A2 + 2ROR = B

(on convient, comme dans toute la suite, que “‘operateur de degré
<0 désigne I'opérateur nul).

PREUVE: Supposons que L = A2—2R est tel que p(L) est le carré
de M dans 9. On coupe I par une droite verticale en «, m et m™!: soit
A =(m),. D’aprés 1.2. pour presque toute valeur de A il existe 2p
fonctions indépendantes fo, . . ., f,,-1 annulant F,, pour les p premiéres
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et Fy-1 pour les suivantes. Ces 2p fonctions annulent L — A, et on a
Mf; = e(m),f, avec ¢=+1 si i<p et ¢ =—1 sinon. Soit M =
AoL + A, la division euclidienne de M par L; on a donc:

M - G(m)z = Ao(L - )\) + A +AA— E(m)z.

Puisque A;+AAp— (m), et A;+ AAy+ (M), commutent, on a que pour
tout i la fonction f;, annulant A;+ AAo— €(m),, annulle le produit
(A1+ AAo— (m))(A; + AAg+ (m)y). Il existe donc pour presque tout A
un opérateur Q(A) de degré au plus 2p — 2 tel que:

M) (Ar+2Ag) = (m)i= Q)L — 1)

Puisque (m)3 = p()), et que (1) est vérifiée pour une infinité de valeurs
de A, Q(A) est polynomial de degré =<2 en A, soit Q(A)=
AZR;—2AR;+ Ry, ol Ry, Ry, R; sont des opérateurs de degré <2p —2
indépendants de A, puis en développant (1) suivant les puissances de
A, on a:

R,=1
R,L + 2R, = A}

2R|L+ Ry= — AyA,— A Ao+ a
RoL = A?-B.

La troisiéme équation montre que R; est de degré =p—1, d’ou par

unicité Ag= A et R; =R, et on a le résultat annoncé.
Réciproquement si A; et R, existent tels que le systéme soit vérifié,

on a pour tout point m de I' — {«}, en posant L = A?—2R et A = (m);:

(A1+AA+(M))(A1+AA —(m)) = (A2=2AR + R)(L — A)

Soit p’ le degré de A;; on a p’'<2p, et I'espace des zéros de
(A2=2AR + Ry)(L — 1) est de dimension 2p’. Donc le sous-espace de
celui-ci formé par les zéros de L— A, de dimension 2p, recontre
certainement en un point non trivial le sous-espace formé par les
zéros de A;+AA—(m);, de dimension p'. Donc L—A et M —(m),=
AL+ A, —(m), ont des zéros communs, et par le cas (ii) du résultat de
1.2 on a M2=p(L), et (A, R) est une solution.

Pour les calculs effectifs, on utilise une forme modifiée obtenue en
résolvant les termes de plus haut degré:
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PrOPOSITION 2: Le couple (A, R), A, R de degrés respectifs p et
< p, est une solution ssi il existe S, T de degrés respectifs <2p—3 et
=2p —4 tels que, en posant U = [A, R]/2+ S, on ait:

[A,[A,R]]2+ AS+SA-T =p'(R)
[R, UJA+ TA?+ U?-RT - 2TR = p(R).

2.2. Determination du faisceau

Avec les notations du paragraphe précédent, F, est un pgcd de
L— X et de A;+AA—(m);, qu'on calcule par I'algorithme d’Euclide.
Partant donc de la solution (A, R), on écrit pour m sur I'—{w}
I’opérateur associé sous la forme:

=1
Fu=Dr +§ aD', avec a;= Y auth
0 k

—o0

Partout ou les fonctions a; sont holomorphes et ot les coefficients aj
sont fonctions continues du point m, il existe p zéros f; de F,, définis
par les conditions initiales D'f;(0) = 51, etles fi induisent les p sections
s; qui sont alors des isomorphismes locaux de Or sur des sous-
faisceaux de rang 1 de %,. La question est celle du prolongement de
ces isomorphismes locaux aux points isolés de I' ou un coefficient aj
au moins est discontinu, ce qui se présente ici aux points ol une
fonction g; a un péle a I’origine.

Si my est un tel point, et que Fy, a une famille de p zéros holomorphes
gi, supposons que 7: I' > C est telle que 7(mo) = O et que, si F ¥ est 'image
de F, par la translation de vecteur r(m), alors

F¥ = D*+3bD/, avec b; = 3Bt

et les coefficients Bj sont continus en m,. Des fonctions g on déduit
au voisinage de mg des zéros gt™ de F3, et de l1a une famille de p
zéros g" de F, en posant: gl'(t) = g*"(t — 7(m)), dont les coefficients
des développements en série entiére sont continus en my. Cette
famille induit donc des isomorphes locaux de Or dans des sous-
faisceaux de %, et il reste a étudier le recollement de ces sections
avec les 4; hors de my, soit a calculer les parties polaires des dévelop-
pements en fonction d’une coordonnée locale en my des coefficients
de la matrice de passage des g}" aux fj, inverse de la matrice de passage
des f; aux g; de terme générique D'g;(0).
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3. Dimension un

3.1. Solutions

Si A de degré 1 est elliptique, A ~ D, donc il suffit de chercher les
solutions du systeme (I) du type (D, r): celui-ci se réduit a I’équation:

r*l4=p(r),
dont les solutions sont: r = p(t — gy), avec o, € C. Ensuite on a:
(D, p(t — 1)) ~ (D, p(t — o)) ssi 01— 01 € A,

A résau des périodes de p, d’oll en introduisant le point m; de
coordonnées pay, p'oy/2 la bijection sf; de I' sur 55,

REMARQUE: Autres solutions méomorphes.

Si (A, R) est une solution, il existe un ouvert U tel que I’origine soit
adhérente a U, et sur U les coefficients de A et R n’ont pas de zéro. Il
existe donc h, k mémorphes sur U tels que (A, R) = ¢ui(D, p(t — 1)),
soit A=h"'D+k et R=p(h(t)—o;). Si h’ avait un pdle en zéro.
p(h(t) — o1) ne pourrait se prolonger en une fonction méomorphe a
I’origine. Les solutions méromorphes sont donc les solutions ellip-
tiques et celles qui s’en déduisent par un changement de variable
t — t* v entier.

3.2. Détermination de %,

Partant de (D, p(t — a1)) et de m € I' — {ec}, le calcul du pgcd montre
que:

_n_ Pl —0o)2—(m),
Fu=D p(t — o) — (m),

soit F, = D + ao, avec en introduisant le point m:
ap= {8(m, m N+ ap(m)t* si m#m
1
—t7'+ D a(mtk sim=m,
0

Si m est distinct de my, les coefficients a,(m) sont continus, et 4o induit
un isomorphisme local de Or dans %,.
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On cherche les zéros de Fy, sous la forme 2§ yt**” avec v ER. Il
vient v = 1, et comme ag(m,;) =0, on obtient une solution holomorphe
g =t + =5 yt*. Ensuite si 7: I'—> C est définie comme I’application qui
a m associe la différence du paramétre de m et de celui de m, (dans la
représentation par p, p’/2) la translation: t >t + 7, notée P,.,, trans-
forme la solution de départ en un élément de /;(m). On en déduit au
voisinage de m; un zéro holomorphe de F,:

g" =t —r(m)+ ; y(m)(t — (m))*

et les coeflicients y,(m) sont continus en m;. On a alors g"(0) =
—7(m)+0(72), d’ou f§=—1""g"+0(1), et, comme 7 est une coordon-
née locale de I' en m,, ceci montre que 4o induit un homorphisme (global)
de Or(—m,) dans 5, qui est un isomorphisme parce que %, est localement
libre de rang 1 et de degré — 1.

3.3. Operations sur €1,

(i) Translations: Les translations ¢... ne sont pas des endomor-
phismes de %, mais pour toute solution (A, R) il existe un voisinage de
I’origine sur lequel les coefficients de A et de R sont méromorphes: par
conséquent pour 7 assez petit la translation ®,., transforme (A, R) en
une nouvelle solution.

Dans le cas de €f3, ®,,, transforme I’élément canonique de f,(m;)
en I’élément canonique de sf;(m;m) ol m est le point de paramétre 7.
Ceci permet de décrire la déformation de %,.

(i) Adjonction: L’application @': t — t, D — — D s’étend en un
antiautomorphisme de 9, compatible avec Aut 9, et induit donc une
involution de €4,5,. Le calcul montre que cette adjonction correspond
via o, a linversion sur I', c’est & dire que le diagramme suivant

commute:
-1
r——-r

&11 &ql

r i r
@2,3 — @2,3

iii) Permutation des facteurs: Soit (A, R) une solution quelconque,
L=A?-2R, M =(p(L))". Pour tout point m de I' —{w}, F, est
annulé par les zéros communs & L —(m); et 8 M — (m),, donc il existe
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F7 et Fy tels que

L—(m)lelem
M-—-(m);=FnpF,

Posons alors:

L?=(m) + FuF},
M* = (m),+ F,F3.

LEMME: On a [L*, M*]=0 et M*> = p(L?).

PREUVE: On a [L*-(m), M*—(m)]=0, car [L*—(m);, M*—
(m)2]Fp = Fu[L—=(m), M—(m);]. Si  M?—p(L) =2 yi(L—(m))
(M —(m)y),, on a M?—p(L*) == yy(L* — (m)))' (M”* — (m))!
car[L*, M*]1=0, d’ou (M* - p(L*))Fn = Fo.(M?*—p(L))=0.

On en déduit une application (A, R) — (A% R*) de ’ensemble des
solutions dans lui-méme, et en vérifiant la compatibilité, une opération
Pw de I’ — {0} sur €1,3,; P ne dépend pas du choix d’un pged F,.

Dans le cas de &1, partant de la valeur calculée de F, et de

#_ p'(t—a)/2—(m),
Fa=D+ =y —(m) °

on obtient L*= D*—2r*, avec

’ 2
" p'(t—o)/2— (m)z]
rr+(m)+yt—o1)= ,
( )1 P( 1) [ p(t _ Ul) _ (m)l
ce qui montre que r* = p(t — aT), ol o} estle paramétre de m™'m,.
Ainsi P, correspond via &/, a la translation de vecteur m™' sur T,
c’est & dire que le diagramme suivant commute:
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4. Dimension deux

4.1. Solutions

Les étapes du calcul sont les suivantes:
(i) Tout couple (A,R), A de degré 2 et R de degré =1 est
équivalent a un couple de la forme
A=qD*+q'D—uq™
R = wgD + (wq)'[2+ v,
ou u, v, w, q sont dans .
(ii) Parmi ceux-ci, les couples pour lesquels w n’a ni zéro ni pole a
I’origine ou bien w=0 et v’ n’a ni zéro ni pdle a I'origine, sont
équivalents a des couples de méme forme pour lesquels w est

constante non nulle, ou bien w = 0 et v’ est constante non nulle.
(iii) Pour ces derniers, le systéme (I) équivaut au systéme:

6v=u"
Im

p'(v)=u'v' — uw?

p(v) = uv+iu"*w? - 3uvw?.

(on développe d’abord des expressions comme:

1"

S=—%qq”WD_qvl’_%q’vl—iqqmw_%q q W+%qw2

puis on utilise des combinaisons linéaires. On remarque que la fonc-
tion q est absente du systéme obtenu).
(iv) Les solutions du systéme (I) sont des polynomes

u=u(o)=clt'— ot’+30:t>*— o3t + 0,4
v=v(o)=20¥t*— ot + o
w=w(o) =20

ol @ =(0y, ..., 0, est un point de la variété 3, de C° d’équations:

0103 — 40f0s = p'(a2)

olos+ ool — 120%0,04 = p(0).
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On obtient une famille non redondante pour ~ en se restreignant a
I’ensemble 3% des o de 3, tels que op=1/2 ou go=0¢et oy =— 1.

(v) 1l ne peut exister de solution du type de (i) telle que w (ou bien
v’ si w est nul) ait un pole simple a ’origine (argument du genre de
celui de la fin de 3.1).

(vi) Pour toute solution (A, R) du type de (i) telle que w (ou bien v’
si w est nul) ait soit un zéro d’ordre v(v = 1), soit un pole d’ordre
—v(r=-2) il existe q; dans M et une solution (u*, v*, w*) du
systeme (II) tels que (A, R) soit équivalente au couple du type de (i)
construit sur les fonctions:

q1
=t 2u*" (v + 1)+ v(v — 2t 2q34 + vt 'quqif2
vy = v¥(t*H)
wi= (v + Dt*w*,
(viii) Toutes les solutions sont ainsi connues. Il reste a étudier la
variété 3, de C°. Pour cela on calcule 'opérateur F,, et on introduit les
points ou les coefficients de F,, ont un pdle. Partant de la solution

construite comme en (i) et (iv) sur q € M et o €X¥, et d’'un point
me I’ —{oo}, il vient:

qF.= A+ B,
avec B = gsD — sg, ol on a posé:

a=v—(m)
b =a%- uw?
s=—(b'2+ (m)w)b!

Sso=tas+a’ sioyp=1/2

(m)2s si ao*0.

En calculant F} et en développant le produit F;F,, on montre que
s’ =52, donc ou bien s =0, ou bien il existe £ tel que s = (¢ —1t)"". Les
points ou un coefficient de F,, au moins a un pdle sont donc exacte-
ment les points ou ¢ s’annule. En outre b doit étre un polyndome du
second degré, et, si on pose b ==} Bit’, le complexe £(m) est déter-
miné par le systéme:
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B2 = (m)2w — Bi/2
((m)yw + B4/2)€ = — Bo.

En calculant les B; on montre que les zéros de ¢ sont les points m de
I' dont les coordonnées vérifient le systéme:

( {((m)l - 0y)* = 4ojoy
200(m); = a1((M); — 02) + 205073

Il existe donc en général deux points qu’on dira caractéristiques, et
qu’on considérera comme confondus si o9 =1/2 et o4 = 0.

11 est alors aisé de déduire de (*) un paramétrage de 3¥ au moyen
des fonctions symétriques des coordonnées des points caractéris-
tiques:

(I' = {=h)? > 3%,
d’ou la partie de la bijection:
A TPX 0 —>EL

correspondant aux cas (i) et (i;) de 1.5. Prop. 2. On note enfin que
s =0 ssi m est mym,.

4.2. Determination de %,
(i) On part de la solution associée comme ci-dessus aux points 1,
m, de I' — {=} et & q holomorphe telle que q(0) # 0.
En exprimant les diverses fonctions au moyen des coordonnées de
m; et m,, on obtient que:
E.=D?+ a;D + aq,
ou, si m my;m,, on a:
a=(Em-t)"+q'q"
ao = n(m)(&(m)—t)"'q™" — uq >+ aoo(é(m) — t)q~"

avec

&(m) = (m); — (my);, n(m) = (m), si mymy =00

E(m) = d(m™', mymy) + §(my, my), 2n(m) = (m~'mymy); — (m); sinon
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Si m est distinct de m; et m,, les coefficients des développements de aq
et a; sont continus, et les sections sy, 4; induisent des homorphismes
locaux de Or dans %,.

(ii) Au point my, on a:

a = - t+ z a,kt"
0
ap= Ea()ktk
-1

Cherchant les zéros de Fy, sous la forme = yt**, il vient v(v —2) =0,
et comme on montre que: agw+ ag_jap+ aj-1=0, on obtient deux
zéros holomorphes indépendants.

(iii) Le complexe £(m) mesure la translation qui améne en m ['un
des points caractéristiques. Pour m voisin de m,, il remplit les con-
ditions du §2.2. pour la fonction 7. On en déduit au voisinage de m,
deux zéros holomorphes de F:

gl = 1+ aqui(m)(t — £(m)) + ; Yo (M)(t — £(m))*

gl = (t — £+ }; yu(m)(t — Em))*

tels que les yix(m) soient continus en m;. LLa matrice de passage des g'
aux f; est alors, a des termes d’ordre supérieur en ¢ pres:

(g}z - l(?_) F/; /2)

avec ao-(m) = —n(m)/q(é(m)).

(iv) Si m, et m, sont distincts, la droite passant par m; et m;'m;' n’est
pas tangente a I' en m;, donc ¢ est coordonnée locale en m;. Par
conséquent ¢, ¢, induisent des homorphismes locaux de Or(—m;)
dans %,, et xos0+ x141 induit un homorphisme local de Oy dans %, ssi
n(M)xo+ q0)x;=0. Comme n(m)#0 et n(m)=-n(my), on a
n(m;) # n(m,), et donc en passant a I' entier, on a:

dim Hom(Op(— m;), %o) = 1.

Ecrivons une suite exacte:

0—> Or(—m,y) Fo 9 0:
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en appliquant Hom(Or(—m,),.), en calculant le degré de 2 et en
utilisant la nullité¢ de Ext'(Or(— m,), Or(— m,)), on voit que 2 = Or(—m,)
et que la suite est scindée, soit

Fo= Op(—m) D Or(—my).

(v) Si m; et m, sont confondus, on a n(m;) =0, n est une coordon-
née locale en my, et £ est de Pordre de n% Alors ao-(m)é~! est de
I'ordre de n7!, et ¢! de I'ordre de 1% Ceci montre que 4 et s
induisent respectivement des homorphismes globaux de Op(—m;) et
de Or(—2m,) dans %,. Ecrivant une suite exacte comme en (iv), on
montre 9 = Or(—m;) et que la suite n’est pas scindée car sinon on
aurait

dim Hom(Or(— my), Fo) > 1.

On a donc %y = Or(—m;) ®Q &, ou € est extension non triviale de Or par
lui-meme.

(vi) Chaque fibre de %, et, de la méme fagon, de %,, posséde deux
directions intrinséquement définies, a savoir celles qui proviennent
des images des homomorphismes provenant de Op(— m;(t)): on les
notera A{. La structure parabolique de % consiste en la donnée
supplémentaire de la direction associée i la section particuliére sj. La
pente de cette derniére par rapport aux A} dépend du choix du repére,
mais on décrira la variation de la structure en calculant les pentes des
droites A! dans le repére (sf, s!). On a vu (iv) que les pentes des A?
sont n(m;)/q(0), et de méme on montre que les pentes des A! sont les
zéros de I’équation:

82— u(t)/q*(t)=0

la fonction arbitraire q décrit donc la variation de la structure
parabolique hors des points m;(t).

4.3. Opérations sur Eig

(I) Translations: Avec les notations de 4.1. (iv) la translation ¢,
fait passer de la solution construite sur q et o € 3 ¥ a celle construite
sur q(t + 7) et o* tel que:

o= 00, of=05(7), 0¥ = v,(7), 0% = —ug(7), % = Ug(7)
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On en déduit que les combinaisons suivantes sont laissées in-
variantes:

a0
ao(at—2a0)

oo(o1— 30102+ 03/2)

Soient mf, m¥ les points de I' paramétres de o *, et m;, m, ceux de o;
alors si mm,; =0, on a mmy,=o et (m¥); =(m;);+ 7, et sinon on a
m¥m#F = mym,, c’est a dire que les droites m;m; et m¥ms recoupent I' au
méme troisiéme point, et de plus:

s(mf, m¥) = 6(my, my) — 7.

On déduit de ceci la description des solutions donnée au §1.5. et celle
de la déformation de %,. Enfin on réobtient la valeur de &(m): la
translation ¢..m fait passer a une solution ayant m comme point
caractéristique. L’autre point doit donc étre m~'m;m,, et donc

S(m, m~lmymy) = 8(my, my) — £(m).

(ii) Inversion: On considére I'inversion ¢,- comme point & I'infini
de la droite des translations, car pour tout 7 € C il existe & € Aut §
tel que ¢i-1¢ysr = dd-1. On associe alors naturellement aux solutions
obtenues par inversion de celles correspondant a m; et m, les points «
et my'my?'; les résultats sur F, subsistent.

(iii) Adjonction: Si pour q € 0, on pose q'(t) = q(— t), on obtient un
diagramme commutatif:

(L1
<0 ——> roxo

.5242 -942

+
r
Cls — €l

(iv) Permutation des facteurs: Le probléme est, aprés avoir obtenu
la solution (A*, R”), d’en reconnaitre les caractéristiques, c’est & dire
de trouver q*, m¥, m¥ tels que (A% R*) € slr(mf, m%, ¢*); on montre
par de longs calculs de géométrie analytique qu’il existe pour tout m
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de I' — {} une application
#m 0> 0,
telle que si m # m;, m,, m;m, et m? m;m,, on ait:
#a(q)(t) = (t —2n¢ ") q(t(t —2n¢"))/4n?

et rendant commutatif le diagramme:

(Xm=1, . xm=1, #,)
roxo———"TOx @

A Ay

r Pm r
@4,6 —_— @4,6

Ainsi ?,, calque €, la translation par m™! sur I

(v) Endomorphismes de C[t,D]: On a trouvé des solutions a
coefficients polynomiaux: a celles-ci on peut appliquer les éléments de
End C[t, D], qui différe de End 9.

LeEMME 1: L’application t — H, D~ K se prolonge en un
endomorphisme de C[t, D] ssi [H,K]=~1.

PrREUVE: La condition est nécessaire puisque [t,D]=-—1. In-
versement si [H, K] =—1, on définit ¢ linéaire sur C[t, D] tel que
¢(t'D') = H'K'. Pour montrer que @ € End C[t, D], il faut vérifier que
pour tous, i, j, k, I, on a: ¢(t'Dt*D') = H'K'H*K', ce que revient en
développant a montrer que

[K,H¥]=> k(k—1)...(k—n+DjG—-1)...(G—n+1)/nH"KI™
n=1
On le fait par récurrence sur k en utilisant que
k
Sk=i)...(k—i-n+2)=(k+Dk...(k—n+2)/n.
=0

COROLLAIRE: Les endomorphismes de C[t, D] qui n’augmentent
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pas le degré total en t et D sont de la forme:

() ap)* (5)

ou B], Bz eECetAc SL2(C)

Parmi ceux-ci on trouve en particulier ¢°:t — D, D — —t. Ces
opérations permettent d’associer a des solutions de degré petit en D
et grand en t des solutions de degrés inversés.

PREUVE DE 1.7. Pror. 4:
Supposons que p = 2p’: partant de la solution A=D?*—p, R=t, on
applique ¢4, (cf. 1.1.) puis ¢, et on obtient une nouvelle solution:
Ab=D¥* —2tD?+ p'DP"'=D*~aD - B + 1
Rb=D.

De méme si p =2p’+ 1, soient €, €, €; les zéros de p: on part de la
solution

A=(t-e)D*+D—-(t—e)(t —e3), R=1t,
on applique ¢+, Piare puis ¢, et on obtient une nouvelle solution:

Ab = D¥*' 24D + (p'+ 1)D? — D*+ (t*—3€))D — t — p'(e1)
R=D+ €1.

On a ainsi exhibé des éléments de €13, dans tous les cas.

5. Dimensions trois

5.1. Solutions

(i) La taille des calculs est énorme. Ainsi pour expliciter le systéme
(I) dans la forme des solutions donnée au §1.6., la simple écriture de
I’opérateur auxiliaire S demande plusieurs centaines de termes.

Pratiquement, on ne peut partir que de la forme A = D*— a,D — a,,
R =rD +r,, et trois des équations du systéme obtenu s’intégrent
exactement. On vérifie par substitution que les solutions obtenues
vérifient les équations restantes du systeme. Ceci a été fait par-
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tiellement avec un ordinateur. Un automorphisme convenable améme
a la forme souhaitée (qui est la seule séparant une partie polynomiale
et une partie arbitraire).
On obtient le résultat suivant:
Soit 3; la variété de C® d’équations:
o} + 0905 — odoa/d = 30y

g — 0'00'2(74+20'40'5+ 0'30'3/4 = p’(al)

o} + 090304~ a3 = p(oy)
et soit r € O telle que r(0) # 0; alors si on pose

u=—ojt}12+ 204 + o,
v = — ot} /108 + (oas/3 — D2+ (205 — 0002/3)t — 03

w = —Uot/3+0'1

le couple (A, R) est une solution, ou

A=rD*+3rr'D*+ (r'*+ rr"+u)D+ u'[2—r'w'[2+ vr!

R=rD+r[2+w.

De plus toute solution (A, R) telle que R soit de degré 1 au plus
s’obtient par changement de variable a partir d’'une des précédentes.

(ii) Soit a étudier la variété 33 de C5. A nouveau on va la paramétrer
a I’aide des points ou les coefficients de I'opérateur F,, associé ont un
péle.

Partant de la solution construite comme en (i) sur r qu’on suppose
constante (taille des calculs) et o € 33, et d’un point m de I' — {}, il
vient:

rF,=A+B,

avec B = r’sD*+ r(as + ao/2)D + (a*+ u + oor/6)s + aoa/2 + u'/2 ou on
a posé:

a=(m);—w
b=a*+au+v

s=—(b'12+(m))b’

A nouveau on a s'=s?, d’oll s =0, ou bien il existe £ tel que s =
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(—1)'; b est un polyndme du second degré, et en calculant ses
coefficients on montre que les zéros de & sont les points dont les
coordonnées vérifient le systéme:

(+%) (m);— o) + oo((M); — ) —03=0

(M) = oo((M); — 1)*/2 + a4((M); — 7)) + 0.

Il existe donc cette fois trois points caractéristiques, et on déduit de
(**) un paramétrage de 3; au moyen de fonctions symétriques des
coordonnées de ceux-ci:

(I' - {=h?P->3;,
d’o la partie de la bijection
..943:1-‘(3_)X 0—)@5{;’9_

correspondant aux cas (i;) et (i;) de 1.6. Prop. 3. On montre aussi que
s =0 ssi m est mym,ms;.

5.2. Determination de %°

(i) Partant de la solution associée aux points m;, m,, m; de I' — {=} et
A r constante non nulle, on a: F, = D*+ a,D?>+ a\D + aq, et si m est
distinct de m;, m,, ms, les a; sont holomorphes et les coefficients de
leurs développements continus.

(ii) Au point m;, on a:

-1

a=-—t
Z k
a, = 21 aqxt
3
ap = }; a()ktk.

Pour des zéros de Fy, de la forme X vy, t**”, il vient v(v — 1)(v —3) =0,
et comme on a:

2
a1_1+ a|o+a0_1 =0

a-1oo-1 + ap =0,

on obtient trois zéros holomorphes indépendants.
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(iii) Le complexe &(m) satisfait & nouveau la condition requise, ce
qui permet d’obtenir une famille de zéros de F,, soit gf, g, g7, dont
les coefficients des developpements soient continus en m;. La matrice
de passage des g" aux f; est alors (a des termes supérieurs pres):

1 ae 182 ai'l6
3 1 a1 €716
£13 &2 —£7'/6
avec
{all(m) = (o= (m))r™!

ap-1(m) = —al —oor /6 —or 2

(iii) Si m;, m,, m; sont distincts, £(m) est une coordonnée locale en
my, o, 41, 2 induisent des homomorphismes locaux de Or(— m,) dans
F, au voisinage de m,, et yoso+ X141+ X242 envoie Or dans %, ssi

ao-1(M)xo+ ar-1(M)x1— x2=0
On en déduit comme en 4.2. que

dim Hom (Or(—m;), %) =1,
et
Fo= Or(— my) @ Or(— my) P Op(— ms3).

(iv) Si m; et m, sont confondus et m; distinct de m,, £(m) est le carré
d’une coordonnée locale, et a;- (i) est non nul: il en résulte que prés
de m,; les combinaisons linéaires de s¢, 41, 4, induisant un homomor-
phisme de Op, Or(—m,;), Or(—2m,) respectivement dans %, forment
des espaces vectoriels de dimensions respectives 1, 2, 3. Alors %, =
Or(—m;) & € B Or(—my).

(v) Si m,, m,, m; sont confondus, a;-;(n) est une coordonnée locale
et &(m) de I'ordre de son cube. Prés de m, les combinaisons linéaires
de 40, 41, 4, induisant un homomorphisme de Or(—m;), Or(—2m,),
Or(—3m) respectivement dans %, forment des espaces vectoriels de
dimensions respectives 1, 2, 3.

Alors %y = Or(—m;) @ é,, %, extension non triviale de € par Or.

(vi) La structure parabolique de % est la donnée des directions de
sé, si, s} par rapport aux directions A! provenant des Or(—m;(t)). Sa
déformation est décrite par la valeur des pentes des projections des A!
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dans les repéres (sf, s}) et (s, st ). Le calcul de (iii) montre que si m,, m,, m;
sont distincts, alors xoéo + X161 + X202 correspond a I’homomorphisme de
Or(—m,) dans %, ssi:

xi/xo= ((my); — opr™!

(x2/x0) = (x1/x0)* — oor~'/6.

A nouveau r est liée a la variation de la structure parabolique, et on
peut naturellement conjecturer que les formules ci-dessus restent
valables méme si r n’est pas constante. La seconde égalité traduit une
liaison diie aux hypothéses restrictives.

5.3. Operations sur &,

(i) Translations: Avec les notations de 5.1., on montre que toute
translation laisse invariantes les combinaisons suivantes:

(]
04— 000 1/4

odos/4+ oo — 304,

Soient m;, m,, m; associés a la solution de départ, et m§¥, m¥, m¥
associés a la solution translatée: les invariants ci-dessus montrent que
si m,, my, m; sont alignés, alors m¥, m¥, m¥ sont alignés sur une droite
paralléle, et sinon la parabole d’axe vertical passant par m¥, m¥, m¥ a
méme parameétre o' et recoupe I’ au méme quatriéme point que la
parabole d’axe vertical passant par my, m,, ms;.

On en déduit la description des solutions données au §1.6. et celle
de la déformation de %;; on obtient aussi I'interprétation de &(m).

(ii) Permutation des facteurs: Partant d’une solution du type décrit
en 5.1., on obtient pour chaque point m de I' —{=} une solution
(A* R*) d’un type nouveau, avec R”* de degré 2. En particulier pour
m = m,m,m; on trouve A*= A, et

R* = g§r}/4D*+ (odt/12 — 0904 + DrD + odt? /144 + 204(1 — ayos/D/3

+ 01— 0905+ 03024 + odr/24.

Ceci montre que pour toute solution polynomiale (A, R) dans €f,_, il
existe au moins un autre opérateur R*# R tel que (A, R*) soit
solution, et suggere la possibilité d’une seconde fonction arbitraire
dans la solution générale du systéme (I).
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(iii) Endomorphismes de C[t, D]: Partant des solutions polynomi-
ales dans €J, telles que A soit de degré 3 en t, on obtient par ¢° des
éléments dans €[y qui sont encore nouveaux.

Il semble difficile d’obtenir des résultats complets pour Ef,, de
méme que pour une étude en genre supérieur a un.
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