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Summary

Complex spaces Ysuch that Hq( ¥, 0) = 0 forq ± 1, are considered. In
particular, it is proved that if Y is a locally analytic subspace of a
finite-dimensional Stein space X, then Hq(Y, 0) vanishes for q ± 1 if and
only if Y is a Stein subspace of X.

On sait que si Q est un ouvert d’une variété de Stein de dimension

finie X, une condition nécessaire et suffisante pour que f2 soit une

sous-variété ouverte de Stein est que Hq(J1, 0) = 0 pour q ? 1 (cf.
Serre [ 14], Laufer [10], Siu [16], Bânicâ et Stânâsilâ [3]). Dans le cas de
X = C21e problème avait été traité par H. Cartan [5] et Behnke-Stein [4];
il fallait démontrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
domaine f2 de C2 soit un domaine d’holomorphie est que sur Q le

problème additif de Cousin soit toujours résoluble.
On connaît plusieurs généralisations du théorème précédent. En

particulier, Y.-T. Siu a démontré que si (f2,,k) est un domaine étalé
dans une variété de Stein X, alors, pour que f2 soit une variété de

Stein il faut et il suffit que Hq (a, 0) = 0 pour q &#x3E;: 1. De plus, cette
condition est équivalente à la condition que dimc Hq(f2@ 0) soit

dénombrable pour 1 - q  dimc f2 - 1.
De toute façon, les démonstrations des résultats qui précèdent font

intervenir les enveloppes d’holomorphie de Stein de f2, et par

conséquent, elles ne se prêtent pas facilement à l’extension au cas où
les espaces considerés ont des singularités.
Dans la présente note nous allons indiquer diverses propriétés de

certaines classes d’espaces complexes n tels que Hq(f2@ 0) = 0 pour
q &#x3E; 1. En particulier, nous allons démontrer que si J1 est un sous-

espace localement analytique dans un espace de Stein de dimension
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finie X, alors pour que f2 soit un espace de Stein, il faut et il suffit que
H q (f?@ (J) = 0 pour q - 1. Cette proposition généralise celle que nous
avons donnée au début. Pour tourner les difficultés liées à l’existence
de l’enveloppe d’holomorphie de J1, nous nous servirons systéma-
tiquement d’un récent résultat de Nagel [12].

§0. Préliminaires

Si Z est un espace complexe (réduit ou non réduit), nous notons Cz
le faisceau structural de Z et nous désignons souvent par (Z, (Jz)
l’espace Z. Dans la suite nous appellerons espaces complexes les

espaces analytiques complexes a--compacts et réduits et nous ap-

pellerons espaces complexes généraux les espaces complexes, u-

compacts qui ne sont pas nécessairement réduits (cf. [7]).
Soit (Z, Cz) un espace annelé en C-algèbres locales (cf. Grothen-

dieck [7]); soit U un ouvert de Z et soit s une section de 6’z sur U.
Nous notons [s]: U ---&#x3E; C l’application sous-jacente à s : si pour tout

z E Z, Ez: éiz,z- C est l’application canonique (évaluation en z), on

pose [s](z) =.Ez(s).
Soit Z un espace complexe général; on dit que Y C Z est un

sous-espace localement analytique de Z si Y est un sous-espace

analytique (fermé) d’un ouvert de Z. On dit que Z est holomor-

phiquement séparé si pour z, E Z, Z2 E Z, zi # Z2 il existe s E F(Z, éiz)
telle que [s](zi) # [S](Z2). Pour les définitions d’espace holomor-

phiquement convexe, d’espace localement réalisable par des sections
globales nous renvoyons à la bibliographie. Un espace (général) de
Stein est un espace complexe (général) holomorphiquement séparé,
holomorphiquement convexe, réalisable par des sections globales.

Voici le théorème de A. Nagel qui a été cité plus haut et que nous
allons employer souvent

(o.l) THÉORÈME (Nagel [12]): Soient X un espace topologique et Y
un faisceau de C-algèbres locales sur X. Pour tout x E X on désigne
par M, l’idéal maximal de Yx. On suppose que pour tout x E X

l’application naturelle C-Yx/mx est un isomorphisme de C-al-

gèbres et que pour toute SEF(XY) l’application [s]:X-C,
x - sx + mx 4 [s ](x) E C est continue.
On suppose Hq(X, Y) = 0 pour q - 1.
Soient SI, ..., sm E I(X, Y) des sections telles que à tout x E X soit

associé un indice j = j(x), 1 S j S m pour lequel [sj](x) # 0.
Alors (si, ..., sm} engendrent T(X, Y) comme module sur lui-même.
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La démonstration est fondée sur l’étude d’un certain complexe de
Koszul, complexe qui se révèle être une résolution acyclique de
g:::: A mgm.
Le théorème suivant nous sera utile par la suite

(0.2) THÉORÉME (Siu [15]). Soit à# un faisceau analytique cohérent
sur un espace complexe général X, dimc X = n. Si X n’a aucune

composante connexe compacte de dimension n, alors on a Hq(X, @) =
0 pour q - n.

§1.

(1.1) THÉORÈME: Soit (X, (J x) un espace de Stein général; soit

(Y, Cy) un sous-espace localement analytique de (X, Ox), dimc X =

n  00.

Une condition nécessaire et suffisante pour que (Y, Oy) soit de Stein
est que Hq(Y, OY) = 0 pour 1 S q S dimc Y - 1.

DÉMONSTRATION: Si (Y, Cy) est un sous-espace de Stein, les

groupes Hq(y, (Jy) sont nuls pour q - 1 (Théorème B, cf. [6]).
Réciproquement, nous remarquons que (Y, Cy) est holomor-

phiquement séparé et réalisable par des sections globales parce que
(X, Ox) l’est aussi. Il suffit, donc, de démontrer que pour tout sous-
ensemble infini discret et dénombrable {Yk} k&#x3E;l de Y il existe une

section a E T ( Y, (?y) telle que

Première partie. Supposons que {Yk}kl soit un sous-ensemble dis-
cret dans X. Comme (X, Ox) est holomorphiquement convexe il y a
une section S E T(X, Ox) telle que supk&#x3E;,[S](yk) _ 00. Désignons par
SIY la restriction de S à Y; plus précisément Sly est la restriction à Y
de la restriction de S à un sous-ensemble ouvert convenable de X.
On a

ce qu’il fallait démontrer.

Deuxième partie. Nous allons démontrer que pour tout w E XB Y il
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existe un nombre fini de sections Si, ..., Sm E r(X, Ox) telles que

[S;](w) = 0 pour tout j E {1,..., m} et telles que pour chaque y E Y on
puisse choisir un indice j = j(y) pour lequel [Sj](Y) # 0.
Soit d l’algèbre f[Sly] = [S]ly S E r(X, Ox )}. Comme X est de

dimension finie il y a un nombre fini d’éléments de Sf1 qui séparent les
points de X (cf. Gunning-Rossi [8]); nous les appelons Sl, ..., Sm.
On peut admettre qu’on a [Sj](w) = 0 pour 1  j  m. En effet, il

suffit de remplacer chaque section Sj par une section S; E T (X, X )
telle que [Sj](x) = [Sj](x) - [S;](w) pour tout x E X. De plus, on peut
supposer que

est vide. En effet, puisque [Sijy], ..., [SmIY] séparent les points de Y,
Zd contient tout au plus un point Zd:) {a}. Il existe une section

TE F(X, (Jx) telle que [T](a) # [T](w). On peut, par conséquent,
admettre que parmi les sections Sj se trouve une section T’ E

F(X, (Jx) avec [Tf](x) = [T](x) - [T](w) pour tout x E X.

Troisième partie. Conclusion.

Supposons qu’il existe un point w E YB Y, adhérent à l’ensemble
{yji. Au point w faisons correspondre les sections Si, ..., Sm
definies dans la partie précédente.
Pour tout y E Y il existe j=j(y), 1  j _ m tel que [SJ(y) # o. Il

résulte de l’hypothèse et du Théorème (0.2) que Hq(y, (Jy) = 0 pour
q 1; les conditions du Théorème (0.1) sont donc verifiées. Soit

s E F( ¥, (Jy) tel que [s] = 1; on peut choisir a,, ..., am E F( ¥, (Jy)
telles qu’on ait

et par conséquent

sur Y. On a pour tout j = 1,... m

par suite, une au moins des fonctions [a;] n’est pas bornée dans

l’ensemble {yjt.
c.q.f.d.
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Soit X un espace complexe général et soit Y un sous-espace
topologique de X, localement fermé; posons U = XB(YB Y).
Rappelons (cf. Grothendieck [7]) que si Cy est un faisceau de C-

algèbres locales, on dit que (YCy) est un sous-espace annelé de
(X, (Jx) s’il existe un sous-faisceau d’idéaux J de (Ju sur U tel que
éiy = Culg-ly et que, de plus, le support de (Jul g soit Y (on n’exige pas
que J soit de type fini).
La démonstration de (1.1) va nous servir à démontrer la remarque

suivante.

(1.2) REMARQUE: Soit (X, Cx) un espace de Stein général, dimc X =

n  00. Soit (Y, Cy) un sous-espace annelé de (X, (Jx) tel que

Hq(y, éiy) = 0 pour q - 1.
Alors pour tout sous-ensemble infini dénombrable et discret (yk)k±i

de Y, il existe a E T(Y, Cy) tel que

(1.3) THÉORÈME: Soit (X, Cx) un espace complexe général
holomorphiquement séparé. Soit (Y, Oy) un sous-espace localement

analytique de (X, Cx), Y cc X.
Alors, pour que (Y, Oy) soit un espace de Stein il faut et il suffit que

Hq(y, Oy) = 0 pour q  1.

DÉMONSTRATION: Nous pouvons supposer que on a dimc X  00 et
utiliser un raisonnement analogue à celui de la deuxième partie et de
la troisième partie de ( 1.1 ).

c.q.f.d.

Sous des conditions très restrictives on peut donner des résultats de

la forme précedente sans qu’il ne soit nécessaire d’exiger que l’espace
ambiant X soit holomorphiquement séparé. Il faut donner tout

d’abord une nouvelle définition. Soit f2 un ouvert d’un espace

complexe général X; soit aa  0 la frontière de Q dans X. Disons que
J1 a une frontière de Stein dans X quand tout x E aa a un système
fondamental de voisinages (Uj)j±i tel que Uj n a est un ouvert de

Stein pour tout j - 1.

(1.4) COROLLAIRE: Soit X un espace complexe général et connexe,
dimc X = 2. Soit J1 C X un ouvert de X tel que H’(f2, 0) = 0.

Alors a a une frontière de Stein dans X.
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DÉMONSTRATION: Il suffit de vérifier que si B est un ouvert de
Stein de X, il en est de même de B na.

D’après le Théorème ( 1.1 ) il suffit de vérifier que H 1(B na, 0) = 0.
Comme B est un ouvert de Stein on a H’(B, C) = 0; d’après le

Théorème (0.2), H2(B ua, 0) = 0. La conclusion s’en déduit en

rappelant la suite exacte de Mayer-Vietoris

On va maintenant donner une extension partielle d’un théorème de
Laufer [10] et de Siu [16], en appliquant de nouveau (1.1). Rappelons
qu’un couple (D, À) s’appelle un domaine étalé dans X, si D et X sont
des variétés complexes et À : D- X est une application localement
biholomorphe.

(1.5) COROLLAIRE: Soit (D,,k) un domaine étalé dans une variété
de Stein X, dimc X = n  00. Supposons D holomorphiquement séparé.
Pour qu’un sous-espace analytique Y de D soit un espace de Stein il

faut et il suffit que Hq(Y, éiy) = 0 pour 1 ::; q ::; dimc Y - 1.

DÉMONSTRATION: Il suffit de montrer qu’on peut identifier D avec
un sous-ensemble ouvert d’une variété de Stein S et ensuite d’ap-
pliquer le Théorème (1.1).
Nous savons (cf. Gunning-Rossi [8]) que (D,À) a une enveloppe

d’holomorphie (S, .p) qui est un domaine étalé dans X, tel que S soit
une variété de Stein. Il y a une application g:D--&#x3E;S localement
biholomorphe telle que .poJL = À.
Puisque D est holomorphiquement séparé, li est injective. On peut

donc identifier D avec l’ouvert g(D) de S.
c.q.f.d.

Récemment A. Markoe (cf. [11]) a énoncé le théorème suivant: si

al C a2 C ... est une suite croissante d’espaces de Stein telle que f2j
soit ouvert dans a j+l pour tout j - 1, une condition nécessaire et
suffisante pour que Uj±i aj soit de Stein est que H’(Ujk, ab éi) = 0;
une deuxième condition équivalente est que ft2jl soit une "famille de
Runge". Maintenant à partir de (1.1) et de (1.3) nous somme en
mesure de démontrer les résultats (1.6), (1.7) qui sont de même

nature, mais qui ont des hypothèses plus restrictives. La démon-
stration est (probablement) différente de celle indiquée par A. Markoe.
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En effet (cf. Andreotti-Vesentini [2], Prop. (5.1 a)) si fl 1 C f22 C - - -
est une suite croissante d’ouverts d’un espace topologique paracom-
pact X et si $ est un faisceau de groupes abéliens sur X tel que

Hq(aj, $) = 0 pour tout q ? 1 et pour tout j&#x3E;l, on a

Hq( Uj2:1 J1j, $) = 0 pour q &#x3E; 2. Dans [17] V. Villani a démontré, au
moyen de la formule de Künneth-Grothendieck, que si f2l C a2 C ...
est une suite croissante d’ouverts de Stein d’un espace complexe X et
si àF est un faisceau analytique cohérent sur X, une condition néces-
saire et suffisante pour qu’on ait H l( Uj2:1 aj, $) = 0 est que

H 1( Uj2:1 J1j, $) soit séparé.
En appliquant ces derniers résultats et le Théorème (1.1) on a

(1.6) COROLLAIRE: Soit X un espace de Stein, dimc X = n  00. Soit

al C J12 C ... une suite croissante de sous-espaces ouverts de Stein de
X. Soit Uj2:1 aj = J1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) 4li est un ouvert de Stein ;

(1.7) Un autre cas où (1.6) est valable est celui où X est holomor-

phiquement séparé et il est compact (on n’exige pas que X soit de
Stein). En effet, il suffit d’appliquer (1.3) à la place de (1.1).
Même si on suppose que X est un espace complexe général on peut

montrer par nos méthodes l’équivalence des conditions (1) et (2) de
(1.6) et de (1.7).

On va maintenant donner une nouvelle conséquence du Théorème

(o.1 ) de A. Nagel.

(1.8) REMARQUE: Soient X et J1 des espaces complexes. Soit

a:f2---&#x3E;X une application holomorphe. Supposons X holomor-

phiquement séparé, dimc X = n  00. Soit Hq(J1, On) = 0 pour q &#x3E; 1.

Alors, si a*:F(X, éix)- F(4li, On) est surjective, OE(4li) est un sous-
ensemble fermé de X.

DÉMONSTRATION: Dénotons a(f2) l’adhérence de a(f2) dans X.
Soit z un point de a(J1)Ba(a); l’existence de z conduit à une

contradiction.

En effet, comme X est holomorphiquement séparé, il y a des

fonctions si,..., sm E F(X, Ox) telles que
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Les fonctions a *(s;) = Sj 0 a E F(f2, (Jn) n’ont pas de zéro commun
dans 0. D’après le Théorème (0.1) il existe des fonctions g,, ..., gm E
r(Q, ûn) telles que 1 lm= 1 gj - a *(s;) = 1.

Par hypothèse, pour chaque gj E î (f2, (Jn) il existe une fonction

h; E T(X, (Jx) telle que a *(h;) = gj. Soit {Zk}kl une suite de points de
a(f2) convergente vers z. On a

pour tout k - 1. Il s’ensuit qu’au moins une des fonctions /hj/ n’est pas
bornée sur la suite {Zk} kl; cela contredit la définition des hj.

c.q.f.d.

Si f2 est un espace complexe (0,0)-convexe-concave, tel que

prof Ca - 3, on peut identifier n avec un sous-ensemble ouvert d’un
espace de Stein X et l’application de restriction r(X, éix) - F(f2, On)
est une bijection (cf. Andreotti-Siu [ 1 ]). En vertu de (1.8) il s’ensuit

qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace complexe
connexe f? tel que dimc a  - et prof Cn :-- 3, soit de Stein est

que J1 soit (0, 0)-convexe-concave et que pour tout q &#x3E; 1 on ait

Hq(J1, On) = 0.

§2.

Soit X un espace complexe; Z soit un sous-ensemble fermé de X.
Rappellons que la C-algèbre F(Z, 0 xlz) est identifiée à la limite in-

ductive de la famille IF(A, Ox)} lorsque A parcourt le système in-
ductif des ouverts de X contenants Z. On munit r(Z,Oxlz) de la

topologie de la limite inductive.
On désigne par

Sp Z

l’ensemble des homomorphismes non nuls et continus de la C-algèbre
r(Z,ox/z) à valeurs complexes. Pour tout z E Z on désigne par
zez : I’(Z, Cx,z) --+ C l’homomorphisme qui à toute f E F(Z, OXlz) associe
zez(f ) = fez). On a ainsi défini une application

qui à tout z E Z associe zez. Lorsque on a X = Z, on munit Sp Z =
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Sp X de la topologie la moins fine telle que pour toute f E I(X, Cx)
l’application f : Sp X --&#x3E; C définie, pour ’P E Sp X, par Î(q;) = q;(f), soit
continue. L’application ze est continue.

(2.1) PROPOSITION: Soit X un espace complexe; Z soit un sous-
ensemble fermé de X, séparé par F(Z, (Jxlz). Supposons Hq(Z, (Jxlz) =
0 pour q - 1.

(a) (Nagel [12]) Soient sl,..., sm E F(Z, Cx,z) des fonctions qui
séparent les points de Z. Soit ’P: F(Z, Cx,z) --&#x3E; C un homomorphisme
# 0 de C-algèbres. Il existe, alors, un point w déterminé d’une manière
unique tel que q; = zew.

(b) Soit M un idéal maximal de type fini de F(Z, Ox,z). Il existe un

point w determiné d’une manière unique tel que M = Ker zew.

DÉMONSTRATION:

(a) Quitte à remplacer les sj par des fonctions qui séparent, elles
aussi, les points de Z, on peut admettre que

Si pour tout z E Z il y a un indice j = j(z) tel que s;(z) 0, il résulte
de (o.l) qu’il existe a,, ..., amE F(Z, Cx,z) telles que 1 ]’= a;s; = 1. Par
conséquent on a ç (1) = 0, relation qui contredit la condition ’P # 0.
Comme sl, ..., sm séparent les points de Z, il existe alors w E Z tel

que pour tout z E ZB{w} il y a un indice j = j(z) tel que Sj(z) # 0 et que
Sj(w) = 0 pour tout j E {l,..., m}.
Supposons donnée une fonction h F- Ker cp telle que h (w) # o. En

appliquant (0.1) à la famille {s,, ..., sm, hl on a, de nouveau, une

contradiction.

Il s’ensuit que h ( w ) = 0 pour toute h E Ker cp. Pour toute f E
F(Z, Cx,z) on a f - cp ( f ) E Ker ç et par conséquent f(w) = p(/), c’est-
à-dire cp = zew.

(b) Ecrivons

M = {z E Z 1 h(z) = 0 pour toute h E M}.

Il suffit de démontrer qu’il existe w E Z tel que M = {w}.
En effet, s’il en est ainsi, on a J%t C Ker zew C T(Z, Cx,z) et par

conséquent on a Al = Ker zew. Alors, w est determiné d’une manière
unique.

Supposons M vide. Comme R est de type fini, d’après (0.1) on aura
l’égalité R = F(Z, Cx,z) contrairement à l’hypothèse.
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Supposons que M contienne deux points a, b, a # b. Soient f,
g E F(Z, DXlz) telles que f (a) 7é 0, f(b) = 0, g(a) = 0, g(b) =1: 0. On a

JK g JK + ( f) q F(Z, éixjz) ; en effet, f£ k, gÉ,«+(f). Nous avons
ainsi une nouvelle contradiction. Par conséquent l’existence du point
w cherché, est démontrée.

c.q.f.d.

(2.2) UNE APPLICATION DE (2.1 ): Au moyen de la Proposition (2.1 )
nous allons donner une démonstration de (1.1) et de (1.3) qui diffère
un peu de la démonstration donnée auparavant, en supposant cette
fois X, Y réduits.

Il est bien connu (cf. Rossi [13]) que si Z est un espace complexe et
si l’application zi : Z - Sp Z est un homéomorphisme, alors Z est un
espace de Stein.

Aussi bien dans les hypothèses de ( 1.1 ) que dans les hypothèses de
(1.3) on sait qu’il y a des fonctions si,..., sm E r(F, Dy) qui séparent
les points de Y. D’après (2.1a) il s’ensuit que l’application

est bijective et continue.
Avec les notations et les hypothèses de (1.1) et de (1.3), il suffit

alors de prouver que spi 11 = ye, E Sp Y et si lyey,l,,,, est une suite

convergente vers q dans Sp Y, alors {y;};&#x3E;, converge vers y dans Y.

Supposons que (yj)j±i ne converge pas vers y.
Il existe, alors, un voisinage U de y dans X et une sous-suite lyj,jj.-I de

lyjlj,,.., tels que yj, e U pour tout i &#x3E; 1. On ne peut extraire de lyj,li.-,
aucune sous-suite Iztlt,,, convergente dans X. En effet, supposons qu’il y
ait une telle suite; d’après la relation limace yez, = limj-. yeyj = yey il

s’ensuit que lim,-.xez,xey. Si {zt}r&#x3E; I converge donc vers un point
w E X, on a xew = xey et, par suite, w = y, ce qui contredit le choix de
U.

Supposons verifiées les conditions de (1.3). Rappelons que Y est

compact; on peut donc extraire de {y;,}i&#x3E;, une suite convergente dans
X. En vertu du précédent raisonnement, (1.3) est démontré.

Supposons vérifiées les conditions de (1.1). Il existe g E F(Y, ûxiiy)
telle que supi&#x3E;1,,, Ig(Yj)1 = 00. Rappelons que

est un voisinage de ye, dans Sp Y. Il existe donc un entier p tel que
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j - p implique

Pour i &#x3E; p on a donc lg(yj,) - g(y)l  1, ce qui contredit le choix de g.
Il s’ensuit, cette fois encore, que la suite lyjlj.-, converge vers y;

(1.1) est démontré.

Rappelons une définition de Harvey-Wells [9].

(2.3) DÉFINITION: Soit K un sous-ensemble compact d’une variété
de Stein X. On dit que K est holomorphiquement convexe si l’ap-
plication Ke: K-&#x3E; Sp K est bijective.

On connaît plusieurs caractérisations des compacts holomor-

phiquement convexes. En particulier, dans [9] on démontre qu’une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-ensemble K d’une
variété de Stein soit holomorphiquement convexe est que le

Théorème B soit vérifié pour tout faisceau OXIK-cohérent sur K.
En vertu de (2.1 ) on a donc le Théorème

(2.4) THÉORÈME: Soit K un sous-ensemble compact d’une variété
de Stein X, dimc X = n. Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) K est holomorphiquement convexe;
(2) Hq(K, f¥) = 0 pour tout q&#x3E; et pour tout faisceau OXIK-CO-

hérent f¥;
(3) H q(K, OXIK) = 0 pour tout q &#x3E;_ 1.

DÉMONSTRATION: L’équivalence (1) -&#x3E;(2) est démontrée dans [9].
L’implication (2) =&#x3E; (3) est évidente. L’implication (3) -&#x3E; (2) s’ensuit
en appliquant la Proposition (2.1).

c.q.f.d.

En vertu de (2.4) et d’un théorème de [2] (la Prop. (S.la) que nous
avons employée dans la démonstration de ( 1.6)), nous avons le

corollaire suivant:

(2.5) COROLLAIRE: Soit K, c K2 C ... une suite croissante de

sous-ensembles compacts holomorphiquement convexes d’une variété
de Stein X; Kj C Kj+1 pour tout j - 1 (Kj+l est, ici, l’intérieur de Kj+l
dans K). Supposons que K = Uj;2:1 Kj soit compact.
Une condition nécessaire et sufhsante pour que K soit holomor-

phiquement convexe est que H 1(K, (9x)K) = 0.
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Donnons, maintenant, un nouveau corollaire de (2.1 ).

(2.6) DÉFINITION: Soit f2 un ouvert d’un espace complexe X. On
dit que ili es un ouvert d’holomorphie si pour tout domaine D,

’P =/ D C Q et pour tout domaine D’, D C D’,É Q il y a une fonction

f E r(a, On) telle que pour toute g E F(D’, Ox) on ait fjD# g,D.

(2.7) COROLLAIRE: Soit X un espace complexe irréductible et

holomorphiquement séparé, dimc X = n. Soit J1 un ouvert de X tel que
Hq(a, On) = 0 pour 1 S q ::; n - 1. Alors J1 est un ouvert d’holomor-
phie.

DÉMONSTRATION: Raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il y ait
deux domaines D C D’ de X, D C J1, D’,É ili tels que à toute f E
r(n, On) soit associée une fonction f’ OE F(D’, Cx), /)D = fÍD.

Soit z E an f1 D’. Comme la fonction f’ est determinée de manière

unique, on peut définir l’application cp : r(J1, ûn) --&#x3E; C

où cp est un homomorphisme d’algèbres.
On sait (cf. [8]) que il y a 2n + 1 fonctions holomorphes si,..., s2n+1 qui

séparent les points de X. D’après le Théorème (2.1a), il existe un point
w E f2 tel que ç = niw. Soit F une fonction holomorphe sur X telle que
F(z) :f:- F( w). On a (FI,)’= FI,, et, par suite

une contradiction.

c.q.f.d.
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