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TYPE D’HOMOTOPIE RATIONNELLE RELATIVE

DES FIBRES EN VARIETES DE STIEFEL

Pierre Marry

Dans un précédent article ([1]), nous mettions en évidence quelques
propriétés d’une forme différentielle ("élément d’aire relatif") qui
s’introduit dans l’étude du caractère d’Euler, au sens de Cheeger et
Simons, d’un fibré vectoriel muni d’une métrique sur les fibres. Nous
en déduisions une méthode simple pour calculer l’homotopie ration-
nelle relative du fibré en sphères associé. Dans le present article, nous
généralisons la méthode au cas des fibrés en variétés de Stiefel réelles
ou complexes.
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0. Préliminaires algébriques

Etant donné un anneau k, on appelle k-algèbre anticommutative
Z2 x Z-bigraduée une k-algèbre A = E8(P,q)Ez2xzA  telle que:

(a) Pour tous p et p’ dans Z2, tous q et q’ dans Z, on a

(b) Pour tout x E A qp et tout x

Etant donnés une telle algèbre et q EZ, le k -module A q = A ÓE8A 1
est la composante homogène de degré q de A qui est ainsi munie d’une

Z-graduation.
D’autre part, pour p E Z2, on pose Ap = Ef)qEzA. La décomposition

A = Ao@Ai donne à A une structure de k-algèbre Z2-graduée (cf. [2],
XI.4.4.) En particulier Ao est une sous-k-algèbre anticommutative
Z-graduée de A et Ai est canoniquement muni d’une structure de
Ao-module.

Etant données deux k -algèbres anticommutatives Z2 XZ-bigraduées
A et B, une application f de A dans B est un morphisme pour cette
structure si c’est un morphisme d’algèbres et si, pour tout p E Z2et tout
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Une k-algèbre différentielle anticommutative Z2 x Z bigraduée est
une k-algèbre anticommutative Z2 x Z-bigraduée A munie d’une

différentielle d : A - A telle que d 0 d = 0, que pour tout p E Z2, tout

On a alors pour tout q E Z un isomorphisme canonique entre Hq (A )
et Hq (Ao) @ Hq (A 1).

Soient A une k-algèbre anticommutative Z2 x Z-bigraduée et X un
ensemble, muni d’une application "bidegré" deg: X --&#x3E; Z2 XZ. L’algèbre
A (X) anticommutative libre engendrée par X sur A est munie
naturellement d’une Z2 x Z-bigraduation. On l’appelle la k-algèbre
anticommutative Z2 x Z-bigraduée libre sur A engendrée par X.

Si pour tout x E X la composante sur Z2 de deg x est nulle, alors
A (X)o = Ao(X) et A (X)l = Ao(X) @Ao Al.
Rappelons qu’un morphisme d’algèbres différentielles graduées est

appelé un quasi-isomorphisme si et seulement s’il induit un isomor-
phisme sur la cohomologie. L’existence d’un quasi-isomorphisme
o:A---&#x3E;B, où A et B sont deux algèbres différentielles graduées,
n’implique pas celle d’un quasi-isomorphisme de B dans A induisant
l’isomorphisme inverse sur la cohomologie. Nous aurons besoin dans la
suite de cet article des deux lemmes suivants:

LEMME 0.1: Soient A et B deux algèbres différentielles graduées et
~ : A ~ B un quasi -isomorphisme, dA et dB les différentielles dans A et
B. Considérons les algèbres graduées libres A (x) et B (x) munies de
différentielles d ’A et d’B prolongeant dA et dB telles que d ’Ax E A et

d Bx E B, et d’x = cf&#x3E; (d x). Alors le morphisme 0’ de A (x) dans B (x)
prolongeant 0 et tel que 0’(x) = x est un quasi -isomorphisme.

Immédiat.

LEMME 0.2: Soit A une algèbre différentielle graduée, x et y deux
générateurs de degrés respectifs 2p -1 et 2p, et A (x, y) l’algèbre
graduée libre sur A engendrée par x et y, munie de la différentielle
prolongeant celle de A et telle que dx = y. Alors l’injection canonique
de A dans A (x, y) est un quasi -isomorphisme.

Immédiat.

Etant donnés une variété M et un faisceau inversible T sur M égal
à son inverse, soit 03A9M (resp. 03A9M(T)) l’algèbre différentielle graduée
(resp. le OM-module différentiel gradué) des formes différentielles C-
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(resp. Coo et T-tordues) sur M. On munit le module différentiel

Û.(T)* = Q/9QjT) d’une structure de R-algèbre anticommutative
différentielle Z2 x Z-bigraduée en posant

le produit étant le produit extérieur habituel, en tenant compte des
identifications

Nous appellerons cette algèbre différentielle anticommutative

Z2 x Z-bigraduée la T -algèbre de de Rham de M.

1. Fibres en variétés de Stiefel réelles

Soit X un fibré vectoriel réel de rang r &#x3E; 1 au dessus de la

variété X de dimension n, muni d’une métrique sur les fibres et d’une
connexion V compatible avec la métrique.
Pour tout k E N, 1  k  r, soit Sk "’ &#x3E; X le fibré en variétés de

Stiefel des systèmes de k vecteurs orthonormés de -=. Notons Ek le
fibré vectoriel ir*- au dessus de Sk, Vlla connexion sur Ek image
réciproque de V. Posons So = X et 03C00 = ldx.
On définit k sections 03BEi ( 1  i  k ) de Ek en associant à sx =

(x ; 1), e2 x ... ’j E S k,x l’élément (sx ; ex) de Sk,sx. Notons Ek le sous-

fibré de Sk engendré par les e’, et Fk le sous-fibré, de rang r-k,
orthogonal à Ek. L’espace total du fibré en sphères unités associé à Fk
n’est autre que S k+1 et par conséquent on a une fibration canonique

Sk+1 03C0k+1 ~ Sk en sphères de dimension r-k-1, où 03C0kk+1 est l’application,

On a un diagramme commutatif

Notons u r-k-1 l’élément d’aire relatif canonique sur
associé à la connexion Comme Ek est trivial, on peut considérer

désigne le faisceau d’orientation relative de
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Soient V’ la connexion sur Ek égale à 

première projection de Sk x [0, 1] sur Sk, Vk la connexion sur Ek =

prtEk qui réalise l’homotopie entre V2 et vt Notons ~4m-1 la forme

Notons d’autre part X r-k la forme d’Euler du fibré Fk ~ Sk pour la
connexion

On a la proposition suivante:

PROPOSITION 1.1: Pour tout

Le (b) résulte de II.3.1, en considérant U2m et X2m comme des formes
03C0*r-2mt(E)-tordues. Le (a) résulte de 1.3.1 (les références renvoient à
notre précédent article [2]).
Pour tout k E N, 0  k  r, notons ÛZ la 03C0*kt(E)-algèbre de de Rham

de Sk.
Pour 2  k  r, on considère l’ensemble

On pose

On munit Xk de l’application bidegré deg telle que

où E = 0 si 1Tît(E) est trivial, et E = 1 dans le cas contraire. On pose de
plus Xo = 0. On a la proposition suivante:

PROPOSITION 1.2: Pour tout on a un quasi-
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Cette proposition est une conséquence du Lemme suivant.

est muni de l’application bidegré deg:

et où 03A9(Xk) est munie de la différentielle prolongeant celle de Ài et telle
que :

En effet, posons uô = Idg, et pour 0  k:5 r définissons uk comme
étant l’unique morphisme tel que:

L’homomorphisme ub est un quasi-isomorphisme. Supposons qu’il en
soit de même jusqu’à l’ordre k. Comme
pour qu’il en soit de même à l’ordre k + 1, il suffit, d’après le lemme 0.1

d’après la proposition II.4.2 de notre article précédent [1].

l’injection canonique de fl;(Xk) dans Ql(Xl) est un quasi-
isomorphisme, ce qui démontre la proposition 1.2.
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2. Fibrés en variétés de Stiefel complexes

Soit ~ X un fibré vectoriel complexe, de rang (complexe) r, muni
d’une métrique hermitienne sur les fibres et d’une connexion V compati-
ble avec cette métrique. Le fibré 2 est canoniquement orientable
relativement à X.

Notons Sk 03C0k~ X le fibré en variétés de Stiefel complexes des sys-
tèmes de k vecteurs orthonormés de 3. De même que dans le cas réel,
on a une fibration Sk+1 03C0kk+1~ Sb en sphères de dimension 2(r - k) - 1,
qui est une application fibrée au dessus de X. Le fibré Ek = 03C0*k se

unités associé à Fk. On définit, de la même manière que dans le cas réel,
les connexions Vl et V2 sur Ek et les formes u 2(r-k)-1 et X 2(r-k). On a la

proposition suivante:

PROPOSITION 2.1: Pour tout m E N, 0  m :5 r, il existe sur Sr-m+1 un
élément d’aire relatif 2m-1 tel que l’on ait

où c,- (=-, V) est la forme de Chern de degré 2m de 2 pour la connexion
V.

Donc il existe une (2m - 1)-forme Q2m-1 1 sur S r-m telle que

L’élément d’aire relatif

alors bien à la question.
Définissons les algèbres différentielles graduées 03A9X et fl;, comme

dans le cas réel, pour 0  k  r.
On a la proposition suivante:

PROPOSITION 2.2: Pour tout k E N, 0  k  r, on a un quasi-isomor-

différentielle prolongeant celle de 03A9X et telle que

On pose uo = Idox et, pour

La proposition 2.2 est alors une conséquence directe de [1], II.4.2.
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3. Modèle minimal des variétés de Stiefel

On a la proposition suivante:

PROPOSITION 3.1: (A) Soit Sr,k(R) la variété de Stiefel des systèmes
de k vecteurs orthonormés de Rr, r &#x3E; 1, muni de son produit scalaire
habituel, soit son algèbre de de Rham. On a un quasi-isomor-
phisme

(B) Soit S,k(C) la variété de Stiefel des systèmes de k vecteurs
orthonormés de cr muni de son produit scalaire hermitien habituel, soit

O;",kC) son algèbre de de Rham. On a un quasi-isomorphisme

où l’algèbre de gauche est l’algèbre graduée anticommutative libre
engendrée sur R par les éléments s 2r-2k+¡’ ..., S 2r-1 de degrés égaux à
leurs indices, munie de la différentielle nulle.

C’est une conséquence immédiate des propositions 1.2 et 2.2 dans le
cas où X est réduite à un point, en changeant les y4m-1 du numéro
précédent en 4
Les algèbres libres définies en (A) et (B) dans la proposition

ci-dessus sont des modèles minimaux des algèbres de de Rham de
S,k(R) et S r,k(C), et permettent donc de calculer aisément l’homotopie
réelle, donc aussi l’homotopie rationnelle des variétés de Stiefel réelles
et complexes (cf. [3], theorem B).

De la proposition 3.1, on déduit immédiatement la proposition
suivante:

PROPOSITION 3.2: L’algèbre de cohomologie réelle de S r,k(lR) (resp.
S r,k(C)) est isomorphe à l’algèbre anticommutative graduée sur R
engendrée par des générateurs
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de degrés donnés par l’indice, avec

anticommutative graduée libre sur R engendrée par des générateurs
de degrés donnés par l’indice.)
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