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In der vorliegenden Abhandlung werden Bedingungen angege-
ben, unter welchen eine Lückenreihe 03C3(0398) = 03A3~v=1 a, 0’- (e,
ganzrational, und monoton wachsend) für algebraische 0 trans-
zendente Werte annimmt. Es wurde eine Methode verwendet und

verallgemeinert, die in einer Arbeit von Cohn [1] zum Transzen-
denzbeweis für gewisse Lückenreihen mit rationalen Koeffizienten
und algebraischem Argument dargelegt wurde. AnschlieBend wird
noch ein einfaches Verfahren zur Konstruktion passender ev an-
gegeben.

Bezeichnungen: Sei oc eine algebraische Zahl vom Grade n, so
gibt es ein irreduzibles Polynom P(x) = 03A3ni=0 bixi mit ganzzahli-
gen Koeffizienten und g.g.T. (b0, ···, bn) = 1, sodaB P(ot) = 0.
Es heiBt dann b. der hôchste Koeffizient von ce, H = max0~i~n |bi|
die Hôhe von a und die anderen Nullstellen von P(x) heiBen
die Konjugierten oc, von a = 03B11. Nun sei n definiert durch
03B1 = max1~j~n |03B1j|. Ist bn = 1, so heiBt a ganzalgebraisch.

SATZ. Sei 03C3(0398) = 03A3~03BD=1 ave’" eine Lückenreihe, die folgende
Bedingungen erfüllt:

(1) Die a, sind ganzalgebraisch vom Grade g,, .
(2) Es gibt eine Konstante D, sodaB für alle v gilt

o  D-P  |avi| I  Dy i = 1, ···, gv ,

(3) Sei é. = 03A0h03BD=1g03BD, so gilt : limh~~ehc2h/eh+1 = o. Dann ist 03C3(0398)
transzendent für jedes algebraische 0 mit 0  |0398|  1.

BEWEIB. Es wird später (Bem. 3) gezeigt werden, daB für die
Reihen 03C3(x), die die obigen Voraussetzungen erfüllen, der Kon-
vergenzradius 1 ist.

Sei P(x) == ico bixi ein beliebiges Polynom mit ganzrationalen
Koeffizienten, der Hôhe H und dem Grad n. Sei 0 algebraisch
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vom Grade g. Es ist zu zeigen, daB P(03C3(03B8)) ~ 0, was gleichbe-
deutend ist mit |P(03C3(03B8))| &#x3E; 0. Sei ah die h-te Partialsumme und
Rh der h-te Reihenrest, so gilt unter Weglassung des Argumentes
0 : a = ah+Rh, und somit

Die Werte aller ah und Rh sind nach oben und unten beschrânkte.
Sei nun q eine von h unabhängige obere Schranke für die Absolut-
betrâge von crh und Rh, so folgt

mit einem von h unabhàngigen C &#x3E; 1.

Es muB nun tP(ah)1 nach unten und IR,1 nach oben passend
abgeschätzt werden, sodaB daraus IP(a)1 | &#x3E; 0 folgt.

a) Abschätzung von tRh(O)1 nach oben:
Da der Konvergenzradius der Reihe 1 ist, gibt es für jedes 0 mit
|03B8|  1 ein a &#x3E; 0 und ein ho, sodaB für alle h &#x3E; ho gilt

Dann folgt :

mit einem von h unabhàngigen T(B) &#x3E; 1.

b) Abschätzung von P(ah) nach unten:
Allgemein gilt nach [3] (S. 7, Satz 3): Ist P(x) ein Polynom mit

ganzrationalen Koeffizienten, der Hôhe H und dem Grade n, «
eine algebraische Zahl mit P(oc) =1= 0, der Hôhe h, dem hôchsten
Koeffizienten q und dem Grade s, dann gilt:
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mit einer Konstanten c &#x3E; 0, die nur von oc abhângt. Es soll hier
gezeigt werden, daB c zu

gewàhlt werden kann. Nach [3] (S. 7 unten, letzte Abschätzung)
gilt:

Da nun , ist, gilt: 

Dies beweist (3) mit (3’), ja es gilt erst recht

In unserem Falle ist oc = 03C3h(03B8) eine algebraische Zahl vom Grade
s = g03C3h  geh = c. und der Hôhe h = H03C3h, die noch passend nach
oben abzuschâtzen ist. s  c. gilt, da c. nicht kleiner ist als der
Grad des Erweiterungskôrpers Q(0, a1, ..., ah ) über Q, dem
Kôrper der rationalen Zahlen. Für unendlich viele h gilt sicher
P(03C3h(03B8)) ~ 0, da andernfalls P(x) unendlich viele Nullstellen
haben müBte, was unmôglich ist. Es gibt zur algebraischen Zahl 0
eine ganzrationale Zahl B, sodaB B9 ganzalgebraisch ist. Daraus
folgt

h

ist wiederum ganzalgebraisch, da jeder Faktor jedes Summanden
in Kh(03B8) ganzalgebraisch ist und die ganzalgebraischen Zahlen
einen Ring bilden. Nach einem Hilfssatz aus [3] (S. 10, Hilfssatz 4)
folgt nun für die Hôhe von Kh

Da

mit dl &#x3E; 1 und von h unabhängig.
Nach [3] (S. 11, erste Abschätzung oben) ergibt sich daher für

die Hôhe von ah die Abschàtzung
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mit einer von h unabhàngigen GrôBe d2 &#x3E; 1.

Dies alles entsprechend in (3") eingesetzt, ergibt

wobei d3 &#x3E; 1 wieder von h unabhângig ist.
(2) und (4) in (1) eingesetzt, ergibt nun

c) Es wird gezeigt, daB Voraussetzung (3) des Satzes 1 P (a (0» | &#x3E; 0
impliziert: 

Aus

folgt
ab einem gewissen ho; also

Daher nach (5) |P(03C3(03B8))| &#x3E; 0.

Damit ist die Transzendenz von a(B) bewiesen.

BEMERKUNG 1. Die Voraussetzung 3 des Satzes, also

ist äquivalent zu folgender Bedingung:
Für jedes A &#x3E; 0 gibt es ein ho, sodaB für alle h &#x3E; ho gilt

BEWEIS. 1) Aus

folgt klarerweise

für jedes A &#x3E; 0.

2 ) Aus

folgt
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für jedes A &#x3E; 0, was gleichbedeutend ist mit

BRMERKUNG 2. Ist {Ah} eine Folge, die über alle Grenzen
wächst und gilt für h &#x3E; hOeh+l &#x3E; Ahehég, so folgt, daB die Voraus-
setzung 3 des Satzes erfüllt ist, da gilt

Dadurch ist eine Konstruktionsmôglichkeit für passende eh gege-
ben.

BEMERKUNG 3. Wir wollen zeigen, daB der Konvergenzradius
der Reihen Q(x), die die Voraussetzungen 2 und 3 des Satzes
erfüllen, gleich 1 ist. Aus Voraussetzung 3 und Bemerkung 1 folgt
für ein beliebiges, aber im Weiteren festes A &#x3E; 1

für n &#x3E; N, also für alle k ~ 1

Daher auch für n &#x3E; N

Aus Voraussetzung 2 folgt:

BEMERKUNG 4. Aus limn~~ n/en = 0 und dem Fabryschen
Lückensatz (sehe [2] S. 2) folgt, daB Q(x) über den Einheitskreis
nicht analytisch fortgesetzt werden kann. Auch die von Cohn in
[1] behandelten Reihen, sind über ihren Konvergenzkreis nicht
analytisch fortsetzbar.
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BEMERKUNG 5. Klarerweise folgt aus dem Satz auch folgendes
Resultat: Ist a(x) = 03A3anxen eine Potenzreihe, die die Vorausset-
zungen des Satzes erfüllt und ist A eine beliebige von Null ver-
schiedene algebraische Zahl, so liefert

für alle algebraischen 0 mit 0  10 |  |A| transzendente Werte,
da Q*(6) = J(0/A ) mit 0  JOIAI |  1. 03C3*(x) hat den Konver-
genzradius 1 AI und ist über den Konvergenzkreis nicht analytisch
fortsetzbar.
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