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Zur Transzendenz von Liickenreihen
mit ganzalgebraischen Koeffizienten
und algebraischem Argument

von

Gerd Baron und Erhard Braune

In der vorliegenden Abhandlung werden Bedingungen angege-
ben, unter welchen eine Liickenreihe ¢(@) = 352, 4a,0% (e,
ganzrational, und monoton wachsend) fiir algebraische © trans-
zendente Werte annimmt. Es wurde eine Methode verwendet und
verallgemeinert, die in einer Arbeit von Cohn [1] zum Transzen-
denzbeweis fiir gewisse Liickenreihen mit rationalen Koeffizienten
und algebraischem Argument dargelegt wurde. AnschlieBend wird
noch ein einfaches Verfahren zur Konstruktion passender e, an-
gegeben.

Bezeichnungen: Sei « eine algebraische Zahl vom Grade =, so
gibt es ein irreduzibles Polynom P(z) = 37, b;#* mit ganzzahli-
gen Koeffizienten und g.g.T. (by, - -, b,) = 1, sodaB P(«) = 0.
Es heiBt dann b, der héchste Koeffizient von o, H = max,g;<, |04l
die Hohe von « und die anderen Nullstellen von P(z) heiBen
die Konjugierten «; von « = ;. Nun sei [«] definiert durch
[2] = max; g <, |o;]. Ist b, = 1, so heiBt « ganzalgebraisch.

SaTz. Sei ¢(0) = 32, a,0% eine Liickenreihe, die folgende
Bedingungen erfiillt:

(1) Die a, sind ganzalgebraisch vom Grade g,.
(2) Es gibt eine Konstante D, soda8 fiir alle » gilt

0<D—”<lam'|<Dv i=19"'9gv"

(8) Sei ¢, = [1T2.18,, so gilt: lim,_, . €,53/e,,; = 0. Dann ist ¢(@)
transzendent fiir jedes algebraische @ mit 0 < |@] < 1.

Beweis. Es wird spiter (Bem. 8) gezeigt werden, daB fiir die
Reihen o(z), die die obigen Voraussetzungen erfiillen, der Kon-
vergenzradius 1 ist

Sei P(z) = X7 b, ein beliebiges Polynom mit ganzrationalen
Koeffizienten, der Hohe H und dem Grad n. Sei 0 algebraisch
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2 Gerd Baron und Erhard Braune [2]

vom Grade g. Es ist zu zeigen, daB P(o(0)) # 0, was gleichbe-
deutend ist mit |P(¢(6))| > 0. Sei o, die h-te Partialsumme und
R, der h-te Reihenrest, so gilt unter Weglassung des Argumentes
0 : ¢ = 0,+R;, und somit

|P(o)| =

Z b;(on+R;)
i=0

Skt Ry 30, 3 () AR
=0 =0 k=0

Die Werte aller ¢, und R, sind nach oben und unten beschrinkt.
Sei nun ¢ eine von k unabhingige obere Schranke fiir die Absolut-
betrige von ¢, und R,, so folgt

(1) 1PO) > P~ IR 3 bi2'g’ > [P(a)] —CIR|

mit einem von k unabhingigen C > 1.
Es muB nun |P(0;)| nach unten und |R,| nach oben passend
abgeschitzt werden, sodaB daraus |P(g)| > 0 folgt.

a) Abschitzung von |R;(9)| nach oben:
Da der Konvergenzradius der Reihe 1 ist, gibt es fiir jedes 6 mit
0] <1 ein £ > 0 und ein hy, sodaB fiir alle b > h, gilt

@] < (146)% 8 = (14£)16] <1 und 1—8 > 5.

Dann folgt:
Cad o
|Rhl = ]o’—o‘hl = ’Z ah+k3eu+h < 2 Iah+k| Iol"’“‘
k=1 k=1
0o o .
(2) < z Gorre — fenn z Dente—ensa < Gensa z fi1
k=1 k=1 k=0
o 1

= Gsm . 1 — Rt
o 1—8 ((1——6)1/(¢h+1)) < T ()

mit einem von k unabhéngigen T(6) > 1.

b) Abschéitzung von P(o0,) nach unten:

Allgemein gilt nach [3] (S. 7, Satz 8): Ist P(z) ein Polynom mit
ganzrationalen Koeffizienten, der Héhe H und dem Grade n, o
eine algebraische Zahl mit P(a«) # 0, der Hohe h, dem hochsten
Koeffizienten ¢ und dem Grade s, dann gilt:

n

¢
(3) | P(e)] > o
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mit einer Konstanten ¢ > 0, die nur von « abhiingt. Es soll hier
gezeigt werden, da8 ¢ zu

, 1
(3) = @y

gewihlt werden kann. Nach [8] (S. 7 unten, letzte Abschitzung)
gilt:
|P(«)] = ((n+1)H(h+1)")1—*g~".

Danun ¢ < h+1 = 2k, s > 1 und n+1 < 2" ist, gilt:

|P(a)| > (2" H(2h)")~*(2h)~"
= (21—3(2h)1—2a)nH1_, > (Shz)—’”Hl_-’_

Dies beweist (8) mit (8’), ja es gilt erst recht

' 1

(8”) [P(a)] > SR H

In unserem Falle ist « = 0, (0) eine algebraische Zahl vom Grade
8§ = g,, = g6 = ¢, und der Hohe h = H, , die noch passend nach
oben abzuschitzen ist. s < ¢, gilt, da ¢, nicht kleiner ist als der
Grad des Erweiterungskorpers Q(6, ay, - -+, @;) iiber Q, dem
Korper der rationalen Zahlen. Fiir unendlich viele A gilt sicher
P(0,(0)) # 0, da andernfalls P(z) unendlich viele Nullstellen
haben miiBte, was unmdglich ist. Es gibt zur algebraischen Zahl 6
eine ganzrationale Zahl B, soda3 Bf ganzalgebraisch ist. Daraus

folgt

h
K, = K, (0) = B%g,(0) = 3 a,(B0)*B"»
i=1
ist wiederum ganzalgebraisch, da jeder Faktor jedes Summanden
in K, (0) ganzalgebraisch ist und die ganzalgebraischen Zahlen
einen Ring bilden. Nach einem Hilfssatz aus [8] (S. 10, Hilfssatz 4)
folgt nun fiir die Héhe von K,

H(K;) = (2[K,])* = (2[B%0,]) = (2B70,))?< (d,B).
Da

h
[0 < 3 [el [ < 3, DA < (1) (D[A]) < B
fe= =1

mit d, > 1 und von k unabhingig.
Nach [8] (S. 11, erste Abschitzung oben) ergibt sich daher fiir
die Hohe von o, die Abschitzung
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H, < B*%H(K,) < (4 BY)»* < dpo
mit einer von k unabhingigen GroBe d, > 1.

Dies alles entsprechend in (8'") eingesetzt, ergibt

1 1

Gy A B

(4) |P(04(0)] >
wobei d; > 1 wieder von & unabhingig ist.

(2) und (4) in (1) eingesetzt, ergibt nun
(5) P|(a(0))] > dg» —CT =,

c¢) Es wird gezeigt, daB Voraussetzung (3) des Satzes | P(¢(0))| > 0
impliziert:

2
Aus lim a% _ 0
hvoo Eaqy
folgt ecilnd; < e yInT—InC

ab einem gewissen hy; also
dz%" > CT-om,

Daher nach (5) |P(a(6))| > O.
Damit ist die Transzendenz von ¢(6) bewiesen.

BeMERKUNG 1. Die Voraussetzung 3 des Satzes, also

hsoo €pyq
ist d4quivalent zu folgender Bedingung:
Fiir jedes 4 > 0 gibt es ein Ay, sodaB fiir alle 2 > b, gilt

en1 > A e,6;.

BeEwEis. 1) Aus
2
. €C
lim 22 =0
hooo Ep4
folgt klarerweise

lim (eh+1_Aeh5§) = 0
h— oo

fiir jedes 4 > 0.
2) Aus enp1 > Ae,ck
folgt

ek 1
e A
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fiir jedes A > 0, was gleichbedeutend ist mit

-2
. EnCy

lim — = 0.

oo Cht1

BrMERKUNG 2. Ist {4,} eine Folge, die iiber alle Grenzen
wichst und gilt fiir & > hye,,; > A,e,¢5, so folgt, daB die Voraus-
setzung 8 des Satzes erfiillt ist, da gilt

=2
. €0y .1
0 £lim — £lim — = 0.
hsoo €41 hsoo 41p

Dadurch ist eine Konstruktionsmoglichkeit fiir passende e, gege-
ben.

BeMERKUNG 8. Wir wollen zeigen, daB der Konvergenzradius
der Reihen o(2), die die Voraussetzungen 2 und 3 des Satzes
erfiillen, gleich 1 ist. Aus Voraussetzung 8 und Bemerkung 1 folgt
fiir ein beliebiges, aber im Weiteren festes 4 > 1

Cni1 > Aenéi = Aen
fiir n > N, also fir alle k = 1
ENtk g AkeN 2 AkN.

Daher auch firn > N

Da lim, , (N+k)/A*N = 0 gilt lim,_, n/e, = 0 also auch

N 00

lim D:E”/Gn = Dﬂ:nmn-bm nlen — 1.
n—-o00

Aus Voraussetzung 2 folgt:

lim D"/ < Tim %/|a,| < lim D*/es,

n—-oo n->00 n->00

BEMERKUNG 4. Aus lim,, n/e, = 0 und dem Fabryschen
Liickensatz (sehe [2] S. 2) folgt, daB o(z) tiber den Einheitskreis
nicht analytisch fortgesetzt werden kann. Auch die von Cohn in
[1] behandelten Reihen, sind iiber ihren Konvergenzkreis nicht
analytisch fortsetzbar.
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BeMERKUNG 5. Klarerweise folgt aus dem Satz auch folgendes
Resultat: Ist ¢(z) = > a,2° eine Potenzreihe, die die Vorausset-
zungen des Satzes erfiillt und ist A eine beliebige von Null ver-
schiedene algebraische Zahl, so liefert

a,x’

o*(@) =3 —5-

fiir alle algebraischen @ mit 0 < |0| << |4| transzendente Werte,
da o*(0) = o(0/4) mit 0 < |0/4| < 1. o*(x) hat den Konver-
genzradius |4| und ist iiber den Konvergenzkreis nicht analytisch
fortsetzbar.
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