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Über die defekten Werte der meromorphen Funktionen

deren charakteristische Funktion sehr

langsam wächst

von

Corneliu Constantinescu

Es sei w(z) eine in |z|  oo meromorphe Funktion und T(r, w)
ihre charakteristische Funktion. Man nennt

mit den gewôhnlichen Bezeichnungen, den Defekt von a. Aus der
allgemeinen Theorie der meromorphen Funktionen ergibt sich,
dass hôchstens eine abzàhlbare Menge von Werten existiert,
dessen Defekt positiv ausfallen kann. Falls w(z) eine rationale
Funktion ist, so ist T(r, w) = 0 (log r) und w(z) besitzt keinen
defekten Wert. Es wäre also interessant eine Zwischenklasse von

meromorphen nichtrationalen Funktionen zu finden, die hôchstens
endlich viele defekte Werte haben kônnen. Eine solche Klasse
wurde von G. Valiron entdeckt [1], indem er bewiess, dass eine
meromorphe Funktion w(z), für welche

gilt, eine Reihe von Kreisen = rn, rn ~ oo besitzt, auf welchen
w(z) gleichmâssig gegen einen endlichen oder unendlichen Wert
strebt und daher hôchstens einen defekten und einen asymp-
totischen Wert hat (siehe auch [2]). Y. Tumura bewiess [3], dass
dieselbe Eigenschaft sogar jede meromorphe Funktion hat, die
die weniger einschränkende Bedingung erfüllt

Im Jahre 1950 zeigte G. Valiron [4], dass eine meromorphe
Funktion von der Ordnung null hôchstens einen defekten Wert
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besitzen kann. In der vorstehenden Arbeit wollen wir die Bedin-

gung

durch eine andere ersetzen, in welcher das untere limes anstatt
des oberen limes eintreten soll.

§ 1. In diesem Paragraph werden wir drei Hilfssatze beweisen.
Hilfssatz 1. Es sei G(0, 1, oo ) die, in den Punkten 0, 1, oo

drei f ach punktierte w-Ebene. Die hyperbolische Lange Ã(t) einer
Kurve, uelche die Kreise 1 w | = to und 1 w | = t  to verbindet,
erfüllt für t - 0 folgende Ungleichung

wo 0(1) von to abhângt.
Hier ist logn x = log . logn-1 x und log, x = log x.
Es sei w = 03BC(z) die Modulfunktion, die das nicht-euklidische

Dreieck x = 0, y &#x3E; 0; x = 1, y &#x3E; 0; Iz-II = l, y &#x3E; 0, ein-

eindeutig und konform auf die Halbebene v = I(w) &#x3E; 0 ab-

bildet, so dass die Ecken 0, 1, oo in die Punkte 0, 1, oo respektiv
übergehen. Wir werden mit z = 03BB(w) die inverse Funktion von
w = 03BC(z) bezeichnen, welche die universelle Überlagerungsflàche
des Gebietes Go = G(1, 0, oo ) eineindeutig und konform auf die

Halbebene y &#x3E; 0 abbildet. Die Funktion 03BE = - exi z ist holomorph
in der Halbebene y &#x3E; 0 und bildet die Halbgerade x = 0, y &#x3E; 0

auf das Segment ( -1, 0) und den Halbkreis |z - 1 2| 1, y &#x3E; 0
ni

auf das Segment (0, +1) ab. Die Funktion 03BE = -e 03BB(w) wofür

03BB(w) der Zweig, der die Halbebene v &#x3E; 0 auf obiges Dreieck
abbildet, genommen wird, ist stetig auf der reellen Axe
- oo  u = R (w)  +1, und transformiert sie in das Segment
( -1, +1), wo der Punkt 03B6 = 0 dem Punkte = 0 entspricht.
Aus dem Spiegelungsprinzip sieht man, dass 03B6(w) auch in w = 0
holomorph ist. Es ist sehr leicht zu sehen, dass 03B6(w) in dem zum
Segment (+1, -f- oo ) der reellen Axe komplementären Gebiet,
von Null verschieden ist, ausser dem Punkte = 0, und deshalb
kônnen wir schreiben

wo H0(w) holomorph und von Null verschieden ist. Daraus
findet man
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wo H(w) eine holomorphe Funktion ist. Wir werden diesen Aus-
druck benutzen, um das hyperbolische Mass des Gebietes Go zu
bestimmen. Wir haben

Es ist

oder

mit

und aise

Preziser haben wir
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und daher

Es sei jetzt y eine Kurve, welche die Kreise |w| = to und |w|=tt0
verbindet. Ihre hyperbolische Lange ist dann

wo

ist. Wenn man diese zwei Integrale berechnet, so erhallt man die
gesuchte Ungleichung.

Hilfssatz 2. Es sei w(z) eine meromorphe Funktion und L1 das
Gebiet, das aus der z-Ebene entsteht, falls man alle Punkte entfernt
in welchen w(z) gleich 0, 1, oo ist. Wir bezeichnen mit l(r) die
hyperbolische Lange des Kreises izl = r in bezug auf L1. Falls

diese drei Werte für die Funktion w(z) defekte Werte sind, so ist

falls zwei von diesen drei Werten de f ekt sind, so ist

und falls einer von diesen drei Werten defekt ist, aber es keine Reihe
von Kreisen izi = rn, rn ~ ~ gibt auf welchen w(z) gegen diesen
defekten Wert strebt, so ist

Wir beginnen mit dem letzten Fall und nehmen an, dass der
defekte Wert der Wert Null sei, was keine Einschrânkung ist.
Es ist

wo



133

ist. Wir bezeichnen noch mit

Aus den Bedingungen des Hilfssatzes folgt, dass

ist. Das Bild des Kreises Izl = r in der w-Ebene ist eine geschlos-
sene Kurve, welche die Kreise Iwl = to und lwl = t(r) verbindet.
Nach dem Hilfssatz 1 ist dann ihre hyperbolische Lange bezüglich
G (0, 1, oo ) grôsser als

für t(r) ~ 0, r ~ ~. In 0394 nimmt w(z) Werte aus G(0, 1, oo),
so dass man das Prinzip des hyperbolischen Masses anwenden
kann. Man erhält

Wenn wir die obige Ungleichung beachten, so haben wir

oder

was den dritten Fall beweist.
Nehmen wir jetzt an, dass w(z) die Werte 0 und 1 als defekte

Werte hat. Dann ist

wo
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ist. Indem man den Hilfssatz zweimal benutzt, sieht man dass
die hyperbolische Lange bezüglich G(o, 1, ~) des Bildes der
Kurve |z| = r grôsser als

ist. Nach dem Prinzip des hyperbolischen Masses ist sie aber

kleiner als 1(r), so dass

ist. Weiter führt man den Beweis genau wie oben.
In âhnlieher Weise wird auch der erste Fall bewiesen.

Hilfssatz 3. Es sei w(z) eine meromorphe Funktion und d das
Gebiet, das aus der z-Ebene entsteht, falls man alle Punkte entfernt
in welchen w(z) gleich 0, 1, oo ist. Wir bezeichnen mit 1(r) die
hyperbolische Lange des Kreises izl = r in bezug auf L1. Falls diese
drei Werte für die Funktion w(z) de f ekte Werte sind, so ist

r~~

falls zwei von diesen drei Werten defekt sind, so ist

und falls einer von diesen drei Werten defekt ist, aber es keine
Reihe von Kreisen Izi = rn, r n ~ oo gibt au/ welchen w(z) gegen
diesen defekten Wert strebt, so ist

Nach Tumuras Ergebnis [3] ist in allen drei Fàllen des Hilfs-
satzes

denn anders hätte w(z) eine Reihe von Kreisen |z| = r n, r n ~ 00

auf denen w(z) gleichmâssig gegen Null strebt. Es ist aber im

dritten Fall
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und daher

was den dritten Fall beweist.

In âhnlieher Weise werden auch die anderen Fâlle bewiesen.

§ 2. In diesem Paragraph werden wir die hyperbolische Lange
1(r) für eine meromorphe Funktion w(z) berechnen.
Wir bezeichnen mit I(r) den Kreisring

und mit 11(1-) die Zahl der a, b, c-Stellen der Funktion w(z) in
I(r). Es seien z1, Z2’ ... zv(r) diese Stellen, so dass |z1| ~ z2 t s ...
~ |zv(r)| ist. Man kann dann immer cinen Kreisring

«-o R1 &#x3E; re log,r (0  q  1) und R2  re laglr ist, finden, so
dass in r keine a, b, c-Stelle liegt und

ist. Das sieht man am leichtesten wenn man den Kreisring I(r)
lângs der reellen Axe durchschneidet und mittels der Abbildung

z
w = u+iv = log - auf dem Viereck

il

abbildet. In dem Viereck

befinden sich hôchstens v(r) Bildpunkte zey, W2,... wv(r) der

Punkte Zl’ Z2, ...zv(r) Ulld deswegen ist 

Es sei nun 0394(r) das Gebiet, das aus dem Kreisring
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entsteht, falls man die Segmente

entfernt. Nun wollen wir die hyperbolische Lange 1 des Kreises

IZI = v’RlR2 in bezug auf 0394(r) berechnen. Die Abbildung

w = log z bildet die universelle Ùberlagerungsflàche des
v’ Rl R2

Gebietes 4 (r) auf ein Gebiet D(r) von der Form

in dem bestimmten Segmente

ausgeschnitten sind. Der Kreis |z| = vi RlR2 geht in das Segment

u = 0, e1  v  01+2n

über. Wir bezeichnen mit h die hyperbolische Lange des Seg-
mentes

v (r)
in bezug auf D(r). Es ist 1 = 03A3 h. Nun haben wir

fällt die letzte Integrale ab. Es ist
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Daraus folgt

und daher

Damit ist die Aufgabe 1(r) zu berechnen gelôsst, denn es ist
l ~ l( V Rl R2). Hier ist Rk = Rk(r), (k = 1, 2) mit lim Rk(r) = oo.
Wir nehmen jetzt an dass die meromorphe Funktion w(z)

drei defekte Werte hat. Es ist keine Einschränkung, wenn wir
annehmen, dass diese drei Werte 0, 1, oo sind. Nach dem Hilfs-
satz 3 ist dann 

Es ist aber

und deshalb

Wir nehmen A und q so dass 6-  &#x3E; 0 ist; daraus folgt

Falls

für eine Reihe von Zahlen rl  r2  ... rn  ..., rn ~ ~

ist, so muss auch
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was nicht stimmt. Es muss also

für r ~ r0 = ro (A, q) sein.
Es sei a eine beliebige positive Zahl. Da im Kreisringe

2A

mindestens a log ke -1 &#x3E; 
(1-1’)e log ka für k ~ 1 03B5 e punkt-

fremde Kreisringe der Form I(r) liegen und da jedes I (r) nach

der obigen Ungleichung mindestens [3 - 03C0 A(1-q)] log k03B5 
0,1, ~-

Stellen enthâlt, so enthalt der Kreisring

mindestens

0, 1, oo-Stellen für k ?: ko = ko(A, q, 03C4) = max[1 03B5e03C403B5,1 03B5r0(A,q)]
Wir bezeichnen mit

wo n(r, a) die Zahl der a-Stellen der Funktion w(z) im Kreise

Izl S r ist. Wir haben für

und daraus
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k

Um die Summe 1 (log jE)2 zu berechnen, werden wir mit
j-ko

kk
bezeichnen. Es ist aber k! ~ k und deshalb- e

für k ~ oo. Wenn man jetzt die allgemeine Ungleichung benützt

so findet man

und

Nimmt man e(k+1)03B5 ~ r  e(k+2)03B5 so crhâ!t man

für r &#x3E; rl(A, q, ï) a) und daraus
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oder

Da T &#x3E; 0 und q &#x3E; 0 beliebig sind, so finden wir

für A = -
3

SATZ 1. Es sei w(z) eine meromorphe Funktion für die

ist

A. Falls h  - ist, so besitzt w(z) hochsterts zwei defekte Werte

B. Falls h  8a ist, so besitzt w(z) hâchstens einen defekten

Wert.

C. Falls h  32n ist und w(z) einen defekten Wert a hat, (w(z)
kann wegen B nicht zwei defekte Werte haben) so existiert eine Reihe
von Kreisen Izi = rn, rn ~ oo, auf welchen w(z) gleichmâssig
gegen a strebt, und a ist deshalb der einzig mâgliche asymptotische
Wert.
Wir erinnern an das Ergebnis G. Valirons [1], laut welchem jeder

waschenden Funktion 99(r), lim ~(r) = ~ eine meromorphe

Funktion w(r) entspricht, für die T(r, w)  99(r)(log r)2 ist und
die unendlich viele asymptotische Werte besitzt. Es ist also die
Anwesenheit des defekten Werte im Falle C obigen Satzes eine
Notwendigkeit.
Der Beweis wurde nur für den Fall A des Satzes durchgeführt.

Er kann auf ahnliche Weise auch für die anderen zwei Falle

durchgeführt werden.
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§ 3. In diesem Paragraph werden wir uns beschäftigen mit
meromorphen Funktionen für die

ist. Es ist leicht zu beweisen dass dann fÜr Âl  03BB  03BB2

Sollte man eine neue Bedingung einführen die die Stellen

betrifft, in welchen die meromorphe Funktion drei Werte annimmt,
so kann man den Satz 1 auf folgende Weise verstarken.
SATZ 2. Es sei w(z) eine meromorphe Funktion und T(r, w)

ihre charakteristische Funktion. Wir nehmen an, dass alle Stellen
z f ür die w(z) = a, b, c ist au f n Halbgeraden liegen und dass

ist.

A. Falls 03BB  2n n-3 (n &#x3E; 3) so kônnen a, b, c nicht zu gleicher

Zeit defekte Werte sein.

B. ’Falls Â  2n n-2 (n 2 2) so ist hochstens einer von diesen

drei Werten defekt.

C. Falls 03BB  2n n-1 (n &#x3E; 1) und falls einer von diesen drei

Werten a, b, c de f ekt ist (zwei kônnen wegen B nicht de f ekt sein),
so existiert eine Reihe von Kreisen izi = rk ~ oo auf welchen w(z)
gleichmiissig gegen diesen Wert strebt; dementsprechend besitzt
die Funktion w(z) hôchstens einen delekten und einen asymptotischen
Wert 1).
Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf folgende zwei Hilfs-

sa tze.

HILFSSATZ 4. Es sei L1 das Gebiet, das aus der z-Ebene entsteht,

1) Albert Edrei [5] hat bewiesen, dass eine meromorphe Funktion w(z) für
welche die a, b, c-Stellen auf n Halbgeraden liegen, und für die a, b, c defekte Werte
sind, eine endliche Ordnung haben muss.
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falls man die Segmente 0 ~ |z| ~ e-e; el’ ~ |z| ~ ~; arg z = 0;;
j = 1,2,...,n entfernt (03BC &#x3E; 0; 0 ~ 03B81  03B82  ...  03B8n  203C0)
Die hyperbolische Lânge L(03BC) des Kreises |z| = 1 in bezug auf 0394
erfüllt die Bedingung.

f ür p ~ 0.
Mittels der Funktion = u+iv = log z, bilden wir die univer-

selle Uberlagerungsf lâche des Gebietes 0394 auf das einfachzusammen-
hângende Gebiet D ab. (D ist den Segmenten - ~ ~ u ~ -,u;
03BC ~ u ~ oo ; v = 0;+2kx; j = 1, 2, ..., n; k = 0, ±1, ±2, ... ;
komplementâr). Dabei geht der Kreis |z| = 1 in das Segment

u = 0. 
(03B8n-203C0)+03B81  v  03B8n+(03B81+203C0) 2 über. Wir bezeichnen

mit d dieses Segment, mit dj das Segment u = 0;

03B8j-1+03B8j 2 ~ v ~ 03B8j+03B8j+1 2 (03B80 = On -2n; 03B8n+1 = 03B81+203C0) mit 1, die

hyperbolische Lange des Segments dj und mit 0394j = 03B8j+1-03B8j.
n

Es folgt L(03BC) = 03A3lj
Um die Lânge 1 zu berechnen werden wir die Funktion

w = 203BC03B6 1+03B62 + i03B8j betrachten, , welche die Kreisscheibe 1’1 |  1 in

das Gebiet D,, das den Segmenten - ~  u ~ -03BC; 03BC ~ u ~ ~
komplementâr ist, abbildet. Man kann leicht sehen, dass der Kreis

wo

und

ist, durch diese Abbildung in das Gebiet D abgebildet wird.
Àhnlich sieht man, dass das Segment ô,
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wo 03B6 = 03BE+i~ ist, in das Segment dj abgebildet wird. Wir be-
zeichnen mit 03BBj die hyperbolische Lange des Segmentes 03B4j in

bezug F, und gemäss dem Prinzip des hyperbolischen Masses
haben wir lj ~ 03BBj. Nun ist

wo

ist. Es ist leicht auszurechnen, dass

ist, was zu beweisen war.
HILFSSATZ 5. Es sei 0  Pl  P2  ...  Pk  ... lim Pk = 00

k-+oo

eine Reihe von positiven reellen Zahlen, und n(r) die grâsste ganze
Zahl, f ür die Pk  r ist. Wenn wir mit



144

bezeichnen, so folgt aus

die Beziehung

und daraus ist,

gegen die Voraussetzung. Es gibt also, für jedes E &#x3E; 0, eine
Reihe von Zahlen rl  r2  ...  rv  ..., lim rv = oo so dass

+-m

ist. Es sei a eine Zahl für die 0  a  1 ist. Aus den ersichtlichen

Ungleichungen

folgt

Es sei kv dasjenige k, n(r03C3v) ~ k  n(rv), für welches

ist. Aus obiger Ungleichung folgt
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Falls für einen T, 0  T  a

ist, so ist kv = n(r03C3v) und daraus

Aber pn(r03C3v)+1 &#x3E; r03C3v und dementsprechend

Ist also C rÿ für unendlich viele v so ist
lim sup 03BCk = 00

und die Beziehung des Hilfssatzes ist erfüllt. Im entgegengesetzten
Falle, haben wir für genügend grosse v

und deshalb

Daher ist

Diese Ungleichung ist erfüllt für jedes E &#x3E; 0 und dar1lm ist

lim sup ,uk(log k)03BB-2 = ~

was zu beweisen war.

Nehmen wir jetzt an, dass w(z) drei defekte Werte besitzt
und dass diese drei Werte 0, 1 undoo sind. Nach dem Hilfssatz
2 ist dann

Es sei auch

Dann ist fÜr Â2 &#x3E; 03BB
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Wir bezeichnen mit Zk die Punkte in welchen w(z) gleich 0, 1, o0
ist. Wenn man in Hilfssatz 5, Pk = |zk| nimmt so folgt

Aus dem Hilfssatz 4 haben wir dann

Es sei 03BB1  03BB eine beliebige Zahl. Es ist

Dann haben wir für r ¿ r(e)

Die obige Ungleichung wird

und daher

Da 03BB1  Â  Â2 willkürlich sind, so folgt

oder

was zu beweisen war. Genau so führt man den Beweis für den
Fall B und C.

Bemerkungen. Indem man den Beweis des Hilfssatzes 4 be-
trachtet, sieht man, dass die Bedingung dass die a, b, c-Stellen auf
n Halbgeraden liegen, mit der wenig einschränkenden Bedingung,
dass die a, b, c Stellen in n Gebiete der Form
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wo M eine beliebig grosse Zahl und Ân = 2n bzw. Ân = 2n

bzw. 03BBn = 
2n 

ist, ersetzt werden kann.
n 

n-1

In den ausgelassenen Fiillen (n = 1, 2 für die Bedingung A,
n = 1 für die Bedingung B) kann man das Wachstum der charak-
teristischen Funktion noch vergrôssern.

Bukarest
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