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Uber die defekten Werte der meromorphen Funktionen
deren charakteristische Funktion sehr
langsam wichst

von

Corneliu Constantinescu

Es sei w(2) eine in |3| < o0 meromorphe Funktion und T'(r, w)
ihre charakteristische Funktion. Man nennt
m(r, a)

d = lim inf
(@) =lim it )

mit den gew6hnlichen Bezeichnungen, den Defekt von a. Aus der
allgemeinen Theorie der meromorphen Funktionen ergibt sich,
dass hochstens eine abziahlbare Menge von Werten existiert,
dessen Defekt positiv ausfallen kann. Falls w(z) eine rationale
Funktion ist, so ist T(r, w) = O (log r) und w(z) besitzt keinen
defekten Wert. Es wiire also interessant eine Zwischenklasse von
meromorphen nichtrationalen Funktionen zu finden, die hochstens
endlich viele defekte Werte haben konnen. Eine solche Klasse
wurde von G. Valiron entdeckt [1], indem er bewiess, dass eine
meromorphe Funktion w(z), fiir welche

. T(r,w)
lim sup
e’ (log 7)?

gilt, eine Reihe von Kreisen [z| = r,, r, — oo besitzt, auf welchen
w(z) gleichméssig gegen einen endlichen oder unendlichen Wert
strebt und daher hochstens einen defekten und einen asymp-
totischen Wert hat (siehe auch [2]). Y. Tumura bewiess [8], dass
dieselbe Eigenschaft sogar jede meromorphe Funktion hat, die
die weniger einschrinkende Bedingung erfiillt

lim inf L%
r>o0 (logr)?

< o

Im Jahre 1950 zeigte G. Valiron [4], dass eine meromorphe
Funktion von der Ordnung null hochstens einen defekten Wert
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besitzen kann. In der vorstehenden Arbeit wollen wir die Bedin-
gung
lim sup log 7(r, w) =0
r—>00 log r
durch eine andere ersetzen, in welcher das untere limes anstatt
des oberen limes eintreten soll.
§ 1. In diesem Paragraph werden wir drei Hilfssétze beweisen.
Hilfssatz 1. Es set G(0, 1, o) die, in den Punkten 0, 1, 00
dreifach punktierte w-Ebene. Die hyperbolische Ldnge A(t) einer
Kurve, welche die Kreise |w| =1t, und |w| =1t <t, verbindet,
erfiillt fiir t — 0 folgende Ungleichung

At) = }logy - —001)

wo 0(1) won t, abhdngt.

Hier ist log, # = log . log,_; # und log, = log .

Es sei w = u(z) die Modulfunktion, die das nicht-euklidische
Dreieck 2 =0, y>0; =1, y>0; [z—} =4, y > 0, ein-
eindeutig und konform auf die Halbebene v = I(w) > 0 ab-
bildet, so dass die Ecken 0, 1, oo in die Punkte 0, 1, oo respektiv
iibergehen. Wir werden mit z = A(w) die inverse Funktion von
w = u(z) bezeichnen, welche die universelle Uberlagerungsfliche
des Gebietes G, = G(1, 0, o) eineindeutig und konform auf die

Halbebene y > 0 abbildet. Die Funktion ¢ = ——e_%‘ ist holomorph
in der Halbebene y > 0 und bildet die Halbgerade z = 0, y > 0
auf das Segment (—1, 0) und den Halbkreis [z—%| =}, ¥y > 0

auf das Segment (0, +1) ab. Die Funktion { = —e 4@ wofiir
A(w) der Zweig, der die Halbebene v > 0 auf obiges Dreieck
abbildet, genommen wird, ist stetig auf der reellen Axe
—o0 <% = R(w) < +1, und transformiert sie in das Segment
(—1, 4+1), wo der Punkt { = 0 dem Punkte w = 0 entspricht.
Aus dem Spiegelungsprinzip sieht man, dass {(w) auch in w = 0
holomorph ist. Es ist sehr leicht zu sehen, dass {(w) in dem zum
Segment (41, + o) der reellen Axe komplementiren Gebiet,
von Null verschieden ist, ausser dem Punkte w = 0, und deshalb
konnen wir schreiben

nt

—e iw) = wHy(w)

wo Hy(w) holomorph und von Null verschieden ist. Daraus
findet man
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—7i
log w + H(w)
wo H(w) eine holomorphe Funktion ist. Wir werden diesen Aus-
druck benutzen, um das hyperbolische Mass des Gebietes G, zu
bestimmen. Wir haben

AMw) =

[dzl | (w)lldee]

o0 =40 = 5y T i)
Es ist
, . w|1+wH' (w)|
ol = ollog o HWE
_ —aflog |w|+R[H(w)]
T = iog wr Hew)?
do. — [1+wH'(w)||dw]|
G, = 1
2|w| {log — — R[H(w)]}
oder ||
do, — K(w)ldwl
2|w| log |?0—|
mit
_ 1+wH'(w)|
K = Rl )]
log 1
||
und also
lim K(w) =1
w—>0

Preziser haben wir

R
14wH(w)|—1+ —[—H(—ul,—)J
1 logm 1
K(w)—1] log — = log — =
™ T RA@] Rl
lo —l
€ Tl
R{H (@)]—fol| )] log o
=T RiH@)
logi

||
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und daher
lim inf [K(w)—1] log l_i = R[H(0)]
w—>0

Es sei jetzt y eine Kurve, welche die Kreise |w| = ¢, und |w|=1<t,
verbindet. Ihre hyperbolische Lénge ist dann

A = wa)lde f |dw| +L[K(w)—1]ldwl>

2|w| log ﬁ 2|w| log — 2|w| log —

|20 ||
to

;f N log_—l-A(to) J. —(Tgl?

A(ty) = inf [K(w)—1] log— >—
lwlsty ||
ist. Wenn man diese zwei Integrale berechnet, so erhillt man die
gesuchte Ungleichung.

Hilfssatz 2. Es sei w(z) eine meromorphe Funktion und A das
Gebiet, das aus der z-Ebene entsteht, falls man alle Punkte entfernt
in welchen w(z) gleich 0, 1, oo ist. Wir bezeichnen mit l(r) die
hyperbolische Ldnge des Kreises |z| = r in bezug auf A. Falls
diese drei Werte fiir die Funktion w(z) defekte Werte sind, so ist

lim inf [I(r)—8 log T'(r, w)] > — c0;
>0

falls zwei von diesen drei Werten defekt sind, so ist

lim inf [I(r)—2 log T(r, w)] > —©
r—>00
und falls einer von diesen drei Werten defekt ist, aber es keine Reihe
von Kreisen |3| =r,, r,— oo gibt auf welchen w(z) gegen diesen
defekten Wert strebt, so ist
lim inf [l(r)—log T'(r, w)] > —©
Wir beginnen mit dem letzten Fall und nehmen an, dass der

defekte Wert der Wert Null sei, was keine Einschrinkung ist.
Es ist

0 <6(0) = h:ﬂ;nf T:r,:};
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1 (™ 4 1 1 4+ 1
0)=—| log——db <— log—
m(r, 0) 27:.[0 o8 lw(re®)] T 2= Ogt(r)

t(r) = inf [w(3)]|
|2]=r
ist. Wir bezeichnen noch mit
to(r) = sup leo(z)|
z|=r
Aus den Bedingungen des Hilfssatzes folgt, dass
h(r) = 1o
lim¢(r) =0
r—>00
ist. Das Bild des Kreises |z| = r in der w-Ebene ist eine geschlos-
sene Kurve, welche die Kreise |w| = ¢, und |w| = #(r) verbindet.
Nach dem Hilfssatz 1 ist dann ihre hyperbolische Léinge beziiglich
G(0,1, o) grosser als

1

2A[t = log,—

(7)) 2 logayz 5

fir ¢(r) - 0, r > co. In 4 nimmt w(z) Werte aus G(0, 1, o),

so dass man das Prinzip des hyperbolischen Masses anwenden
kann. Man erhilt

—o(1)

1 1 0(1 <l
(o) =
g2 1(r) ) = Ur)
< Un+0(1)

2 =
Wenn wir die obige Ungleichung beachten, so haben wir
1 N+

0 < lim inf —
< lim inf o~ T(r, w)

oder
lim inf [I(r)—log T'(r, w)] > — o0

r—>00

was den dritten Fall beweist.
Nehmen wir jetzt an, dass w(z) die Werte 0 und 1 als defekte
Werte hat. Dann ist

0 < 4(0)6(1) = llﬂ;nf%()—?z—)

WO



134 Corneliu Constantinescu (el

) I 1 1 + 1
1)= —| log————df < —log—
m(r 1) 2n.£ 0g|w(re’“’) -1 T 2= °8 t'(r)
t'(r) = inf |w(z)—1|

|z]|=r
ist. Indem man den Hilfssatz zweimal benutzt, sieht man dass
die hyperbolische Linge beziiglich G(0, 1, o) des Bildes der
Kurve [z| = r grésser als

1
— —0(1
i) * 1% gy W
ist. Nach dem Prinzip des hyperbolischen Masses ist sie aber
kleiner als I(r), so dass

1
log, — + log,

1

log — 1 < ir+oa)
og i) og sSe

t'(r)
ist. Weiter fiihrt man den Beweis genau wie oben.

In dhnlicher Weise wird auch der erste Fall bewiesen.

Hilfssatz 8. Es sei w(z) eine meromorphe Funktion und A das
Gebiet, das aus der z-Ebene entsteht, falls man alle Punlkte entfernt
in welchen w(z) gleich 0, 1, oo ist. Wir bezeichnen mit l(r) die
hyperbolische Linge des Kreises |z| = r in bezug auf A. Falls diese
drei Werte fir die Funktion w(z) defekte Werte sind, so ist

lim inf [I(r)—6 log, r] = + oo;

r—>00

falls zwei von diesen drei Werten defekt sind, so ist

lim inf [I(r)—4 log, r] = 4
r—>o0

und falls einer von diesen drei Werten defekt ist, aber es keine
Reihe von Kreisen |2| =r,, r, — oo gibt auf welchen w(z) gegen
diesen defekien Wert strebt, so ist

lim inf [I(r)—2log, r] = +

r-—->00
Nach Tumuras Ergebnis [8] ist in allen drei Fillen des Hilfs-
satzes
I(r,
lim inf ")
r—>00 (log T)2

=+w

denn anders hitte w(z) eine Reihe von Kreisen |3| = r,, 7, —
auf denen w(z) gleichmissig gegen Null strebt. Es ist aber im
dritten Fall
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T »
lim inf [l(r)—2 log, 7—log (l(” “;3 ] —®
r—>00 og r

und daher
lim inf [I(r)—2log, 7] = 4 ©

r7—>00
was den dritten Fall beweist.
In dhnlicher Weise werden auch die anderen Fille bewiesen.
§ 2. In diesem Paragraph werden wir die hyperbolische Léinge
Il(r) fiir eine meromorphe Funktion w(z) berechnen.
Wir bezeichnen mit I(r) den Kreisring
A4 A
re loggr < |3] < re logar
und mit »(r) die Zahl der a, b, c-Stellen der Funktion w(z) in
I(r). Es seien 2y, 25, . . . %,(,) diese Stellen, so dass [3;| = |z = ...
=< J2,y| ist. Man kann dann immer einen Kreisring
I R, < ]3] < R,
A Aa
wo R, > re omr (0 <q<1) und R, < re lgr ist, finden, so
dass in I" keine a, b, c-Stelle liegt und

1 R, 24q
0 [— ——— e
SR, = [1+o(r)] logyr

ist. Das sieht man am leichtesten wenn man den Kreisring I(r)
lings der reellen Axe durchschneidet und mittels der Abbildung

w = u-+iv = log 2 auf dem Viereck
,

— <u < , 0<v<2n
log, » log,

abbildet. In dem Viereck

Aq Aq
— <u < , 0 < v <2m
log, r log, 7

befinden sich hoéchstens »(r) Bildpunkte w,, w,,...w,, der
Punkte zj, 25, . . . 2,,) und deswegen ist

1

Zjt1

24
= max ( 4
3

Uy —U;) = —————————
1issn-1 2 [T+4»(r)] logy r

Es sei nun 4(r) das Gebiet, das aus dem Kreisring

max log
1S5isSv(r)—1
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A(1—) 4(1-9)

VR, R,e T&r < |2| < VR, R,ebomr

entsteht, falls man die Segmente

_4(1-a) A(1—a)

'\/R Rg e loggr < |z| < Rl’ R2 < |z| < '\/R R €logyr

argz=argz, (j=1,2,...9(r))

entfernt. Nun wollen wir die hyperbolische Liange I des Kreises
|2 = VR,R, in bezug auf A(r) berechnen. Die Abbildung

w = log bildet die universelle Uberlagerungsfliche des

R
1442
Gebietes A(r) auf ein Gebiet D(r) von der Form

_AQ—g _  _4(0—9)
log, r log, r

in dem bestimmten Segmente

A(l— —
_40-9) q)guélog Ry ; log R <uSA(1 ?)
log, r VR, R, \/R R, log, r

v=0,42%x (G=1,2,...90r)) (k=0, +1, +2,...)

ausgeschnitten sind. Der Kreis |2| = V' R, R, geht in das Segment
u=0,0, =v=0,4+2x

iiber. Wir bezeichnen mit I, die hyperbolische Linge des Seg-
mentes

u=0, 0,=0v=0;; (0,44 =0,+2n)

»(r)
in bezug auf D(r). Es ist ! = Y I, Nun haben wir
i=1

i gy
+ 2f _ 4, =0,,.,—0;
v A (l_q) ( J +1 )
log, r

=

(% log —2) +02

(1—g)]? R\ _
WO 7y = V[ Q):I —(% log f) ist. Falls% < v, ist, so
1

log, r
fallt die letzte Integrale ab. Es ist
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e e (AT

Daraus folgt

log, r

24(1—q)
l.<2log——= 421lo + 4 <
i g log glloli ’A(l —9
R1
24 (1—q) [14»(r)]log, r log, r
< 2log ——=~¢ 21 A,
=% Tog, r 2l qA "4(1—q)
2(1—gq) 2 7
<2lo 149(r)]+ 4, —2—
g 7 [14»(r)] A(l )
und daher
0 2(1—g) log, 7
= Y1 < 2v(r) lo 142 (r 27 ————
345 20(r) log = [1v(r))+2n et

Damit ist die Aufgabe I(r) zu berechnen gelésst, denn es ist
I = I(V R,R,). Hier ist R, = R,(r), (k = 1, 2) mit lim R,(r) = oo

r—>00
Wir nehmen jetzt an dass die meromorphe Funktion w(z)

drei defekte Werte hat. Es ist keine Einschrankung, wenn wir
annehmen, dass diese drei Werte 0, 1, c© s1nd Nach dem Hilfs-
satz 8 ist dann

lim inf [{(V R,R,)—6 log, VR R,] = + o0

£—>00

Es ist aber
—_— _Ae
VRR, = R, =re Itar
4q
log, \/R R, = log, (re oe:r) = log, r—O0 (1) fiir r — o0

und deshalb

. 2(1—q) [ 27 ] }
hmmf‘2vr lo 14+»(r)] —[6 — ———|log,r{=-4 0
minf | 25(r) log > [14+(r)) — 6 — " | logy
2
Wir nehmen 4 und ¢ so dass 6— ZZl—n.—) > 0 ist; daraus folgt
-9
lim »(r) = o0
r—>00
Falls
27 log, r
=3} 6— ] 2
v(ra) = f[ A(l—q)Jd logs 7,

fir eine Reihe von Zahlen r, <ry,<... <r, <... 7,—> ®©
ist, so muss auch
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. flog, r,,[ 2(1—q)( 27 ) ] }
—= 6 — 1 —1 » |1 nf =
ll_t:(l”{ oga T log p S~ Zda=g +logyr,—log,r og,r +

was nicht stimmt. Es muss also

4 ]log2 r

vir) > [3“ A(1—gq)dloggr

fiir r =7y = 1o (4, ¢) sein.
Es sei ¢ eine beliebige positive Zahl. Da im Kreisringe

To g eks < Izl < e(k+1)4:

24
log k. 1—7)elogk 1 =
mindestens ¢ og ke —1= (—l)—e-og—j fir ¥ = —e punkt-
4 24 >
fremde Kreisringe der Form I(r) liegen und da jedes I (r) nach

4 ] log ke
— , 0,1, cO-
A(1—q)d log, ke

Stellen enthilt, so enthdlt der Kreisring

der obigen Ungleichung mindestens [3

e < |z < ettie

mindestens

(_1_—1_)5[3_ 7 ](log ke)?
24 A(1—gq)d log, ke

24
2
0, 1, oo-Stellen fir k = ky = ko(4,q,7) = max[—l— e, ——ro(A,q)]
€ €
Wir bezeichnen mit

n(r) = n(r, 0)+n(r, 1)+n(r, )

wo n(r, a) die Zahl der a-Stellen der Funktion w(z) im Kreise
|2| < r ist. Wir haben fir

kiney ey < ST, = (log ke)?
(et —n(er) =X A(l_q)] g ko)

und daraus

n(e®e) > ¢(1—7) [3 = ] < (logje)?
24 A (1—q)d i=x, log, je

v

_ e(l—r)[3 — ZTln——q)] X

1o )2
24 log, ke ;azko (log 7e)
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k
Um die Summe Y (log je)? zu berechnen, werden wir mit
1=k°

S = ZIOg je = log k!—log (ky—1) !4+ (k—ky+1)log ¢

=k,
k
bezeichnen. Es ist aber k! = prs und deshalb

S = klog ke[1—0(1)]
fiir £ — co. Wenn man jetzt die allgemeine Ungleichung beniitzt

Swz—l (3u

i=1 = 2k+1 i=1

so findet man

k S k(log ke)?
2 (ogfe) = gy === = [1-0(1)]
und
T
(1—7)|8———— :
() = [ A(l—q>] ke (log kel |\,

v log, ke

Nimmt man e%tV¢ <y < *+2% 50 erhalt man

(1—1)[3— —”—]
4 (1—g)J logr (log, r)*
n(r) Y og 100
fir r = r,(4, ¢, 7, ¢) und daraus
n(t)dt
8T (r,w) = N(r, a)+N(r, b)+N(r, c0)— 0(1)>J. —0(1) =

(1=7) [3“ A(ln—q)] *log t (log, )2 dt
> = n—oq) T —0m) 2
a-)8 - |u—oqy
A(1—g) w
= 44 log, 7 J.hgrl 7(log 7)2dr—O0(1) =

(1—1)[3 A4 (l—q)] (r=o(1)] (log )*(log, r)?

=
44 log, r 2
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oder

.
1— 3-___]
o T(r, w) ( ’)[ A(1—q)
lim inf =
>0 (log r)2(log,r)? 84
logg r

Da 7 > 0 und ¢ > 0 beliebig sind, so finden wir

.. T(r, w) 84—= 9
lim inf = =
r>o (log7)?(logy7)? 842 32
logs r
2n

fir A = —
3

Satz 1. Es sei w(3) eine meromorphe Funktion fiir die

L. T(r, w)

1 f =h

o log ) (logrr ST
log, r

ist
9
A. Falls h < 320 ist, so besitzt w(z) hochstens zwei defekte Werte
7

1
B. Falls h < o ist, so besitzst w(z) hochstens einen defekten
7
Wert.

1
C. Falls h < 32m ist und w(z) einen defekten Wert a hat, (w(z)
7

kann wegen B nicht zwei defekte Werte haben) so existiert eine Reihe
von Kreisen |3| =r,, r,— o, auf welchen w(z) gleichmdssig
gegen a strebt, und a ist deshalb der einzig mogliche asymptotische
Wert.

Wir erinnern an das Ergebnis G. Valirons [1], laut welchem jeder
waschenden Funktion ¢(r), lim ¢(r) = o0 eine meromorphe

Funktion w(r) entspricht, fiir die T'(r, w) < ¢(r)(log r)? ist und
die unendlich viele asymptotische Werte besitzt. Es ist also die
Anwesenheit des defekten Werte im Falle C obigen Satzes eine
Notwendigkeit.

Der Beweis wurde nur fiir den Fall 4 des Satzes durchgefiihrt.
Er kann auf dhnliche Weise auch fiir die anderen zwei Fille
durchgefiihrt werden.
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§ 8. In diesem Paragraph werden wir uns beschiftigen mit
meromorphen Funktionen fiir die

log T (r, w)

lim inf =A< @

r—>00 lOg 2 7
ist. Es ist leicht zu beweisen dass dann fiir ; <1 < 4,
I(r,
lim inf (r wl) =
r>0 (logr)s

liminf 27 %) _
rooo  (log )%

Sollte man eine neue Bedingung einfiithren die die Stellen
betrifft, in welchen die meromorphe Funktion drei Werte annimmt,
so kann man den Satz 1 auf folgende Weise verstiarken.

Satz 2. Es sei w(z) eine meromorphe Funktion und T(r, w)
thre charakteristische Funktion. Wir nehmen an, dass alle Stellen
g fur die w(z) = a, b, c ist auf n Halbgeraden liegen und dass

log T (r, w)

lim inf =A< 00

r—>00 logz r

ist.

A. Falls 1 < % (n = 8) so konnen a, b, c nicht zu gleicher
Zeit defekte Werte sein.

B. Falls 1 < n%n2 (n = 2) so ist hochstens einer von diesen
drev Werten defekt.

C. Falls A < 11—2_11 (n = 1) und falls einer von diesen drei

Werten a, b, ¢ defekt ist (zwei konnen wegen B micht defekt sein),
so existiert eine Reihe von Kreisen |3| = r,, — oo auf welchen w(z)
gleichmdssig gegen diesen Wert strebt; dementsprechend besitzt
die Funktion w(z) hochstens einen defekten und einen asymptotischen
Wert 1),

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf folgende zwei Hilfs-
satze.

HivrssaTz 4. Es set A das Gebiet, das aus der 3- Ebene entsteht,

1) Albert Edrei [5] hat bewiesen, dass eine meromorphe Funktion w(z) fiir

welche die a, b, c-Stellen auf n Halbgeraden liegen, und fiir die a, b, ¢ defekte Werte
sind, eine endliche Ordnung haben muss.
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falls man die Segmente 0 < |3| < ¢7; e* < |3| = 00; arg 3 = 0;;
j=12...,n entfernt (u>0; 0=60,<0,<...<0,<2xn)
Die hyperbolische Linge L(u) des Kreises |3| = 1 in bezug auf A
erfiillt die Bedingung.

L(u) < nlog — +0(1)
"

fiir u — 0.

Mittels der Funktion w = u-iv = log z, bilden wir die univer-
selle Uberlagerungsfliche des Gebietes 4 auf das einfachzusammen-
hingende Gebiet D ab. (D ist den Segmenten —o0 < u < —y;
p=usow;v=0+42kn; j=1,2,...,n; k=0, +1, 4+2,...;
komplementar). Dabei geht der Kreis |z| = 1 in das Segment
(0,—2x)+0, <y < 0,+(6,+2x)

2 - 2
mit d dieses Segment, mit d; das Segment u = 0;

u = 0; uber. Wir bezeichnen

0. ,+0. 0,10,
i 12+ <o = :‘*‘2 i+1 (0 = 0,—2m; 0,,, = 0,+2x) mit I; die

hyperbolische Lénge des Segments d; und mit 4; = 6,,,—6;.
Es folgt L(u) = > 1,
j=1
Um die Linge I, zu berechnen werden wir die Funktion
2ul
w =
142

das Gebiet D;, das den Segmenten —o0 <u < —u; u S u < ©
komplementir ist, abbildet. Man kann leicht sehen, dass der Kreis

+ 10, betrachten, welche die Kreisscheibe || < 1 in

I:|t—ci| <o

WO

_7]'_}_77/[ . 17[__77[’

c= , 0=
2 2
und
[ \/ﬂ2+A?_” 171' —_ \//‘2+A—§—1~£
4; 4,4

ift, durch diese Abbildung in das Gebiet D abgebildet wird.
Ahnlich sieht man, dass das Segment &,
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E=0; — =7=
4,4 4;

2 2

wo { = &4in ist, in das Segment d; abgebildet wird. Wir be-
zeichnen mit 4; die hyperbolische Linge des Segmentes d; in
bezug I', und gemiss dem Prinzip des hyperbolischen Masses
haben wir /; = 4,. Nun ist

A _%loge+e +1log o+e
o— 0
wo
A 2
2 (7))
, V’“‘ +(2) #
= —c
2
A _ 2
V.u"'+( ;1) —u
9”= 1 c
4;,4 N
2
ist. Es ist leicht auszurechnen, dass
' ok " ©
' =1— — + - ; 7]2_(1_ +)
4; 4; 4
A4;,—4; 4 4,4+4;
¢ 2A,-1A lu+ ? e 2A’-_1A’~Iu+
’ 3A3—-1+A: " A5—1+3AJ
7 A AR Y J/ M
i—14; i—14;

24
A —%log—+%lg ﬂ‘+--

n

L) =3l < Zl —nlog + 3 log24,+ -
i=1 i=1 i=1
ist, was zu beweisen war.
Hivrssatz 5. Essei0 <p; <py <...<pp<...limp, = o0

k—>00
eine Rethe von positiven reellen Zahlen, und n(r) die grosste ganze
Zahl, fur die p, < r ist. Wenn wir mit
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N(?‘)=JTM

o ¢
Pr+1
my = log
y P
bezeichnen, so folgt aus
N
lim inf —)_ _ o, A>2
r—>00 (log 7')1

die Beziehung

lim sup p(log ,)** = o
k—>00

wo Qy == \/pkpkﬂ ist.
Wenn n(r) = e(log r)*? fiir r = r, ist, so ist auch

N(r) = f:n(?dt >, f: (log tt)‘-ldt _

und daraus ist,

€ €
+ (log r)— = (log r,)’

N
liminf ) >4
> (logr)* ¢
gegen die Voraussetzung. Es gibt also, fiir jedes ¢ > 0, eine
Reihe von Zahlen r, <r, < ... <7, <... lim7r, = oo so dass

y—>00

n(r,) <& (logr,)**

ist. Es sei o eine Zahl fiir die 0 << ¢ < 1 ist. Aus den ersichtlichen
Ungleichungen

Pag) =75 <7, < Puir )1

folgt
r n(r,)
(1—0)logr, = log = < log Pt > e =
Ty Prg) k=n(g)
<n(r) max {m}<e(ogr,f? max {u)
n(9) Sk=<n(r,) n(rg)<k<n(r,)

Es sei k, dasjenige k, n(ry) < k < n(r,), fir welches

m=  max ()
n(r§) Sk=<n(r,)

ist. Aus obiger Ungleichung folgt
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l1—a

tr, (log )% =
4 €

Falls fiir einen 7, 0 <t <0
o, <1, <71}
ist, so ist k, = n(r¢) und daraus
Purg) Prtrd+1 < e
Aber p,g, > 7, und dementsprechend

Paigy <73
rU
Bairg) = logM”‘)’L—1 > log—5.— = 2(0—71)logr,
Pnir9) Ty
Ist also g, < 7 fiir unendlich viele » so ist

lim sup g, = o©
k—>c0

und die Beziehung des Hilfssatzes ist erfiillt. Im entgegengesetzten
Falle, haben wir fiir geniigend grosse »

0x, = r
und deshalb
(log ;)" > v (log r, )

Dabher ist

1—0o
ws, (log g, '8 > 7%, (log r,)2 > 72

€
Diese Ungleichung ist erfiillt fiir jedes ¢ > 0 und darum ist

lim sup ,(log g,)*2 = o0
k—>00
was zu beweisen war.

Nehmen wir jetzt an, dass w(z) drei defekte Werte besitzt
und dass diese drei Werte 0, 1 undoo sind. Nach dem Hilfssatz
2 ist dann

lim inf [I(r)—8 log T'(r, w)] > —

N
Es sei auch

log T'(r, w)

lim inf =A< o

r—>0 0gy 1

Dann ist fiir 1, > A4
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Wir bezeichnen mit 2, die Punkte in welchen w(z) gleich 0, 1, co
ist. Wenn man in Hilfssatz 5, p, = |2,] nimmt so folgt

lim sup , (log ¢;)** = oo

k—>00

Aus dem Hilfssatz 4 haben wir dann
1
l(or) = L(pz) = nlog ,u_ +0(1)
k

Es sei 4; < A eine beliebige Zahl. Es ist

T
lim inf - %) _
r>e0 (logr)h

Dann hsaben wir fiir r = r(¢)
T(r,w) = ¢ (log r) = gehloar
Die obige Ungleichung wird

1
lim inf (n log — —81, log, 0,) > —®©

k—>00 My
. 1
lim inf nlog —g, > —®
k—>00 —
pi(log o)™
und daher
84
'—'1' < 12—2.
n

Da 4, < 42 < 4, willkiirlich sind, so folgt

31
— <12
n
oder
P
n—38

was zu beweisen war. Genau so fiihrt man den Beweis fiir den
Fall B und C.

Bemerkungen. Indem man den Beweis des Hilfssatzes 4 be-
trachtet, sieht man, dass die Bedingung dass die a, b, c-Stellen auf
n Halbgeraden liegen, mit der wenig einschrinkenden Bedingung,
dass die a, b, ¢ Stellen in n Gebiete der Form
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<argz<b6;4 G=12,...m)

M
0, — ——— -
7 (log |a])* (log [2])*
2n b 2 2n
, bzw. 4, = ——

wo M eine beliebig grosse Zahl und 4, =
n—3 n—2

bzw. 1, = ist, ersetzt werden kann.

In den ausgelassenen Féllen (n = 1, 2 fiir die Bedingung 4,
n = 1 fiir die Bedingung B) kann man das Wachstum der charak-
teristischen Funktion noch vergrossern.

Bukarest
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