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Verzerrungssätze für mehrfach zusammen-
hängende Bereiche

von

Herbert Meschkowski

Berlin

1. Einleitung.

Die vorliegende Arbeit benutzt ausser bekannten Sätzen von
GRÕTZSCII (Literaturverzeichnis [1]) und RENGEL [2] Ergebnisse
aus der Theorie der Orthonormalsysteme [10], uin Schranken zu
berechnen für den absoluten Betrag des Differentialquotienten
einer Funktion, die einen gegebenen n-fach zusammenhângenden
Bereich in der Weise schlicht abbildet, dass der unendlich ferne
Punkt innerer Punkt des Bildbereiches wird. Fiir den Spezialfall
des Einheitskreises wird man auf bereits bekannte Sâtze geführt,
aber auch für den Kreisring ist die explizite Berechnung der
Schranken durch eine Reihenentwicklung môglich.

Die Ableitung des Verzerrungssatzes führt zu einem neuen
Nachweis einer (bereits bekannten) Idenditât zwischen Normal-
abbildungsfunktionen, aus der sich weitere Verzerrungssâtze
ergeben.

II. Der Grundgedanke.

? sei ein schlichter beschränkter n-fach zusammenhàngender
Bereich, dessen Rand  aus n glatten Kurven v besteht. = f(x)
môge Q$ schlicht auf einen Bereich ?1 der 03C9-Ebene abbilden,
so dass ein gewisser innerer Punkt v in den unendlich fernen
Punkt der 03C9-Ebene übergeht (Residuum + 1). 03B6 = Ç(zv) môge
ll3i auf einen Radialschlitzbereich der 03B6-Ebene abbilden mit der
Entwicklung

im Unendlichen. Dabei soll 03C9(u) in 0 übergehen. Dann ist

wobei P eine Zahl vom absoluten Betrage 1 ist und r(z; u, v) die
(eindeutig bestimmte) Funktion, die den gegebenen Bereich
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so auf einen Radialschlitzbereich abbildet, dass u in 0, v in ~
übergeht mit dem Residuum + 1. Nach einem Satz von GRÔTZSCH
[1] und RENGEL [2] ist nun

und daraus folgt sofort:

Ebenso liefert der erwähnte Satz von GRÕTZSCH und RENGEL die

untere Grenze für dw dz . . Bezeichnen wir mit k(z; u, v) die
Funktion, die 113 in analoger Weise auf einen Kreisschlitzbereich
abbildet, so ist: 

Für den Einheitskreis kann man diese Schranken direkt berechnen

[3]. Für mehrfach zusammenhängende Bereiche sollen die Funk-
tionen k(z; u, v ) und r(z ; u, v ) durch Funktionen eines Ortho-
normalsystems (bzw. die Integrale dieser Funktionen) dargestellt
werden. Man kônnte auch daran denken, in (1) einfach die von
NEHARI [6] gefundene Darstellung der Funktionen k(z ; u, v ) und
r(z ; u, v ) durch die Kernfunktion des Gebiets einzusetzen. Für
die praktische Berechnung der Schranken und für die Gewinnung
weiterer Einsichten in den Zusammenhang zwischen den Normal-
abbildungsfunktionen ist es jedoch zweckmassiger, eine Darstellung
durch die Integrale eines Orthonormalsystems zu geben. Ich

benutze dabei einige Ergebnisse von GARABEDIAN und SCHIFFER
[4], die in einfacher Weise nach der Methode der Randintegration
nachgewiesen werden kônnen.

III. Definitionen.

A (z, u ) sei die Funktion, die 58 auf einen Parallelschlitzbereich
mit Schlitzen paralle] zur reellen Achse so abbildet, dass z = u
in den unendlich fernen Punkt übergeführt wird mit der Ent-
wicklung :

B(z, u ) leiste die entsprechende Abbildung auf einen Bereich,
dessen Berandung aus Schlitzen parallel zur imaginären Achse
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besteht. Wir definieren dann nach [4] die Funktionen

.U ist überall in S regulâre, N hat bei u einen einfachen Pol mit
dem Reisduum + 1. Weiter wird definiert :

Zwischen den Funktionen P, Q,.N, M bestehen nach [4] ((61),
(63)) die Beziehungen

Auf dem Rand  gilt nach [4] (16):

und nach 4 (57):

Wir wollen nun das "innere Produkt" zweier Funktionen f(z)
und g(z ) definieren durch das Integral

( f’, f’) heiBt dann die Norm von f(z).1)
Aus (6a) folgt dann sofort, daB die Funktion N(z, u) orthogonal
ist zu allen Funktionen der Klasse t5’ der in S + C eindeutigen
und regulären Funktionen f(z), d.h.

1) Die Bezeichnung ist in der Literatur nicht einheitlich, vgl. [4] und [5].
Die hier vorgeschlagene Bezeichnung hat den Vorteil, daB die Norm einer regularen
und schlichten Funktion als Flâcheninhalt des Bildes der Funktion selbst gedeùtet
werden kann.



47

Es wird nàmlich

weil M’ regulâre ist.
Es sei nun ~v(z) ein vollstândiges Orthonormalsystem der Klasse
F’ der Ableitungen der Funktionen der Klasse F.

Bezeichnen wir’nun mit OE die Klasse der Funktionen, die
in B + C eindeutig sind und regulâr bis auf einen Pol 1. Ordnung
mit dem Residuum 1 an der Stelle z = u. Dann ist die Ableitung
jeder Funktion dieser Klasse darstellbar:

Das ergibt sich sofort aus der Tatsache, daB g’ 2013 N’ zur Klasse
F’ gehôrt und durch das Orthonormalsystem ist der bekannten
Weise darstellbar ist. Wegen (N’, f’ ) == 0 ist der Fourierkoeffizient

Bei der Darstellung einer Funktion mit einer Singularität (der
hier betrachteten Art) spielt also die Funktion N’(zu,) dieselbe
Rolle, die der meromorphe Teil bei der Darstellung durch Potenz-
reihen spielt.
Man kann aber auch die reguh,re Funktion

durch das Orthonormalsystem darstellen. Dann wird:

Dabei ist:

Eliminiert man g’(x) aus den beiden Darstellungen, so erhalt man:

Es ist natürlich môglich, auch für weitere Funktionen mit anderen
Singularitâten entsprechende Darstellungen zu finden. Das wird
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durchgefülirt in [10] und in einer noch nicht abgeschlossenen
Arbeit.2)

1 03C0M’(z, u) ist bekanntlicll [6] die Kernfunktion des Orthonor-
n "-

’malsystems ~v(z), so dass wir also für M’(z, u) die Darstellung
haben:

Schreiben wir noch cv(u) ausführlich:

Dabei ist 03A6v(z) das eindeutige Integral

v, ist ein zunâchst beliebiger innerer Punkt von 113. Wir notieren
noch :

IV. Darstellung von v’(u; u, v) und k’(u ; u, v).
Aus

folgt durch Integration:

Integration über z liefert nach (4):

Dabei ist:

Die Darstellung (7) laût sich auch aus [9] (8.20) in Verbindung mit [9]
(7.1) ableiten. Dort sind die Formeln auf eine ganz andere Weise gewonnen.
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Also :

Schreiben wir (8) in der Form

so folgt durch Intégration :

Nach (5) und (11) ergibt sich weiter:

Unter Benutzung von (3), (13) und (16) erhalten wir schlieBlich
eine Darstellung für k(z ; u, v):

Wählen wir jetzt speziell VI = v und setzen wir

so wird 

und wegen der Residuenbedingung

wird aus (17):

Analog wird:

Differentiation ergibt:
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Wir kônnen jetzt folgende Aussage formulieren:

THEOREM 1. 03C9 = f(z) inâge den gegebenen schlichten und beschriink-
ten Bereich 58 in der Weise schlicht abbilden, dass der Punkt v ~ B
in den unendlich fer’ne’n Punkt übergeht. Das Residuum 1noge den
absoluten Betrag 1 haben. Dann gilt für ei.nen beliebigen inneren
Punkt u von B:

V. 2. Darstellung von k(z; u, v).
Bevor die Anwendung von (22) für verschiedene Spezialfall

diskutiert wird, soll die Darstellung (17) der Funktion k(z; u, v )
in eine Form gebracht werden, die interessante weitere Folge-
rungen zuläßt. Wenn der Kreisschlitzbereich, auf den 58 durch

k(z ; u, v) abgebildet wird, den Punkt 1 als inneren Punkt enthält,
kann v, so gewàhlt werden, daB der Faktor k(v1; u, v) gleich 1
wird. Liegt 1 auf einem der Kreisschlitze, so kann man jedenfalls-
einen Punkt v, finden, für den qgk(vl; u, v) = 1 ist mit [ = 1.
Dann kann man (17) in der Form schreiben

mit

Es liegt nahe, die Darstellung von k(z; u, v ) durch einen Quotienten
mit einer von BERGMAN gegebenen Beziehung zwischen k(z ; u, v)
und zwei anderen Normalabbildungsfunktionen zu vergleichen.
BERGMAN hat die Funktion k(z ; u, v ) dargestellt in der Form:

Dabei ist k1(z, u) eine Funktion, die den gegebenen Bereich
schlicht abbildet auf einen "begrenzten Kreisschlitzbereich".

([7] VI (6)). Darunter wollen wir im Folgenden einen Bereich
verstehen, der von einem Kreis um den Nullpunkt und n 1
konzentrischen Kreisschlitzen begrenzt wird, die innerhalb dieses
Kreises liegen. Man überzeugt sich leicht, dass k1(z, u ) nicht mit
k*(z, u) identisch ist. Wohl aber kann man aus (23) die Darstel-
lung (25) erhalten, indem man mit einem geeigneten von u und
v unabhângigen Faktor erweitert.
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Es sei im Folgenden G(z, u) die GREENSCHE Funktion vom B,
H(z, u) die konjugierte Potentialfunktion, 03C903BC(z) das harmonische
MaB des Randes 03BC und 1ô,(z) die konjugierte Funktion. p03BCx
seien die Perioden von wp(z), aiso

wir wollen dem auBeren Rand von 58 die Nummer 1 geben und
schließlich n - 1 Zahlen Ap definieren durch das Gleichungs-
system

Es ist bekannt ([7]), daB die Determinante dieses Systems von
0 verschieden ist. Setzen wir jetzt 

und

wobei h(z, u) die zu g(z, u) konjugierte Potentialfunktion ist,
so ist nach BERGMAN ([7])

eine Funktion, dip S so auf einen beschränkten Kreisschlitz-
bereich abbildet, daB der auBere Rand von S (1) in den Voll-
kreis übergeht.
Der Beweis ergibt sich leicht aus der Tatsache, daB wegen

die Funktion y(z, u) bei Durchlaufung des Randes 1 den Zu-
wachs 2ni erfährt, auf allen anderen aber den Zuwachs 0. Da

03A6v(v1) = 0 ist, folgt aus (23), (25) und (17):

Dabei ist 03B4 eine Konstante, die z.B. so gewàhlt werden kann,
dass 1 durch k1(z, u ) in den Einheitskreis abgebildet wird.

ist also der Faktor, mit dem man den Bruch von (23) erweitern
muss, um eine Darstellung von (25) zu erhalten.
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Hierbei ist benutzt worden, daB die durch (29) definierte Funk-
tion k1(z, u) die bei BERGMAN [7] bewiesene Abbildungseigenschaft
hat. Man kann aber auch darauf verzichten, k1(z, u ) durch (80)
definieren und unmittelbar zeigen, daB diese Funktion 58 in der
gèwünschten Weise schlicht abbildet.
Aus der Definition folgt sofort, daB kl (z, u ) üherall in

regulâr und eindeutig ist und nur bei z = u verschwindet. Da

lo g k1(z, u) eine in B reguläre und eindeutig Funktion ist,
z--u

erfährt arg kl(z, u) bei Durchlaufung von 1 den Zuwachs 2n,
bei Durchlaufung der übrigen Ränder ändert sich arg kl (z, u)
nicht.

DaB der absolute Betrag von k1(z, u ) auf allen Randkompo-
nenten v konstante Werte annimmt, folgt aus der Beziehung

Der Nachweis von (31) wird geführt durch Differentation von
log k1 und Berücksichtigung von (11), (12), (15), (6) und den
bekannten Eigenschaften von G(z, ai) und co (z). -- Die Schlicht-
heit von kl (z, u ) wird in der üblichen Weise nach dem Argument-
prinzip bewiesen.

VI. Ein Verzerrungssatz für den Einheitskreis.

Wir wollen jetzt den Verzerrungssatz (22) speziell für den Ein-
heitskreis formulieren. Durch Normierung der Potenzen kommt
man hier zu dem einfachen Orthonormalsystem

Setzen wir u = 0, so wird

und

Dv(u) ist gleich 0 für den Einheitskreis; denn durch die Sub-

stitution = 1 ~ wird aus 1 03BEv-1:
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Dieses Integral verschwindet, da die Nullstelle des Nenners ausser-
halb des Einheitskreises liegt. Also wird nach (21):

Nun ist nach (32)

Also wird

Der Verzerrungssatz (22) hat hier die einfache Form:

Setzt man

so wird

und man erhalt für eine das tluBere des Einheitskreises schlicht
abbildende Funktion g(z), die im Unendlichen die Entwicklung

hat, die Abschatzung

Das ist der bereits bekannte Verzerrungssatz für das Äußere
des Einheitskreises (vgl. [3] S. 119).
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VII. Verzerrung im Kreisring.

Um für den Kreisring ein Orthonormalsystem zu finden, gehen
wir von der Tatsache aus, dass jede in Ring r ~ |z| ç 1 reguh,re
und eindeutige Funktion in eine Laurent-Reihe entwickelt werden
kànn. Da wir ein System suchen zur Darstellung der Funk-

tionen, deren Integrale eindeutig sind, kann a-, (der Koeffizient
von z-1) gleich 0 angenommen werden. Da die Potenzen im Ring
r ~ |z| ~ 1 orthogonal sind, so brauchen wir sie nur noch zu
normieren, um ein vollstàndiges Orthonormalsystem zu erhalten.
Das Orthonormalsystem für den Ring wird also

Aus (36) erhâlt man das System der Integralfunktionen

Wir berechnen jetzt das in (19) auftretende Glied Dv(u) zu-

nächst für v &#x3E; 0:

Nennen wir den auBeren Kreis Kl, den inneren K2, so wird das
erste Glied h in (38):

Da auf K1 03BE03BE = 1 gilt, erhalten wir.

Das in (39) rechts stehende Integral ist aber 0. Das wurde

bereits im Kapital VI gezeigt. - Auf K2 gilt 03BE03BE = v2, und wir
erhalten für 14 wegen 1 e 1  |u|:
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Es wird also

Analog gilt:

und wir erhalten schlieBlich

Berechnen wir jetzt D-v(u). Hier bekommen wir

Dabei ist .

Da auf K2 gilt 03BE03BE = r2, so ist das 2. Integral gleich 0, da die Null-
stelle u des Nenners auBerhalb von K2 liegt. Auf K, gilt wieder
03BE03BE=1:

Damit wird

Nach (38) und (40) folgt jetzt



56

also

Ana.log wird

Die Glieder mit positivem und negativem Index v liefern also
denselben Wert. Bilden wir die Summe über das ganze Orthonor-
malsystem, so erhalten wir:

Der Strich beim Summenzeichen soll andeuten, daB v = 0
auszulassen ist. - Berechnen wir jetzt 03C0|03C8v(u)|2 und 03C0|03C8-v(u) 12:

Also wird

Nach (21), (44) und (45) wird nun

Dabei ist zur Abkürzung gesetzt:
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VIII. Weitere Verzerrungss&#x26;tze.

Wis beginnen mit einem Hilfssatz :
(S sei ein "beschrânkter Kreisschlitzbereich", dessen Vollkreis

der Einheitskreis ist. Wl = g(03B6) môge (S schlicht abbilden, daB
das Bild des Einheitskreises wieder der auBere Rand des Bildes
wird und w1| 1  1 gilt für |03B6| = 1. g(o ) sei gleich 0. Dann

ist | g’(0) ~ 1.
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus einem Satz von RENGEL

[2] : w = f(z) bilde das Innere des mit endlich vielen konzen-
trischen Kreisschlitzen versehenen Kreises |z| 1  R eineindeutig
und konform mit f(0) = 0 und 1 f’(O) 1 = 1 so ab, daB oo nicht

zum Bild oder zum Rand gehôrt und z 1 = R in den auBeren
Rand 1 übergeht. 1 hat von 0 die Maximalentfernung M.
Dann gilt:

(49) M ~ R.

Gleichheitszeichen steht nur für f(z) = e’9’ . z."
Damit soll jetzt der Hilfssatz bewiesen werden. Wäre

0 - 1 so würde 03C9 = 
g(03B6) eine Funktion seiri von derso w eine Funktion sein, von der

der Rengelsche Satz aussagt: M &#x3E; 1 . 03C91 == q . w hätte dann
eine Maximalentfernung M1 ~ q &#x3E; 1, entgegen der Vorausset-

zung.
Aus dem Hilfssatz ergibt sich leicht
THEOREM II. w = f(z) moge den n-fach zusammenhângenden

beschränkten Bereich B so schlicht abbilden, dafl der Durchmesser
des Bildgebietes hâchstens gleich 1 ist. Dann gilt

Dabei ist ki(z, u) die (bis a1tf eine Drehung eindeutig bestin1mte)
Funktion, die 0 so auf einen ,beschrânkten Kreisschlitbereich"
mit dem Einheitskreis als Vollkreis schlicht abbildet, so daß die

äußeren Riinder einander entsprechen.
1 k’1(u, u) 1 kann aus (29) bzw. (30 ) berechnet werden. 3) Zum

Beweis setzt man

t(z) = w(z) - w(u).
Dann ist t(u) = 0, und da das Bild ganz im Einheitskreis um
t = 0 liegt, kann der Hilfssatz angewandt werden. e = k1(z, u)

3) Die Greensche Funktion kann ebenfalls durch Orthonormalsysteme berech-
net werden [7].
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sei die Funktion, die die Abbildung von 113 auf das mit konzen-
trischen Kreisschlitzen versehene Innere des Einheitskreises der

03B6-Ebene so leistet, daß z = u in 03B6 = 0 übergeht. Dann gilt:

ist nach dem Hilfssatz  1, und wir erhalten:

Hier steht immer das  -Zeichen, da der Einheitskreis der t-Ebene
uicht vom Bildbereich ganz ausgefüllt wird (sonst ware der Durch-
messer 2) und da die Funktion w(C) deshalb sicher keine ein-
fache Drehung ist.
Man kann aus dem Hilfssatz auch eine Verzerrungsaussage

herleiten, bei der das Gleichheitszeichen môglich ist, allerdings
gilt die Aussage nur für einen festen Punkt des gegebenen
Bereiches.

THEOREM III. w = f(z) moge den gegebenen Bereich B so schlicht
abbilden, dap der iiussere Rand in den Einheitsktreis des Bild-

gebietes (als äußerer Rand) übergeht und der Punkt z = u dem
Nullpunkt des Bildgebietes entspricht. Dann gilt:

Der Beweis wird wie bei Theorem II geführt.
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