
COMPOSITIO MATHEMATICA

A. KIRCHHOFF
Beiträge zur topologischen linearen Algebra
Compositio Mathematica, tome 11 (1953), p. 1-36
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1953__11__1_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1953, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
//http://www.compositio.nl/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=CM_1953__11__1_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Beiträge zur topologischen linearen Algebra
von

A. Kirchhoff

Zürich

Einleitung.
Ist die Geometrie eines Raumes R durch die Automorphis-

mengruppe 9t von R definiert, so sind diejenigen Eigenschaften
einer Selbstabbildung A von R als geometrische zu betrachten,
die mit A auch allen konjugierten Abbildungen TAT-1, T ~ U,
zukommen. Ist R ein n-dimensionaler Vektorraum, so ist 2( die
Gruppe der reguh,ren linearen Selbstabbildungen. Ist R ein
orientierter Vektorraum über dem Kôrper K, so besteht 91 aus
den linearen Selbstabbildungen, die die Orientierung erhalten.
Von orientierungserhaltenden Abbildungen kann gesprochen
werden, wenn in der multiplikativen Gruppe des Kôrpers K eine
Untergruppe P vom Index 2 ausgezeichnet ist; orientierungs-
erhaltende lineare Selbstabbildungen sind dann solche, deren
Determinanten Elemente von P sind. Ist K der Kôrper der reellen
Zahlen, so bilden die positiven reellen Zahlen eine solche Unter-
gruppe P. Die linearen Selbstabbildungen des orientierten Vektor-
raumes Vn über dem Kôrper der reellen Zahlen bilden den Gegen-
stand des ersten Teiles der vorliegenden Arbeit. Die ersten

Definitionen und Sâtze sind allerdings von dieser speziellen Wahl
des Grundkôrpers unabhängig, und die Beweise sind so geführt,
daB sie sich auf den allgemeinen Fall übertragen lassen.
Da der Vektorraum vn aus dem Vektorraum über dem Kôrper

der reellen Zahlen durch Einführung des Strukturelementes der
Orientierung hervorgeht, wird es sich darum handeln, die dadurch
neu hinzukommenden geometrischen Eigenschaften von Abbil-
dungen zu untersuchen (dabei bedeute "Abbildung" nun stets
"lineare Selbstabbildung" ). Zwei Abbildungen A, B nennen wir
àhnlich, wenn es eine regulâre Abbildung T gibt, sodaB A = T BT-1,
positiv âhnlieh, wenn es einen Automorphismus (d.h. eine orien-
tierungserhaltende Abbildung) T gibt, sodaB A = T BT-1. In der
Geometrie des orientierten Vektorraumes sind die Abbildungen
auf Grund der positiven Âhnlichkeit zu klassifizieren; jede Klasse
positiv âhnlicher Abbildungen ist ganz in einer Klasse ähnlicher
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Abbildungen enthalten, und zwar bildet sie entweder für sich
allein oder zusammen mit einer weiteren Klasse eine volle Ähn-
lichkeitsklasse. Positive Âhnliehkeitsklassen der ersten Art (und
ihre Abbildungen) nennen wir zweiseitig, solche der zweiten Art
(und ihre Abbildungen) einseitig. Einseitige Klassen treten paar-
weise auf, und die Abbildungen der Klassen eines Paares sind
mur als Abbildungen eines orientierten Vektorraumes geome-
trisch unterscheidbar. Ist A einseitig, T eine Abbildung, die die
Orientierung umkehrt, so sind A und T A T-1 nicht positiv âhnlieh.
Insbesondere ist eine einseitige Abbildung mit keiner orien-

tierungsumkehrenden Abbildung vertauschbar (jede orientierungs-
umkehrende Abbildung also zweiseitig); umgekehrt ist jede zwei-
seitige Abbildung mit einer gewissen orientierungsumkehrenden
Abbildung vertauschbare.
Wir wollen nun zeigen, daB es auch einseitige Klassen gibt.

Dazu betrachten wir Links- und Rechtsdrehung der Ebene, d.h.
A : el ~ e2, e2 ~e1; B : el ~ 2013 e2, e2 ~ - e1. A und B sind àhnlich
abér nicht positiv âhnlieh, ihre Klassen daher einseitig. Ist nâm-
lich T die Abbildung, die e1 und e2 vertauscht, so ist A = T BT-1.
DaB A und B nicht positiv àhnlich sind, ergibt sich folgender-
maBen : Ist x = 03BB1e1 + 03BB2e2, x ~ 0, so ist die Determinante der
Vektoren x, Ax gleich Â2 + 03BB22, also positiv, dasselbe gilt für die
Vektoren x, TAT-lx, falls T die Orientierung erhâlt. Die Deter-
minante der Vektoren x, Bx dagegen ist gleich _ (Â2 + 03BB22),
also negativ.

Bei ungerader Dimensionszahl des Raumes ist jede Abbildung
zweiseitig; mit A = T BT-1 ist namlicll auch A = (- T)B(-T)-1
und es erhâlt genau eine der beiden Abbildungen T, - T die
Orientierung. Etwas verallgemeinert ergibt diese SchluBweis-e,
daB eine Abbildung, die komplementâre Fixrâume ungerader
Dimension besitzt, zweiseitig ist. Diese letzte Bedingung ist auch
notwendig für Zweiseitigkeit: Eine Abbildung ist genau dann

einseitig, wenn sie keine komplementären Fixrâume ungerader
Dimension besitzt. (Für die Gültigkeit dieses Satzes ist wesent-
lich, daB der zugrunde gelegte Kôrper reell abgeschlossen ist.)
Um die beiden Klassen einer vollen Âhnliehkeitsklasse geo-

metrisch zu charakterisieren, ordnen wir wie im Falle der Drehun-
gen der Ebene jeder einseitigen Abbildung des Raumes eine

Orientierung des Raumes zu; diese Zuordnung besitzt die Eigen-
schaft, daB zwei âhnliehen Abbildungen genau dann dieselbe
Orientierung entspricht, wenn sie positiv àhnlich sind. Gibt es
zu der einseitigen Abbildung A von Vn einen Vektor x, sodaB
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die Vektoren x, A x, ..., An-1x linear unabhängig sind, so ist
die zugeordnete Orientierung die Orientierung dieses n-Tupels
von Vektoren. Die so definierte Orientierung ist unabhängig von
der Wahl des Vektors x. Ist nâmlieh y ein zweiter solcher Vektor,
T die Abbildung, die A kx auf A ky abbildet (k = 0, ..., n - 1),
so ist T mit der einseitigen Abbildung A vertauschbar, erhalt also
die Orientierung. Es ist nun zwar nicht jede Abbildung eine solche
zyklische Abbildung; doch gibt es zu jeder Abbildung ein System
von komplementären Fixrâumen mit der Eigenschaft, daB die in
ihnen induzierten Abbildungen zyklisch sind (Hauptsatz der
abelschen Gruppen). Damit ist zunâchst jedem solchen Fixraum
eine Orientierung zugeordnet; die Dimensionen dieser Fixrâume
sind gerade, ihre Orientierungen bestimmen daher eindeutig eine
Orientierung des ganzen Raumes. Die so erklàrte Orientierung ist
unabhängig von der Wahl des Fixraumsystems und gestattet,
âhnliehe aber nicht positiv âhnliche Abbildungen zu unter-

scheiden (Satz I).
Wir haben gesehen, daB einseitige Abbildungen dadurch ge-

kennzeichnet sind, daB sie keine komplementàren Fixrâume
ungerader Dimension besitzen. Abbildungen, die überhaupt keine
ungerad-dimensionalen Fixrâume haben, sind somit einseitig.
Solche Abbildungen nennen wir I-Abbildungen ;, sie sind auch

charakterisierbar als Abbildungen, die keinen reellen Eigenvektor
besitzen. Abbildungen mit dieser Eigenschaft sind von H. Hopf
betrachtet worden bei der Untersuchung komplexer Strukturen
in den Tangentialràumen von Mannigfaltigkeiten 1). Der rn-dimen-
sionale Vektorraum Cm über dem Kôrper der komplexen Zahlen
kann nâmlieh in natürlicher Weise aufgefaBt werden als 2m-

dimensionaler Vektorraum R2m über dem Kôrper der reellen

Zahlen. Der Multiplikation eines Vektors von Cm mit der imagi-
nären Einheit i entspricht eine Selbstabbildung I von R2m, deren
Quadrat jeden Vektor x auf 2013 x abbildet: 12 = E. Eine solche
Abbildung bildet nur den Nullvektor auf ein (reelles) Vielfaches
von sich ab und ist daher eine I-Abbildung. Abbildungen I mit 
12 - E nennen wir spezielle I-Abbildungen; je zwei sind 

àhnlich.
Soll umgekehrt die Multiplikation von reellen Zahlen und

Vektoren des reellen Vektorraumes R n zu einer Multiplikation
von komplexen Zahlen und Vektoren des R n erweitert werden,

1) Vgl. [8]; es werden dort auch Scharen von nichtlinearen I-Abbildungen
betrachtet.
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so genügt es, die Abbildung I: x - ix als spezielle I-Abbildung
zu definieren. Die Zuordnung (03BB + i03BC) ~ (03BBE + MI) ist dann eine
treue Darstellung des Iiôrpers der komplexen Zahlen und

(03BB + ifl)ae = 03BBx + 03BCIx ergibt die oewünschte Erweiterung. Sie
ist nur bei gerad-dimensionalen Râumen môglich, da nur solche
Râumen I-Abbildungen besitzen. Eine solche Erklàrung des Kôr-
pers der komplexen Zahlen als Operatorenbereich von R2m

nennen wir auch eine komplexe Struktur von R2m.
Um auch einer beliebigen I-Abbildung des R n eine komplexe

Struktur zuordnen zu kônnen, definieren wir eine Funktion n,
bei der einer I-Abbildung eine spezielle I-Abbildung entspricht.
Diese Funktion wird folgende Eigenschaften haben: Für eine
spezielle I-Abbildung I ist n(I) = I ; I und en(I) bestimmen
dieselbe Orientierung des Rn; älinlichen I-Abbildungen ent-

sprechen ähnliche Abbildungen, I und n(I) sind somit ver-
tauschbar.

Ist eine I -Abbildung I in einem Koordinatensystem des reellen
orientierten Vektorraumes Vn durch eine schiefsymmetrische
Matrix dargestellt, so ist die I entsprechende Orientierung gleich
dem Vorzeichen des - geeignet normierten - Pfaffschen Ag-
gregates. In einem zweiten Koordinatensystem ist die darstellende
Matrix nicht notwendigerweise schiefsymmetrisch; dies ist aber
sicher dann der Fall, wenn die beiden Systeme durch eine or-
thogonale Koordinatentransformation auseinander hervorgehen.
Führen wir daher im Vektorraum V n eine orthogonale Struktur
ein, so ist die Eigenschaft einer Abbildung, durch eine schief-
symmetrische Matrix dargestellt zu werden, unabhängig von der
Wahl des Koordinatensystems ; wir kônnen daher von schiefsymme-
trischen Abbildungen sprechen. Eine solche Abbildung ist auch
dadurch gekennzeichnet, daB Vektor und Bildvektor orthogonal
sind. In orientierten orthogonalen Vektorräumen ist das Pfaffsche
Aggregat der Matrix einer Abbildung unabhängig vom Koor-
dinatensystem und wir sprechen vom Pfaffschen Aggregat einer
schiefsymmetrischen Abbildung. Eine schiefsymmetrische Ab-
bildung ist genau dann eine spezielle I-Abbildung, wenn sie

orthogonal ist; umgekehrt ist eine spezielle I-Abbildung genau
dann schiefsymmetrisch, wenn sie orthogonal ist.
Eine schiefsymmetrische I-Abbildung I besitzt ein System von

zweidimensionalen Fixrâumen, welche paarweise orthogonal sind;
ist e1, ..., em (ei ~ 0) ein System, das aus jeder dieser Fixebenen
genau einen Vektor enthält, so stimmt die Orientierung der Vek-’
toren el, Iel, e2, Ie2, ..., em, lem mit der I zugeordneten Orien-



5

tierung und daher mit dem Vorzeichen des Pfaffschen Aggregates
von I überein. Haben die Vektoren ei alle die Lange 1, so ist das
Pfaffsche Aggregat selbst gleich dem Volumen des von den
Vektoren el, Iel, ..., em, lem aufgespannten Parallelotops (Satz II).

Jede regulâre Abbildung A eines orthogonalen Vektorraumes
ist das Produkt einer orthogonalen Abbildung G und einer

symmetrischen ppsitiv definiten Abbildung P: A = GP. (Eine
Abbildung heisse symmetrisch, wenn sie in jedem orthogonalen
Koordinatensystem durch eine symmetrische Matrix dargestellt
wird. ) G (und auch P) ist dabei durch A eindeutig bestimmt:
G = ~n(A). Wir werden zeigen, daB ln einer speziellen I-Abbil-
dung eine schiefsymmetrische Abbildung zuordnet (Satz III);
ln(I) ist als orthogonale schiefsymmetrische Abbildung ebenfalls
eine spezielle I-Abbildung. Die Funktion ln fln ordnet somit

jeder I-Abbildung eine schiefsymmetrische Abbildung zu; das
Vorzeichen des Pfaffschen Aggregates von Xnfln(I) ist gleich der
von I induzieren Orientierung. Damit haben wir für I-Abbildungen
die Invariante von positiven Âhnlichkeitsklassen auf eine zweite
Art definiert: Zwei âhnliche I-Abbildungen I, J sind genau dann
positiv âhnlieh, wenn die Pfaffschen Aggregate von ~nn(I) und
~nn(J) dasselbe Vorzeichen haben.

In einem zweiten Teil betrachten wir die Selbstabbildungen
des n-dimensionalen reellen Vektorraumes als Punkte eines topo-
logischen Raumes. Die zugrunde gelegte Topologie ist die übliche:
Sie ist dadurch gekennzeichnet, daB die vermôge eines Koor-
dinatensystems vermittelte Zuordnung von Abbildungen und
Matrizen (Punkten des n2-dimensionalen Euklidischen Raumes)
ein Homôomorphismus ist. Die Gesamtheit 3n der I-Abbildungen
ist eine offene Menge im Raume der Abbildungen. Sie ist der

offene Kern der Menge der einseitigen Abbildungen; die ab-

geschlossene Hülle von 3n enthält jedoch auBer den einseitigen
Abbildungen z.B. auch die Nullabbildung. Die Untersuchung der
Zusammenhangsverhältnisse von 3n bildet im wesentlichen den
Inhalt des zweiten Teiles der Arbeit.

Die Âhnliehkeitsklasse einer Abbildung besteht aus hôchstens
zwei Komponenten; eine Klasse positiv âhnlicher Abbildungen
ist nâmlieh zusammenhângend: Ist A = TBT-1 (T orientie-
rungserhaltend), so gibt es einen Weg T (s ), 0 ~ s ~ 1, T (s ) reguh,r,
T(0) = T, T(1) = E; A(s) = T(s)BT(s)-1 ist dann ein Weg von
A nach B, der ganz in einer Menge ähniicher Abbildungen ver-
lâuft. Die Âhnliehkeitsklasse einer zweiseitigen Abbildung
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besteht somit aus einer Komponente. Wir werden zeigen, daB
hinreichend benachbarte âhnliche Abbildungen positiv âhnlieh
sind: Die Âhnliehkeitsklasse einer einseitigen Abbildung besteht
aus zwei Komponenten. Die Menge n der speziellen I-Ab-
bildungen (I2 = E ) ist eine solche Klasse.

Die den Abbildungen von zugeordneten Orientierungen
bewirken eine Zerlegung von Fn in zwei Teilmengen S+n und S;.
Wir zeigen, daB sie offene Teilmengen von n (und damit auch
des Raumes der Abbildungen) sind, d.h. daB die Orientierung
eine stetige Funktion auf Sn ist. Zu diesem Zweck betrachten
wir die im ersten Teil definierte Funktion  : ~ n und
weisen nach, daB sie stetig ist (Satz III) 2). en bildet +n auf den
Durchschnitt +n von +n und n ab; aus der Stetigkeit
von en folgt, daB +n als Urbild der in n offenen Menge
+n selbst offen ist in Sn. Die Funktion p. läßt sich in +n
unter Festhaltung auf +n in die Identitât deformieren; +n
ist somit Deformationsretrakt von +n, +n zusammenhângend :
Die Menge n zerfàllt in die beiden Komponenten n S;.

Die Orientierung bewirkt auch eine Zerlegung der Menge der
einseitigen Abbildungen in zwei fremde Teilmengen. Doch ist

dies nur für n = 2 eine Komponentenzerlegung, für n &#x3E; 4 ist

die Menge der einseitigen Abbildungen zusammenhângend, die
Orientierung also keine stetige Funktion.
Führen wir im Vektorraum eine orthogonale Struktur ein, so

bildet die im ersten Teil definierte Funktion xn die Menge 
auf die Menge +n der orthogonalen speziellen I-Abbildungen
positiver Orientierung ab. Die Funktion xn ist stetig und kann
in +n unter Festhaltung auf +n in die Identitât defor-
miert werden. Wird diese Deformation mit der Deformation von

+n in +n zusammengesetzt, so ergibt sich +n als Defor-
mationsretrakt von +n: Die topologische Untersuchung von +n
ist damit weitgehend auf jene von +n zurückgeführt.
+n ist eine geschlossene Mannigfaltigkeit der Dimension
n (n 20132)/4. Sie kann (für n &#x3E; 4) in Mannigfaltigkeiten +n-2
mit der (n - 2)-dimensionalen Sphâre als Basisraum gefasert
werden (+4 ist so die 2-Sphâre) ; die Homologiegruppen und

2) G. DE RHAM hat ebenfalls eine Funktion definiert, welche 3n auf n abbil-
det ; auf diese Funktion n bin ich nachtraglich durch Herrn Prof. Dr. ECKMANN
aufmerksam gemacht worden. In einem Anhang wird gezeigt, daß On mit unserer
Funktion en übereinstimmt. Die Stetigkeit von n folgt unmittelbar aus der

Définition.
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einige Homotopiegruppen von +n sind bekannt (C. Ehres-
mann [7]).

Im dritten Teil wenden wir die gewonnenen Ergebnisse bei der
Untersuchung differenzierbarer Mannigfaltigkeiten an. Eine

Mannigfaltigkeit heiBt differenzierbar, wenn eine offene Über-

deckung existiert, deren Mengen so durch reelle Parameter be-
schrieben sind, daß die beim Übereinandergreifen zweier Mengen
auftretenden Parametertransformationen stetig differenzierbar

sind. Die Funktionaldeterminanten dieser Transformationen

sind verschieden von Null; haben sie alle positives Vorzeichen,
so ist die Mannigfaltigkeit orientierbar. In differenzierbaren

Mannigfaltigkeiten Mn kann von differenzierbaren Kurven und
damit von Tangentialvektoren gesprochen werden; die Tangen-
tialvektoren in einem Punkt von Mn bilden einen reellen

Vektorraum (den Tangentialraum), dessen Dimension gleich
der Dimension von Mn ist. Tangentiairäume in benachbarten
Punkten kônnen so aufeinander bezogen werden, daB der Begriff
einer (stetigen) Schar von Selbstabbildungen eindeutig definier-
bar ist.
Wir werden uns mit Scharen von I-Abbildungen beschäf-

tigen. Solche I-Scharen sind in komplexen Mannigfaltigkeiten
durch die in den Tangentialraumen induzierten komplexen Struk-
turen erkh,rt. 1) Eine Mannigfaltigkeit heiBt komplex, wenn eine
offene Überdeckung existiert, deren Mengen so durch komplexe
Parameter beschrieben sind, daB die beim Übereinandergreifen
zweier Mengen auftretenden Parametertransformationen kom-
plex-analytisch sind. In komplexen Mannigfaltigkeiten kann von
komplexen Tangentialvektoren gesprochen werden; diese Tangen-
tialvektoren bilden in jedem Punkt einen Vektorraum Cm über
dem Kôrper der komplexen Zahlen. Werden die Parameter
z = x + iy einer komplexen Mannigfaltigkeit durch die reellen
Parameter x, y ersetzt, so sind die dadurch induzierten reellen
Parametertransformationen stetig differenzierbar und von positiver
Funktionaldeterminante: Der komplexen Mannigfaltigkeit Kn ist
in natürlicher Weise eine orientierte differenzierbare Mannig-
faltigkeit Mn (gerader Dimension) zugeordnet; von orientierten
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten, die in dieser Rolle auf-

treten, sagen wir, daB sie eine komplexe Struktur gestatten. Den
komplexen Tangentialraumen C"’2 von Kn entsprechen die reellen
Tangentiairäume Rn von Mn, für deren Vektoren daher die

Multiplikation mit komplexen Zahlen erkh,rt ist. Diese Multi-
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plikation und damit auch die in Mn induzierte Schar von speziellen
I-Abbildungen (12 = 2013 E) ist stetig. Eine differenzierbare

Mannigfaltigkeit gestattet somit hôchstens dann eine komplexe
Struktur, wenn auf ihr eine Schar von speziellen I-Abbildungen
existiert.

Ist in einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit eine Schar von
I-Abbildungen gegeben (was nur bei gerader Dimension môglich
ist), so bewirken dièse als einseitige Abbildungen Orientierungen
der Tangentialràume; diese Orientierungen sind in benachbarten
Tangentialràumen gleich (stetige Abhängigkeit der Orientierung
auf der Menge der I-Abbildungen) und induzieren daher eine
kohärente Orientierung der Mannigfaltigkeit. I-Scharen existieren
daher nur auf orientierbaren Mannigfaltigkeiten. 3) Gibt es zu
einer orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeit Mn eine
solche I-Schar, daB die in Mn induzierte Orientierung mit der
ursprünglich gegebenen übereinstimmt, so nennen wir Mn eine
I-Mannigfaltigkeit ; sind die Abbildungen der Schar spezielle
I-Abbildungen, so nennen wir Mn fast-komplex. 4) Die einer

komplexen Mannigfaltigkeit zugeordnete Mannigfaltigkeit Mn
ist fast-komplex.

Die im zweiten Teil besprochene Deformation der I-Abbil-
dungen in spezielle I-Abbildungen deformiert eine I-Schar in

eine Schar spezieller I-Abbildungen gleicher Orientierung: Eine
I-Mannigfaltigkeit ist fast-komplex. H. Hopf hat gezeigt, daB
die der komplexen projektiven Ebene zugeordnete Mannigfaltig-
keit M4 nur in einer der beiden môglichen Orientierungen fast-
komplex ist 5); M4 ist daher auch nur in einer der beiden Orien-
tierungen I-Mannigfaltigkeit.

In [8] wird ferner eine notwendige Bedingung dafür angegeben,
daB die Sphâre der Dimension 4k eine I-Mannigfaltigkeit ist;
diese Bedingung ist für k = 1, 2 nicht erfüllt: S4 und Sa sind
keine I-Mannigfaltigkeiten. Auf Grund einer elementaren Kon-
struktion werden wir einer I-Schar in der euklidischen Sphâre
Sn ein stetiges Feld von (n +1) linear unabhângigen Tangential-
vektoren einer Sphâre Sn+1 zuordnen, deren Aequatorsphâre S n
ist: Die n-dimensionale Sphâre ist nur dann I-Mannigfaltigkeit,
wenn die (n + 1 )-dimensionale Sphâre parallelisierbar ist 6). Einen

3) Vgl. [10] Nr. 41.9, S. 212.
4) Vgl. [7] S. 3 &#x26; [10] S. 209.

5) Vgl. [8] S. 182-183.

g) Diesen Satz habe ich in [9] bewiesen; er findet sich in [10] S. 216 und [31]
S. 97, unter Hinweis auf [9].
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Parallelismus von Sn+1 gibt es hôchstens für n + 1 = 2k - 1 7);
unter den Sphâren kommen somit als I-Mannigfaltigkeiten nur
jene der Dimensionen 2k - 2 (2, 6, 14, ... ) in Frage 8). Die 2-
Sphâren kann als komplexe Mannigfaltigkeit aufgefaBt werden:
S2 ist I-Mannigfaltigkeit. Aus einem allgemeinen Satz von Ch.
Ehresmann folgt, daB auch Sg I-Mannigfaltigkeit ist 9); eine

Schar von speziellen I-Abbildungen läßt sich mit Hilfe der Cayley-
schen Zahlen explizit angeben, diese fast-komplexe Struktur wird
aber nicht durch eine komplexe Struktur von Sg induziert 1° ).
Herrn Professor H. Hopf danke ich für die Anregung zu der

vorliegenden Arbeit; ihre endgültige Fassung stützt sich auf

Gespräche mit meinem Freunde Ernst Specker.

I. Die linearen Selbstabbildungen orientierter Vektorräume

§ 1. Définition des orientierten Vektorraumes.

Einseitige Abbildungen.
1.1 Der Vektorraum Rn über dem Kôrper der reellen Zahlen
heiBt orientiert, wenn in seinen geordneten n-Tupeln linear un-
abhàngiger Vektoren eine nichtleere Teilmenge B so ausgezeichnet
ist, daB mit n ~ B genau diejenigen n-Tupel zu B gehôren, die
aus n durch eine Abbildung positiver Determinante hervor-

gehen ; die Gesamtheit 13 ist durch ein n ~ B eindeutig bestimmt.
(Abbildungen positiver Determinante nennen wir auch orien-

tierungserhaltend.) Der Vektorraum Rn kann auf genau zwei
Arten orientiert werden; die beiden orientierten Vektorraumes

Vn1, Vn2 von R n besitzen dieselbe Gruppe von Automorphismen,
nàmlich die Gruppe der linearen Selbstabbildungen von R n, welche
die Orientierung erhalten. Vi und V2 sind isomorph. Es sollen
die linearen Selbstabbildungen (kurz: Abbildungen) eines orien-
tierten Vektorraumes vn untersucht werden.
1.2 Zwei Abbildungen A, B von V n heiBen positiv âhnlieh, wenn es
eine orientierungserhaltende Abbildung T gibt, sodaB A:= TB T-1.
Die Abbildungen von V n zerfallen in Klassen positiv ähnlicher;
die Abbildungstheorie des orientierten Vektorraumes hat geo-

7) Vgl. [11].
8) Auf Grund eines in [3] ausgesprochenen Satzes sind S2 und Sg die einzigen

I-Mannigfaltigkeiten unter den Sphâren.
9) Vgl. [7] S. 12.
1°) Vgl. [6].
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metrische Eigenschaften zu definieren, die gestatten, nicht positiv
âhnliehe Abbildungen zu unterscheiden.

Positiv âhniiche Abbildungen sind âhnlieh. (Zwei Abbildungen
A, B leiBen dabei âhnlieh, wenn es ein regulâres T gibt mit
A =r TBT-1) Die geometrische Klassifizierung der Abbildungen
nach Âhnliehkeitsklassen ist bekannt (Elementarteilertheorie);
es wird sich für uns also darum handeln, den Zerfall einer Ähn-
lichkeitsklasse in Klassen positiv âhnlicher Abbildungen zu unter-
suchen.

1.3 Von drei âhnlichen Abbildungen A, B, C sind mindestens
zwei positiv âhnlieh. Ist nàmlich A = SBS-1, B = TCT-1, so ist
B = (S-1T)C(S-1T)-1, und von den drei Abbildungen S, T, SwT
ist mindestens eine orientierungserhaltend. Eine Âhnliehkeits-
klasse zerfällt somit in eine oder in zwei Klassen positiv âhnlicher
Abbildungen.
1.4 Bildet - eine Klasse positiv ähniicher Abbildungen eine

volle Âlmlichkeitskiasse, so nennen wir sie und ihre Abbildun-

gen zweiseitig. Eine zweiseitige Abbildung A ist mit jeder ähn-
licllen Abbildung TA T-1 positiv àhnlich : A = STA T-lS-1 =

(ST)A (ST)-1 (det S &#x3E; 0); durch Wahl einer Abbildung T von
negativer Determinante ergibt sich daraus, daB eine zweiseitige
Abbildung mit einer Abbildung negativer Determinante ver-

tauschbar ist. 
1.5 Bildet eine Klasse positiv ähnlicher Abbildungen erst zu-
sammen mit einer weiteren solchen Klasse eine volle Âhnlieh-
keitsklasse, so nennen wir sie und ihre Abbildungen einseitig. Die
beiden einseitigen Klassen einer Ahniichkeitskiasse gehen durch
Transformation mit einer beliebigen Abbildung negativer Deter-
minante auseinander hervor. Ist A einseitig, T von negativer
Determinante, so ist also A ~ TA T-1: Eine einseitige Abbildung
ist mit keiner Abbildung negativer Determinante vertauschbar.
Zusammen mit 1.4 erhalten wir die folgende Charakterisierung
der einseitigen Abbildungen: Eine Abbildung ist genau dann ein-
seitig, wenn sie mit keiner Abbildung negativer Determinante ver-
tauschbar ist.
1.6 Mit A sind auch 03BBA (03BB ~ 0) und A + ME einseitig, denn
ÂA (03BB ~ 0) und A + !lE sind mit den gleichen Abbildungen ver-
tauschbar wie A. Da jede Abbildung mit sich selbst vertausch-
bar ist, so kann die Determinante einer einseitigen Abbildung
nur positiv oder Null sein; wir werden sehen, daB diese beiden
Fâlle eintreten.
1.7 Die Abbildung A des orientierten Vektorraumes V n ist mit
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der Abbildung 2013 E vertauschbar; die Determinante von - E ist
gleich (-1)n: Einseitige Abbildungen gibt es nur in Râumen
gerader Dimension.
1.8 In Verallgemeinerung von 1.7 zeigen wir: Komplementâre
Fixrâume einer einseitigen Abbildung haben gerade Dimen-
sionen. (Ein linearer Teilraum heiBt Fixraum der Abbildung A,
wenn er durch A in sich abgebildet wird; zwei Teilräume heiBen
komplementâre, wehn sie nur den Nullvektor gemeinsam haben
und zusammen den ganzen Raum aufspannen).

Beweis: Die Abbildung A besitze komplementâre Fixrâume der
Dimensionen p, q ( p + q = n). In einem passenden Koordinaten-
system wird A durch eine Matrix von folgender Gestalt dar-
gestellt :

Diese Matrix ist vertauschbar mit der Diagonalmatrix (03B3j):
03B3j = 2013 1, j = 1, 2, ..., p, Yi = 1, j = p + 1, p + 2, ..., n; die
Abbildung A folglich mit der dieser Diagonalmatrix entsprechen-
den Abbildung T. Die Determinante von T hat den Werte (20131)p;
ist A einseitig, so ist p gerade.
1.9 Sind R, S komplementâre Fixrâume der einseitigen Ab-
bildung A, so ist die von A in R induzierte Abbildung A /R eben-
falls einseitig. Beweis: Sei A/R zweiseitig; es gibt eine mit A
vertauschbare Abbildung T, sodaB T /S = E/S, T/R orien-

tierungsumkehrend ist. Somit ist T orientierungsumkehrend in

Vn, d.h. A ist zweiseitig.

§ 2. Die Orientierung einer einseitigen Abbildung.
2.1 Tln sei ein orientierter Vektorraum, Rn der ihm zugrunde
liegende nicht orientierte Vektorraum. Jeder einseitigen Abbildung
A von Vn ordnen wir eine Orientierung von R n zu (Satz I); je
nachdem, ob diese Orientierung mit jener von V n übereinstimmt
oder nicht, nennen wir A positiv oder negativ orientiert. Zwei
âhnliche einseitige Abbildungen sind genau dann positiv àhnlich,
wenn entweder beide positiv oder beide negativ orientiert sind.
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Die Définition der Orientierung beruht auf dem Hauptsatz der
abelschen Gruppen 11 ).
2.2 Sei G eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe mit
Operatorenbereich D und G = G, + G2 + ... + Gr eine Zer-

legung von G in eine direkte Summe zyklischer Untergruppen.
Die Operatoren des Bereiches D (den wir als Hauptidealring vor-
aussetzen ), welche jedem Element eines Summanden G, das Null-
elements der Gruppe G zuordnen, bilden ein Ideal (fj) ~ D, das
annullierende Ideal der zyklischen Untergruppe G,.

r s

Zwei Zerlegungen G = 03A3 Gj und G = 03A3 Gi’ nennen wir isomorph,
wenn r = s und wenn (bei geeigneter Numerierung) die annul-
lierenden Ideale der einzelnen Summanden übereinstimmen.

Ist jedes der Ideale (f1) , (f2),..., (fr) im folgenden enthalten,
so meinen wir die Operatoren fi, f2, ..., fr die invarianten Fak-
toren von G’ die betreffende Zerlegung eine minimale. Die Gruppe
G gestattet stets eine minimale Zerlegung; je zwei sind isomorph.
Sind Il’ 12’ ..., Ir Primpotenzen in Û, so nennen wir sie die Elemen-
tarteiler der Gruppe G, die entsprechende Zerlegung von G eine
maximale Zerlegung; maximale Zerlegungen sind isomorph. Ist

r

jeder Summand der Zerlegung G = 03A3 Gj in einem Summanden

der Zerlegung G = 03A3Gi’ enthalten, so nennen wir die zweite

Zerlegung eine Verfeinerung der ersten; jede Zerlegung besitzt
eine maximale Verfeinerung, eine maximale Zerlegung gestattet
jedoch keine echte Verfeinerung. Zwei gegebene Zerlegungen be-
sitzen isomorphe Verfeinerungen: die maximalen; jede Zerlegung
ist Verfeinerung einer minimalen Zerlegung.
2.3 A sei eine beliebige Abbildung des Vektorraumes R n. Wir
erklàren die reellen Polynome 1(e) als Operatoren 12) für die
Elemente des - als abelsche Gruppe Gn aufzufassenden 
Vektorraumes Rn: Ist f ein Polynom, e ein Vektor, so sei

f . e = f (A )e. Zu e gehôrt ein annullierendes Ideal im Ring der
reellen Polynome; das erzeugende Element dieses Ideals, dessen
hôchste Potenz den Koeffizienten 1 hat, nennen wir das A-

Minimalpolynom des Vektors e.

2.4 Sei k der Grad des A -Minimalpolynoms von e. Das geordnete
System der k in R n linear unabhângigen Vektoren e, Ae, A 2e,
..., Ak-1e nennen wir eine Kette, e ihren erzeugenden Vektor;

11) Vgl. [12] § 107. 

12) Vgl. [12] § 109.



13

der von einer Kette aufgespannte Teilraum von Rn ist ein Fix-
raum der Abbildung A. Bilden die Vektoren el, ..., er eine Basis
in Gn, so bilden die von ihnen erzeugten Ketten eine Basis
in Rn ; eine solche Basis in Rn nennen wir r-gliedrige Kettenbasis
der Abbildung A. Zwei Basissysteme e1, ..., er und e’1, ..., e’s
von Gn 2013 und die durch sie erzeugten Kettenbasen vor Rn 2013
nennen wir isomorph, wenn die induzierten Zerlegungen von
G n isomorph sind. In diesem Fall ist r = s, und die A-1Blinimal-
polynome von ej und e’j stimmen (nach eventueller Umnumerie-
rung) überein (j = 1, 2, ... r).

Eine r-gliedrige Kettenbasis von A gibt Anla B zu r ! geordneten
Kettenbasen von A ; sie gehen aus einer von ihnen durch Per-
mutation der einzelnen Ketten hervor.

2.5 Erzeugen die Vektoren el, ..., e,. eine Kettenbasis der Ab-
bildung A, und sind die Dimensionen der von den einzelnen
Ketten aufgespannten Fixrâume gerade Zahlen, so sind alle von
el, ..., er erzeugten geordneten Kettenbasen gleich orientiert;
jede Permutation der Ketten einer geordneten Kettenbasis be-
wirkt nämlich in diesem Fall eine gerade Permutation der Vek-
toren dieser Basis.

2.6 Ist A eine einseitige Abbildung, so besitzt jede Kettenbasis
von A die Eigenschaft 2.5: Zwei geordnete, von denselben Vek-
toren el, ..., e,. erzeugte Kettenbasen der einseitigen Abbildung A
sind gleich orientiert.

Diese Aussage verschârfen wir in
2.7 Satz I: Zwei Kettenbasen einer einseitigen Abbildung A
sind gleich orientiert.
Den Beweis führen wir in drei Schritten:

2.71 (el, ..., er) und (ei, ..., er) seien erzeugende Vektoren von
isomorphen Kettenbasen der Abbildung A. T sei die Abbildung,
welche dem Vektor A ’je, den Vektor A lie’ zuordnet (lj = 0, 1, ...,
k; - 1 ; 03A3kj = n; j = 1, 2, ..., r). Da die A-Minimalpolynome
der Vektoren ej und e’j übereinstimmen, bildet T auch A kiei
auf A ki e’ ab, d.h. es gilt AkjTej = TAkjej und daher (TA)Aljej =
A(AljTej) = A(TAljej) = (A T) A li e, für 1; = 0, 1, ..., kj - 1;
j = 1, 2,..., r. Die Abbildung (TA - A T) bildet jeden Vektor
einer Basis auf den Nullvektor ab, es ist also TA = A T. Als

reguh,re, mit der einseitigen Abbildung A vertauschbare, Ab-
bildung muB aber T orientierungserhaltend sein: isomorphe
Kettenbasen von A sind gleich orientiert.
2.72 Der Vektor e’ erzeuge eine Kette der einseitigen Ab-
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bildung A ; ei und e2 seien erzeugende Vektoren einer Verfeinerung
dieser Kette (2.2).

Sind R, R1, R2 die zu e’, el, e2 gehôrenden Fixrâume von A,
so zeigen wir, daB die in R1, R2 induzierten Orientierungen dieselbe
Orientierung von R induzieren wie die von e’ erzeugte Kette.
Sei e = el + e2 ; wir berechnen die Determinante der Vektoren

e, Ae, ..., A k-1 e (k = k1 + k2, kj = dim Rj, j = 1, 2) im Koor-
dinatensystem, dessen Grundvektoren e1, ..., A ki e1, e2, ..., A k2 e2
sind. f, fi, f2 mit den Graden k, kl, k2 seien die A -Minimalpolynome
der Vektoren e’, el, e2; i teilt das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache von Il und 12’ wegen k = k1 + k2 sind fi, f2 teilerfremd und
f = Il f2. Ist e2 = f1(A)e, so dürfen wir in det (e, Ae, ..., A k-le)
die Vektoren A kl e, Ak1+1e, ..., Ak-1e durch die Vektoren

e2, Ae2, ..., Ak2-1e’2 ersetzen, ohne den Wert der Determinante
zu ändern, denn der Vektor Ak1e2013e’2 ist eine Linearkombina-
tion der Vektoren e, Ae,..., A ki-1 e:
det (e, A e, ..., Ak-1e) = det (e, A e, ..., A ki-le; e’2, A e2, ..., A 
Da die Polynome fi, f2 teilerfremd sind, so ist mit e2 auch
e2 = f1(A)e = Il(A )e2 erzeugend in R2; in der letzteren Deter-
minante kônnen also wegen A’e = Aie, + Aie2 (j = 1, 2, ... ) die
Vektoren e, A e, ..., A kl-1 e durch el, Ae1, ... A kl-le, ersetzt

werden, ohne daB der Wert dieser Determinante geändert wird;
det (e, Ae,..., Ak-1e) = det (el, ..., A kl-1 ) det (e’2, ..., Ak2-1e’2).
Die von A in R2 induzierte Abbildung ist einseitig (1.9), nach
2.71 muB daher det(e’2, ..., Ak2-1e’2) &#x3E; 0 sein; mit det(e1, ..., Ak1-1e)
= 1 folgt nun, daB der Vektor e = el + e2 in R eine Kette der
Abbildung A / R erzeugt, deren Orientierung übereinstimmt mit
der Orientierung der von el, e2 erzeugten Kettenbasis der Ab-
bildung A/R. Wegen der Einseitigkeit von A/R sind auch die
von e’, e erzeugten Ketten gleich orientiert:

Die Verfeinerungen einer Kettenbasis der einseitigen Abbildung
A sind gleich orientiert wie diese Kettenbasis.
2.73 Die Behauptung von Satz 1 folgt nun aus 2.71 und 2.72
durch Konstruktion isomorpher Verfeinerungen.
2.8 A sei eine einseitige Abbildung. Die Abbildungen ÂA,
A + pE (03BB, 03BC reell) sind nach 1.6 ebenfalls einseitig; ist 03BB &#x3E; 0,
so sind ÂA und A + ,uE gleich orientiert wie A. Beweis: Der
Vektor e erzeuge eine Kette von A. Die geordneten k-Tupel e,

03BBAe, ..., 03BBk-1Ak-1e und e, (A + 03BCE)e, ..., (A + 03BCE)k-1e sind

gleich orientiert wie die Kette e, ..., Ak-1e, denn ihre im Koor-
dinatensystem der Grundvektoren e, ..., A k-le ’ berechneten
Determinanten sind positiv.
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§ 3. Charakterisierung der einseitigen Abbildungen im
Reellen.

3.1 Die bisherigen Betrachtungen haben von den Eigenschaften
des Kôrpers der reellen Zahlen nur sehr wenig benutzt; sie lassen
sich z.B. ohne weiteres auf Vektorraumes über dem Kôrper der
rationalen Zahlen übertragen. Die folgende neue Charakterisie-
rung der einseitigçn Abbildungen wird nun wesentlich von der
reellen Abgeschlossenheit des Grundkôrpers Gebrauch machen
(Dies ist erfüllt z.B. für den Kôrper der reellen algebraischen
Zahlen).
3.2 Wir haben gesehen, daB eine einseitige Abbildung keine
komplementären Fixrâume ungerader Dimension besitzt (1.8).
Hiervon gilt auch die Umkehrung: Eine Abbildung ohne kom-
plementiire Fixrâume ungerader Dimension ist einseitig.

Beweis: A sei zweiseitig; es existiert eine mit A vertauschbare
Abbildung negativer Determinante (1.3). Eine solche Abbildung
T besitzt einen (negativen) reellen Eigenwert von ungerader Viel-
fachheit und daher zwei komplementâre Fixrâume R1, R2 von
ungerader Dimension (Ist das charakteristische Polynom g von
T das Produkt von zwei teilerfremden Polynomen gl, 92, so haben
die von g1(T), g2(T) annullierten Teilräume nur den Nullvektor
gemeinsam, und ihre lineare Hülle ist, da jeder Vektor von g(T)
annulliert wird, der ganze Raum). Die von T in RI und R2 in-
duzierten Abbildungen haben teilerfremde Minimalpolynome il,
f2, und somit ist f1. f2 das Minimalpolynom der Abbildung T.
Sei nun xl E R1, Axl = Yi -f- y2, y1 E R1, Y2 E R2. f1(T) bildet nur
den Nullvektor von R2 auf den Nullvektor ab; da A auch mit
f1(T) vertauschbar ist, so folgt aus 0 = Af1(T)x1 = f1(T)Ax1 =
f1(T)y2, dal3 Y2 = 0, d.h. R2 ist Fixraum von A. Genau so zeigt
man, daB auch RI Fixraum von A ist: A besitzt komplementâre
Fixrâume ungerader Dimension.
3.3 Als Korollar ergibt sich aus 3.2, daB eine Abbildung A genau
dann einseitig ist, wenn ihre (reellen) Elementarteiler Polynome
geraden Grades sind, oder - was gleichbedeutend ist - wenn
ihre invarianten Faktoren keine negativen Werte annehmen.
3.4 Sind R1, R2 komplementâre Teilräume in R n, A1, A2 ein-
seitige Abbildungen in R1, R2, so ist die Abbildung A, welche
auf R, mit Ai (j = 1, 2 ) übereinstimmt, einseitig; ein Elementar-
teiler von A ist nâmlieh zugleich Elementarteiler von A 1 oder A 2,
also von geradem Grad.
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§ 4. 1 - Abbildungen.
Wir haben in 3.2 die einseitigen Abbildungen des reellen Vek-

torraumes Rn dadurch charakterisiert, daB sie keine komplemen-
târen Fixrâume ungerader Dimension besitzen.

Eine Abbildung ohne Fixrâume ungerader Dimension ist ein-
seitig ; solche Abbildungen sind von H. Hopf in [8] zur Unter-
suchung der Tangentiairäume komplexer Mannigfaltigkeiten heran-
gezogen worden ; wir nennen sie I-Abbildungen. Eine I-Abbildung
ist auch charakterisiert durch die Eigenschaft, keinen (reellen)
Eigenvektor zu besitzen. A ist genau dann I-Abbildung, wenn
das charakteristische Polynom von A keine reellen yVurzeln

besitzt, also den Wert 0 nicht annimmt
4.1 Die geordneten m-Tupel komplexer Zahlen 03B61, 03B62, ..., 03B6m
bilden den komplexen Vektorraum Cm.
Ihm ist durch die Rclationen ’; = ej + i~j (j = 1, 2, ..., m ) in

natürlicher Weise ein reeller Vektorraum R2m zugeordnet: die

Menge der geordneten 2m-Tupel (03BE1, ni’ 03BE2, ..., 03BEm, ~m). In R2m
ist daher die Multiplikation von komplexen Zahlen und Vektoren
erklärt : man setze i(03BE1, ~1, ..., em, 7im) = (nI’ 201303BE1, .... nm, 03BEm),
und (a + i03B2)z = 03B1z + 03B2(iz), wobei 03B1, 03B2 reell, z = (03BE1, ~1, ..., 03BEm, ~m)
E R2m. Eine solche Erklàrung der Multiplikation von Vektoren
aus R2m mit komplexen Zahlen nennen wir eine komplexe Struk-
tur in R2m.
4.2 Soll ulngekehrt in einein reellen Vektorraum Rn eine kom-
plexe Struktur eingeführt werden, so genügt es, die Multiplikation
beliebiger Vektoren mit i zu erklàren. Diese Multiplikation soll

distributiv sein und assoziativ bezüglich der Multiplikation mit
reellen Zahlen. Die Zuordnung x ~ ix bewirkt also eine lineare
Abbildung I, deren Quadrat gleich 2013 E ist. I besitzt keinen vom
Nullvektor verschiedenen Eigenvektor, ist also I-Abbildung:
komplexe Strukturen gibt es nur bei gerader Dimensionszahl n.
I-Abbildungen mit der Eigenschaft 12 = 2013 E nennen wir spezielle
I-Abbildungen, je zwei sind âhnlich. Jede spezielle I-Abbildung I
bewirkt eine komplexe Struktur in R n; die Zuordnung ce + ia ~
mE + 03B2I (03B1, 03B2 reell) ist eine treue Darstellung des Kôrpers der
komplexen Zahlen durch Abbildungen der Vektorraumes R n, 
aus R n entsteht durch die Orientierung von I in natürlicher

Weise ein orientierter Vektorraum V .
4.3 Durch eine komplexe Struktur wird dem reellen Vektor-
raum Rn in natürlichen Weise ein komplexer Vektorraum Cn/2 zu-
geordnet ; die definierende spezielle I-Abbildung I wirkt in Cnl2
als (komplexe) lineare Abbildung iE. Jede Abbildung des Rn,
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welche in der gegebenen komplexen Struktur als komplexe
Abbildung wirkt, ist daher mit I vertauschbar. Umgekehrt
wirkt eine Abbildung A des R n genau in denjenigen komplexen
Strukturen als komplexe Abbildung, welche durch die mit A
vertauschbaren speziellen I-Abbildungen definiert sind. Eine

Abbildung negativer Determinante kann in keiner komplexen
Struktur als komplexe Abbildung wirken.
4.4 Jede I-Abbildung ist mit einer speziellen I-Abbildung ver-
tauschbar : wir werden nàmlich eine Funktion n angeben, welche
jeder I-Abbildung I des R n eine spezielle I-Abbildung n(I) des
Rn zuordnet, sodaB âhnlichen I-Abbildungen wiederum âhnlichen
Abbildungen entsprechen; n(I) wird also mit I vertauschbar sein.
4.5 Eine I-Abbildung heiBe normiert, wenn sie nur die Eigen-
werte i und i hat; (x2 + 1)m ist ihr charakteristisches Poly-
nom (rc = 2m). Wir definieren eine Funktion 03C3n, welche jeder
I-Abbildung I eine normierte I-Abbildung zuordnet: R1, R2, ..., Rp
sei das (eindeutig bestimmte) System von Fixrâumen der Ab-
bildung I, für welches die Minimalpolynome der induzierten Ab-
bildungen I/Rj (j = 1, 2, ..., p ) paarweise teilerfremd sind.
Ist 03B1j + if3; derjenige Eigenwert von IIR,, dessen Imaginàrteil
P, positiv ist, so verstehen wir unter Gn(I) diejenige normierte

I-Abbildung, welche auf R j mit der I-Abbildung
übereinstimmt (i = 1, 2, ... p). Für regulâres T ist offenbar

4.6 Wir definieren nun eine Funktion T n’ welche jeder nor-
mierten I-Abbildung I eine spezielle I-Abbildung 03C4n(I) zuordnet:
Für beliebiges komplexes 03BE sei

Integrationsweg sei die von 0 zur komplexen Zahl e führende
Strecke.
4.61 03C4n(i) =- i. Beweis: Die Substitution ~ = - i03B6 (C reell)

ergibt

4.62 Das Polynom (03BE2 + 1)n/2 ist Teiler des Polynoms 03C42n(03BE) + 1.

13) 03C4n(03BE ) ist Spezialfall eines in [1 ], S. 247, konstruierten Polynoms.
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Beweis: d d03BE03C4n(03BE) = const. (e2 +1)n/2-1. Mit 4.61 folgt, daB i eine
ni-fache yVurzel von 03C42n(03BE) + 1 ist, m = n .

4.63 1 sei eine normierte I-Abbildung. Aus 4.62 folgt: 03C4n(I)
ist eine spezielle I-Abbildung. Ist I selbst schon eine spezielle
I-Abbildung, so ergibt sich aus 4.61: 03C4n(I) = I (vgl. 4.2). Für
reguläres T ist offenbar 03C4n(TIT-1) = T03C4n(I)T-1.
4.7 Die Funktion en = TnGn ordnet einer I-Abbildung I eine
spezielle I -Abbildung zu; ist I selbst schon speziell, so ist n(I) =I.
Für reguläres T gilt n(TIT-1) = Tn(I)T-1; setzt man T = I,
so ergibt sich, daB I mit n(I) vertauschbar ist: In der durch
n(I) definierten komplexen Struktur wirkt I als komplexe
Abbildung. Da zwei spezielle I-Abbildungen àhnlich sind, so bildet
die Funktion en eine volle Klasse âhnlicher I-Abbildungen auf
die Gesamtheit der speziellen I-Abbildungen ab, eine Klasse

positiv âhnlicher I-Abbildungen auf eine Klasse positiv âhnlicher
spezieller I-Abbildungen. Diese Aussage verschârfen wir in
4.8 1 und n(I) sind gleich orientiert. Den Beweis führen wir
in zwei Schritten:
4.81 Aus 2.8 folgt zunâchst, daB I und 6n(I) gleich orientiert
sind. Ist nunmehr I eine normierte I-Abbildung, und sind

Rle R2, ..., R y die von den Ketten einer Kettenbasis von I

aufgespannten Fixrâume, so zeigen wir, daB die induzierten

Abbildungen I/Rj und Tn(l)/Rj in R, gleich orientiert sind

(j = il 2, ..., 1 p): 
4.82 1 sei normierte I -Abbildung des R n (n = 2m), e sei er-

zeugender Vektor einer eingliedrigen Kettenbasis von I. Sei

ej = (12 + E)j-1e, e’j = Iej , j = 1, 2, ..., m. Die Determinante
der Vektoren el, e’1 , e2, ..., em, e’m hat im Koordinatensystem
mit den Grundvektoren e, I e, ..., I n-le den Wert 1: die geord-
neten n-Tupel e, I e, ... 1 n-le und el, e’1 , e2, ..., em, em sind gleich
orientiert. Sei L, der von (12 + 1)j-1 annullierte Teilraum 14)
von Rn, es gilt Rn = Lm+, D Lm D ... D L2 -D L1 = 0; die Vek-

toren el = e und e’ 1 liegen in Lm+l Lm, e 2 und e’2 in Lm
Lm-1, ..., em und em in L2 - LI. Ist f(03BE) ein reelles Polynom,
so bildet f(I) den Teilraum L, entweder auf sich oder in Lj-1
ab (j = 2, 3, ..., m + 1), je nachdem ob f(03BE) zu (e2 + 1) teiler-

14) Unter dem von einer Abbildung A annullierten Teilraum L C Rn verstehen
wir die Gesamtheit der Vektoren x E Rn, für welche Ax = 0; L ist Fixraum der

Abbildung A.
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fremd ist oder nicht. Ersetzt man den in Lm+2-j - Lm+1-j lie-
genden Vektor e’j durch einen solchen Vektor e"j, daB e"j e f
E Lm+1-j (1 = 1, 2, ..., m), so ist auch das n-Tupel e1, e"1, e2, ..., 
em, e"m linear unabhängig und - in dieser Reihenfolge - gleich
orientiert wie das geordnete n-Tupel el, ei, e2’ ..., em, em. Setzen
wir e"j = 03C4n(I)ej, so ist  = (03C4n(I)-I)ej und, da

03C4n(03BE) 201303BE auf Grund von 4.62 durch (03BE2 + 1) teilbar ist,
e e’j E Lm+1-j (1 = 1, 2, ... m). Da die Vektoren el, e"j, ...,

em, e"m eine Kettenbasis der speziellen I-Abbildung 03C4n(I) bilden,
folgt daraus, daB I und Ín(I) gleich orientiert sind, zusammen-
fassend also: I und n(I) sind gleich orientiert.
4.9 Spezielle I-Abbildungen sind vollreduzibel. (Eine Abbildung
nennen wir vollreduzibel, wenn ihre Elementarteiler keine mehr-
fachen Wurzeln haben.) Eine I-Abbildung ist genau dann voll-
reduzibel, wenn sie ein System von komplementären Fixebenen
besitzt.
4.91 Ist I eine vol lreduzible I-Abbildung, so gibt es zu jedem
Fixraum R von I einen komplementären Fixraum S. Beweis:
f1, f2, ..., fp seien die voneinander verschiedenen Elementarteiler
von I ; die zugehôrigen Fixrâume Ll, L2, ..., L1) sind komplemen-
târ. Sei Ri = R n L,, Li = IIR,; wir zeigen, daB in L, ein zu
Ri komplementärer Fixraum S, von I; existiert (j = 1, 2, ... p):
S ist dann die lineare Hülle aller S,.

Ist Rj = Lj, so besteht S, nur aus dem Nullvektor. Anderen-
falls sei x E Lj 2013 Rj. Da fj(03BE) = (03BE 2013 ce; )2 + 03B22j (03B2j ~ 0) das

Minimalpolynom von I; ist, bilden x, Ijx eine Kette von Ij; der
durch diese Kette aufgespannte Teilraum von L, hat mit Ri nur
den Nullvektor gemeinsam: wäre nàmlich (03BBE + 03BCIj)x ~ R?, so

müBte, da 03BBE + pI; regulâr ist, x in Rj liegen. Wiederholt man
dieses Verfahren genügend oft, so gelangt man schlieBlich zu
einem in L, zu Rj komplementären Fixraum S, der Abbildung
ij (j = 1, 2, ... p).
4.92 1 sei vollreduzibel, f das Minimalpolynom von I ; g(03BE) sei
ein zu f(03BE) teilerfremdes Polynom mit der Eigenschaft, daB der
Imaginärteil von g(a + if3) positiv ist für jede Wurzel oc + if3
von f(03BE) mit positivem Imaginärteil fl. (Diese Voraussetzung ist
z.B. erfüllt, wenn g(03BE) = 03BB + 03BC03BE, 03BC &#x3E; 0). Dann gilt fln(I) =

n(g(I)). Beweis: Es genügt zu zeigen, daB n(I)x = n(g(I))x
für Vektoren x, die durch einen Primteiler p(03BE) von 1(e) auf
Null abgebildet werden (d.h. p(I)x = 0). Ist p(03BE) = (03BE - 03B1)2 +
03B22, 03B2 &#x3E; 0, so wird Ix = 03B1x + 03B2n(I)x und, da n(I) in R n eine
komplexe Struktur definiert, g(I)x = 03BBx + 03BCn(I)x, wobei
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03BB + i,u = g((x + ifl) gesetzt ist. Aus ,u &#x3E; 0 folgt aber n(g(I))x =

(Dagegen ist n(2013I) = 2013n(I) nach 4.5.)

§ 5. 1 - Abbildungen in orthogonalen Vektorräumen.
5.1 Eine nichtleere Menge D von Koordinatensystemen des
reellen Vektorraumes R n nennen wir eine orthogonale Struktur
in Rn, wenn mit dem Koordinatensystem der Grundvektoren
e1, e2, ..., en ~ D auch samtliche daraus durcli orthogonale
Koordinatentransformation hervorgehenden Koordinatensysteme,
und iiur diese, zu 0 gehôren. Ein System aus D nennen wir orthogonal.

n n

Sind x = 03A303BEjej und y = 03A3~jej Vektoren in Rn, so verstehen

wir unter ihrem Skalarprodukt x . y die reelle Zahl 2 03BEj~j, unter
f=i

der Lâiige 1 x I des Vektors r die nichtnegative Zahl x.x. Zwei
Vektoren x, y heiBen orthogonal, wenn x . y = 0; die Grund-
vektoren eines orthogonalen Koordinatensystems sind paarweise
orthogonal und haben gleiche Längen.
5.2 Jeder Abbildung A ist durch die Relation x. A y = A’x . y
in eindeutiger Weise eine Abbildung A’ zugeordnet: ihre Trans-
ponierte. A und A’ werden in orthogonalen Koordinatensystemen
durch transponierte Matrizen dargestellt. Eine Abbildung heiBt
symmetrisch, wenn sie mit ihrer Transponierten, orthogonal,
wenn sie mit der Inversen ihrer Transponierten übereinstimmt.
Die identische Abbildung ist symmetrisch und orthogonal; die
Menge der orthogonalen Abbildungen ist eine Gruppe.
5.21 Eine Abbildung A heiBt schiefsymmetrisch, wenn A +A’= 0;
in einem orthogonalen Koordinatensystem wird A durch eine
schiefsymmetrische Matrix dargestellt. Aus A + A’ = 0 folgt
x . A x = x . A’x = x . A x = 0 für jeden Vektor x, und um-
gekehrt : Eine Abbildung ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn
Vektor und Bildvektor stets orthogonal sind.

Ist L ein Fixraum von A, so ist der zu L total-orthogoiiale
Teilraum L’ ebenfalls Fixraum von A ; ist nàmlich e E L’, x E L,
so gilt 0 = e. Ax = x . Ae: Ae E L’.
5.22 Schiefsymmetrische Abbildungen sind vollreduzibel. Be-

weis : A sei schiefsymmetrisch, fr(A) singuh,r, r &#x3E; 1. Die von f(A)
auf Null abgebildeten Vektoren bilden einen Fixraum L von A ;
sei L’ wie in 5.21 erklàrt. Ist fr(A)x = 0, x = e + e’, e E L,
e’,E L’, so gilt 0 = fr(A )e’ = f(A)fr-1(A)e’, d.h. fr-1(A)e’ ~ L und
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daher fr-1(A)x = fr-1(A)e’ = 0. Durch Wiederholung dieses Ver-
fahrens gelangt man zum SchluB, daB fr(A)x = 0 genau dann,
wenn f(x)A = 0: Die Elementarteiler von A sind einfach, A somit
vollreduzibel.
5.23 A sei schiefsymmetrisch, x ein (reeller) Eigenvektor von
A, d.h. Ax = 03BBx. Aus 0 = x. Ax = 03BB(x . x) folgt, daB entweder
À = 0 oder x = 0: Eine reguh,re schiefsymmetrische Abbildung
ist I-Abbildung (solche gibt es also nur in Râumen gerader Dimen-
sionszahl).
5.3 U sei eine schiefsymmetrische Matrix, deren unterhalb der
Hauptdiagonale stehende Elemente ujk Unbestimmte sind. Bei
ungerader Dimensionszahl n verschwindet die Determinante

D(U) identisch, bei gerader Dimensionszahl ist sie das Quadrat
einer von Null verschiedenen ganzen rationalen Funktion P(U)
der Unbestimmten Ulk (j, k = 1, 2, ..., n; j &#x3E; k). P(U) sei so

normiert, daB das Glied u21 . U43 ... un, n-l den Koeffizienten + 1
hat: P(U) ist das Pfaffsche Aggregat 15) der Matrix U. Eine reelle
schiefsymmetrische Matrix, bzw. ihr Pfaffsches Aggregat, erhâlt
man aus U, bzw. P(U), durch Spezialisierung.
5.31 T sei eine Matrix, deren Elemente tjk Unbestimmte sind
( j, k = 1, 2, .. , n), T’ ihre Transponierte; mit U ist auch TUT’
schiefsymmetrisch. 1

Wir zeigen, daB P(TUT’) = D ( T ) . P(U), wobei D ( T ) = det T.
Beweis: Aus dem Multiplikationssatz der Determinanten folgt

zunâchst P2(TUT’) = D2(T) P2(U). P(U), P(TUT’), D(T) sind
ganze rationale Funktionen der Unbestimmten ujk, tjk; da sie
nicht Null sind, so folgt weiter P(TUT’) = 03B5D(T) . P(U),
03B5 = ± 1. Diese Identitât bleibt richtig bei beliebiger Spezialisie-
rung der Unbestimmten tjk; setzen wir T = E, so ergibt sich
E = 1. Für orthogonales T folgt mit T’ = T-1, D(T) = + 1:

P(TUT-1) = sign D(T). P(U)
5.4 Im orientierten orthogonalen Vektorraum V n sind nur noch
diejenigen orthogonalen Koordinatensysteme zulaBig, deren
Grundvektoren die positive Orientierung bestimmen. Zwei solche
Koordinatensysteme gehen durch eine orthogonale Koordinaten-
transformation von positiver Determinante auseinander hervor.
Ist A eine reguh,re schiefsymmetrische Abbildung (also n gerade),
so hat das Pfaffsche Aggregat der darstellenden Matrix in jedem
zulâbigen Koordinatensystem den gleichen Wert: wir nennen es
das Pfaffsche Aggregat der schiefsymmetrischen Abbildung.

15) Vgl. [5] Theor. 10.2.
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5.5 A sei regular schiefsymmetrisch; die von A - als einseitiger
Abbildung - induzierte Orientierung des Raumes sei die positive.
Nach 5.21 und 5.22 besitzt A m paarweise orthogonale Fixebenen
(n = 2m); ein System von Einheitsvektoren e1, e2, ..., em, das
aus jeder dieser Ebenen einen Vektor enthält, erzeugt eine or-
thogonale Kettenbasis el, Ael, e2, ..., Aem von A; zur Berechnung

des Pfaffschen Aggregates von A setzen wir 1 A e, = Â,, e’j = 1 03BB2 Aej,
j = 1, 2, ..., m. Die Vektoren el, e’1, e2, ..., em, e’m bilden in
dieser Reihenfolge ein positiv orientiertes orthogonales Koor-
dinatensystem ; die A in diesem System darstellende Matrix kann also
zur Berechnung des Pfaffschen Aggregates der Abbildung A
herangezogen werden. Ihre Elemente sind 03B12j, 2j-l = 03BBj, aik = o

fïir j 2013 k ~ ± i, i = 1, 2, ..., m, ihr Pfaffsches Aggregat hat
somit (5.3) den Wert 03BB1.03BB2. 03BB3, ... Am’ ist also positiv: das Vor-
zeichen des Pfaffschen Aggregates der Abbildung A stimmt mit
der von A induzierten Orientierung überein.

Die Determinante der orthogonalen Kettenbasis von A ist

gleich 03BB1 . 03BB2 ... Âm, somit ergibt sich
Satz II: Im orientierten orthogonalen Vektorraum ist das Pfaffsche

Aggregat einer regulâren schie f symmetrischen Abbildung A gleich
dein Volumen einer beliebigen orthogonalen Kettenbasis von A.

5.6 Orthogonale spezielle I-Abbildungen
Die spezielle I-Abbildung I ist genau dann orthogonal, wenn

sie schiefsymmetrisch ist; aus I2 = E und I’ = I-1 folgt närn-
lich I’ - I, umgekehrt ergibt sich aus 12 = E und I = I’,
daB I’ = I-1.
Zwei orthogonale spezielle I-Abbildungen Il,12 sind orthogonal

âhnlich. Beweis: T bilde eine orthogonale Kettenbasis von Il
auf eine solche von I2 ab; T ist orthogonal, und es gilt I2 = TI1T-1.
5.61 Wir definieren eine Funktion ~n, welche jeder speziellen I -
Abbildung I des R n eine orthogonale spezielle I-Abbildung zu-
ordnet ; orthogonal âhnlichen speziellen I-Abbildungen entspre-
chen dabei wiederum orthogonal âhnliche Abbildungen:

Sei I = GP die (eindeutig bestimmte) Darstellung der speziellen
I-Abbildung I als Produkt einer orthogonalen Abbildung G und
einer positiv definiten symmetrischen Abbildung P 16). Wir zeigen,
daB G schiefsymmetrisch, also eine orthogonale spezielle I-Ab-
bildung ist.

16) Vgl. [4] S. 14201416.
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Beweis: Es gibt ein orthogonales Koordinatensystem el,

e2, ... , en, sodaB Pej = 03C0jej, 03C0j &#x3E; 17) i = 1 2, ..., n. Sei

Yik = ei. Gek, j, k = 1, 2, ..., n (n = 2m). Aus GP = 2013P-1G’

folgt nkylk = 2013 201303B3kj, 1 03C0k Yjk = niYkj5 und daher yjk = ykj,
03B3jk = 2013 03B3kj: G ist schiefsymmetrisch.
Man setze nun Xn(I) = G.

5.62 Die Orientiérung der Abbildung Xn(I) stimmt mit der-

jenigen von I überein. Beweis: Sei I = Xn(I)P, die Vektoren

el, e2, ..., en seien wie in 5.61 gewàhlt. Unter ihnen gibt es m .
Vektoren, welche eine Kettenbasis von Xn(I) - und damit auch
eine solche von I - erzeugen, dies seien etwa die Vektoren

el, e2’ ..., em (m = n/2 ).
Es ist Iej = ~n(I)Pej = 03C0j~n(I)ej. Da 03C0j &#x3E; 0, bestimmen die

Vektoren e j, Iej dieselbe Orientierung wie die Vektoren e; ~n(I)ej,
j . - 1, 2, ..., m.
5.63 Ist I eine beliebige I-Abbildung des orientierten orthogo-
nalen Vektorraumes V n, so wird ihr durch die Funktion Xnf!n
die orthogonale spezielle I-Abbildung ~nn(I) = ~n(n(I)) zu-

geordnet. Nach 4.8, 5.5 und 5.62 ist die Orientierung von I gleich
dem Vorzeichen des Pfaffschen Aggregates der Abbildung ~nn(I).

II. Die Topologie der einseitigen Abbildungen

§ 6. Konvergenzeigenschaften von Folgen linearer Abbil-
dungen und ihrer Fixrâume.

Durch eine orthogonale Struktur (vgl. § 5) wird der reelle
Vektorraum Rn zu einem metrischen Raum: unter dem Abstand
der Vektoren x, y verstehe man die reelle Zahl ) x - y 1. 
6.1 Sei 2n die Menge der linearen Abbildungen des R n. In 2.
erkh,ren wir einen Konvergenzbegriff: Die Folge (Aj) ~ n heiBe
konvergent, wenn die Folge Ajx für jeden Vektor x E R n kon-
vergiert. Ist die Folge (xj) C Rn konvergent, A = lim Aj,
x = lim xj, so gilt lim Ajxj = Ax. Für konvergente Folgen
(Aj), (Bj) ~ n ist lim (A i . Bj) = lim Aj . lim Bj, lim (Aj + Bj) =
lim Aj + lim B,, lim Ail = (lim Aj)-1.

(Aj) nennen wir eine E-Folge, wenn lim A j = E; zwei Folgen
(Aj), (Bj) sollen àhnlich heiBen, wenn eine E-Folge (Tj) existiert,
so daB B, = TjAjT-1j für j = 1, 2, ...

17) Vgl. [4] S. 13, Prop. 4.
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6.2 Eine Folge (Lpj) von p-dimensionalen Teilrâumen des Rn
nennen wir konvergent zum Limes LP, wenn eine E-Folge
(Ai) ~ n existiert, derart daB AjLpj~ Lp. Dann und nur dann
gilt lim Lpj = Lv, wenn die Häufungsvektoren einer Folge (xj),
welche aus jedem L f genau einen Vektor enthält, in Lp liegen;
insbesondere gibt es in jedem Element einer konvergenten Folge
(Lpj) eine Basis x1j, xf, ..., xpj so, daB die Folgen (xkj) kon-

vergent sind, ufid daB die Vektoren xk = lim xkj in Lp eine Basis
bilden (k = 1, 2, ..., p). Jede Folge p-dimensionaler Teilräume
enthält eine konvergente Teilfolge.
6.21 (Lpj), (Kqj) seien konvergente Folgen komplementâre
Teilraum, L Il = lim Lpj und Kq = lim K f seien ebenfalls kom-

plementär; dann existiert eine E-Folge (Tj), für welche TiLfC LI’,
T Kq C Kq Beweis: Sind XII x2j, ..., Xi, dl y2j, ..., fi
konvergente Basissysteme in L f und Kq, so streben die Ab-

bildungenf Tj : xkj - lim xkj, ylj ~ lim y:, gegen E (k = 1, 2, ..., 3, p;
l = 1, 2, ..., q; j ~ oo ).
6.3 Ist f(03B6) ein reelles Polynom, so ist mit (Aj) auch (f(Aj))
eine konvergente Folge. Lp, L seien die von f(Aj), f(A) annul-
lierten Teilraum, A = lim Ai. Es gilt lim L? C L. Beweis: (xj)
sei eine konvergente Folge, welche aus jedem Teilraum L f genau
einen Vektor enthâlt, x = lim Xi; auf Grund von 6.2 ist

lim f(Aj)xj = f(A)x, und aus Xi E Lp folgt, daB f(Aj)xj = 0,
f(A)x = 0, d.h. x E L.
6.4 (Aj) sei eine konvergente Folge, A = lim Ai. Das charak-
teristische Polynom f der Abbildung A sei Produkt von zwei
teilerfremden Polynomen g, h; L, K seien die von g(A), h(A)
annullierten komplementären Fixrâume von A. Dann gibt es

für i = il + 1, il + 2, ... eine Zerlegung des charakteristischen
Polynoms fi von Ai in teilerfremde Polynome g,, hj, sodaB die
Folgen (L,), (K;) der von gj(Aj), hj(Aj) annullierten Fixrâume
von A j gegen L, K streben.

Beweis: Wir geben Zerlegungen f; = gjhj an, derart daB
lim g, = g, lim h, = h; für diese Folgen gilt dann auf Grund von
6.3: lim L, = L, lim K, = K. (Dabei heiBt eine Polynomfolge (fj)
konvergent zum Limes f, wenn die Grade beschrällkt sind, und
wenn sämtliche Koeffizienten der Polynome (fj - f) gegen Null
streben.) r, s, n seien die Mengen aller Polynome mit den
Graden r, s, n. Für g E 13,,, h E s, n = r + s, bewirkt die Zu-
ordnung 03C0: (g, h) ~ gh eine stetige Abbildung des topologischen
Produktes Br  Bs in Bn. Setzen wir g(03BE) == 1 03B1j03BEj, h(03BE) = 03A3 03B2j03BEj,
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n 1

g(E)h(E) = 03A303B3j03BEj, wobei y, = 03A3 03B1i03B2j-i, oci = 0 für i  0, i &#x3E; r,

03B2i = 0 für i0, i&#x3E;s, so wird  0,1, 2,..., n.

Die Funktionaldeterminante von 03C0 ist also gleich der Resul-
tante der Polynome g, h. Sind nun g E Br, h~ Bs teilerfremde
Polynome, so gibt es eine Umgebung von (g, h ) ~ Br X Bs,
welche topologisch auf eine Umgebung von f = gh C 13. ab-

gebildet wird, d.h. es gibt zu jeder konvergenten Folge (fj) ~ f
Zerlegungen der 1; in teilerfremde Faktoren gj, hj, so daB
lim gj = g, lim hj = h.
6.5 n C En sei die Menge der vollreduziblen Abbildungen
(vgl. 4.9). n ist dicht 18) in En. Beweis: Für A ~ n seien

el, e2, ..., e1’ erzeugende Vektoren einer Kettenbasis, f l, f2, ..., 1 te
ihre Minimalpolynome. Es gibt eine Folge (fjk) von Polynomen
ohne mehrfache Wurzeln, so daB lim fjk = fk (k = 1, 2, ..., p).
Wir definieren für i = 1, 2, ... Abbildungen A; mit folgenden
Eigenschaften: 1. die durch el, e2, ..., ep erzeugte Kettenbasis
von A ist auch eine Kettenbasis von Aj, 2. die Minimalpolynome
der zu Aj gehôrenden Kettenbasis sind die Polynome Ii, fj2, ..., P,,:
Aj ist vollreduzibel und es gilt lim Aj = A.

§ 7. Zusammenhang der Âhnlichkeitsklassen.

7.1 Eine Klasse positiv ähniicher Abbildungen ist zusammen-

hängend. Beweis: Sei B = TAT-1, det T &#x3E; 0; es gibt eine Ab-
bildungsschar T(s), 0 ~ s ~ 1, so daB T(0) = E, T(1) = T,
T(s) regulâre und daher det T(s) &#x3E; 0 19). B(s) = T(s )AT(s)-1 ist
ein Weg, welcher A mit B innerhalb der Klasse positiv ähniicher
Abbildungen verbindet, diese ist also zusammenhângend. Zwei-
seitige Âhnliehkeitsklassen sind daher zusammenhângend.
7.2 Hinreichend benachbarte âhnliche Abbildungen sind positiv
âhnlieh. Beweis: 21 sei die Ähnlichkeitsklasse mit den invarianten
Faktoren f1, f2, ..., fp (2.2), (Ak) ~ U eine konvergente Folge,
lim A k = Ao E 2(. Sind el, e2, ..., e p erzeugende Vektoren einer
minimalen (2.2) Kettenbasis von Ao und L1k, L 2 ..., Le die
durch f1(Ak), f2(Ak),..., fp(Ak) annullierten Fixrâume von Ak
(k = 0, 1, 2, ... ), so ist Rn = L1k ~L2k~L3k~ ... D L:. Nach
6.3 gilt lim Lk = Lo, i = 1, 2, ..., p ; es gibt daher eine E-Folge

18) Vgl. [2] S. 46.
19) Die Menge der regularen Abbildungen positiver Déterminante ist zusammen-

hängend; vgl. [4] S. 16, Prop. 3.
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(Tk) mit TkLjk = Lj0 (j= 1, 2,...,p; k= 1, 2, ... ). Sei Bk =
TkAkT-1k; die Folgen (Ak), (Bk) sind fur k ~ k’ positiv àhnlich,
und der durch fj(Bk) annullierte Fixraum von Bk ist Li (j =
1, 2, ... p). Für k &#x3E; k" erzeugen daher die Vektoren el, e2, ..., e’P
àuch eine Kettenbasis von Bk, welche gleich orientiert ist wie

diejenige von Ao : Für k &#x3E; max (k’, k") ist Ak zu Ao positiv
âhnlieh. 33) 
7.3 9t sei eine einseitige Âhnlichkeitsklasse. Nach 7.2 besteht
3Î aus zwei disjunkten, in lll offenen Mengen; mit 7.1 folgt, daß U
in zwei Komponenten zerfàllt 2°).

§ 8. Topologische Eigenschaften der Menge aller I-Ab-
bildungen.

8.1 3n ..sei die Menge aller I-Abbildungen des Rn. 3n ist eine
offene Menge in n. Beweis: Ist I E n, (Ak) ~ n eine konvergente
Folge, I = lim A k, fk das charakteristische Polynom von A k, so
konvergiert die Polynomfolge (fk) gegen das charakteristische

Polynom f von I ; für k &#x3E; k’ kann fk daher keine reellen Wurzeln
haben (4), d.h. Ak E 3n für k &#x3E; k’ : Sn ist offen.
8.2 n sei die Menge aller speziellen I-Abbildungen; n
ist eine einseitige Âhnlichkeitsklasse (4.2), nach 7.3 besteht

n daher aus zwei Komponenten. Ist der Vektorraum orien-
tiert, so nennen wir die beiden Komponenten +n und -n.
Die in 4.4, 4.7 erklârte Funktion o. bildet Sn auf n ab.

Satz III: Die Funktion en ist stetig.
Der Beweis zu Satz III findet sich in § 10.

8.3 Im orientierten Vektorraum V n bezeichnen wir mit +n
die Menge der positiv, mit -n die Menge der negativ orientierten
I-Abbildungen. Nach 4.8 bildet en die Menge +n auf +n ab,
-n auf -n. +n ist offen in n (8.2): +n ist offen in 3n
(und daher auch in £n) 21); 3n besteht daher aus mindestens zwei
Komponenten.
8.4 Die Anzahl der Komponenten von Sn ergibt sich aus

33) Ist W die Ähnliehkeitsklasse von A, so wirkt die Gruppe n der regulâren
Abbildungen c n als Transformationsgruppe auf 2(. Sei N die Isotropiegruppe
eines Punktes A ~ N (also der Normalisator von A ); aus 7.2 folgt nun, daB die
natürliche Abbildung des Faktorraumes n/N auf % eine offene Abbildung und
daher ein Homôomorphismus ist. (Vgl. [10], S. 28-30).

2°) Vgl. [2] S. 47-349.

21) Vgl. [2] S. 53, Satz II.
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Satz IV: n ist Deformationsretrakt von n 22 ).
Beweis: Wir konstruieren eine Schar n,t mit folgenden Eigen-

schaften : a) fln,o(I) = I für I E 3,, b) n,t(I) = I für I ~ n,
0 ~ t ~ 1, c) fln, t(I) E 3n für I E n, 0  t  1. Diese Eigenschaften
hat die Schar n,t(I) = (1-t)I + tn(I). a), b) sind erfüllt,
zum Beweis von c) sei L ein Fixraum von I, für welchen I/L =

(03B1E + 03B203C3n(I)) / L 03B2 &#x3E; 0 (vgl. 4.5). Es wird n,t(I)/L = ((1 t)«E
+ (t-f3t + 03B2) 03C3n(I)) / L. Der Punkt ((1-t)(03B1 + if3) + it) der

komplexen Ebene ist für 0  t  1 innerer Punkt der Verbin-

dungsstrecke der Punkte i und (oc + if3); daher ist n,t(I) E ; s n
für 0 ~ t ~ 1, l E 3n.
8.41 +n ist nach 8.4 Deformationsretrakt von +n; mit 8.2
ergibt sich, daß +n zusammenhângend ist: Sn besteht aus den
zwei Komponenten 3;, -n.
8.5 Aus 8.4 ist ersichtlich, daB gn,t(TIT-1) = Tn,t(I)T-1.
Die Zuordnung DT: I ~ TI T-1 ist ein Autohomôomorphismus
von 3n: Die Deformation n,t ist mit jedem Autohomôomorphis-
mus el, vertauschbar.
8.6 Sei n die Menge der orthogonalen speziellen I-Ab-
bildungen (wir benützen dazu z.B. die in § 6 eingeführte orthogo-
nale Struktur), D+n die Teilmenge der positiv, DSp-n die
Teilmenge der negativ orientierten unter ihnen. Die in 5.61 ein-
geführte Funktion Z. bildet n stetig 16) auf Dn ab; xn
ist orientierungserhaltend (5.62). Da Xn(I) = I für I E n
(5.61), so ist D6,p3n Retrakt 22) von n. Diese Aussage ver-
schärfen wir in

Satz IV’: n ist Deformationsretrakt von n.
Beweis: Sel  1 E n.

Es ist I = Xn(I)P (P symmetrisch, positiv definit), somit wird
((1 - t)I + t~n(I))2 = - (1 2t + 2t2)E t(l - t)(P + P-’).
Sind 03C01, n2’ ..., 03C0n die Eigenwerte von P, so sind Âk =

2013(120132t+2t2) -t(1-t)(03C0k+1), k = 1, 2, ..., n, die Eigenwerte
nk

von ((1 - t)I + t~n(I))2 . Für 0  t  1 ist Ak  0, d.h.

(1 - t)I + tXn(I) E 3n und daher n((1 t)I + Xn(I)) E n.
Da ~n,0(I) = n(I) = I und ~n,1(I) - n(~n(I)) - ~n(I), SO ist X.,t

22) Ist f stetige Abbildung eines topologischen Raumes R auf eine Teilmenge
X C R, und ist f auf X die Identitat, so nennen wir X einen Retrakt von R. Kann

f, unter Festhaltung der Werte auf X, in die Identitât von R deformiert werden,
so nennen wir X einen Deformationsretrakt von R. In diesem Fall sind zwei Punkte

p, q E R genau dann durch einen Weg verbindbar, wenn die Punkte f(p), f(q) es
in X sind. Vgl. [10] § 11, Covering Homotopy.
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eine Deformation der Funktion X. in die Identitât auf n.
8.7 Die Deformation ~n,t ist mit jedem Autohomôomorphismus
DT ( T orthogonal) vertauschbar (vgl. 8.5).
8.8 Durch die Satzes IV und IV’ ist die topologische Unter-
suchung von 3£ weitgehend auf diejenige von +n zurück-
geführt : beide Mengen haben dieselben Homologie- und Homo-
topieeigenschaften. +n kann für n &#x3E; 2 in Mengen DSp +n-2
zerlegt werden : e sei ein Einheitsvektor in R n, Ln-1 der zu e total-
orthogonale Teilraum von Rn, Sn-2 die von den Einheitsvektoren
in Ln-1 gebildete (n - 2)-dimensionale Sphâre. Sei x ~ S n-2; die
orthogonalen speziellen I-Abbildungen von DGp 3:, welche e in x
überführen, bilden eine zu +n-2 homöomorphe Teilmenge
vom +n. ÔQ5p§J£ ist daher ein Faserbündel 23) über Sn-2

mit der Faser DGp +n-2. Da +2 nur aus einem, Punkt besteht,
ist (für n &#x3E; 2 ) DGp 3: eine geschlossene Mannigfaltigkeit der
Dimension (n2 2n)/4. Ihre Homologiegruppen sowie einige
ihrer Homotopiegruppen sind bekannt 24).

§ 9. Topologische Eigenschaften der Menge aller einseitigen
Abbildungen.
9.1 Da die Grade der Elementarteiler einer einseitigen Abbildung
gerade Zahlen sind, so ist jede einseitige Abbildung Limes einer
Folge vollreduzibler I-Abbildungen (6.5): Die Menge der ein-

seitigen Abbildungen ist in der abgeschlossenen Hülle von 3n
enthalten.
9.2 Jede einseitige Abbildung, die nicht I-Abbildung ist, tritt
auf als Limes einer Folge vollreduzibler zweiseitiger Abbildungen:
3n ist offener Kern der Menge aller einseitigen Abbildungen.

9.3 Mit I ist auch Ik = 1 k I eine 7-Abbildung,. Die Folge I
konvergiert gegen die Nullabbildung; die abgeschlossene Hülle
3n von 3n enthält also zweiseitige Abbildungen: Die Menge der
einseitigen Abbildungen ist eine echte Teilmenge von àn, ihre

abgeschlossene Hülle ist 3 n.
9.4 Die Menge der einseitigen Abbildungen ist für n ~ 4 zu-

sammenhängend. Beweis: Es genügt zu zeigen, daB eine kon-
vergente Folge negativ orientierter einseitiger Abbildungen des

orientierten Vektorraums V4 existiert. deren Limes eine positiv

23) Vgl. [10] S. 216, Theor. 41.18.

24) Vgl. [7] S. 11-12.
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orientierte einseitige Abbildung ist. Für t ~ 0 definiert die
Matrizenschar 25 )

eine Schar It von I-Abbildungen. Die Abbildung H = lim It ist

einseitig; die Grundvektoren el und e3 erzeugen nâmlieh wegen
H2 = 0, Hel = e2, He3 = e4 eine Kettenbasis von H, deren

Orientierung die positive ist. Für die Abbildung It (t ~ 0) gilt
jedoch: Ite1 = e2, I t e1 = t2e1 2013 t2e4, I t el = t2e2 2013t32e3,
1: el t4e,; der Vektor el erzeugt also eine Kettenbasis von
It (t ~ 0), sein It-Minimalpolynom ist 03BE4 + t4, det (el, Itel, Itel,
Imei) = - 2t4: die Kettenbasis von It daher negativ orientiert.
9.5 lk sei eine Menge von einseitigen Abbildungen. Die Orien-
tierung der einseitigen Abbildungen deuten wir als Funktion auf
SK und nennen sie stetig (auf m), wenn - für jede konvergente
Folge (Aj) C9R mit lim Aj E 9R - fast alle Abbildungen Aj gleich
orientiert sind wie lim Aj.
Nach 7.3 ist die Orientierung stetig auf jeder einseitigen Ähn-

lichkeitsklasse. Aus 8.3 folgt, daB sie auch stetig ist auf der

Menge aller I-Abbildungen, aus 9.4 jedoch, daB die Orientierung
für n ~ 4 unstetig ist auf der Menge aller einseitigen Abbildungen.
9.6 Für n = 2 ist die Orientierung eine stetige Funktion auf
der Menge aller einseitigen Abbildungen des V2, diese besteht
daher aus zwei Komponenten. Beweis: Wir legen ein festes, positiv
orientiertes Koordinatensystem zu Grunde und stellen die ein-
seitigen Abbildungen durch Matrizen dar. Sind ajk die Elemente
einer einseitigen Matrix A und xl, x2 die Komponenten eines
Vektors, so ist a21 x21 + (a22 2013 a11)x1x2 2013 a12x22 die Determinante
des Vektorpaars r, Ax. Diese quadratische Form ist wegen der
Einseitigkeit von A semidefinit, und zwar positiv, wenn

a21 2013 a12 &#x3E; 0, negativ für a2l 2013a12  0; das Vorzeichen von

a21 2013 a12 stimmt mit der Orientierung von A überein, a21 2013 a12
ist eine stetige Funktion von A. (Ist A schiefsymmetrisch, so ist
(a21 a12 )/2 das Pfaffsche Aggregat von A . )

§10. Die Stetigkeit der Funktion p..
Den Beweis zu Satz III führen wir vollstândig im Reellen; in

einem Anhang zeigen wir sodann, daB dieser Beweis sich unter

25) Dièses Beispiel verdanke ich Herrn Dr. E. Specker.
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Benutzung der de Rhamschen Definition von 2 ) iin Komplexen
viel einfacher führen lâl3t.

10.1 Da die Menge der vollreduziblen I-Abbildungen in Sn dicht
ist (6.5), genügt es zu zeigen, daB jede konvergente Folge voll-
reduzibler I-Abbildungen (Ak) mit lim A k = l E Sn eine Teilfolge
(Akj) besitzt, fur welche lim en(AkJ) = en(I). Wegen en(TIT-l) =

Tn(I)T-1 (4.7 ) kann die Folge (Ak) durch eine beliebige âhnliche
Folge (6.1) (Bk) ersetzt werden; erfüllt das Polynom f(03BE) die

Voraussetzung von 4.92, so kann (Bk) durch (f(Bk)) ersetzt

werden.

10.2 Für n = 2 ergibt sich der Beweis von Satz III aus der Dar-
stellung

(s p (I ) - Spur der Abbildung 1).
10.3 Satz III sei bereits bewiesen für alle I-Abbildungen, deren
charakteristisches Polynom f von der Form ((03BE - 03B1)2 + 03B22)m
ist, sowie für alle Dimensionen  n(n ~ 4). Sei 1 E Sn’ f =

((03BE - 03B1)2 + 03B22)n/2, 03B2 &#x3E; 0, (A k ) eine konvergente Folge voll-

reduzibler 7-Abbildungen), lim A k = I ; auf Grund der Bemerkung

am SchluB von 10.1 dürfen wir annehmen, daB I ~ Cn (man
wâhte - 03C4n(1 03B2(03BE-03B1))). Für k = 1, 2, ... sei Lk ein (n-2)-
dimensonaler Fixraum von Ak (4.91); (Lk) enthält eine kon-

vergente Teilfolge (Lkj), und L = lim Lkj ist ein Fixraum von

1 (6.2). Es gibt somit eine zu (Akj) âhnliche Folge (Bj), sodaB
BiL C L für j = 1, 2, ... Sei S eine zu L komplementâre Fix-
ebene von I, el E S, e2 = Ie1 ~ S. Da lim B,e, = e2, so gibt es eine
zu (Bj) âhnliche Folge (lj) derart, daB IjL C L, Ije1 = e2, lim Ij =I,
j = 1, 2, .... Kj sei eine zu L komplementâre Fixebene von I,.

Die Darstellung e1 = 03B1jxj + 03B2jyj, wobei xj E Kj, yj ~ L, xj 1 = 1,
) y ) 1 = 1, 03B2j &#x3E; 0, ist eindeutig. Setzt man Z, = Ijxj ~ Kj, so wird
mit tj ==IY,,EL: e2 = 03B1jzj + f3itj, I,e2 = -e1 + 03B2j(yj + Ijtj).
Aus Ie2 - el folgt lim Ije2 - el und somit auch

lim 03B2j(yj + Ijtj) = 0 oder, was gleichbedeutend ist,

(*) lim 03B2j(I2j + E)yj = 0
Da I; mit n(Ij) vertauschbar ist, dürfen wir I2 + E -
 setzen. Da  so gilt
03B2j(I2j + E) yj = ((I; + n(Ij))/L)03B2j(Ij - n(Ij)) yj. Laut Induk-
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tionsvoraussetzung ist Iim n(Ij)/L = I/L, woraus wir mit (*)
schlieBen, daB

(**) lim 03B2j(Ij-n(Ij))yi=0
Eine einfache Rechnung ergibt

n(Ij)e1 = e2 + 03B2j(tj 2013n(Ij)yj) = e2 + fJj(lj 2013 n(Ij))yj,
n(Ij)e2 = -e1 t f3j(Yj + en(Ij)tj) = el + 
Mit (**) folgt endlich lim n(Ij)/S = I/S und somit

10.4 Sei nun I eine beliebige I -Abbildung mit dem charakteri-
stischen Polynom f ; f = f1 . f2. f3 ... 1 p sei die Zerlegung von f
in teilerfremde Faktoren, mit Li, L2, ..., L p bezeichnen wir die
zu f1, f2, ..., Ip gehôrenden Fixrâume von I. (Ak) sei eine kon-
vergente Folge vollreduzibler I-Abbildungen mit dem Limes
I. Auf Grund von 6.4 existiert eine zu (Ak) âhnliche Folge
(Ik), so daB IkLj C Lj, j = 1, 2, ..., p; k = 1, 2, ... Für I/Lj
und (Ik)/Lj sind die Voraussetzungen von 10.3 erfüllt, somit gilt
lim n(Ik) = n(I) : en ist stetig.

III. Anwendungen au f differenzierbare Manniglaltigkeiten

§ 11. Orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeiten.
11.1 In einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit Mn sei ein

System von Parameterumgebungen gegeben, d.h. eine Ueber-

deckung von Mn durch endlich viele offene Mengen Ul, U2, ..., Up
die auf den Einheitswürfel En des n-dimensionalen euklidischen
Raumes Rn topologisch abgebildet sind, derart daB mit

hi : Uj ~ E n die in den Durchschnitten Uj ~ U k =1= 0 induzierten
Abbildungen hik = h-1jhk von E n auf sich stetig differenzierbar

sind und ihre Funktionaldeterminanten nicht verschwinden. Die
durch den Homôomorphismus h-1j in Uj gegebene Beschreibung
der Punkte von Uj durch n-Tupel reeller Zahlen ri, x2, ..., xn
nennen wir das zu Uj gehôrende Parametersystem. Eine offene
Menge V C Mn, welche auf En topologisch abgebildet ist, nennen
wir eine zulaBige Parameterumgebung, wenn U1, U2, ..., Un, V
ein System von Parameterumgebungen bilden. Mn heiBt orien-
tierbar, wenn ein System von Parameterumgebungen existiert,
so daB die Funktionaldeterminanten der Abbildungen h f 1 hk alle

positiv sind 22).

26) Vgl. [10] S. 21-22.



32

11.2 Sei p E Mn, Ux eine den Punkt p enthaltende Parameter-
umgebung, h: Ux ~ En. Einen ganz in Ux verlaufenden Weg p(t)
(0  t ~ 1) durch p nennen wir differenzierbare Kurve, wenn
die Funktionen xj(t) (j = 1, 2, ..., n ) stetig differenzierbar sind.
Den Tangentialvektor (a,, a2, ..., an ) an die Kurve hp(t) C En
im Punkte hp nennen wir den Tangentialvektor a von M n an
die Kurve p(t) im Punkte p, al, a2l ..., an seine Komponenten in
der Parameterumgebung Ux. Die Tangentialvektoren im Punkte
p ~ Mn bilden einen n-dimensionalen Vektorraum R:, den

Tangentialraum in p. Ein zu Ux gehôrendes Koordinatensystem
in Rp geben wir durch die Grundvektoren eU1, e u ..., lu 1 (k -te
Komponente von eUj = âjk j, k = 1, 2, ..., n). Eine Schar von
linearen Selbstabbildungen A p der Tangentiairäume R" von Mn
heiBt stetig im Punkte po E Ux, wenn die Matrix, welche A p im
Koordinatensystem von Rp (p E Ux) darstellt, stetig von

x E E n = h Ux abhängt; stetig auf Mn, wenn sie in jedem Punkt
von Mn stetig ist. Eine orientierbare Mannigfaltigkeit Mn gibt
AnlaB zu zwei orientierten Mannigfaltigkeiten OMn und OMn2.
In einer OMn gibt es ein System von Parameterumgebungen, so
daB die zugehôrigen Koordinatensysteme in den Tangential-
râumen die Orientierung von OMn induzieren.
11.3 Im euklidischen R n sei eine komplexe Struktur gegeben
(4.1, 4.2). Eine OMn (n = 2ni) gestattet eine komplexe Struktur,
wenn es ein System von zulaBigen Parameterumgebungen gibt,
so daB die in den Durchschnitten Ux ~ Uy ~ 0 (vermôge der
komplexen Struktur in En C Rn) entstehenden komplexen Para-
metertransformationen komplex-analytisch sind, und wenn die
natürlichen Orientierungen der (nunmehr mit komplexer Struktur
versehenen) Tangentiairäume mit derjenigen von Oi1fn überein-
stimmen (4.2). Die durch die komplexen Strukturen in den

Tangeiitialrâumen definierten speziellen I-Abbildungen 7p (4.2)
bilden eine stetige Schar in OMn. Führt man in OMn an Stelle
der reellen Parameter die komplexen ein, so wird OMn zu einer
komplexen Mannigfaltigkeit.
11.4 Eine OMn heiBt I -Mannigfaltigkeit, wenn es eine stetige
Schar Ip von I-Abbildungen gibt, welche in den Tangentialraumen
die Orientierung von OMn induziert 27); fastkomplex 4), wenn die
I p spezielle I-Abbildungen sind. Eine fastkomplexe OMn ist

I-Mannigfaltigkeit; eine mit der natürlichen Orientierung ver-

27) Der Begriff der I-Mannigfaltigkeit findet sich erstmals in [8].
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sehene komplexe Mannigfaltigkeit ist eine fastkomplexe OM".
11.41 Gibt es in einer Mn eine Schar Ip von I-Abbildungen, so
wird Mn durch die Orientierungen der l 1) in natürlicher Weise
zu einer OMn 3).
11.5 Ist eine OMn I -Manni gfaltigkeit, Ip die gegebene I-Schar,
so ist n(Ip) eine stetige Schar spezieller I-Abbildungen (Satz III):
Eine I-Mannigfaltigkeit ist fastkomplex. Die komplexe projektive
Ebene 28) ist daher nur in einer der beiden Orientierungen I-
Mannigfaltigkeit.
11.51 Eine Mn der Dimension n = 4k + 2 ist entweder in beiden
oder in keiner der beiden Orientierungen I-Mannigfaltigkeit; die
I-Abbildungen I und - I sind nâmlieh für n = 4k + 2 ver-

schieden orientiert.
11.6 In jeder OMn gibt es ein System von zulaBigen Parameter-
umgebungen, so daB die in den Tangentialràumen R: der
Punkte p E Ux ~ Uy ~ 0 induzierten Koordinatentransforma-
tionen orthogonal und von positiver Determinante sind 29). Ist

OMn fastkomplex, Ip die gegebene Schar spezieller I-Abbil-

dungen, so ist Xn(II) eine stetige Schar orthogonaler spezieller
I-Abbildungen (5.6).

Konstruiert man über einer OMn als Basisraum mit der Faser

DGpFn in üblicher Weise 3° ) den Faserraum aller in den Tangen-
tialràumen von OM" wirkenden, positiv orientierten, orthogonalen
speziellen I-Abbildungen, so ist die Existenz einer I-Schar in
OMn gleichbedeutend mit der Existenz einer Schnittflâche in
diesem Faserraum. Auf Grund der Hindernistheorie 31) ist das
Verschwinden von gewissen Cohomologieklassen der OMn not-
wendig (und in einigen Fällen auch hinreichend) für die Existenz
einer solchen Schnittfläche. So ist das Verschwinden einer be-
stimmten dreidimensionalen Cohomologieklasse einer Mg hin-

reichend dafür, daB OM’ und OM" fastkomplex sind 8); die

(beliebig orientierte) Sphâre S6 ist also I-Mannigfaltigkeit 8).

§ 12. Fastkomplexe Sphâren.
12.1 Die beliebig orientierte 2-Sphâre gestattet (in der üblichen
differenzierbaren Struktur) eine komplexe Struktur: S2 ist fast-
komplex.

28) Die komplexe projektive Ebene (in üblicher reell-differenzierbarer Struktur)
ist nur in einer der beiden Orientierungen fastkomplex; vgl. [8] S. 182-183.

29) Vgl. [10] S. 57.
30) Vgl. [10] S. 22.
31) Vgl. [10] S. 177 ff.
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Auch Ss ist fastkomplex (11.6); wir geben eine Schar orthogo-
naler spezieller I-Abbildungen explizit an:
Wir deuten die Punkte von R8 als Cayleysche Zahlen; sei R7

der Teilraum der rein imaginären Cayleyschen Zahlen, S6 C R7
die Teilmenge aller solchen vom Betrag 1. Ist p ein Punkt von
S6@ so verstehen wir unter I p die Linkstranslation p. x von R8.
Da je zwei Elemente von R8 eine Teilalgebra der Quaternionen-
algebra erzeugen, so gilt p. (p . x) = p2x; aus p2 = - 1 folgt
I2p = E : 1 p ist orthogonale spezielle I-Abbildung des Tangen-
tialraumes RD im Punkte b von Ss 32 ) 10).
12.2 Die Frage, ob es auBer S2 und S6 noch weitere fastkom-
plexe Sphâren gibt 8), wird durch Satz V in Zusammenhang ge-
bracht mit der Parallelisierung von Sphâren. Ein Parallelismus
in der Sphâre Sn+1 ist gleichbedeutend mit der Existenz einer
transitiven Schar in der Gruppe der regulären Abbildungen des
R n+2, d.h. Blit dem Auftreten einer stetigen Schar T x regulârer
Abbildungen aus 2n+2’ so daB, bei festem Vektor e E Rn+2, stets
Txe = x für beliebigen Vektor x E R n+2.

Satz V: Ist die Sphâre 5n I-Mannig f altigkeit, so gibt es in Pn+2
eine transitive Schar 6).

Beweis : e sei ein Einheitsvektor in R n+2, Rn+1 C R n+2 zu e

total-orthogonal, Sn die Menge aller Einheitsvektoren in Rn+1,
L" der zum Tangentialraum RD im Punkte p von 5n parallele
Teilraum von R n+1 durch den Nullpunkt von R n+2, Ip die I -

Abbildung in Rp. Wir definieren für p E Sn:
Tpe = p, T p p e, Tp/Lnp= Ip/Rnp; für x = ae + 03B2p E Rn+2
setzen wir T x = 03B1E + 03B2Tp : T x e = ae + 03B2p = x.
12.3 Da nach [11] die Sphâre 5n+l hôchstens dann parallelisier-
bar ist, wenn n = 2k 2, so folgt mit Satz V: Für n ~ 2k - 2
ist die Sphâre 5n nicht I-Mannigfaltigkeit.

ANHANG. 

Die de Rhamsche Définition der Funktion pn.

1. Dem reellen Vektorraum Rn wird ein komplexer Vektor-
raum Cn zugeordnet: Vektoren von Cn seien die komplexen
Linearverbindungen der Grundvektoren von Rn. Eine lineare

Abbildung von R n kann in natürlicher Weise als Abbildung von
Cn aufgefaBt werden; Sn sei die Menge der linearen Abbildungen
des Vektorraumes R n.

32) Vgl. [9] &#x26; [10] S. 217, Nr. 41.21.
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2. Sei I ~ n (n = 2m) das

charakteristische Polynom von 1; dabei verstehen wir unter

03BB1, .., Am diejenigen Eigenwerte von I, deren Imaginârteile

positiv sind. Wir setzen g(t) = TI (t 201303BBj) : f = gg. Die von g(I ),
bzw. g(I), annullierten Teilraume LI, bzw. LI, sind komplementâre
Fixrâume von 1; jeder Vektor x e Cn ist daher eindeutig darstell-
bar als x = xI + xI, xI e LI, xI E LI. Wir definieren nun eine Ab-
bildung *n(I) durch folgende Vorschrift:

Die Vektoren xI und x1 sind konjugiert-komplex: 
LI, LI sind lineare Teilraume von C", daher ist y = ixI ein
Vektor in LI, z = ixI ein Vektor in II. Es folgt:

*2n(I) = E : n(I) ist eine spezielle I-Abbildung.
Behauptung: Die Funktionen n und en sind identisch.
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 4.5 und 4.6; man hat

nur zu zeigen, daB = für l E 3n’ 
für normiertes I E 3n’ = I für I e 

3. Der Beweis für die Stetigkeit von *n folgt aus der leicht
beweisbaren Eigenschaft der Fixrâume LI und LI, stetig von
der Abbildung I abzuhângen.
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