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Zur Existenztheorie und Klassifikation totalisotroper
Flachen

von

M. Pinl
’ Prag

§ 1. Einleitung und Terminologie.

In der folgenden Untersuchung bedeuten z,, @,, ..., x, kar-
tesische komplexe Koordinaten eines komplexen euklidischen
Raumes von n Dimensionen R,, die wir haufig als Komponenten
eines Ortsvektors ¢ auf- und zusammenfassen. Bestehen dann
gewisse analyvtische Abhéngigkeiten der Koordinaten z; von ge-
wissen Parametern wug, t,, . . s Ups also auch solche fir den
Ortsvektor g, so sollen im Gegensatz zu den Komponenten
untere Indices am Ortsvektor stets Ableitungen des Ortsvektors

. L2 %
nach diesen Parametern bedeuten: p, = —, Lup =

fir «, =1,2,..., s Oty Oty Qg

Nunmehr beschranken wir uns auf Vektorfunktionen in zwei
unabhédngigen Argumenten z(uy, #,) unter gewissen bekannten
Voraussetzungen also auf zweidimensionale ') Flichen im n-
dimensionalen Raum und betrachten die Folge der Skalarprodukte

(1) gaﬂ =Ty gﬁa gaﬂyé = gaﬂ ‘ gyé: ’ocﬂyéeij = Eaﬁy . Xaec, e ey 2)
Oﬁ’ﬁ,’y,é,ﬁ,c,---=1,2,

deren erstes unter unseren dem Rahmen einer bewegungsinvarian-
ten Differentialgeometrie zugehdrigen Voraussetzungen stets den
wohlbekannten quadratischen Fundamentaltensor der Fliche
t(uq, uy) darstellt.

Die Gramsche Matrix || gaﬂ“ besitzt hier im bindren Gebiet drei
Rangmoglichkeiten: » = 2, 1, 0. Fiir r = 1, 0 verschwindet selbst-
verstindlich die Gramsche Determinante | gaﬁ‘. Indessen kann im

1)  Wir zidhlen stets komplexe Dimensionen!

2) Das Zeichen = bzw. 7% bedeutet stets ,,identisch gleich” bzw. ,,identisct
ungleich” in einem gewissen Variabilititsbereich { ...}, z.B. gug = 0{uy, u,};
doch wird diese Bezeichnung nicht immer konsequent durchgefiihrt.
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Gebiet einer analytischen Differentialgeometrie auch in diesen
Fillen im allgemeinen (insbesondere fiir nicht allzu beschrankte
Dimensionszahlen n) die lineare Unabhingigkeit der Vektoren
I, I, erhalten bleiben 3). Dies veranlafBt zunichst die folgende
Terminologie 4):
(a) r=2, Igaﬁl # 0, reguldre Flachen; (b) r =1, gmﬂl =0,
isotrope Flichen; (c) r =0, g,5=0, totalisotrope Flachen.

Fir (a) und (b) bricht die Reihe der Tensoren unter den
Skalarprodukten (1) bereits mit g,g ab, wenn man den Tensor-
begriff in der {iblichen Weise begrenzt 3). Verschwinden dagegen
die quadratischen Fundamentalkomponenten g, identisch, so
pragt die euklidische Metrik des Einbettungsraumes R, den
Skalarprodukten r,gr,s Tensorcharakter auf (im gewdhnlichen
Sinne!) ¢), wahrend dies fiir die weiteren Skalarprodukte gyg,s.¢5
8xpydsinds - - - im allgemeinen noch nicht zutrifft, es sei denn,
es verschwinden auch sdmtliche biquadratische Fundamental-
komponenten usw.

Damit kommen wir fiir den Fall (c¢), der allein den Gegenstand

unserer ferneren Betrachtungen darstellt, zu folgender weiteren
Terminologie:

3) Uber das Verhalten singulirer Gramscher Matrizen isotroper und linear
unabhiingiger Vektoren vgl.

(a) E. Scarenzer, Uber Kurven mit isotropen Normalen [Sitz. Ber. Akad. Wien
138 (1928), 439—446];

(b) M. Pinr, Uber Kurven mit isotropen Schmiegriumen [Monatshefte Math.
u. Phys. 39 (1982), 157—172], insbes. 160;

(¢) J. Lensg, Uber Kurven mit isotropen Normalen [Math. Ann. 112 (1935),
189—154];

(d) M. PiNL, Zur dualistischen Theorie isotroper und verwandter Kurven [Monats-
hefte Math. u. Phys. 44 (1936), 1—12], insbes. § 2;
(e) M. PiNL, Zur integrallosen Darstellung isotroper Mannigfaltigkeiten [Math.
Zeitschr. 42 (1937), 337—3854], insbes. § 1.
4) vgl 3) (e), 337.
5) Vgl. die Definition eines Vektors ,,di 22 specie” bei E. Bompiani, Geometrie
riemanniane di specie superiore [R. Acad. Italia, Memorie Science Fis., Mat. e
Nat. 6 (1935), 269—520], insbes. 470—480.

) Aus g g = 0 folgt némlich g, s, =0 fiir alle Werte der Indizes o, f§, 7; daher
verschwinden fiir die Skalarprodukte

o du, dug %,  du, dug 4y Ouy \
Lixlim = Zaﬂﬁ b—ﬁ; + l'g’b—al——wk Lo du, ou, &abalanm = Bikim

alle Produkte T,3%;, oLy, so daB sich auf totalisotropen Mannigfaltigkeiten der
Tensor g;;;» zweiter Art (im Sinne von Bompiant) auf einen gewohnlichen Tensor
erster Art (im Sinne von Riccr) reduziert.

14
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(¢1) 8« =0, nicht alle g,5,5 =0, einfach totalisotrope Flichen,

(c2) 8up=0, &upys =0,
nicht alle g, 5, =0, zweifach totalisotrope Flichen,

(ck) 8ap = 0, Boyoyoa0ty = o,

By .rty, Cppys eees Cop

nicht alle g, =0, k-fach totaliso-

9 Oy 1s Lpggs oo Koppo

trope Flichen.

SchlieBllich haben wir noch die folgenden beiden Fallunter-
scheidungen auseinander zu halten:

(cg) beschrankt totalisotrope Flachen, (¢, ) unbeschrinkt total-
isotrope Flichen.

Zufolge g,3 =0 verschwindet die quadratische Fundamental-
form gaﬁdu“duﬁ 7) identisch. Daher sind alle totalisotropen
Flachen Integralflichen der Mongeschen Differentialgleichung

(2) da? +dak 4+ dad+dai+ ...+ dal =0,

deren Theorie also die Existenztheorie aller totalisotropen Flachen
enthilt. Nach einem von Herrn J. Lense erstmalig durchgefiihrten
Verfahren konnte die Existenz der allgemeinsten zweiparametrigen
Loésungen und damit die der allgemeinsten totalisotropen Fliachen
des R, fir n = 4 in Evidenz gesetzt werden 8). Damit war die
Grundlage fiir die weitere Theorie dieser Flichen vom Standpunkt
ihrer Einbettung in einem gegebenen komplexen R, (n = 4)
gelegt, sofern man jetzt ausgehend etwa von der Vektordar-
stellung

(3) T=10(us, %), Lulp=28,p=0 {up s}, ,f=1,2

Ableitungsgleichungen fiir die hoéheren Differentialquotienten
Top aufstellt und deren Integrabilititsbedingungen diskutiert?®).

Andererseits bietet der biquadratische Fundamentaltensor
gxpys (und in den hoheren Fiéllen (c,) usw. die Tensoren gyg, 5.¢

7) Wir verwenden stets die Einsteinsche Summenkonvention (gilt auch fiir ¢)).

8) wvgl. J. Lense, Uber vollisotrope Flichen (,,vollisotrop” synonym mit
,,totalisotrop’’) [Monatshefte Math. u. Phys. 43 (1936), 177—186], insbes. § 1;
ferner J. MOSER, Approbationsarbeit fiir das hohere Lehramt [Miinchen 1932].

%) wvgl. J. Lensg, Die Ableitungsgleichungen ametrischer Mannigfaltigkeiten
(,;ametrisch” synonym mit ,,totalisotrop’’) [Math. Zeitschr. 34 (1932), 721—726].
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usw.) die Grundlage fiir eine weitere Entwicklung der Theorie
totalisotroper Fliachen auf Grund ihrer innergeometrischen
Eigenschaften, wodurch man im Falle (c,) auf die Theorie der
algebraischen und differentiellen Invarianten einer bindren
biquadratischen Differentialform (im Falle (c,) usw. entsprechend
auf die Theorie der algebraischen und differentiellen Invarianten
einer bindren triquadratischen Differentialform usw.) gefiihrt
wird.

Gleichwie man nun die Riemannsche Geometrie einer Mannig-
faltigkeit als Gesamtheit aller ihren Punkten 6rtlich zugeordneten
euklidischen ,,Tangentialraumgeometrien’ auffassen kann, wobei
das Verkniipfungsgesetz dieser lokalen Geometrien durch die
,,Riemannsche Ubertragung” in bekannter Weise gegeben er-
scheint, so kann man nun auch die biquadratische Geometrie
einer einfach totalisotropen Mannigfaltigkeit, insbesondere die
einer solchen Fliche als Gesamtheit aller ihren Punkten ortlich
zugeordneten ,,Schmiegraumgeometrien” auffassen, wobei man
sich im Falle (c;) auf die von den Vektoren g,, I,s in jedem
reguldren 1) Punkte der Fliche aufgespannten sgn. ersten
Schmiegraume S, von der Dimension 8 <» = 5 beschrinken
wird. Auch hier bleibt als weiteres sehr wesentliches Ziel die
Theorie einer Ubertragung der ,,benachbarten” Schmiegriume
und die Diskussion der Integrabilitatsbedingungen einer solchen
Ubertragung sowie die ihrer gruppentheoretischen Struktur im
Sinne von E. Cartan’s Konzeption einer zu einer Ubertragung
zugehorigen ,,Holonomiegruppe’ 11).

Dies wiare der Abschluf3 einer ,,Kriimmungstheorie” totaliso-
troper Flichen. Als Vorbereitungen in dieser Richtung sind die
Untersuchungen der Differentialinvarianten des bindren biqua-
dratischen Fundamentaltensors g,g,s aufzufassen, wie sie neuer-
dings sowohl mit Hilfe der Finsler-Berwaldschen Kriimmungs-
theorie des Variationsproblems )

10)  Darunter verstehen wir hier Punkte der Fliche, in denen die Matrix
||y1, 22“ von Rang 2 und die Matrix ||J;,, Loy L1s Li1os 222“ zu mindestens vom
Rang 38 ist.

1) vgl. 5), insbesondere Abschnitt IV, Kapitel 4, ,,Trasporti di specie superiore”
480—518; ferner W. Maver [Sitz. Ber. Akad. Berlin 1931, 606—615, Monats-
hefte Math. u. Phys. 40 (1933), 283—293, Transactions A. M. S. 38 (1935)
267—309], ferner E. CArTAN, Les groupes d’holonomie des espaces généralisés,
[Acta Math. 48 (1926), 1—42].

12)  vgl. P. FINSLER, Diss. [Gottingen 1918]; L. BERwALD, [Math. Zeitschr. 25

(1926), 40—73; J. f. M. 156 (1927), 191—222, Atti del Congresso Bologna (1928),
263—270].
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4
4
0 j i gdﬁyauauﬂil’yua dt =0, o,fy06=12,
l

als auch direkt durch Ermittlung der Differentialinvarianten
des Tensors g,p,s auf erster bzw. zweiter Differentiationsstufe
durch Herrn G. F. C. Griss durchgefiihrt worden sind 13).

Im Gegensatz zu diesen zuletzt genannten Untersuchungen
bleibt die vorliegende Arbeit auf die Komitantentheorie nullter
Differentiationsstufe des Fundamentaltensors g,g,5 beschrinkt
und beabsichtigt, die bereits auf dieser Stufe noch bestehenden
Liicken in der Klassifikation einfach totalisotroper Fliachen zu
schlieBen. Je nach dem Verhalten der algebraischen Komitanten
des binéren biquadratischen Fundamentaltensors g,4,5 kann
man nun bekanntlich sieben Typen einfach totalisotroper Flachen
unterscheiden: (I), (II), (III), (IV), (V), (VI) und (VII)14),
deren Verteilung auf die euklidischen Einbettungsraume der
Dimensionen 5 bis 9 hier zur Diskussion steht. Eine weitere
Unterteilung der so entstehenden Klassifikation ergibt sich durch
zusétzliche Fallunterscheidungen geméaf3 der Frage, welche der
tiberhaupt moglichen Dimensionszahlen v = 8, 4, 5 des von den
Vektoren r,, r,s jeweils aufgespannten Schmiegraums S, bei
gegebenem Typus und gegebener Dimensionszahl n = 51%) des
Einbettungsraumes vorkommen kann.

Schliellich sei noch bemerkt, da3 die Theorie einfach total-
isotroper Mannigfaltigkeiten als Spezialfall von E. Bompianis
,,Geometrie riemanniane di specie superiore’ interpretiert 6),
namlich als ,,Geometrie riemanniane di 22 specie” besonders
zahlreiche neue geometrische Perspektiven hinsichtlich Abwick-

13)  vgl. G. F. C. Griss, Differentialvarianten eines kovarianten Tensors vierter
Stufe im bindren Gebiet [Compositio Math. 1 (1934), 288—247, Proc. Amsterdam
39 (1936), 947—955].

1) vgl.

(a) M. PinL, Quasimetrik auf totalisotropen Flichen I [Proc. Amsterdam, 35
(1932), 1181—1188];

(b) M. PiNr, Quasimetrik auf totalisotropen Flichen II [Proc. Amsterdam, 36
(1938), 550—557];

(¢) M. PiNL, Quasimetrik auf totalisotropen Flichen III [Proc. Amsterdam, 38
(1985), 171—180].

15) den Fall n = 4, wo nur lineare totalisotrope Flichen (Ebenen!) auftreten,
schlieBen wir aus, da die totalisotropen Ebenen keinerlei invariantentheoretischer
Behandlung zuginglich sind; vgl. auch § 12 dieser Arbeit.

16) wvgl. %) insbes. Abschnitt IV, Kapitel 4, ,,Trasporti di specie superiore”,
480—518, ferner W. MAYER [Sitz. Ber. Akad. Berlin 27 (1931), 606—615, Monats-
hefte Math. u. Phys. 40 (1933), 283—293, Trans. A. M. S. 38 (1935), 267—309].
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lungs-, Abbildungs- und Projektionstheorien bietet, deren syste-
matische Bearbeitung Herr J. Lense neuerdings in Aussicht
gestellt hat '7). Natiirlich kann die ,,Unanschaulichkeit” aller
dieser Resultate einer analytischen Differentialgeometrie stets
durch Verwendung pseudoeuklidischer Einbettungsrdume mit
geeignet indefiniter MaBbestimmung

£, dat + eodk + eydad + gydaf + ...+ e, dad, & =1,
behoben werden, wie dies ja vielfach auch bei neueren Unter-
suchungen algebraisch-geometrischer Probleme geschieht 18).

§ 2. Die Klassifikationstabelle.

Den Symbolen (I),..., (VII) entsprechen bekanntlich die fol-
genden ,,kanonischen” biquadratischen Fundamentalformen F 9):

(I)

P =gy duy bzw. F = gypyoduis,

(II) : F = 6g;,p,duldu3,
(I): F = gy, duidu, bzw. F = dg,yp,du, duj,
(IV): F = (11du; + 681100003 )duf baw. F = (6g;195d13 + gygppduil)dus,

(V)

¢ F =g ,dub + gyppedul  (,,harmonische” Fundamentalform),

(VI): F =gy duj + 2 \/3g1111g2222 dudus + Gpanpdits

(,»aquianharmonische” Fundamentalform),

(VII): F = Bundus + 68y109duidu + gypp,dus,

welche die verschiedenen charakteristischen Eigenschaften der
einzelnen Typen unmittelbar erkennen lassen, wenn man die
Nullinien der Form F betrachtet, d.h. das Netz der zweifach
isotropen Kurven 20) auf der Fliche. Im allgemeinen Falle (VII)
gehen durch jeden Flachenpunkt allgemeiner Lage 2!) vier Kurven

17)  vgl. auch M. PinL, W-Projektionen totalisotroper Flichen I [éasopis Praha
66 (1937), 95—102].

18) KEin Muster von ,,Anschaulichkeit” einer geometrischen Untersuchung
isotroper Gebilde bietet in dieser Hinsicht K. STRUBECKERS ,,Uber die Liesche
Abbildung der Linienelemente ...” [Monatshefte Math. u. Phys. 42 (1935),
309—376], in welcher Abhandlung mit isotropen Elementen regelrecht militérisch
,.exerziert” wird.

19) vgl. 14) (b), insbes. S. 551.

20) vgl. 1) (a), insbes. S. 1182; fiir eine Kurve () = g[u,(f), u,(t)] auf der

totalisotropen Fliche }) gilt 152 = 0{t}, i)'z = gaﬂy,;d“&ﬁd?’z;"; sie ist also stets ein-
fach isotrop 42 =0, §? =£ 0 und tiir die Nullrichtungen von gamﬁ“dﬁd‘/d" zweifach

isotrop 2=12=0, §? = 0.
21) d.h. in diesem Falle in jeden Punkte, wo ||g,, L2 L115 L12 322” vom Rang 5 ist.
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dieses Netzes, deren vier Tangenten eine allgemeine Lage zu-
kommt. Im Falle (VI) liegen diese vier Tangenten dquianharmo-
nisch, im Falle (V) harmonisch. Im Falle (IV) fallen zwei, im
Falle (III) drei der Kurven des Netzes in jedem allgemeinen
Flachenpunkt zusammen. Auch im Falle (II) gehen durch jeden
allgemeinen Flachenpunkt zwei Kurven des Netzes, die jedoch
durch paarweises Zusammenfallen der vier Nullrichtungen ent-
stehen. SchlieB8lich fallen fiir (I) sdmtliche vier Nullrichtungen
in einer einzigen zusammen 22). Entsprechend wird F fiir (I) das
Biquadrat einer Pfaffschen, fir (II) das Quadrat einer quadra-
tischen Form.

Besitzen dann die Symbole S, und R, die einleitend angegebene
Bedeutung, so verteilen sich die Typen (I) bis (VII) einfach
totalisotroper Fléachen vom Schmiegraum S; bzw. S; bzw. S;
auf die euklidischen Einbettungsraume R; bis R, gemil} der

folgenden Tabelle.

N R, R, R,
I @, Sy, Ry)| (L, S5, Ry) (I, Sy Ry)| (L, Sy Ry)
I (IL, S;, R;)
I (I11, S,, Ry) (ITL, Sy, Ry)
v (IV, S, R;)
v (V, Sy Ry) (V, S4 Ry)
A4 (VL S, R,)
VII (VIL, Sy, Ry)
% S, S, S, S, s, S,
I (L S Re) | (L, Sy Ry) | (L, S, Ry) | (L, Sus Ry) | (L Sy, Ry)
II | (L, S, Ry) (IL, S;, Ry)
1 (111, Sy, Ry) | (I1L, Sy, Ry) (1L, Sy, Ry) | (IIL, Sy, Ry)
v (IV, S, Ry) | @V, S5, Ry)
A (V, Sy Rg) | (V, S, Ry) (V, S Ry) | (V, Sg, Ry)
VI (VL Sy, Ry) (VL Sg, Ry)
v (VIL, Sy, Ry) (VII, Sy, Ry)
% Ss Sa Ss Ss S Ss

22) vgl. 4) (a), insbes. § 2, 8), insbes. § 2, S. 181.
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Davon war die Existenz totalisotroper Flachen der Klassen
(I’ 53, Rs): (I’ 53’ RB)’ (L 53’ R7)5 (I’ 539 RS)’ (I’ 539 RQ)a
(I, Sy Rg); (IL, S5, Re); (1L, Sy, Rg), (IIL, Sy, Ry), (IIL, Sy, Rg),
(ITL, Sy, Ry)s (IV, Sy Ry)s (V, Siy Rg), (Vs Sy Ry), (V, Sy R),
(V, S Ry); (VL S5, Ry); (VIL, S, Ry) bereits frither 23) bekannt.
Wir miissen daher im folgenden nur noch die Existenz totaliso-
troper Flachen aus den Klassen (I, Sy, R;), (I, S5, Ry); (II, S5, R;);
(II1, S5, Rg); (IV, Ss, R;); (V, S5, Rg); (VL S5, Ry); (VIL S;, R,)
beweisen (die Existenz der in der Tabelle noch enthaltenen Fialle
(L Si Ry); (IL, Sy, Ry); (IIL, Sy, Ry); (IV, Sy, Ry)s (V, Sy, Ry)s
(VI, S5 Rg); (VII, S5, Rg) ist dann trivial).

Den leeren Feldern der Tabelle entsprechen leere Klassen
totalisotroper Fliachen 24). Auch die Unmoglichkeit des Auftretens
entsprechender Flichen werden wir nachweisen ). Zuvor for-
mulieren wir die geometrischen Aussagen der vorstehenden Klas-
sifikationstabelle unter Verwendung bereits bekannter Ergebnisse
aus der Theorie totalisotroper Flichen:

Satz 1. Der komplexe euklidische Ry enthdlt nur nichtlineare
totalisotrope Fldichen vom Typus (1) (Torsen) mit dreidimen-
stonalem Schmiegraum ).

Satz 2. Der komplexe euklidische Rg enthdlt aufer den bereits
in Ry vorkommenden totalisotropen Torsen zwet weitere Typen
nichtlinearer einfach totalisotroper Flichen (III) und (V)¥); (III)
entsprechen totalisotrope Regelflichen, welche keine Torsen sind *8),
(V) sogenannte harmonische Fldachen ?®), darunter insbesondere
Schiebflichen 3°), beider Typen Schmiegrdume sind vierdimensional.

Satz 8. Der komplexe euklidische R, enthdlt aufer den bereits
in Rg vorkommenden Typen nichtlinearer einfach totalisotroper
Fldchen moch fiinf weitere Klassen nichtlinearer einfach totaliso-
troper Fldichen, darunter insbesondere die Klasse (I, Sy, R,), deren
Fldchen keine Torsen darstellen und die ,,dgquianharmonische’
Klasse (VI, S;, R;), deren Fldichen ein dquianharmonisches Nety
zweifach tsotroper Kurven tragen; die Schmiegrdume der Typen
(II), (IV), (VI) wnd (VII) sind notwendig finfdimensional 3).

) vgl. ) (a), insbes. § 2.

24) wvgl. jedoch § 12 dieser Arbeit.

25) wvgl. § 11 dieser Arbeit.

26) wvgl. 8), insbes. S. 182.

27) wvgl. 14) (a), insbes. S. 1185, 8), insbes. § 3.

28)  ygl. 27),

?)  vgl, 27),

30) wvgl. 1) (a), insbes. S. 1185, 14) (b), insbes. S. 555—3556, 8), insbes. S. 186.
31) vgl. 14) (a), insbes. S. 1186.



216 M. Pinl. [91

Satz 4. Der komplexe cuklidische Ry enthdlt aufer den bereits
in R, vorkommenden Typen mnichtlinearer einfach totalisotroper
Fldchen noch zwei weitere Klassen nichtlinearer einfach totaliso-
troper Fldchen und zwar allgemeinere Vertreter der Typen (III)
und (V) mit funfdimensionalen Schmiegrdumen, unter denen also
weder Regel- noch Schiebfldchen vorkommen.

Satz 5. Der Lkomplexe euklidische Ry enthdlt aufer den bereits
in Ry vorkommenden Typen mnichtlinearer einfach totalisotroper
Flichen noch eine weitere letzte Klasse nichtlinearer einfach totaliso-
troper Flichen und zwar Fldchen vom Typus (1) mit fiinfdimen-
stonalem Schmiegraum.

Da die Behauptungen der Sétze 1 und 2 bereits bei fritherer
Gelegenheit bewiesen worden waren %2) (sie sind hier nur der
Vollstandigkeit halber angefithrt worden), kénnen wir uns im
folgenden auf den Beweis der Sitze 3, 4, 5 beschrianken und
beginnen daher mit der Konstruktion von Beispielen fir die
Flachenklassen (I, Sy, R;), (I, S;, R;), (IV, S;, R,), (VL S;, R;)
und (VII, S;, R,).

§ 8. Beispiel fir die Fldchenklasse (I, S,, R;).
Wir betrachten die dreifach isotrope Kurve des R, 33)
(4) { 3=3(u), =31 =8 =0, 1 # 0
(31> 311> Baaws « - > Branann) E O {ug )
Sie erzeugt die dreidimensionale totalisotrope Hypertorse
(Tangentenhyperflache)
(5) {D(ub Ug, Ug) = §(t1) + Ugdy (ug) + g3y (uy);
D08 =0 {uy, up, Us}, o, f=1,2,8.
Auf (5) betrachten wir die zweidimensionale Fliche:
(6) Ty, Us) = §(wr) + Uady (ur) + @(ug, Us) 311(%1)

die wir also aus (5) erhalten, indem wir u; durch eine geeignete
analytische Funktion ¢(u;, u,) der Parameter u,, u, ersetzen.
Fiir die ersten Ableitungen des Flachenortsvektors ¢ ergibt sich:

T = %+ (Uet@1) 311 + @31110 T2 = 31 + Padias

op
=10 =15 =0 {uy, uy, ¢} («pa = 5_)'
u(l

Somit ist die Flache totalisotrop. Fiir die zweiten Ableitungen
ergibt sich:

(7)

82) gl ) (a), ) (b), ).
33) wvgl. 3) (e), insbes. § 5.
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T = (1+@11) 11 + (e +2¢1) 3111 + Poi11rs
(8) . s )
Tie = (L+@®12) 311 + Padinrs Loz = Po2dn (‘Pocﬂ = m .
Wegen der linearen Unabhingigkeit der ersten sieben Ab-
leitungen des Kurvenortsvektors 3(u;) in R, kann z.B. eine
Relation

9) MT1 + Aol + ApZag + Aselar =0

identisch in @(uy, u,) nur fir A, = 4, = A;; = 15, = 0 bestehen 34).
Mithin ist der Schmiegraum der Fliche mindestens vierdimen-
sional. Andererseits sind die Vektoren g, Ly, £11, 19, Lo Dach (7)
und (8) offensichtlich linear abhéngig. Somit ist der Schmieg-
raum hochstens vierdimensional %), also wegen der linearen
Unabhéngigkeit der Vektoren 3, 31, 3111> 31111 filr passend gewahlte
Funktionen ¢(u,, ;) genau vierdimensional. Fiir die biquadra-~
tischen Fundamentalkomponenten der Fliache g ergibt sich

(10) {gllll =Th = O8> G = ke =0

G112 = Eis = Innlas = 0, Zropp = L1alon = 05 oy = L3, =0,
entsprechend reduziert sich die Fundamentalform F auf das
Biquadrat
(1y) F =g, ,,dui,

d.h. auf die kanonische Fundamentalform (I). Die Fliche (6) ist

also fiir passend gewihlte Funktionen ¢(u,;, u,) ein Beispiel fiir
die Flachenklasse (I, S,, R;).

§ 4. Beispiel fiir die Flichenklasse (11, S;, R;).

Ein Beispiel fir eine totalisotrope Fliache dieser Klasse kon-
struieren wir unter Anwendung der allgemeinen Integrations-
methode von J. Lense %) auf die spezielle Mongesche Differen-
tialgleichung

(12) dxi + dak + dal + daf +dak 4 daf + dak = 0.

34) nach (7) und (8) bestiinde namlich an Stelle von (9)
51(at2y) + [ +@1) + L@ + Au(l+u) + Aags.] +
+ f1 [/11‘]7 + 111(“2'*'2?71)] + 3undne =0 {u;, uy, ¢},
also Ar=2y =2y =129, =0.
35) wvgl. § 11 dieser Arbeit, Gleichung (117).
36) vgl. 8), insbes. § 1.



(18)

(14)

(15)

(16)

(17)]

82202~ T
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Nach diesem Verfahren erhilt man die allgemeinsten Integral-
flichen von (12) aus dem Pfaffschen System

dys=A3(Y1, Y2)dy, + Bs(y1, Yo )dy,, dz= -C_(ylﬂ Y2)dy, ‘1’9(3/1, Y2)dYs,
digy=A1(Y1; Y2)dY1+ B1(Y1, Y2)AYs, dFo= Ao(Y1> Y2)AY1+ Ba(Y15 Y2)3Yo»
dgs=A3(y1, Y2)8y1+ B3(Y1, Y2)dYs,

dessen Koeffizienten den algebraischen Bedingungen

A, +AA;+C2=0, B,+A4,+A;By+A,B,+2CD =0,
B,+B;B;+D2=0

geniigen. Dabei hingen die affinen Koordinaten y;, y, (Flachen-
parameter), y,, ¥;, ¥, ¥, 2 mit den kartesischen Koordinaten
&y, Xy, . . ., &, vermoge der Substitution

Y=y +12y, Yp=T3+12y =5+, . 7
{ / : s / ' s 3{3 ' 6> o (2___\/_1),
Y1 =21 — W, Yo=T3— Uy, Yz=&3—1g,

und ihrer Umkehrung

1 _ 1 7 L /
! ry =7 (Y1+%), =5 Yat+%), ts=5(Ys+¥s) =2 (i=V —1)

1 _ 1 _ 1 _
lwz:‘ﬂ(yl*%), 2y=5:(42—); %:—2;(?/3—'?/3)’
zusammen. Aus {(16) erhalten wir durch zweimaliges Ableiten
nach y, bzw. y, fir die Skalarprodukte g,g,s der zweiten Ab-

leitungen, d.h. fir die biquadratischen Fundamentalkomponen-
ten, mit Riicksicht auf (13)

24, 4, bc)z
D—yl ayl (b—?/l
04, dd; | 04,4, dC dC 1 (34, 0B, 4, 0E, dC D
(byl oy byz) @TE:”(EE ﬁﬁ) oy, oy’
V44 04, 2 3B, 3B, dD\?
S1122= , by2+(§y_2) = E—F(E) s
VB, B, a_laab’és) dD 3D 1 [3B3;d4, 3B, ¥4, C D
He (5050 5 ) o

g1111=

81112=

Y, byl oYy Oy,
3B, VB, (30)2
Y, )

E1200= =
Y. Oy, 2

s dy, | Oy, Oy

Y, b_yz

Fiir die Koeffizienten 4,4, B,, A;, B;, C, D bestehen die Inte-
grabilitatsbedingungen 37)

37)  vgl. 8), insbes. § 1, Gleichungen (9).



[12] Zur Existenztheorie und Klassifikation totalisotroper Flichen. 219

(18) A, 3By A, dP, A4, 34, dC D AC\? 0
dy, dyy Yy dy, dy, dy; dy, w,)
dB 4 VB, 4. dD C

(19) fm P 2

oYy _byz’ oy, o b?/z, T%Mb—yz,

die im allgemeinen (z.B. fl'irba—f—a ;éO) ein Cauchy-Kowalewski-

sches Normalsystem bilden ).

Setzen wir
(20) {A;; = a§3)y1+a;3)y2, By = by, +bPy,, A= ay, +aoy,
B3 == b{s)yl —l— b;3)y2, C — clyl + Czyz, D — dlyl + d2y2

und wahlen zunichst

- .5 . B
a® =1, a®=—-1, bP =1 bY z—z(z b—y:#o),

b](.3) == ag}), zi?‘) = ag”; d]_ == 023 Cl = :F 1? d2 = :}: i’

(21)

so sind die Bedingungen (19) erfiillt und die Fundamental-
komponenten gyp,s erhalten nach (17) die Werte
1,_ _
1111 =0, = ?(aéa) —af)F Cys Guae = aPad + 65,
(22) ;
8120 = ?(aga) —al)) ficy, gap=0-

Wihlen wir tiberdies
(28) ¢y=d, =0, a® =al® =41iV2i,
so erhalten wir

(24) €111 =0, Z1112 =0, Zi120 = — 2% Z1220 =0, 82320 =0.

AuBerdem ist jetzt auch die Bedingung (18) erfiillt.
Fiir das partikuldre Integral

!A3=y1ii\/2_iy2, B3:j:i\/5y1+iy2, 23:“3/1:*:7:\/27:?/25

(25) 1 _ N~ :
lB:;::{:’L 2iy;—iyy, C=Fy, D=1y,

des Cauchy-Kowalewskischen Normalsystems (18), (19) reduzieren
sich die Fundamentalkomponenten (17) auf die fiir den Typus
(II) charakteristischen Werte 3°).

Jetzt berechnen wir aus (14) die Koeffizienten A,, B,, B,
des Pfaffschen Systems (18) und erhalten mit Riicksicht auf (25):

38) wvgl. 8), insbes. § 1, S. 179.
3) wvgl. § 2 dieser Arbeit.
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(26) 4, =2iy}, B, = — 4, + 8iy,y, By = 2y}
Die Integrabilititsbedingungen verlangen
4, ) 3B, ¥4, . B, 3 ¥4,
27 — = 4y _ —— = — — 87 . — =41 _ —
( ) oy, Y2 oYy oYy 8, oy, % Y
oder
4, . 4, . %4,
— =4 — = 4day,, =4
(28 ) oYy W Y, h Y, 0y,

Daraus ergibt sich abgesehen von additiven Konstanten
(29) 4, = 4dyy, = B,

und wir erhalten das vollstindig integrable Pfaffsche System

[y, = (41 4+ iV2i,) dyy + (£ iV2iy, + iy,) dys,

dy, = 2iy§ dy, + 49Yy,Y, dY,,

(30) dij, = diy,y,dy, + 27:9% dy,,
s = (— y £IV2iy,) dyy +  (£iV 26y, — iy,) dys,

dz = T v dy, + 1Yo dYo.

Die Integration ergibt abgesehen von additiven Konstanten

Yi | in/on iy, .
Yz = _21 + V2 Y1Ys + 5 = 2’91?/3:

2 .2
_ . _ v = iy
(31) 1, = 2iiy, L Gy = — 5 IV 2y, — 2,
v, W
g = S R
2 — 2’

oder zufolge (16) fir den Ortsvektor r(y;, y,) der Integralfliche
die Komponenten

1 . 1 .
Ty = E(?h + 2iy,y3), Ty = 27(3/1 — 21y,y3),

1 . 1 . ; )
(82) | @y =y, + 2iy3ys), @ = o (vp — 20030)s W= £ (Y34 itd)

. 1 .
s = & iV2i Y1Y2s Xg = ;z(yi + iy3)-

Fiir die ersten und zweiten Ableitungen Ty, Ty, I3y, L1 L2e des
Vektors (82) ergibt sich die Komponentenmatrix
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1 N 1 . . S o .
L 5 (1+20), o-(1—2i3), 2. —2y £V 20y, —iy, Fu
) 1 ) 1 ) = .
Lo 21Y1Ys s —2Y1Y, s ?(1_'“2"!/?)’ 2—i(1~22yi), il\/27“y1’ Yo 5 £
L1 - 0 s 0 s 21y, > —2y, 0 , —i, F1
Fia 2y, . —2y 2y . —2y , £V, 0, 0
Lo 21y, s —2y, 0 s 0 s 0 >, 1, +£1

Sie ist vom Rang 5, wie man etwa in einer gewissen Umgebung
der Parameterwerte y; = y, = 0 mit Hilfe der aus der ersten,
dritten, fiinften, sechsten und siebenten Kolonne gebildeten
Determinante

1
2 ?l, 0, 0, 0
0, —, O 0, 0 _
2 ivV2i
(84) ) = —
0, o, 0o, —i, F1 2
0, 0, +iV2i, 0o, ©
0, o0, o, 1, +4

erkennt. Somit sind die Vektoren f;, Ly, Ly1, L2 L2 fiir einen
gewissen Parameterbereich sicherlich linear unabhingig, der
Schmiegraum der Fliache %) in den diesen Bereichpunkten ent-
sprechenden Flachenpunkten also fiinfdimensional. Ferner ver-
schwinden die Quadratsummen der Elemente siamtlicher Zeilen
der Matrix (83) mit Ausnahme der Quadratsumme der Elemente
der vierten Zeile identisch in y; und y,. Dasselbe gilt fiir die inneren
Produkte sémtlicher Zeilenpaare mit Ausnahme des Produktes
der dritten und fiinften Zeile (g2, =115, 70). Somit ist die Flache
(82) totalisotrop und erfiillt alle Voraussetzungen fiir ein Beispiel
der Klasse (II, S;, R;).

§ 5. Beisptel fir die Fldichenklasse (IV, S;, R;).

Ein Beispiel dieser Art gewinnen wir nach einer anderen
Methode, die in diesem Falle besonders rasch zum Ziel fiihrt.
Wir betrachten das isometrische Flachenpaar

(85) Ty =COS U, Xy =10, &z=Sinu,

(86) y,=cosucosv, Y,=sinucosv, y;=cosusinv, y,=sinusinv,

also einen Zylinder in einem dreidimensionalen und einen Torus

40)  Der Rang der Matrix (38) ist trivialerweise groBer als 2, die Integralfliche
(82) verdient also wirklich den Namen einer Fliche.
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in einem vierdimensionalen Raum. Die totalisotrope ,,Dar-
stellungsflidche” (im Sinne von E. Bompiani 4!))

(87) r={cosu,v,sinu,icosucosv, ¢cosusinv, ¢sinwu cosv, isinusinv}

liefert bereits das gesuchte Beispiel!
Beweis. Sind gfé und gg}, die quadratischen Fundamental-

komponenten der Flichen (85) und (36), so gilt

les=lesl=usl

Sind dann g,g die quadratischen und g,g,s die biquadratischen
Fundamentalkomponenten der Flache (86), so gilt:

(38) | €upll = [ €53 + P24 = | 0.
81111 = 81112 = 0, 81102 = — 1, 1920 = 0, Zoppp = — 1.

Somit hat die biquadratische Fundamentalform F der Fliche
(87) die Gestalt:

(89) F = — (6du} + du3)du; .
Fir ihre Invarianten 0,, 0, 0, gilt
(40) O, =6, @,—6, Oy — OF — 56} =0.
Wegen 0, # 0 folgt aus der linearen Relation
(41) MTy + Aoy + Autu + Aialie + Anelze = 0
(42) A=A =24y =24 =23, =0,

wie man mit Riicksicht auf die lineare Unabhingigkeit der
Vektoren t;, t, durch skalare Multiplikation von (41) mit
bzw. r;, bzw. 1,, erkennt 42). Somit ist der Schmiegraum der
Fliche ¢ flinfdimensional. Da ©; verschwindet, gehen durch
jeden Punkt allgemeiner Lage auf der Flache drei zweifach isotrope
Kurven und die Fliche geniigt somit allen Voraussetzungen fir
ein Beispiel der Klasse (IV, S;, R;).

1) vgl. E. BomMpiaNi, Geometrie riemanniane di specie superiore [Accad.
Italia, Memorie Science Fis., Mat. Nat. 6 (1935), 269—520], insbes. Abschnitt II,
Kapitel 5 ,,La superficie figurativa di una deformazione’’, 315—3826; 17), § 1.

42) vgl. 14) (a), insbes. S. 1185; zur Theorie der algebraischen Komitanten binérer
biquadratischer Formen und ihrer geometrischen Deutung vgl. R. WEITZENBOCK,
Invariantentheorie [Groningen, 1923], § 11, S. 54, A. CLEBscH, Theorie der biniren
Formen [Leipzig, 1872], §§ 40, 48, 49.
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§ 6. Beispiel fiir die Fldchenklasse (VI, S;, R;).

Um eine ,,dquianharmonische” Flache zu konstruieren, be-
nutzen wir wiederum die Methode von § 4, wiahlen aber nunmehr
fiir den Ansatz (20) die speziellen Koeffizienten

(48) b = ad =bP =¥ =d, =c,=1,

wodurch die Gleichungen (19) befriedigt werden und die Fun-
damentalkomponenten (17) die Werte

_ 1 -
(14) [guu =aPal® + 2, g = ?(ais) +af) + ¢,
1 — -
lguzz =0, gi220 = ?(bg” +b5)) 4 dy, Zogee = bBY + d}

gewinnen. Um die fiir den Typus (VI) charakteristische Fun-
damentalform 43) zu erhalten, setzen wir:

sy | (TP ) = — 12
‘ 1 - 1 T
FaPTD) + o = FOP+) +d—o.
Dazu kommt noch die Bedingung (18) in der Form:
(46) al®bP® 4+ @b + 2¢,d, — 2aPaP — 2c2=0.
Wir erfiillen (45) durch den Ansatz
a¥a® +e2=4 , bPHP 4 dE=-—38,
(@) + =0, P +5P) +d=0,
d.h ai3) —I—Ef’) = —2¢ s bés) +E;3) = —2d,,
e —aP =4 2veE—4, bO—B® = +2V2dE+3.

(47)

Wihlen wir ¢, = 4+ V/ 2, s0 folgt
(48) a® =a® = F V2, b® = —d,+ Vod +3,
bY = —d, F Ved: + 3.
*Den Koeffizienten d, bestimmen wir aus (46) und erhalten:

) FV2(—d,FV2&2+3)FV2(—dy+ V2d2+8)+2V2d,—4=0,
49

1 1 - F1
d.h. d2: ‘—\‘/E, b(23) ::Fﬁiz, bés):ﬁ:}:2-

Fir das partikuldre Integral

1) vgl § 2 dieser Arbeit.
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[ A= V2 Y1+ Yo A= F V2, +Ys
1 5 1
(50) B, = ?/1‘*‘(:*:% i2)y2, B;= yri‘(:FVEZFQ)yz,
9 1
C::}:\/2yl+y2 , D= Z/liﬁym

des Cauchy-Kowalewskischen Normalsystems (18), (19) (0§ =
T+ :/1—, F 25 0) reduzicren sich die Fundamentalkomponenten (17)
2

auf die fiir den Typus (VI) charakteristischen Werte 4)
(61) guun=14% Z112 =0, &r22 =2, 81220 =0, 8ogee = — 3,

so daf man fiir die Invarianten 0., O,

4, 0, 2

(52) 0,=0, 0,=6|0,2 0|=—192+£0
2, 0, —3

erhdlt.

Jetzt berechnen wir aus (14) die Koeffizienten 4,, B, B, des
Pfaffschen Systems (13) und erhalten mit Riicksicht auf (50)

(58) A, = — 42 — 2%, B, = — A, —8y,y,, B,= — 2% 1+ 842

Die Integrabilitatsbedingungen verlangen

VA B 4 3B 4.
(54) 3_1:_492:—1:“—2“8312’ ””’2:—4?/1:*‘2
Ye oy, UM oYy Y,
oder
4 4 324
(55) gy, Mgy, YA
LA Yy Y102

Daraus ergibt sich abgesehen von additiven Konstanten
(56) Ay = — 4yyy,, By = —4y,ys,

und wir erhalten das vollstindig integrable Pfaffsche System

— 1
dys = (F V' 2y, +y,)dy, + (y1 F Wik + 2yz)dy2,
dijy = (—4yi—2y3)dy, — 4Y:,Y,dY, »
(57) dig, = — 4y1Y, dy1 + ( _23/%‘1‘33/2) dy,,

digs = (:F \/gyl‘f‘yz)dyl + (91 + %yzz*: 2y2)dy2 s

dz = (:*: \/53/1"‘?/2) dy, + (yl i—;—iyz)dyz .

44) Vgl- 43 )_
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Die Integration ergibt abgesehen von additiven Konstanten

| Fv2 1 _ 4
Ys = W Tz E% §i=— 9% —2u%
_ _ V3 1
(58)1 72 = — 243Y> + 3 » B=TF ity T 5% T v
V3 1
z=i?yf+y1y2:l:2—\/§y§ )

oder zufolge (16) fiir den Ortsvektor z(y;, ¥,) der Integralfliche
die Komponenten

1 4 1 4
w1=;(y1—;y?‘2yly§)’ mz:ﬂ(yﬁ?y“%yg)’
1 1
w3:?(y2—2y3y2+y§) ) w4=E(y2+2y§y2—£) ’
(59) 1 — 1 )
w;-,:;(:}i \/231%4—23/1?/2;:%?/5)’ 2 = F iy3,
+v2 1
T ==Y Tt £ 5

Fiir die ersten und zweiten Ableitungen t,, r,, Z;;, L1a L2 des
Vektors (59) ergibt sich die Komponentenmatrix

1—y;—2y} 1+ 4y;+2y, . - _
2‘ %, 211‘ 5 —2yy , —2iyYe > FV2UHYs, o s £V Y,
. 1—2y2 48y 14-2y°—3y} 1 . 1
—2yy, ,  — 2y, » 2‘ =8 2‘1 Lon F A T 2y, , Yot Wik
— 4y, s —ddy, —2y, , —2iy, , FVve , 0 s + v2
- 2?/2 s — 21:!/2 s —2y , —_ 21'?/; s +1 ) 0 ) 1
. l - 1
- 2y1 ) - 2iy1 s 3y, s 31y, 3 + 75‘ ’ + 2 ) + "7%

Sie ist vom Rang 5, wie man etwa in einer gewissen Umgebung
der Parameterwerte y, = y, = 0 mit Hilfe der aus der ersten,
dritten, fiinften, sechsten und siebenten Kolonne gebildeten

Determinante
1
= 01 0, 0, 0
2
1
0’ _2" 0’ 09 0 «\/_
2
61) | o, o, Fvz, 0, 4yi|=t—F#0
0, o, +1, 0, 1
0 0 F ! F2¢ + !
s s — t, —
V2 V2
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erkennt. Somit sind die Vektoren &;, Iy ILj;, L1z L2e fUr einen
gewissen Parameterbereich sicherlich linear unabhingig, der
Schmiegraum der Fliche %) in den diesen Bereichpunkten
entsprechenden Flichenpunkten also fiinfdimensional. Ferner
verschwinden die Quadratsummen der Elemente der ersten und
zweiten Zeile der Matrix (60) identisch in y, und y,, wahrend
diejenigen der dritten, vierten und fiinften Zeile die Werte 4,
2, —8 annehmen. Desgleichen verschwinden die inneren Produkte
samtlicher Zeilenpaare mit Ausnahme des Produktes der dritten
und fiinften Zeile (g;;L,, = 13,7 0). Somit ist die Fliche (59)
totalisotrop und erfiillt alle Voraussetzungen fiir ein Beispiel
der Klasse (VI, S;, R,).

§ 7. Beispiel fir die Fldchenklasse (VII, S;, R,).

Hier empfiehlt sich wiederum die Methode von § 5. Wir be-
trachten das isometrische Flachenpaar

(62) a,=rcos [%—i(u—l—v)], x2:sin\:%i(u+v):|, x:,:j:%(umv),

68) y—— o Y g e, W W
(68) yy=—G— s o=— T = — s Yam—— —
also einen Zylinder in einem dreidimensionalen und eine (eukli-
dische!) Regelfliche %) in einem vierdimensionalen Raum. Sind
géff} die quadratischen Fundamentalkomponenten von (62), gg%
diejenigen von (63) und g,g diejenigen der Darstellungstliche #7)

= {i cos[i?i(u—[—v)], { sin[i?i(u—i—v):l, :I:%(u—v),

(64)
u? v wd v u? v w2 v
T2 w12 Tw’ s w —T_T]’
so gilt
(2) r) ° —3 (8) 1 g2 4r) 00
05) el =ledl=| 2 7| legl=leg+eel=] 5 o)
2

und man erhilt die biquadratischen Fundamentalkomponenten

45)  vgl. 10),
46) vgl. 17), insbes. § 3.
A7) ygl. 41),
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und Invarianten

s8o 1 1 1 1
=——— g =——— =——
g1 w  1e Sz w16’ Suzze 16’
(66) Y
‘g1222— 16° 82020 =105
8v 1
_, =1
ud u?
1 6 3
@1E_:3 22’ 2*—1—— —L 0 1 ES—Z’
(67) u? w {u, v}.
0, 0 ,1
0, =62 ——O3=£0
s=Ue — oY F

Zufolge @, £ 0 ist der Schmiegraum der Fliche (64) in Punkten
allgemeiner Lage notwendig fiinfdimensional, zufolge (65) ist sie
totalisotrop und geniigt damit allen Voraussetzungen fiir ein
Beispiel der Klasse (VII, S;, R;).

Durch die Ergebnisse der §§ 3, 4, 5, 6, 7 erscheinen samtliche
Behauptungen von Satz 3 aus § 2 bewiesen. Wir wenden uns
daher jetzt in den folgenden §§ zum Beweise der Aussagen von
Satz 4 aus § 2. Es handelt sich um die beiden Fldchenklassen:
(IT1, S;, Rg) und (V, S;, Ry).

§ 8. Beispiel fiir die Fldachenklasse (I11, S;, Rg).
Die Integration der Mongeschen Differentialgleichung
(68) da? + da} + dad + da? + da} + dak + dal + dak =0
fithrt in Analogie zu der in § 4 und § 6 verwendeten Methode auf
das Pfaffsche System
dys = A3(Y1> Y2) Y1 + Bs(y: ¥2) dys,
djy = A1(Y1> Y2) Y1 + B1(Y1> Y2) Ay »
djs = A5(y1, ¥2) Ay + B3y, Ys2)dy
dys = A4(Y1, ¥2) @Y1 + By(Y1> ¥2)dye -
djs = A5(Y1, Y2) 8%, + By, Yo:)dYa s
dgs = Au(Y1> Y2)dyy + By(yys ¥2) Y2

(69)

wobei jetzt
A, +A4,4,+ A4, =0,

(70) B, + A, + A3B, + A;B, + A,B, + A,B, =0,
B, + B3B; + BB, =0.
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Den Substitutionen (15) und (16) entsprechen

(71) {y1:m1+’£w2a Yo =51y, Yg=25-}1, Yy =12, (lz\/———l)
Gy =0, — iy, Jo=3—Ts, Jo=T5— 1T, Jo=70;— g, ’
1 _ 1 -
&, = *2—(2/1 -+ y1), Ty =5 (2 + 72)>
1 _ 1 _
Ty =& (Ys +F3), = ry (Ya + a)>
(i=v—1)

1 _ 1 -
Ty =5 (Yo — %), ®= % (Y2 — %2),

1 _ 1 -
Ze = 5; (Y3 — F3)s @g= % (Ys — Fa)»

Aus (72) ergeben sich die biquadratischen Fundamentalkom-
ponenten
24, ¥4, | ¥4, ¥,
w, | oy oy
1 (0d, 94, | dds ¥A; | VA, ¥4, | ¥4, ¥4,
iz = 3 (3?; W Dyl byz B?h ayz byl bl'h) =
1 (4, 9By A 344 3B, 04, 3B, 4, ¥B,
04,3 94, | 4, a‘Z‘ B, st 3B, VB,
b_?lz —5;2 B_%\ byz byl byl s?; S;:,
1 (¥4, 3B; | 4, aBB BA4 3B, | 4, 3B,
81220 = ( ) =

g1 =

e Wa | Wy W | Dy s | Wy O

1 (3B, 3B, | 3B, 3B, | OB, 3By , 3B, 3B,
_(?yﬁifl s | e W W E)
3B, 3B, B, aB4

Bazez = oYy W byz b.’lz

Analog zu (18); (19) bestehen hier die Integrabilitéitsbedin-
gungen

(74) >

v

Y, ayz oy, Y, dys Oy,

b

(aA 3B, bZ, B, QDA,, bZ,,)

w0

(75) 34, 3By 4, a_B, 34, B, aA,, bB‘

4
. W . Oy ¥ W Oy Wi

die im allgemeinen wiederum (z.B. fiir ? # 0) ein Cauchy-
Ya



[22] Zur Existenztheorie und Klassifikation totalisotroper Flichen. 229
Kowalewskisches Normalsystem bilden. In Analogie zu (20)
setzen wir

Ay =aPy, + ady,, Ay =ay, +aly,,
(76) Ay, =3Py, +afy,, 4,=aly, + ally,,

By =b{y, +bPy,, ?4 = by, + by,

B, = b§3)y1 =+ bés)yz ,» By= bf)l’h + bg)yz

und befriedigen zunéchst die Gleichungen (75) durch die Wahl
(77) B —a) =BP — G =1, bW — o —F® — W — i,

gemifl welcher sich die Fundamentalkomponenten (78) auf die
Werte

_ — 1 _ . .
g = aa® +- a3, g, = ?(af) +aQ +ia{ 4-ial"),
1,9 = . -
(78) 81122 =0,  Zraea = ‘g(b; ) 4+ b + bl + b)),
3)7 (3 HF)4
Bagee = 0570 + BB}

reduzieren. Um eine fiir den Typus (III) charakteristische Fun-
damentalform %) zu erhalten, setzen wir

- 1 — 1
79) a® =a® = = al =g — =
B 4+ B9 4 i(b® +59) = bOBY 4+ BWEW = 0.
AuBerdem besteht noch die Bedingung (74) in der Form
(80) b® +b® — (b +BP) =0.
Wir erfiillen (79) und (80) durch die Wahl
(81) b =44, P =Fi, P =+1 bY =—1
und erhalten entsprechend
(82) 111 =0, Gus=1, G122 =0, Z1222=10, o220 =0.
Fiir das partikuldre Integral

Ay= sy s Ag= 5% T %
(83) A= 2o+ Yo Ag= 5 + %,
By=y1 2% Bi=1+
By =1y, Fiy,, Bi=1y;— Y
des Cauchy-Kowalewskischen Normalsystems (74), (75) (b®) =T #0)

48) wvgl. § 2 dieser Arbeit.



230

M. Pinl. (23]

redugzieren sich die Fundamentalkomponenten (73) auf die fiir den
Typus (II1) charakteristischen Werte *9).

Jetzt berechnen wir aus (70) die Koeffizienten 4,, B;, B, des
Ptaffschen Systems (69) und erhalten mit Riicksicht auf (83)

(84)

(85)

A, = —2yy,, Bi=—4, -2y}, B,=0.

Die Integrabilitiatsbedingungen verlangen

4, B, 4,

gy ==y

s A w, v

¥, B, 4, 324,

L0, dh.2=—2y,, ——0.

Wa Oy oY, Yo Yy Y,

Somit ergibt sich

(86)

und

(87);

Z2Z—y§+k’ Elz_y%_‘ka
wir erhalten das vollstindig integrable Pfaffsche System
1 .
dys = (3 ¥+2)dys + (2L iy,)dye,
iy = — 2yyysdy; + (— 41 —k)dy,,
_ 1 .
dgs = (5 v1+u2) dys + (12 F iga)dys
1 . .
dy, = (2_,53/1“"‘3/2) dyy + (1Y1+Y2)dYs»
s = (—yi+k)dy,

t

_ 1 . :
dj, = (-é—iy1+zy2) dy; + (tyy —y2)dy, -

Die Integration ergibt abgesehen von additiven Konstanten

¥ W
Yo=Yite + £ £
(88)

. v, Y
——-/l — —
L Y= yly2+4i+ 2’

2 == 1Y2

Yo =

_ 9 W}
—kys Go="+ Yy F 5

2

N _ Y Y
“g‘+kylo y4:E+zyly2_—

2
3’

oder zufolge (72) fiir den Ortsvektor r(y;, y,) der Integralfliche

die Komponenten

1 2 1 T
mlzj(yl_ylyzh“kyz)’ Ty = \Y2— 5 +ky)
Y A
Xy = Zl + %Y, 2 ZZ:T + W1Y2
(89) 1 Lo
vy =5 (WY ThY,), T=; (?!2 +5 —kyl\),
Y, Y;
xG_—?’ 8 :E

49)

vgl. 48).
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Fiir die ersten und zweiten Ableitungen i, s, L115 Lz Lo des
Vektors (89) ergibt sich die Komponentenmatrix

%——ylyz, %4_%;/_2 %(-ylﬂ—k), %(yi—k)’ %erz, 0, %Hyz,
R, o () = we e
= 1 1
— Y — s, — Y — W1, Y 0, Py
— Y1» — 1Yy, 0, 0, 1, 0, 1,
0, 0, 0, 0, 0, 1, o,

Sie ist vom Rang 5, wie man etwa in einer gewissen Umgebung
der Parameterwerte y; =y, =0 mit Hilfe der aus der ersten,
vierten, fiinften, sechsten und siebenten Kolonne gebildeten
Determinante

1 k
ot L 0: 0, 0
2 21
k ! 0 0 0
2 ’ 2i b ’ o 1 + k2
(91) . L=
0’ 0, ;‘9 07 E{
N o0, 1, 0, (1
0, 0, 0, 1, 0

fiir beliebige Konstante k& 54 + 1 erkennt. Somit sind die Vektoren
T1> T2» Ti1s L1as Lgp flir einen gewissen Parameterbereich sicherlich
linear unabhéngig, der Schmiegraum der Fliche g 3°) in den diesen
Bereichpunkten entsprechenden Flichenpunkten also fiinfdimen-
sional. Ferner verschwinden die Quadratsummen der Elemente
aller Zeilen der Matrix (90) identisch in y; und y,, desgleichen
die inneren Produkte aller Zeilenpaare mit Ausnahme des Pro-

duktes 3L, = % + 2% = g1112 = 1. Somit ist die Fliche (89)

totalisotrop und erfiillt alle Voraussetzungen fiir ein Beispiel
der Klasse (III, S;, Ry).
§ 9. Beispiel fiir die Flichenklasse (V, Ss, Rjg).

Zur Konstruktion eines Beispiels dieser Art iibernehmen wir
die Formeln (68) bis (76) des vorhergehenden § 8 ohne jede
Anderung, befriedigen jedoch die Gleichungen (75) durch die

50y vgl. 45),
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Koeffizientenwahl
(92) b =af® =P =a® =b =all =+ 1, b =@ =—1.
Dann erhalten wir fiir die Fundamentalkomponenten (73)
81 = aﬁa)aig) + ai‘”ﬁi‘”, 81112 = %(aig) - a’id) + 5{3) —Ei‘”) >
(93) Gr122 = 05 81o02 = %(bés) - bgl) + 5;3) ___5;4)),
Zanay = DPDY + bV,

Um eine fiir den Typus (V) charakteristische kanonische
Fundamentalform 51) zu erhalten, setzen wir

a® = a® =k, BY =B =k,
94)) a®a® + a®a® =k, BB + bEBY =1k,,
a® —al® = — 2k, bP — by = —2k,, kk,#0
oder
1—2k 1+ 2k 1—2k. 1+ 2k,
(3 . 1 (4) __ 1 3) 2 (4 . 2
(95) 4P ==, = b = B =

AuBerdem besteht noch die Bedingung (74) in der Form
(96) ky+ky =0, zB. ky=-+1, ky=—1.
Fur das partikuldre Integral
1 3 — _
Ay= 2% +ys, 4Ay= ;?/1“’1‘?/2, As=111Y2, As=1—Y2
(97)
3 2 5
By=1y, +*2‘?/2 s By=y, — P By=y,—Ys, By=—Y1—Y
des Cauchy-KowalewskischenNormalsystems (74), (75) (b8 =—1520)
redugzieren sich die Fundamentalkomponenten (78) auf die fiir den
Typus (V) charakteristischen Werte 5%)
(98) Gunn =1, e = Bri2a = L1222 = 0, Lagee = — 1,

so daf man fiir die Invarianten ©,, O, der kanonischen Fundamen-
talform

(99) F = dy} — dy,
die Werte

(100) O,=—2, 0,=0
erhdlt.

51) wvgl. § 2 dieser Arbeit.
52)  vgl. 51).
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Jetzt berechnen wir aus (70) die Koeffizienten 4,, B;, B, des
Pfaffschen Systems (69) und erhalten mit Riicksicht auf (97)

(101) 4,=—4l, By=—4, By= -+
Die Integrabilititsbedingungen verlangen

4, DBI 4, V4, 3B,
R ——1 0 = —_—— _— = =

(l 02 ) Y byl oY, Ys oy,
dh. A,— o, B, = —o.

So ergibt sich das vollstandig integrable Pfaffsche System
dys = (—~ %yl + yz) dy, + (y1 + —z—yz) dy,,

dy = —pdy, — edy, Ay = (Y1 + Y2) dys + (Y1 — Y2) dya,
dyy = (% Y1+ 3/2) dy, + (y1 - %) dys,

dgs = edy; + Y3y, APy = (y1 — Y2)dys + (— Y1 —Y2) dYs.

(103)

Durch Integration erhalten wir abgesehen von additiven
Konstanten
A 3y, % _ Y
Z/az—f‘l‘ylyz‘l—f, y1:“‘§1_93/2’ Z/3=;l+y1?/2—;2:
(104)

2 3 2

3 yz - yz A
Y=Yt —  h=eht s =YY —

oder zufolge (72) fiir den Ortsvektor r(y,, y,) der Integralfliche
die Komponenten

_2 n
wl_; yl—g_gyz ’

1
~ 2
1 (42 v 1 (547 8y
[c5—?(‘-{—2y1y2+—), w7:‘2“(f‘*_4‘2)
(105) X . .
—2_(Z/1+ + 93/2) Ty = (Z/z‘@yl_g):
1 3Y5 | 5% 1 Y
Ty = 2_(—:4‘7)’ Ty = o= ( + 21y, + 2)

Fiir die ersten und zweiten Ableitungen zy, Is, Z115 L12s L20 des
Vektors (105) ergibt sich die Komponentenmatrix



(106)

L

Lo

Lu
L1z

Lao
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Sie ist vom Rang 5, wie man etwa in einer gewissen Umgebung
der Parameterwerte y, = y, = 0 mit Hilfe der aus der ersten,
dritten, siebenten, sechsten und achten Kolonne gebildeten
Determinante

1
- L, 0, 0, 0
2 2
1
'—%> ;, 0, 0, 0
) 1+ ¢?
(107) 3¢ 5 i =
> % P T3 4
o, o, 0, 0, — 1
5 3 i
o, 0, ——, - _Z
4 4 4

fiir beliebige Konstante ¢ = 4 ¢ erkennt. Somit sind die Vektoren
L1 L3 Ti1> Ligs Lop fiir einen gewissen Parameterbereich sicherlich
linear unabhingig, der Schmiegraum der Fliche g ) in den diesen
Bereichpunkten entsprechenden Fldchenpunkten also fiinfdimen-
sional. Ferner verschwinden die Quadratsummen der Elemente
der ersten, zweiten und vierten Zeile der Matrix (106) identisch
in y, und y,, wihrend diejenigen der dritten und fiinften die
Werte 4 1, — 1 annehmen. Desgleichen verschwinden die inneren
Produkte sdmtlicher Zeilenpaare identisch in y; und y,. Somit
ist die Flache (105) totalisotrop und erfiillt alle Voraussetzungen
fiir ein Beispiel der Klasse (V, S;, Rg).

Durch die Ergebnisse der §§ 8 und 9 erscheinen samtliche
Behauptungen von Satz 4 aus § 2 bewiesen. Wir wenden uns
daher jetzt zum Beweis von Satz 5 aus § 2. Es handelt sich nur
noch um die Fliachenklasse (I, S; Ry).

53) ygl, 50),

1 1 70 Y1 3 5 —1Y,
2 —_— — — ——
?(l_yl)’ ‘2;‘(1 + y?)’ Pk 2’ % + Yo» 4 Yo Py Y1 2
e e . . v 50 3
T o on —(1 —(1— s —s ——Ya Y —UWhL—
PN % ( + 2 2)a ( yz) Y+ p 2 Ya 2 Y Y1
= ) 1 3¢ 5 2
—Y1 — W1 0, 0, 2 2 7 7
0, 0, 0, 0, 1, o, 0, —i
0 0 . 1 5¢ 3 T
s i) '} 1Yo, — _—— ——
Y Y2 4 4 4 4
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§ 10. Beispiel fiir die Fldchenklasse (I, Sy, R,).

Hier empfielt sich wiederum die Methode von § 8. Wir be-
trachten die vierfach %) isotrope Kurve des R,

5=53w) A=t =3n=31m=0 HunZ0
(31> 3115 B111> Buaas -+ o> B ) 0 {ug )

Sie erzeugt die vierdimensionale totalisotrope Hypertorse
(Tangentenhyperfliche)

Y(uy, s, g, Uy) = 3(ty) + Uafy (Un) + Usgdas (1) + Ughrra(wy),
t)oct)ﬁ =0 {ul, Ug, Usg, u4} (2, =1, 2, 8, 4).
Auf (109) betrachten wir die zweidimensionale totalisotrope

Flache
(110) {g(up Ug) = F(1y) 4 Uads(uy) +
+ @y, Ug) 1 (1) + (U, Ug) 3111 (%),

die wir also aus (109) erhalten, indem wir %3 und u, durch geeignete
analytische Funktionen ¢(u;, #,) und (%, u,) der Parameter
Uy, Uy €rsetzen.

Fiir die ersten und zweiten Ableitungen des Fliachenortsvektors
T ergibt sich: %)

(108) {

(109) {

Ty = %+ %1d1 + %1183 + %11 fanan s
i1 = Y11 + Y + Y b + Y duas

(111) 122 = 3 + Pudn + Puidi»
Loo = 11311 + €111 81115

l Ti2 = O11%11 + O1113111 + Sua1aduan -

Demnach verschwinden sédmtliche Quadrate und Skalarpro-
dukte der Vektoren (111) identisch in w,, %,, ¥, ¢ ausgenommen
=Y dun =& # 0 {4, % ¢, v}

Gleichwohl ergibt die Laplacesche Entwicklung %) des Deter-
minantenquadrates

(T1> Las Tazs Taos L1 015 Dy, 03y D)2 =

D3%1s  Uglys  Vgli, Vb
) Diles  Dola,  Valas  Vgle
Vit1as Valies DVglizs Vglie
D3%22s DVgleas Vgloas Valee

8) wvgl. 3) (c), insbes. § 5.
%5) Die Bedeutung der Koeffizienten oo, .,y . .,... ergibt sich natiirlich

aus (110).

56) Entwicklung nach den Determinanten vierter Ordnung der Kolonnen

: 2
L1s Los Luo Ton 10 (Lys Tas Luos Lazs s s 45 45 %)° !

G111 Z O {Uy, uy, by, by, g, 0y},
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so dafl man fir passende Wahl der Vektoren b,, b,, bg, b, die
lineare Unabhéngigkeit der Vektoren gy, Iy, L11, L1z L2e €rkennt.
Andererseits gehort die totalisotrope Flache (110) wegen

(113) Z1112 = Z1122 = E1220 = 82022 = 0

zum Typus (I) und erfiillt also alle Voraussetzungen fiir ein
Beispiel der Klasse (I, S;, R,).

§ 11. Die leeren Felder der Klassifikationstabelle.

Wir haben noch die Nichtexistenz der den leeren Feldern der
Klassifikationstabelle aus § 2 entsprechenden Fliachenklassen
zu beweisen.

Ist b ein beliebiger Vektor in R;, so gilt fiir jede totalisotrope
Fliche g des R,

(114) (L1s Los Lops Lyos D) =0 {ug, up, 0}, wfyd=1,2

Somit existieren fiir solche Fliachen im R; hochstens drei-
dimensionale Schmiegraume. Die geometrische Gestalt dieser
Flichen ist bekannt (totalisotrope Torsen 5)), der einzige nicht-
lineare Typus ist (I).

Ist v ein beliebiger Vektor in Rg, so gilt fiir jede totalisotrope
Fliache ¢ des Rg

(115) (%15 Tas L1 Lags Laps D)2 =0 {uy, uy, v}

Somit existieren fiir solche Flachen hochstens vierdimensionale
Schmiegraume. AuBler (I) kommen nur die Typen (IIT) und (V)
vor, deren geometrischen Charakterisierung bekannt ist 58).
Insbesondere sind die Typen (IT), (IV), (VI) und (VII) im Rg
wegen (115) unmoglich. Aber auch die Flichenklasse (I, S, Rg)
existiert nicht, da fiir zwei beliebige Vektoren b,, v, die Relation

(116) (gla 32’ gaﬁ} Eyds bla bz)z = 0 {ula u27 bla bz}’ 2] ﬁ9 Vs 6 = l’ 2’

besteht, sobald man dem Typus (I) entsprechend g;,5 = 81495 =
81200 = Ho220 — 0 0der gy33; = 81315 = S1192 = S1292 = 0 voraussetzt.
Sind by, b, beliebige Vektoren in R,, so gilt wiederum

(117) (T1s Tas 11> Lazs Lazs D1, 05)> =0 {ug, Uy, 0y, by},

57) wvgl. 8), insbes. § 3.

58) wvgl. 8), § 4 und 5, 4) (b) insbes. S. 555—556; auch die Charakterisierung
der totalisotropen Flichen mit allgemeiner harmonischer Grundform ist Herrn
J. LENSE nach einer Mitteilung an den Verf. inzwischen gelungen: es handelt sich
um Flichen, deren kanonische Parameterkurven ein konjugiertes Netz bilden.
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sobald die biquadratischen FundamentalgréBen den kanonischen
Typen (I), (IITI), (V) entsprechend gewéhlt werden. Man erhalt
daher stets hochstens vierdimensionale Schmiegraume, so da@
die Flachenklassen (I, S;, R;), (III, S; R;), (V, Ss; R;) nicht
existieren konnen.

Sind schlieBlich b;, by, v, beliebige Vektoren des Rg, so besteht

(118) (L1, Ta» L11s Lros Lo Dy Dgy 03)2 =0 {Uy, Uy, 0y, by, 03},

sobald fiir die totalisotrope Flache ¢ der Typus (I) vorausgesetzt
wird, so daB also auch die Fliachenklasse (I, S5, Rg)nicht existiert ).

§ 12. Mehrfach totalisotrope Fldchen.

Zum Abschluf3 dieser Untersuchung behandeln wir noch kurz
die in den komplexen euklidischen Raumen R, bis R, liegenden
mehrfach totalisotropen Flachen. Die einzigen totalisotropen
Flachen des R, sind bekanntlich die totalisotropen Ebenen

(119) ng(uls uz)’ ga’:‘ﬂzo» (21532’ gaﬂ’ b)250 {ulsuz’b}9 o, /3: 1,2.

Im Sinne unserer Terminologie gehoren sie bereits zu den
unbeschrinkt totalisotropen Flachen (Fall (c, )).

Ein Beispiel fiir eine beschrinkt, namlich zweifach, totaliso-
trope nichtlineare Fliche in R, (Fall (c,)) bietet die Tangenten-
flache

= 3(uy) + Ug3s (1),

(120) {1} =11, = 1] =1}, = Ty Typ = 1], = Ty T =TypTlsy =13, =0,
Ui =8hun 7 0w us}

der dreifach isotropen Kurve (4) aus § 8, auf welcher sowohl die

quadratischen als auch die biquadratischen Fundamentalkom-
ponenten identisch verschwinden. Ebenso bietet die Tangenten-

flache
T = §(uy) + Ug$y(uy),

(121) ToTp = Toaplys = Tupylosr =0 {uy us}, o, B, 7, 06,6, =1,2,
i = Sunnn % 0

der vierfach isotropen Kurve (108) aus § 10 ein Beispiel fiir eine
dreifach totalisotrope nichtlineare Fliche in Ry (Fall (c,)).

%) Ein Beispiel fiir (I, S,, Rg) findet man in 14) (b), FuBnote 6, S. 551.
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Fir die Geometrie der Flichen (120), (121) héitte man die
tri-bzw. quadri-quadratischen Fundamentaltensoren

(122) Bapyoel = Tufy " Voel> Sufydeln® = Yafys Letnd
d,ﬁ,‘}’,é,e, Caﬂ"‘a = 152

heranzuziehen und ihre Klassifikation nach den Fallunterschei-
dungen durchzufiihren, die das Verhalten der Komitantensysteme
bindrer Formen sechsten bzw. achten Grades in algebraischer
und differentieller Hinsicht bietet.

Indessen st6Bt man auf hoher mehrfach totalisotrope, ja sogar
unbeschrankt totalisotrope nichtlineare Flachen bereits in Rdumen
beschrinkter endlicher Dimensionszahl n, wenn man Flachen
untersucht, die selbst wiederum in k-fach isotropen oder in totaliso-
tropen Untermannigfaltigkeiten ) des betreffenden R, liegen.
So sind z.B. alle nichtlinearen Fliachen, die in einem totalisotropen
dreidimensionalen linearen Raum des komplexen euklidischen
Rg liegen, Beispiele fiir nichtlineare unbeschrankte totalisotrope
Flichen. Eine invariantentheoretische Behandlung und Klassi-
fikation aller dieser Gebilde ist natiirlich nur bei beschrankt
totalisotropem Verhalten mdglich 61).

Oberrahmede (Sauerland) im Juni 1937.
(Eingegangen den 12. Juli 1937.)

60) ygl. J. LensE, Uber ametrische Mannigfaltigkeiten und quadratische Diffe-
rentialformen mit verschwindender Diskriminante [Jahresber. D.M.V. 35 (1926),
S. 280—294], insbes. S. 285.

61) Schon mit den isotropen Geraden ist ja in dieser Hinsicht nichts anzu-
fangen, vgl. E. Stupy [Trans. A. M. S. 10 (1909), 1—49], insbes. § 2 S. 15.



