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§ 1. Einleitung.

Als erste Anwendung der in der ersten Arbeit dieser Reihe 1)
behandelten Komplettierungstheorie ist diese Arbeit der Theorie
der b,-adischen Ringe gewidmet, d.h. der durch Topologisierung
nach den Restklassen nach einer Vielfachenkette von Idealen
und nachtriagliche Komplettierung entstandenen topologischen
Ringe. Solche Ringe sind zuerst von K. Hensel [1, 2] 2) eingefiihrt
und sehr eingehend untersucht worden (die ganzen p-adischen,
g-adischen und p-adischen Zahlen bilden solche Ringe). Spiter
hat H. Priifer [2] seine ,,idealen” Zahlen eingefiihrt, unter denen
die ganzen (bei gegebenem Ausgangskorper) gleichfalls einen
Ring bilden. In dieser Arbeit wird der Begriff ganz allgemein und
abstrakt gefaflt. Die Satze der einleitenden §§ 2 bis 5 habe ich
(zwecks Verwendung in spiteren Arbeiten) sehr allgemein ge-
halten, sogar fiir nichtkommutative Ringe formuliert. In den

1) D. vaN Danrtzig, Zur topologischen Algebra, I. Komplettierungstheorie
[Math. Ann. 107 (1932), 587—626], zitiert als I. (Die dort S. 588, FuBnote %) ge-
nannten Titel und die Reihenfolge der Arbeiten habe ich seitdem geéndert.

2) Die Nummern zwischen eckigen Klammern beziehen sich auf das Literatur-
verzeichnis in I, 623—626.
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weiteren §§ wird meistens Kommutativitat vorausgesetzt, und es
werden dann die Ringe allméhlich weiter spezialisiert. Die typisch
nicht-kommutativen Ergebnisse werde ich erst in einer spiteren
Arbeit bringen.

In einer an andrer Stelle zu verdffentlichenden Arbeit 3) werde
ich den wichtigsten Spezialfall: die »!-adischen oder universellen
(d. s. Priifers ganze rationale ideale) Zahlen eingehender behan-
deln, weil diese Zahlen fiir die Theorie der $B,-adischen Gruppen %)
eine grofle Bedeutung haben; diese entspricht ganz der Bedeutung
der natiirlichen Zahlen fir die Theorie der endlichen Gruppen.
Die in dieser Arbeit bewiesenen Sitze habe ich zum gréten Teil
schon (wenigstens fiir kommutative Ringe) im Jahre 1928 be-
wiesen und 1981 in meiner Dissertation %) veroffentlicht. Fiir
den Spezialfall der Priiferschen Zahlen wurden die entsprechenden
Séatze (ausgenommen die Isomorphiesitze TR. 28, 29 und die
Siatze von §§ 4, 5, 7) zum groBten Teil schon 1926 von J. von
Neumann [1] bewiesen. Insbesondere erwéhne ich die Zerlegungs-
sitze TR. 89 und 41, sowie die Sitze TR. 48—52 des § 8, die
ganz den v. Neumannschen Sétzen entsprechen. Auch die Beweis-
methode stimmt hier im wesentlichen mit der v. Neumannschen
iiberein.

§ 2. Db,-adische Ringe.

TR. 24. Ist b, eine Vielfachenkette von zweiseitigen Idealen in
einem beliebigen abzdhlbaren ®) Ring R, deren Durchschnitt das
Nullideal ist, so definieren die Restklassen nach den b, R als
topologischen Ring.

Beweis. Es sei also:

bv'—bv:bva bvabv, mvabv, .'.QRB,,QRbe, (1)

by =0(by) (2)
[bV]= [bl’ bz,...]I(O), (3)
Un(m) =a+ bn = {y}ysx(bn)' (4)

DaBl die U, (x) den Umgebungsaxiomen T. 1 bis 5 (I, 594) geniigen,
ist leicht zu verifizieren. Wir fiithren nur den Beweis von T. 4 an:
Ist @ #£y, so ist ¢ — y =£0(0), also wegen (8) gibt es ein n mit

3) D. vaN DanNtziG, Nombres universels ou »!-adiques. Erscheint in Annales
Ecole Norm.

4) D. vaN DantziG, Zur topologischen Algebra, III. Brouwersche und Can-
torsche Gruppen, zitiert als III. Erscheint denmichst in dieser Zeitschrift.

%) D. van Dantzic [3].

¢) Die Bedingung der Abzihlbarkeit ist wieder unwesentlich und kann durch
die Forderung oder die Hypothese der Wohlordenbarkeit ersetzt werden.
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z —y32£0(b,). Dann ist aber ®(U,(z), U,(y)) = O. Denn wiirde
dieser Durchschnitt ein Element z enthalten, so wire z=x(b,),
z=y(b,), also z — y=0(b,).

Ist nun x, -2, y, >y, also z, = x(b,), y» = y(ba), p — 0o,
A— o0, so kann man A= px annehmen, indem man beide durch
hr Minimum ersetzt. Dann ist aber auch @, 4 y» = 4 y(by),
@y yy=2y(by), also den Axiomen TR. 1, 2, (I, 617) wird auch
geniigt, d.h. & ist ein T-Ring.

Bemerkung 1. Jede Fundamentalfolge ist mit einer reduzier-
ten Folge konkurrent, d. i. einer Folge z, fiir die #y,; — 2,=0(b,)
ist.

Bemerkung 2. Die Ideale b, sind offen, also wegen TR 4
(I, 618) auch abgeschlossen.

TR. 25. Der in TR 24. definierte T-Ring ist komplettierbar.

Beweis. Ist {x,} eine Nullfolge, also a, =0(by), A—> o0, y,
eine beliebige Folge (also nicht notwendig eine Fundamental-
folge), so ist @y, =y, = 0(by), also x,y, und y,z, sind auch
Nullfolgen. Also ist R komplettierbar gema TR. 21, 23 (I, 620).

TR 26. Definition. Die Komplettierung R des in TR. 24
definierten T-Ringes hei3t der b,-adische Ring iiber R und wird
mit R = R(b,) bezeichnet.

Bemerkung 1. Ist der Durchschnitt b= [b,, by, ...] micht
das Nullideal, so kann man das Verfahren von TR. 24 dennoch
anwenden. Nur gilt dann T. 4 nicht mehr fiir die Elemente von R,
sondern fiir die Restklassen modulo b, d.h. es wird nicht R selbst,
sondern der Restklassenring /b topologisiert. Wir lassen weiter-
hin die Bedingung (3), d.h. b = (0), fallen, und gestatten also,
daB R einen mit NR/b anstatt mit R isomdomorphen iiberall
dichten Teilring enthilt. Das einem Elemente z¢ R entsprechende
Element (z-+0)/b von R wird gleichfalls mit « bezeichnet, das
einem Ideal aC R entsprechende Ideal (a+45)/b mit a’. Insbe-
sondere wird % auf den in % dichten Ring %' = R/b abgebildet.
N.B. o ist ein Ideal bzgl. %', nicht bzgl. R. Es ist
b = [b/, by, ...] = (0). Wenn nitig werden Elemente oder
Mengen in R’ bzw. R mit einem ’ bzw. ~ bezeichnet.

Bemerkung 2. Sind alle (oder fast alle) b, gleich, .. b,= Db,
so ist R(b,) = R/b. Restklassenringe sind also b,-adische Ringe
spezieller Art. Sind alle b, = (0), so ist R(b,) = R, d.h. jeder
diskrete ¢) Ring ist b,-adisch. Dieser letztere triviale Fall bleibe
librigens weiterhin auBBer Betracht.

%¢) Eine T-Menge heiBt diskret, falls kein Punkt Hiufungspunkt von andren
Punkten der Menge ist.
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Bemerkung 8. Man kann den kompletten Ring R(b,) auch
definieren als die Menge aller Restklassenschachtelungen {z, +b,}
(wo also @y,1+by Cay+by, dh. (2y,, — xy)eb, ist).

Bemerkung 4. Man kann das Verfahren von TR. 24 (,,Topo-

logisierung nach den Restklassen einer Vielfachenkette und nach-
tragliche Komplettierung’’) auch anwenden, falls R selbst schon
ein (nicht notwendig abzéhlbarer) topologischer Ring ist, voraus-
gesetzt dal die b, (in der urspriinglichen Topologisierung) offene?)
Ideale sind. Werden die b, beliebig klein (d.h. gibt es zu jeder
urspriinglichen Umgebung U der Null ein b, CU, so ist die neue
Topologisierung mit der alten Aquivalent. In diesem Fall ist
R(b,) einfach die Komplettierung von R, also mit R identisch,
falls RN selbst schon komplett ist.
__ Bemerkung 5. In %(b,) bilden die abgeschlossenen Ideale
b,', eine Vielfachenkette von offenen Idealen; diese werden
beliebig klein. Weil %(b,) selbst schon komplett ist, ist also
R(b,) (b,) = R(b,). Wir kénnen also weiterhin die Entstehungs-
weise von R(b,) aus einem abzdhlbaren Unterring R auller Betracht
lassen und einfach annehmen, da3 b, eine die Null oder ein Ideal
b definierende Folge von offenen (also auch abgeschlossenen)
zweisettigen Idealen in R ist, und daf R komplett ist. Der zuerst
betrachtete Fall ist darunter begriffen: als urspriingliche Topo-
logisierung von ® wihle man diejenige, in der R diskret ist,
jedes Element also fiir sich eine offene Menge bildet.

TR. 27. Jeder b,-adische Ring ist nulldimensional.

Beweis. Die b, sind offen und abgeschlossen und definieren
die Null. Also folgt die Behauptung aus TG. 9 (I, 608).

TR. 28. Homomdiomorphiesatz Sind b, wund ¢, Vielfachen-
ketten von zweiseitigen Idealen in R und gibt es eine monoton
wachsende Folge natiirlicher Zahlen n,, derart daf fiir alle v

€y = 0(B))

ist, so ist R(by) eindeutiges stetiges homomorphes Bild von R(c,).

Beweis. Ist {r,} eine Fundamentalfolge bzgl. der ¢,, also
Zp+r1=au(¢y), u = ky, soist a fortiori @y+1 = au(by), 1 = k,,, d.h.
{z,} ist auch eine Fundamentalfolge bzgl. der b,. Weil konkurrente

7) Bei Gruppen ist die entsprechende Bedingung (Offenheit der Normalteiler)
nicht notwendig; die Abgeschlossenheit geniigt da. Falls die Normalteiler null-
dimensional sind, erhilt man durch Umtopologisierung und Komplettierung Grup-
pen vom solenoidalen Typus. Vgl. D. vax DaANTZIG [2], sowie: Groupes monoboli-
ques et fonctions presque périodiques [C. R. 196 (1933), 1074—1076], Le
groupe fondamental d'un groupe compact abstrait [ibidem, 1156—1158].
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Folgen bzgl. der ¢, in ebensolche bzgl. der b, iibergehen, ent-
spricht jedem Elemente von $(c,) eindeutig ein Element von
R(b,). Offenbar ist diese Zuordnung eine homomorphe und ein-
deutig stetige, also eine Homomd&omorphie.

Bemerkung 1. Ist b, die AbschlieBung von b, in R(c,), und
p=1[b1, 02 - -], so ist R(b,) L R(c,)/d7). Es ist zu beachten,
daB keineswegs D = b ist, so daB aus b = (0) keineswegs d = (0)
folgt. Beispiel: ® = Ring der ganzen rationalen Zahlen, b, = (p?),
p prim, ¢, = (pg)?, ¢ # 0(p). Nach Hensel [2, S.78]ist R(c,) direkte
Summe von mit %R(p¥) und R(g?) isomorphen Ringen, also ist
22 R(g”), obwohl b = c= (0) ist.

Bemerkung 2. Spezialfall ¢, =¢, b, =0, ¢=0(b). Dann ist
R/b homomorphes Bild von $/c, ndmlich R/b « (R/c)/(b/c).

TR. 29. Isoméomorphiesatz. Sind b, und ¢, zwei Vielfachen-
ketten von zweiseitigen Idealen in R und gibt es zwei monoton
wachsende Folgen natiirlicher Zahlen m, und n, derart, dap fiir alle v

b, =0(¢y), ¢,, =0(b,)

ist, so sind R(by) und R(c,) isombomorph.

Beweis. 1Ist {z,} eine Nullfolge bzgl. der b,, so ist z, = 0(b,),
u=ky , also oy =0(b,) fir u =k, d.h. {z,} ist auch eine Null-
folge bzgl. der c,. Bei der Abbildung nach TR. 28 wird also nur
die Null von (¢, ) auf die Null von R(b,) abgebildet (d.h. b = (0)),
d.h. die Abbildung ist eineindeutig, folglich eine Isomdomorphie.

§ 3. Beispiele.

A. Beispiele in Zahlenringen.

1. R = Ring der ganzen Zahlen aus einem algebraischen
Zahlkorper; p = ein Primideal aus R; R(p?) = Ring der ganzen
p-adischen Zahlen von Hensel [1]. Ist speziell ;& der Ring der
ganzen rationalen Zahlen, so erhdlt man fir b,= (p*), p prim
die (ganzen) p-adischen, fiir b, = (g¥) (g beliebig) die (ganzen)
g-adischen Zahlen von Hensel [2]. Fiir g = 0 ist R(0?) gleich R
selbst; fiir g = 1 ist R(1¥) = R/N der ,,leere Ring”’, d.h. der Ring
der nur aus einer Null besteht.

2. R wie oben; p;, s, . .. seien simtliche Primideale aus R,
irgendwie geordnet; b,= pypy~ ... p2_,p,: R(b) = Ring der
(ganzen) ,,idealen Zahlen” von Priifer [2], J. von Neumann [1].
Wegen des Isomorphiesatzes TR. 29 kann man allgemeiner
b, =[a;, ..., a,] setzen, wo die a, die simtlichen (irgendwie

@) GemiB TG. 6 (I, S. 607) bedeutet &2 ,,ist isomoomorph mit”.
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angeordneten) Ideale von R durchlaufen, oder auch, einfacher
b, = (Py... p,)" setzen. Anstatt ,,ideale’’ Zahlen sagen wir lieber
»universelle Zahlen” iiber R 8), und falls speziell R der Ring der
ganzen rationalen Zahlen ist, universelle Zahlen schlechthin. Weil
b, in N, = N(b,) (d.h. absolute Norm von b,), also a fortiori
in N, ! aufgeht, wihrend anderseits jedes m! Basis eines q, ist,
also in einem b, aufgeht, ist R(b,) % R(»!), so daB wir die uni-
versellen Zahlen auch y!-adische Zahlen nennen koénnen.

In den beiden Beispielen erhilt man die gebrochenen Zahlen
Hensels bzw. Priifers einfach durch Quotientenbildung.

B. Betspiele in Polynomringen R[&, n]; & sei z.B. der Korper
der rationalen Zahlen. Mit f, — f soll immer gemeint sein, da3
die Polynome f, = f, (&, ) Db,-adisch gegen f konvergieren. Im
allgemeinen wird dann f = f(&, ) eine formale Potenzreihe sein,
die nicht im gewohnlichen Sinne zu konvergieren braucht. Die
nachfolgenden geometrischen Veranschaulichungen haben offen-
bar nur dann Sinn, wenn die f(£, ) auch im gew6hnlichen Sinne,
z.B. als analytische Funktionen, existieren. In diesem Falle zeigen
sie eine gewisse Beziehung zwischen b,-adischer und gewohnlicher
Konvergenz. Dazu sei nioch bemerkt, daf3 die b,-adische Kon-
vergenz keinesfalls notwendig fiir die entsprechende geometrische
Approximation ist (hinreichend ist sie wohl, falls die Grenz-
funktion existiert). Dazu miilte man ja auch die topologischen
Beziehungen im Korper & selbst mit in Betracht ziehen und als
Umgebungen der Null im Ringe R(b,) nicht die Ideale b, selbst,
sondern die topologischen Produfkte aus solchen Idealen und Um-
gebungen der Null im Korper definieren. Man erhielte so Ringe,
die nicht mehr vom b,-adischen, sondern vom solenoidalen
Typus *) und nicht mehr nulldimensional, sondern (wenn der
Ausgangskorper ® zusammenhingend ist) unendlichdimensional
waren.

8. b,= (& n)™ Falls f,= f, (&, 1) b,-adisch gegen f=f(&, n)
konvergiert, approximieren die f, f immer genauer in O = (0, 0)
Geometrisch: die Flichen ¢ = f,(&, 1) im (&, %, {)-Raum haben
mit { = f(£, ) in O eine Berithrung von immer hoherer Ordnung.
Wegen (&, 7)»71 = 0(£?, n%) = 0(&, n)* ist R((&, )”) mit R(E?, n?)
isomorph.

4. b, = (&%) bzw. b, = (f(& n))* Die f, haben mit f eine

8) Weil das Wort ,,ideal” schon andre Bedeutungen hat, und die Bedeutung
des universellen Ringes iiber R derjenigen der universellen Uberlagerungsgruppen
und -flichen genau entspricht.

®) Vgl. FuBnote 7).
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Beriihrung von immer héherer Ordnung iiber allen Punkten der
n-Achse bzw. der Kurve f(&, ) =0.

5. b, = (& 7n). Die Durchschnittskurven von f, bzw. f mit
der (&, ¢)-Ebene schneiden sich iiber O und approximieren letztere
daselbst immer genauer.

6. b,= ( il (n—m;&), (&, 77)”“). Die f, durchschneiden fiiber
i=1

0 in immer mehr gegebenen Richtungen.

7. by=pibs... Pp, P, = (£ —a,,n—0>,). Die f, haben
mit f immer mehr Punkte (a,, b,) gemeinsam.

8. b,=(by...9,)"% p, wie oben. Die f, berithren f iiberdies
in allen diesen Punkten immer stirker.

§ 4. Spezielle b,-adische Ringe.

TR. 80. Definition. Der b,-adische Ring R(b,) heiBt wumni-
versell (bzgl. R), falls zu jedem Ideale a # (0)CR ein b,Ca
existiert. Man erhalt den universellen Ring iiber den (als abzihl-
bar und der Endlichkeitsbedingung R. 26 geniigend voraus-
gesetzten®)) Ring R wenn man die simtlichen Ideale von R in
irgendeiner Reihenfolge a;, a,,... abzidhlt, und z.B. b, =
[ags - - ., a,] setzt. Wegen des Isomorphiesatzes TR. 29 ist R(b,)
von der gewihlten Reihenfolge unabhingig. Beispiele: 2 und 7.

TR. 81. Definition. Ein by-adischer Ring heillt p-adisch,
falls b,= p” und p ein Primideal ist. Im engeren Sinne nennen
wir R(b,) auch p-adisch, falls liberdies p teilerlos ist und die p*
eine Kompositionsreihe bilden. In diesem Falle ist p = (n)
Hauptideal (vgl. § 8) und R(p?) = R(a¥) heiBt auch =-adisch.
Beispiele: 1, 4 (falls f(¢, ) irreduzibel ist.) (Im weiteren Sinne
auch 3.)

TR. 82. Definition. Der b,-adische Ring R(b,) heillt primitiv,
falls die b, = q, primére Ideale sind, die alle zum selben Prim-
ideal p gehoren. Beispiele: 8, 5 und die p-adischen.

TR. 83. Jeder by-adische Ring iiber R ist homomdomorphes Bild
vom universellen Ring iiber R.

Beweis. Ergibt sich sofort aus dem Homomdéomorphiesatz
TR. 28.

Bemerkung. Dieser Satz rechtfertigt das Wort ,,universell’:
der universelle Ring iiber R entspricht also gewissermaflen einer
universellen Uberlagerungsfliche oder -gruppe.

TR. 84. Definition. Ein Cantorscher Ring bzw. ein offener
Cantorscher Ring ist ein mit der Cantorschen Menge homéomorpher

?6) Man kann auch zulassen, daB R schon topologisiert und nicht-abzihlbar
ist, wenn man q, simtliche offene Ideale durchlaufen 14Bt.
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oder endlicher, bzw. ein mit der offenen Cantorschen Menge
homdomorpher oder diskreter Ring. Vgl. T. 28, 24 (I, 597).

TR. 85. Jeder b,-adische Ring, fiir den alle Restklassenringe
R/b,, endlich sind, ist Cantorsch.

Beweis. Wegen TR. 27 geniigt es, zu beweisen, dal R(b,)
kompakt ist. Ist z, eine beliebige Folge von Elementen aus R(b,),
xy, eine ihr entsprechende Folge im Ausgangsring R (so daf
@y = (xgy—+0)/b ist) und @,, eine solche Teilfolge von z,_,,,, dal3
Ty = @,1(b,) ist fir alle », so ist diese Bedingung fiir n =0
erfillt, wenn wir b, = R setzen. Es gibt dann modulo b,,, nur
endlich viele Reste, weil R/b,,, endlich ist; einer von ihnen muf3
also unendlich oft vorkommen; die entsprechende Teilfolge von
Xpy S€l ,.1,9, so daB die Induktionsvoraussetzung erfiillt ist. Fir
die Folge y, = x,, gilt dann y, =y, (b,) fiir alle » =n, d.h. die
yy bilden eine (reduzierte) Fundamentalfolge. Weil (b, ) komplett
ist, konvergieren sie also gegen ein Element yeR(b,), d.h. R(bH,)
ist kompakt. Falls alle b, 7 b sind, gibt es eine Nullfolge von
Elementen = 0; also ist R(b,) dann in sich dicht und mit der
Cantorschen Menge homéomorph. Sind dagegen fast alle b, = b,
so ist R(b,) = R/b endlich.

Verschérfung. Sind fast alle Restklassenideale b,,,/b, endlich,
so ist N(b,) offen Cantorsch.

Bewets. Nach Voraussetzung sind alle b,,,/b, fiir » = n end-
lich. Der Beweis von TR. 85 bleibt dann giiltig, falls fast alle
@, in b, liegen. Also ist b, kompakt und R(b,) mikrokompakt,
woraus wegen TR. 27 die Behauptung unmittelbar folgt.

TR. 86. Jeder Cantorsche Ring R ist by-adisch; alle Rest-
klassenringe R/b, sind endlich. (Umkehrung von TR. 385).

Beweis. Zu beweisen ist, daBl jede Umgebung U der Null ein
zweiseitiges offenes Ideal enthilt. Aus dem entsprechenden grup-
pentheoretischen Satz TG. 40 1°) geht hervor, daf3 jedes U eine
offene additive Gruppe enthilt. Ist nun g, eine die Null defi-
nierende Folge von offenen additiven Gruppen, so sind die von
ihnen erzeugten zweiseitigen Ideale b, =g, +Rp +HR+RER
gleichfalls offen. Wire kein b, in U enthalten, so gibe es eine
Folge von Elementen

Xy = Uz 1+ ArpUay ~+ UgyQoy + Azylayyy, UnEBy, apeR  (1=1,2,38,4)
aullerhalb von U. Weil R kompakt ist, gébe es eine Teilfolge, fir

die alle a;, konvergieren: a;->a;. Wegen wu;,— 0 ware also
2y— 0, im Widerspruch zur Annahme dalB @, nicht in U lage.

10)  Vgl. die in FuBnote %) genannte Arbeit III.
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Also definieren die b, die Null, d.h. R ist b,-adisch. DaB R/b,
endlich sein muB, folgt daraus, daf} dieser Restklassenring diskret
und eindeutiges stetiges Bild von %, also kompakt ist.

TR. 87. Die n-reithigen Mairices mit Bestimmungszahlen aus
einem D,-adischen Ring R bilden einen ebensolchen Ring R™. Ist
R Cantorsch, so ist R es auch.

Beweis. Wir sagen, dal} eine Matrix M durch ein (zweiseitiges)
Ideal a aus R teilbar ist, wenn ihre sdmtlichen Bestimmungs-
zahlen My; (i,j=1,...,n) durch a teilbar sind. Die simtlichen
durch a teilbaren Matrices bilden ein Ideal a® in R™. Denn ist
M;; =0 (a), N;;=0(a), K eR, so ist M;; £ N;; = 0(a),
E MHK o= O(a) "und E K:jMj, = 0(a), d.h. mit M und N ge-

horen auch M + N, MK und KM zu a®. Die den b, in dieser
Weise zugeordneten b definieren offenbar R als b{™-adi-
schen Ring. Ist R Cantorsch, so enthilt R/b, endlich viele, z.B.
b, Elemente; dann enthilt R™ /b b" Elemente, also ist auch
R®) Cantorsch.

§ 5. Vier Hilfssdize iiber allgemeine Ringe.

Es sei R ein beliebiger Ring, a;, a, seien irgend zwei Ideale in R.

R. 50. Das Kongruenzsystem

r=c (0;), @=c,(03)
ist dann und nur dann losbar, wenn
. ¢y =¢, (0, 05)
18t.

Beweis. Dal} die Bedingung notwendig ist, ist klar. Andrer-
seits ergibt sie die Existenz zweier Elemente a,cq,, ayca, mit
€y — Cy=a; — a,. Dann ist aber =c¢; —a, =c, — a, eine Losung.
Diese ist offenbar modulo a = [a;, a,] eindeutig bestimmt.

Bemerkung 1. Der Satz gilt allgemein, wenn a,, a, zwei Unter-
gruppen einer beliebigen Abelschen Gruppe R sind.

Bemerkung 2. Die Bedingung ist offenbar immer erfiillt, wenn
a, und a, teilerfremde Ideale sind.

R. 51. Sind die endlich vielen zweiseitigen Ideale a; (i=1,2,...,n)
tm Ring R mit Eins paarweise teilerfremd, so ist das Kongruenz-
system

r = cy(a;)
immer und modulo a = [a,, ..., a,] eindeutig losbar 11).

1) Vgl. B. L. va~x pER WAERDEN, [3] II, S. 46, wo der Satz fiir kommutative
Ringe bewiesen wird. Fiir den Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen
Zahlkorpers kommt der Satz schon in Dedekinds 11. Supplement zu Dirichlets
Vorlesungen iiber Zahlentheorie vor (§ 180).

14
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Beweis. Es sei
L= [al’ ooy Oy gy Qipgs oo o an]
das Komplementirideal von q; in a. Dann ist wegen (a;, a;) = (1)
(i #37) auch (a;, £;) = (1). Denn aus der Voraussetzung folgt die
Existenz von n(n — 1) Elementen a,;cq; (j # %) mit a;;+a;;=1.
Dann enthilt 1 = II (a;;+a;;) (¢ fest) erstens Glieder mit minde-
iF

stens einem Faktor a,;; diese sind alle = 0(a;), weil a; 2weiseitiges
Ideal ist; zweitens enthilt die Summe noch das Glied II a;;,

das = 0(g;) ist. hak
Fiir jedes ¢ gibt es also ein z; mit
z; E{l(“") y
* 0(z;) =0(ay), j #1i.

Setzt man dann aber

n

x = X,

1
so ist # eine Losung des Kongruenzsystems, die offenbar modulo
a eindeutig bestimmt ist.

Bemerkung. TFir Ringe ohne Eins gilt Satz R. 51 (im Gegen-

satz zu R. 50) im allgemeinen nicht. Gegenbeispiel: R ist der Ring
der Polynome in zwei Unbestimmten & und % mit ganzen Koeffi-

zienten, deren konstantes Glied Null ist. Dann sind die drei
Gleichungen

f=0(8), f=0(n), f=E&(&+n)
nicht 16sbar, obwohl (&, 7) = (&, &+9) = (641, ) = R ist.

R. 52. Esseia=1[qy,..., q;] ein vom Nullideal verschiedenes
Ideal im kommutativen Ring R mit Endlichkeitsbedingung,
a' =[qp ..., Q] ein Vielfaches von a. a und o seien unver-
kiuirzbar dargestellt durch die gréfien primdren Komponenten
q; baw. q;, und von den k+k' zugehirigen Primidealen p;, p; set
keins ein echtes Vielfaches eines andren%). Dann kann durch
Umordnung der g; erreicht werden, daf

q; = 0(q;), i=1,...,k
ist, so daf3 insbesondre k' = k 1ist.

Vorbemerkung. Der Beweis ist so gestaltet, daB nur Kommu-
tativitdit und Endlichkeitsbedingung, aber weder Vielfachen-
kettensatz, noch Existenz einer Eins vorausgesetzt zu werden
braucht.

11a)  Satz und Beweis bleiben giiltig, wenn zu jedem p; hochstens ein p’; und
zu jedem p’; hochstens ein p; existiert, so daB p’, =0(p,) ist, ohne daB p;=p’;
zu sein braucht.
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Beweis. Das Primideal p; kann mit hochstens einem p;
identisch sein. Wenn ein solches p; existiert, bringen wir q;- an
die (durch g; eindeutig bestimmte) i-te Stelle. Dann ist also
sicher p; £ 0 (p;) fiir j+4, also auch ¢ 0 (p;), wenn ¢; =
(41> -+ +» Qi_15 Gi415 - - » Gz ] das Komplementirideal von g; in o’
ist. Denn ist A; der Exponent von g}, also p/t=0(q;), so wiirde
aus ¢; =0()p,) fiir ein gewisses ¢ folgen:

I pjfs=0(1Iaj) =0(3) =0 ()
i i
Es miiBte also mindestens ein p; (j #1) durch p; teilbar sein, ent-

gegen der Voraussetzung.
Nun ist aber

(¢ 9:) a5 =0(a’, 4;97) =0(a, q;) =0(qy)-
Der erste Faktor (¢, q;) kann nicht durch p; teilbar sein, weil
schon ¢; # 0(p,) ist. Also ist q; = 0(q;), was zu beweisen war.

Bemerkung. Mit Hilfe einer kleinen Verschiarfung der Vor-
aussetzung bzgl. der Verschiedenheit der p,, p; zu Teilerfremdheit
der q;, q;, kann man auf die Priméritit der q;, q; und damit auf
die Kommutativitit und die Endlichkeitsbedingung des Ringes
verzichten. Der Ring muB} dann aber eine Eins enthalten. Der
Satz lautet dann folgendermafBen:

R. 52a. Von k' -+k zweiseitigen Idealen qy, ..., 55 Gys -+ > G
in einem beliebigen Ring R mit Eins sei jedes q; bzw. q,
(t=1,...,k7=1,..., k") mit allen q; bzw. q; bis auf hichstens
eine Ausnahme teilerfremd. Ist dann o’ =0(a), wo a’' = [qy, +.., Gz >
a=1[qy,---, Q] ist, so kann man durch Umordnung der q; er-
reichen, daf q;=0(q;,) (i=1,..., k) wird, so daf insbesondre
E'=Fk ist.

Beweis.  Falls zu einem gegebenen q; ein Ausnahme-q; existiert,
bringen wir q; an die i-te Stelle, so daB jedenfalls (q;, q;) = (1)
fiir § £ ¢ ist. Dann ist (wie man ebenso wie in R. 51 beweist)
auch (.E_q;, g;) = (1), also, wenn c; wie oben definiert wird,

¥i 2

(¢i, ;) = (1), d.h. es gibt Elemente cjec;, g;q; mit ¢; + ¢, = 1.
Dann ist fiir ein beliebiges ¢;eq; ¢;q; = q; — ¢;4; = ¢;(q;), also
wegen c;q;ea’ CaCq; geq;; also ist q; =0(q;)-

R. 53. In einem kommutativen Ring R mit Eins ist jedes Ideal
a mit endlichem Restklassenring R/a Produkt von endlich vielen
einartigen 12) Idealen.

12) Ein einartiges Ideal ist ein zu einem teilerlosen Primideal gehoriges primires
Ideal. Vgl. B. L. vaN DER WAERDEN, [3] II, S. 48.
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Beweis. Weil $/a endlich ist, ist in ihm das Nullideal
KGV von endlich vielen priméiren Idealen. Folglich ist auch
a=[qq, ..., qg]s G; primér. Sind p, die zugehorige Primideale, so ist
R/p, 2 ?R/a/ p;/a, also ein endlicher Ring ohne Nullteiler, d.h.
ein Korper. Folglich ist p; teilerlos. Dann sind aber die g; ein-
artig, und es ist (p;, p;) = (1), also auch (q;, q;) = (1) fiir ¢ # 7.

Korollar. Ist o’ C a und R/a’ (also a fortiori R/a) endlich, so
ist auf die Faktorzerlegungen von a und a’ Satz R. 52 anwendbar.

§ 6. Zerlegungssdize.

Voraussetzungen. 1. Kommutativitat. 2. Endlichkeitsbe-
dingung R. 26 (I, 608) 13). 3. %R enthilt eine Eins. 4. Die gemaf}
R. 28 (I, 608) zu den b, gehdrenden groBten priméren Kompo-
nenten sind fiir jedes feste v paarweise teilerfremd 14).

Vorbemerkung. Wegen des Isomorphiesatzes TR. 29 kann man
ohne Beschrinkung annehmen, dal bei der (als unverkiirzbar
vorausgesetzten) Zerlegung

bn = [q1n3 ) qlcnn] =qin -+ G n
k,=<n ist (indem man, falls nétig, neue b, zwischenfiigt).
Wegen des Hilfssatzes R. 52 kann man dann annehmen, daf

Gr,v+1 =0 (qm)
ist. Ist jetzt k, <m, so kann man fir r>k, q,,= R setzen;
es wird dann

kn:'n9 bn:qln"'qnn'
Wir setzen weiter fiir r <n

Cn = 0in+ o+ O—1, nGrtt,m » » » Qe

TR. 88. Definition. Ein T-Ring R heilt direkte Summe der
(endlich oder unendlich vielen) Ideale (Ringe) ¢, e,..., falls
1 2

jedes Element xze% eine eindeutig bestimmte Zerlegung in eine
(endliche oder konvergent unendliche) Summe 2 =242+ ...
102

mit wee besitzt, derart daB lim , = « mit lim 2, = « (fiir jedes r)
r

gleichwertig ist. Wegen R. 46 (I, 605) ist diese Definition fiir
endliche Summen mit der iiblichen dquivalent.
Es ist dann ee = (0) fiir » #%s und X e = R.

13)  Die Endlichkeitsbedingung wird nur fiir einen abzéhlbaren iiberall dichten
Teilring von 3(b,), oder auch fiir die offenen Ideale von (b, ) selbst vorausge-
setzt. Sie dient nur dazu, die Darstellung der b, als KGV von endlich vielen pri-
miren Idealen zu erzwingen.

14)  Diese Voraussetzung ist z.B. immer erfiillt, wenn jedes Primideal teilerlos ist.
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TR. 89. Additive Zerlegung. Unter den obengenannten Vor-
aussetzungen 1, 2, 8, 4 ist R = R(b,) direkte Summe von (endlich
oder unendlich vielen) primitiven Ringen.

Beweis. Wegen Hilfssatz R. 51 ist das Kongruenzsystem

€n=1(qrn)s €, =0 (Crm)
modulo [q,,, ¢,] = b, eindeutig l6sbar. Dann ist aber
fv+1 - fv = 0([ar, cp]) = 0(by),
so daB die e, eine (reduzierte) Fundamentalfolge bilden, also ein

Element ec R definieren. Die e nennen wir die Einheiten von R.

r 7

Fiir diese gilt:
e=1(Gn) €=0 (Cr)

fiir alle ». Also ist auch

et+e+ ...+e=1(by), r=v,
1 2 7

v ~
d.h. die Elemente 1 — X ¢ bilden eine Nullfolge in . Definieren

17

0 14
wir X e als lim X e, so ist also
17 y—>o 1 7

@
1=Xe¢e=e+e+....
17 1 2

Fiir ein beliebiges Element z folgt daraus:

r=x+a-+ ... mit a=wze.
1 2

Die Summe ist direkt. Denn aus der Definition der ¢, folgt

2 =e,(b,), e,e, = 0(b,) filr s %, also auch

e2=e¢,
r r
ee = 0.

rs

Aus X2 =Xy, x = xe, y = 0(e) folgt dann namlich:

(Zar)e=aXee=a= (Zyle=y,

r r s r rs s r S s

d.h. die Komponenten 2 sind eindeutig bestimmt. DafB die

Limesbedingung erfiillt ist, ist nach dem Obigen trivial.
Zu beweisen bleibt also nur noch, daf die durch die e erzeugten

Hauptideale ¢ = (¢) primitive Ringe sind. Nach Voraussetzung
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(Vorbemerkung) bilden die q. (fiir festes ) eine Vielfachenkette
in R; folglich definieren sie einen primitiven Ring $R(q.), der
wegen TR. 27 homomdomorphes Bild von R(b,) ist: Definiert man

;=1—e='§e—|- % e,
L4 s=1s s=r+1s
§= (2),
so ist z'EO(E,,,) fiir alle », wihrend umgekehrt jedes Element
ze®R, das =0(C,) fiir alle » ist, in 3 liegt: 3= [ s . ]-
Folglich wird beim Homomorphismus das Ideal % auf das Null-
ideal von Eﬁ(qw) abgebildet: R(q.) 2 R(by)/ 3; Weil aber die Summe

R(b,) = e —I—5 direkt und der Homomorphismus offenbar um-
kehrbar stetxg ist, ist Eﬁ(by)/a &e W b.w.

Bemerkung 1. Zu einem r mit g, = (1) fiir alle » gehort ein
e = 0 und umgekehrt.

Bemerkung 2. Sobald mindestens zwei verschiedene e £ 0
sind, sind simtliche ¢ Nullteiler in ®. Falls der Ring R null-

teilerfrei ist, muf} er also primitiv sein. Diese Bedingung ist aber
nicht hinreichend, auch nicht wenn b= (0) ist. Gegenbeispiel:
R=Q[& 7], =88+, q,=(&) n=2), p=0q,=(&n),
b = [q,] = (0). Approximiert man jetzt 4/14 £ mittels Polynomen
@y(&), so daB @y, — @, =0(&") und @3 =1+ &(&") ist, und setzt
man @, =1 — £y, yp= n+E&q@y, soist z,y, =0 —E2p2 =0 (£7+2).
Fir 2 =lima,, y=1limy, gilt also 2y =0, wihrend « 0,
y 7% 0 ist. 2 und y stellen ,,Kurven’’ dar, die je mit einem der
beiden Zweige von 72 = &2+ &3 eine Berithrung unendlich hoher
Ordnung haben, oder auch: sie stellen diese beiden Zweige
selbst dar 149),

Bemerkung 8. Die Ideale e sind abgeschlossen. Denn ist
y =lim zye,s0ist ye = lim ay e, .. ye =yee. Ahnlich beweist man,

dafl auch die % abgeschlossen sind.

Bemerkung 4. Falls die b, den Bedingungen von Satz 52a
geniigen, kann man auf die Kommutativitdt von $# verzichten

14s) Dieses Beispiel verdanke ich Herrn B. L. van der Waerden.
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(wobei dann aber die direkten Summanden nicht primitiv wer-
den). Weil die g, zweiseitig sind, wird dann fiir beliebige x,
eyye, =0 (qu), (r %~s) fir jedes t, so daBl die ,,Orthogonali-

4 s

tiatsrelation’ ee =0 sich zu der (im nicht kommutativen Fall
rs

wesentlich schirferen) exe =0 fiir alle zeR verschirft. Also ist
r s

ex=Yeve=ere=Xere=re, d.h. die Zerlegung R=Ye
14 s 7 ) r r s S 7 r r
ist zweiseitig direkt.

Bemerkung 5. Es ist:

7

2=0(fm), 2=1 (&) fir alle »,
i 4

7 r 14 14 7
et+3=1, 22=3 ezx=23e=0.
r 14 r
§ s rs sr r s
ex=3ge=¢e, 3¥3=23=2%+z—1=1—e—e fiir s #£r.
r 1 4 7 r S

Bemerkung 6. Die Abbildung RoeR=c ist wegen TR. 28

fiir jedes 7 ein Homomorphismus. Ist % irgendein in R dichter
Teilring, und ist der Durchschnitt der Verengungsideale (vgl.
Definition R. 88, I, 604) G« = [¢r, R] das Nullideal, so ist die
Abbildung R — (e R), = [eR, R] ein Isomorphismus.

TR. 40. Jeder kommutative Cantorsche Ring R mit Eins ist
direkte Summe wvon (endlich oder wunendlich vielen) primitiven
Cantorschen Ringen.

Bewets. Wegen TR. 87 sind alle Restklassenringe /b, end-
lich. Folglich ist Satz R. 58, also auch R. 52 anwendbar. Also
sind die Voraussetzungen 1, 8, 4 dieses Paragraphen erfiillt. Wegen
FuBnote 13) brauchen wir uns um Voraussetzung 2 weiter nicht
zu kiimmern. Satz TR. 89 ist also anwendbar. Weil die direkten
Summanden wegen TR. 89, Bemerkung 8 abgeschlossene Teil-
mengen einer Cantorschen oder endlichen Menge und homogen
sind, sind sie gleichfalls Cantorsch oder endlich, womit alles
bewiesen ist.

TR. 41. Multiplikative Zerlegung. Jedes Element xeR kann
eindeutig in ein (endliches oder komvergent unendliches) Produkt

D r r
z = Il x entwickelt werden, wo die x durch
1

14 14 r
r=z+x=2-4 ze
r 14

gegeben sind.
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Beweis. Fiir r #£ s ist mas::zz—i—m+w=m—|—az+ (1—e—e).
Allgemein ist
v or Vv v
He=2Zz+1—2Xe).
1 17 1
Weil das erste Glied rechts gegen 2 und das zweite gegen Null
konvergiert, folgt daraus die behauptete Produktdarstellung.

Bemerkung 1. Die Faktoren 2 sind eindeutig bestimmt, im
allgemeinen aber nicht primaér.

Bemerkung 2. Die rz selbst sind die multiplikativen Kompo-
nenten der Null.

Bemerkung 8. Im nichtkommutativen Fall (TR. 39, Bemer-
kung 8) gilt der Zerlegungssatz gleichfalls; {iberdies sind sdmt-

liche Komponenten z mit einander vertauschbar. In der Tat
ist fiir r #£ s

rs rs 7 s

s 7S r
xx = 3% + 3we + wez + vewe = 2z + zexe + xe = x4+ (1 —e—e) = ax.
s 14 s

s r r s s S r r

N s

Daraus folgt, daB auch fiir beliebige # und y aj"y = mé ist fir

r % s. Im allgemeinen ist aber 2y # ya.
TR 42. Fiir jedes Ideal ¢ von R gilt:

(§, g,...)CgCchzzzzgezg,
Mi=231,

w0 § = re und éz (x, ;,) ist. Fiir ein abgeschlossenes Ideal ¢=7
ist also T =21 = Hé.

’orbemerkuné. (r, £, ...) bezeichnet den gewdhnlichen GGT,
d.h. das kleinste Idelal ilas alle r enthilt; dieses besteht aus allen
Summen von je endlich vielen Elrementen der r (diese aber natiir-
lich als Ideale in R(b,) betrachtet). Dagegenr bezeichnet X¢ die
Menge aller endlichen oder konvergent unendlichen Sumrmen

von Elementen der r. Entsprechend Hé. T bezeichnet die Ab-

schlieBung von 1.



[17] Zur topologischen Algebra. II. 217
Beweis. 1. Es ist gCg, also (lg, 23, ...)Crt.
2. Ist wer, so ist e =ZaeX 1.
3. XrC Z? ist trivial.
4. Ist we_];:, so ist = lim a’v,, = lim 2,e = (lim z,)e = ze.
Also ist ? = —gf’: Cff (weil ?Ci wegen rC ¢ trivial ist).
5. Ist wsif, so ist # = (lim z,)e = lim iv,,si. Also ist Te = T.

6. Wegen 4 und 5 ist XT= XTe = Xfe= 1.

Damit ist die erste Zeile bewiesen.

r r

7. Ist 2eX ¢, so ist xer, .'. xey, . x = 1 ze Hg'.
8. Istwellz,soistz=xee(Ilr)e= II(re), weil e idempotent
ist. Wegen ;;e =z, Ze =¢ fir s %7 ist also
ve(Ile)r=1¢, ~.a=XaweX .
4 sFEry 1 4 4 4

Damit ist auch die zweite Zeile bewiesen.

TR. 48. Es gelten die folgenden zu einander dualen Bexzie-
hungen (s£7r):

L Ze=(), m=c =0, (0) =3

2. (1)= (). (0) = (0).
3. f+$:§" 3% = 3-
boatimise o eseme
5 §+§=§=(1) a'?;=%=(0)
6. 3+3=3=(1). ee=e = (0)
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Ist ¢ ein beliebiges abgeschlossenes Ideal, so ist:

8 r=rti=z+s=i+s r—re=ge=1e

14

9. g=2§. r = Ilg.

Bemerkung. Die Addition ist die idealtheoretische, d.h. die
GGT-Bildung. Die dazu duale Operation, die KGV-Bildung, geht
hier in die Multiplikation iiber, weil diese in den hier vorkommen-
den Fillen kommutativ ist (auch wenn der Ring nichtkommutativ
ist) und es sich um teilerfremde Ideale handelt. Die multipli-
kativen Beziehungen bleiben alle giiltig, wenn die Ideale durch
Elemente ersetzt werden; die additiven nur mit Ausnahme von
8!, 41, 6!, 71, 8, wo dann die Summe (jetzt im gewdhnlichen
Sinne!) durch den GGT ersetzt werden muB.

TR. 44. Die r-ten additiven und die r-ten multiplikativen
Komponenten aller 1®) Ideale aus R(b,) bilden isomorphe Ideal-
korper 18).

Beweis. Aus den Eigenschaften 8, 9, 5, 3 von TR. 43 folgt
sofort, daB3 fiir beliebige Ideale r und y mit t+y=0n, th=Mmw

gy bims
E+y—(z+e—1
ist; entsprechendes gilt fiir beliebig viele Ideale. Weiter ist
5 9] =[x+ 9+ =[5 9] +3
denn uai bedeutet, daB uey ist, also us[é, t')], daB uelr, b] ist.
SchlieBlich ist Y T

~

—z: (t)+5)—[z t),z a]— 162)
=[z:y, M=z,

womit die Isomorphie vollstindig bewiesen ist.

15) Von jetzt an betrachten wir (auch ohne ausdriickliche Erwihnung) aus-
schlieBlich abgeschlossene Ideale in $i.

1¢) Ein (vollstindiger) Idealkorper ist ein System von Idealen, das zu beliebig
vielen Idealen auch deren GGT, KGV und Produkt, sowie zu je zweien auch deren
Quotient enthilt. Die simtlichen Ideale eines Ringes bilden immer einen Ideal-
korper. Zwei Idealkorper sind isomorph, wenn ihre Ideale sich derart eineindeutig
auf einander abbilden lassen, daB sich dabei GGT, KGV, Produkt und Quotient
entsprechen. Vgl. H. GreLL [1].

1¢a) Bekanntlich ist a:(b+¢) = [a:b, a:c]. Vgl z.B. B. L. VAN DER
WaEeRrDEN [2], II, 30.
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Korollar 1. Die Faktoren g sind dann und nur dann prim
oder primir, wenn dies fiir die entsprechenden g,-adischen
Summanden 1; der Fall ist. Insbesondre stimmt die Zerlegung

= Hg dann und nur dann fiir alle ¢ mit der Zerlegung in
groBte primire Komponenten iiberein, wenn fiir jedes r jedes
Ideal in R(q,y) primdr ist.

Korollar 2. In R(b,) kann dann und nur dann jedes Element
bis auf Einsteiler eindeutig in Faktoren zerlegt werden, wenn dies
in jedem der primitiven Ringe R(q,) der Fall ist.

§ 7. Primitive Ringe.

Voraussetzungen. 1. Kommutativitit. 2. Endlichkeitsbe-
dingung. 8. Ring mit Eins.

Vorbemerkung. Wir betrachten in diesem und dem folgenden
Paragraphen einen beliebigen der Ringe $R(q,,) und lassen dem-
entsprechend den Index r iiberall weg, d.h. wir setzen b, = q,.
Wegen des Isomorphiesatzes koénnen wir ohne Beschrinkung
annehmen, daB die g, eine Kompositionsreihe bilden; insbesondre
sei g, = R, q; = p. Wir beschrinken uns auf den Fall, wo p ein
tetlerloses Primideal ist 17). Wegen TR. 40 ist diese beschrinkende
Annahme fiir kommutative Cantorsche Ringe mit Eins erfiillt,
so daB3 die Sitze dieses Paragraphen auf solche Ringe anwendbar
sind.

TR. 45. Definition. Ein Element xze¢®R hat die Hohe 18) n
wenn

=0(q,) #Z 0(qys1) *®)

ist. Fiir jedes n mit q, % (0) gibt es wegen q,..; 7 q, ein Element
von der Héhe n. Fiir g, = (0) sei 0 als einziges Element von der
Héhe n definiert.

TR. 46. Ist x ein beliebiges Element von der Hiéhe n, so ist

n = (wy qn+1)'

Beweis. Vorerst ist 0,4 = 0(2, q,44) = 0(q,). Also muB
(@, q,4,) entweder gleich q,, oder gleich g, sein. Der erste Fall
ist nur méglich. fiir # = 0, also q,, = q,,,; = (0). In beiden Fillen
ist also die behauptete Beziehung erfiillt.

17) D.h. die q, seien einartig. Vgl. FuBnote 13) und 20),
%) Bei HenseL und in D. VAN Dantzic [8] ,,Ordnung” genannt; wir ge-
brauchen dieses Wort aber im gruppentheoretischen Sinne,

) Dh 2= O(Qn): aber 2 % O(qn-}-l)’ also qn % 0(%“)
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TR. 47. Entwicklungssatz in primitiven Ringen. Es sei ge-
geben: 1. fiir jedes n ein Element q, von der Héhe n, 2. ein Re-

prasentantensystem X modulo p. Dann kann jedes Element zeR
eindeutig in eine konvergente Reihe

€Xr = Zg'qu
0

entwickelt werden, wo die &, zu 2 gehoren. Umgekehrt stellt jede
solche Reihe ein Element von R(q,) vor.

Beweis. Die letzte Behauptung, sowie die Konvergenz der
Reihe ist wegen g, = 0(q,,) fir v = n klar. Es sei also ein belie-

biges Element zeR gegeben. Die Elemente &; seien fiir ¢ < n so
bestimmt, daf3

n—1

Ly :igogiqi = (qn)

ist. (Fiir n =0 sei @, ; =0). Wegen TR. 46 gibt es dann ein
solches Element 7,, da

T— Ty 1 = MGy (qn+1)

ist. Es sei nun &, der von %, modulo p bestimmte Rest und
&y = ®,_1 + &,4,- Dann ist

Mudn — Enn =0 (90,) =0(Gpia), )
also # —,_; = £,9,(9,+1), d-h.

&y, :Zgoé‘zqz =z (qn+1)9

so daf} die Induktionsvoraussetzung erfiillt ist. Wegen @ — x, —0

ist also & = iquy.

Zum Beweiose, daf3 die Entwicklung eindeutig bestimmt ist,
sei & q,= X&,q, und fir alle ¢ <n sei schon bewiesen, daB
& = & ist. (Fir n =0 ist nichts vorauszusetzen). Wegen
gy =0(qp4q) fiir v =n + 1 ist dann (&n— E;L)Qn =0(dp+1), also,
weil q,,, primér ist, entweder &, — £, = 0(p), also &, = &,, weil
beide aus demselben Reprasentantensystem modulo p gewihlt
sind, oder ¢, =0(q,.1)s -*- ¢» =0, .". q, = (0), in welchem Falle
die Reihe schon mit &, ¢, ; oder frither abbricht (so daB die
weiteren &, natiirlich belanglos sind).

Bemerkung 1. Sowohl die ¢, als 2" kénnen in dem zur Kon-

Iia)

Daf3 Pan C Ons+1 iSt: fOIgt aus .y C Pan C On und Pq, ;ﬁ Qe ‘Ygl. B. L. van
DER WAERDEN [1], § 25.
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struktion von ® dienenden diskreten Ring R gewihlt werden.
Es sei z.B. ¢, = 1.

Bemerkung 2. DaB die &, alle aus demselben Repriasentanten-
system gewahlt werden kénnen, ist &quivalent mit dem bekannten
Isomorphiesatz 2°)

Rip=0/q,20/q,L20/q;L2. .. -

§ 8. yp-adische Ringe ?').

Voraussetzungen wie in § 7. Uberdies seien die g, (die wiederum
eine Kompositionsreihe bilden mégen) Potenzen eines (teiler-
losen) Primideals p.

Vorbemerkung. Die Voraussetzungen sind z.B. erfiillt, wenn
der Ausgangsring R den folgenden Bedingungen geniigt:

1. Kommutativitdt. 2. Endlichkeitsbedingung. 3. Ring ohne
Nullteiler. 4. Vielfachenkettensatz. 5. Ganz-Abgeschlossenheit.
Weil daraus die Existenz einer Eins folgt 21¢), sind die Entwick-
lungen von § 7 giiltig mit q, =p™.

TR. 48. (Verschiarfung von TR. 46). Fiir alle v = n ist

= (qn, 9”)-
Beweis. Fir »=n ist die Behauptung trivial. Es sei also
v =n + 1. Dann ist wegen g, = 0(p"):

pY =0(gn, ) =0(p).
Also ist (g,, P¥) ein zu p gehoriges priméres Ideal, folglich eine
Potenz von p: (q,, p¥) = p™, m =n. Wegen ¢, £ 0(pn+t)210)
ist aber m <n +1, also ist m =n, womit die Behauptung be-
wiesen ist.

TR. 49. Das Produkt von zwei Elementen von den Hohen m
bzw. n hat die Hohe m -+ n.
Beweis. Gegeben sei

z=0(pm) £0(p™1),  y=0(p") # 0(p™+).
Dann ist zy=0(p™"), und wegen TR. 46: p™ = (x, p™*i),
pm = (y, p**1) Also ist

pm+n — (J’, pm+1) . (y, pn+1) =0 (l’y, pm+n+1)’

20) Vgl z.B. B. L. va~n pER WAERDEN [1]. In R. 83 (I, 604) soll hinzugefiigt
werden: falls q, = p teilerlos ist.

21) Im engeren Sinne.

#a) Dies folgt aus der Definition R. 30 (I, 603), weil 22 — 2 = 0 eine ganze
Gleichung in R ist, oder auch gemiB der dortigen Bezeichnungen fiir n = 1,
« =040 a—o =0, also JaeR, « = zx.

22)  Aufler fiir p» = p™*! = (0), g, = 0; der Satz ist dann aber trivial.
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so daB fiir pmtn o£ pmintl gy =£Q (pm+ntl) jst, d.h. die Hohe
von zy gleich m 4 n ist. Fir pm™n = pminil — (0) dagegen ist
zy = 0, d.h. seine Hohe ist gleichfalls (u.a.) gleich m + n.

TR. 50. Entwicklungssatz in p-adischen Ringen. Es sei 1. ein
beliebiges Element m vom der Hohe 1, 2. ein Reprdsentanten-
system 2 modulo p gegeben. Dann kann jedes Element xeR(p¥)
in eine konvergente Potenzreihe

0
xr = Efvnv
0

entwickelt werden, wo die &, zu X gehoren. Umgekehrt stellt jede
solche Reihe ein Element von R(p”) dar.

Beweis. Wegen TR. 47 geniigt es zu beweisen, dafl #* die Héhe
n hat. Dies folgt aber durch vollstindige Induktion nach » un-
mittelbar aus TR. 49.

TR. 51. Jedes Element von der Hohe Null ist ein Einsteiler.

Beweis. Es sei @ = %.&,n” ein Element von der Hohe Null,
also & 20, d.h. & £ 0(p). Weil p nach Voraussetzung teilerlos
ist, gibt es ein y, = 7, mit &y =1(p), .". Yy, = 1(p). Es sei nun
fir alle ¢ <m, n =1 bewiesen, daB3 ein Element y; existiert mit
zy; = 1(pi+1). Wegen TR. 46 existiert dann ein 7, mit
TYp =1+ n,7%(p**t1). Setzt man dann y, = y,1(1 —n,x"), so
ist 2y, = (1 -+ 7,a7)(1 — m,7") = L(pm+1). Weiter ist g, — g, =
= —Yp 1M, t" =0(p"), so daB die Folge der y, gegen ein Ele-
ment y konvergiert, fiir welches 2y =1 ist.

TR. 52. Je zwei Elemente gleicher Hihe sind assoziiert 22).

Beweis. Ist @ = § & (£,70) ein Element von der Hoéhe

n, so hat en " =X &,,,7” die Hohe Null. Es gibt also ein y mit
0

zrn "y =1, d.h. 2" und z sind assoziiert. Weil dies fiir jedes
Element « von der Hohe n gilt und diese Relation transitiv ist,
ist der Satz bewiesen.

TR. 53. Jeder p-adische Ring (im engeren Sinne) ist m-adisch.

Beweis. Das Ideal p ist die Menge aller Elemente von einer
Hohe =1 und wird also wegen TR. 52 durch x erzeugt. D.h.
p = (x) und R(p*) =R(av).

TR. 54. Jeder p-adische Ring (im engeren Sinne) mit p™ + (0)
fiir alle n ist euklidisch ?2¢),

22)  D.h. jedes derselben ist ein Vielfaches des andren.

22¢) Ein Ring heilt nach vaAN pDER WAERDEN euklidisch, falls er keine Null-
teiler enthilt und jedes Ideal Hauptideal ist.
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Bewets. Vorerst hat R(p?) keine Nullteiler. Denn ist zy=0,
y #0, und hat y die Hohe n, so ist wegen TR. 52 za® =0,
co X E,mvtn =0, also wegen der Eindeutigkeit der Reihenent-
wicklung (TR. 47) &, =0, ... x =0. Zum Beweise, dal3 jedes
Ideal Hauptideal ist, geniigt es, zu zeigen, daB es in R(p?)keine
andren Ideale als die p¥ = (%) gibt. Dabei sind (=°) = (1),
(=®) = (0) mit einbegriffen. Ist nun g ein Ideal, n die kleinste
in ¢ vorkommende Hohe, so ist jedes Element xzey durch ein
7%, k = n teilbar. Also ist £ = 0(n"). Wegen TR. 52 ist aber auch
A" =0(g), also ¢ = (z").

Korollar. Der Quotientenring eines p-adischen Ringes (im
engeren Sinne) ohne Nullteiler ist ein Korper. Ist R(p?) kompakt,
also Cantorsch, so ist & = RR! offen Cantorsch oder endlich.
Umgekehrt ergibt die Theorie der mikrokompakten T-Korper 23),
daB3 jeder offene Cantorsche Korper Quotientenkérper eines
p-adischen Ringes ist; fiir einen endlichen Korper ist dies trivial.

TR. 55. Jeder den Voraussetzungen von § 6 geniigende eukli-
dische b,-adische Ring ist p-adisch oder ein Kdirper.

Beweis. Weil R(b,) keine Nullteiler haben darf, muf3 er wegen
TR. 89, Bemerkung 2, primitiv sein: b, = q,. Weil g, Haupt-
ideal ist, muBl g, = (¢,) sein. Es sei = = ¢,. Abgesehen vom
trivialen Fall p = (0) (wo R(b,) = R/p ein Korper ist, weil in
einem euklidischen Ring jedes Primideal teilerlos ist) kann die
Kette der q, wegen der Nullteilerfreiheit und wegen n™ = 0(q,,)
nicht abbrechen: g, # (0). Es sei dann fiir alle ¢ << n bewiesen,
daB q; = (¢g;) = («?) ist, was fir n <2 der Fall ist. Dann ist
¢, =0 (n"1), . q,=rarl. Wire r =£ 0 (p) so gibe es ein s mit
rs=1(p), also gq,s — a1 =0 (a*1p) =0(xa"), .". a1 =0 (a"),
Sop=(1), o R(g) = R/R = R(1?). Sonst ist r = 0(x). Dagegen
kann 7 nicht = 0(=?2) sein, weil sonst das Ideal #" zwischen (")
und g, eingeschaltet werden kénnte. Es ist also r = ux, u £ 0(n),
wv=1(n), g, 0— 7" =0 (T) =0 (¢u11) =0(q,), 7" =0(q,),
also wegen ¢, =0 (2"): (¢,) = (a"), W.2z. b. w.

2) D. vaN Daxtzic [3].

(Eingegangen den 24. Februar 1934.)



