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Sur la représentation conforme des bandes
par

Julius Wolff

Utrecht

1. Soit B la bande y  1 du plan de la variable complexe
z == x + iy et soit w(z) = u(z) + iv(z) une fonction qui donne la
représentation conforme de .B sur un domaine D contenu dans B
et ayant les propriétés suivantes:

1 ° D est limité par deux courbes de Jordan rI et F2 qui
s’étendent du point à l’infini x = - oo au point à l’infini x = + o0
de B et qui ont pour x -&#x3E; + oo respectivement la droite y = 1 et
la droite y = - 1 pour asymptotes.

2° il existe deux nombres m et q tels que, si P et Q sont deux
points de rI ou de r2 ayant même abscisse u plus grande que q,
l’oscillation de l’abscisse sur l’arc fini PQ est plus petite que m1).

3’ U-&#x3E;+ 00 pour X-&#x3E;+00.
THÉORÈME. En indiquant par a(a) l’oscillation de w - z sur

le segment Sa (x = a, 1 y [ ç 1) de B, on a

2. Démontrons d’abord un lemme. Considérons la classe des
fonctions m(1) holomorphes, univalentes et plus petites que 1

en valeur absolue dans le cercle unité 1 (j 1  1). Chaque fonction
co() représente 27 sur un domaine d contenu dans 27 et dépendant
de la fonction. Soit oc un point de la circonférence ] Ç =1. Appelons
k. l’arc de la circonférence 2013 oc 1 = e qui est intérieur à E,
0  e  2.

LEMME. A tout nombre &#x3E; 0 il correspond un nombre ô tel
que la borne in f érieure IÀ des longueurs A(e) des images de ke pour

1) Cette hypothèse sur la frontière "Lineare Unbewalltheit") a été utilisée

par M. S. Warschawski dans la démonstration de quelques théorèmes impor-
tants, dont l’un est contenu comme conséquence dans notre théorème (Über
das Randverhalten der Ableitung der Abbildungsfunktion bei konformer Ab-

bildung [Math. Zeitschr. 35 (1932), 322-456]).
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ô2  e  à est plus petite que r, quelle que soit la f onction m(i ) de
la classe. Ce nombre t5 dépend de n, et no n pas de la fonction m(Ç ).
En effet, soient o et 99 les coordonnées polaires de Ç par rapport

à oc, donc C === a + eeqJi.
On a, d faisant partie de Z

D’autre part

De (1) et (2) il suit que pour 0  à  1

donc

On a par conséquent p  r pour ce qui démontre le
lemme.

3. Nous aurons à faire usage de la représentation suivante

les logarithmes ayant leurs valeurs principales. A la bande B
correspond le cercle unité Z du plan des Ç. Les images des points
z = 0, i et - i sont les points C = 0, i et - i, les segments
- i, i se correspondent dans les deux plans et aux points
x - oo correspondent les points = -4- 1. La fonction w(z)
du No. 1 est transformée en une fonction £0(’) appartenant à
la classe considérée au No. 2.

Soit p un nombre réel tel que pour x &#x3E; p on ait u &#x3E; q, le

nombre q étant déterminé par l’hypothèse 2° du No. 1 et l’existence
de p étant assurée par l’hypothèse 3°.
Pour a &#x3E; p posons

alors

Considérons la fonction
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Wa(Z) représente B sur le domaine Da , contenu dans B, qu’on
obtient en appliquant à D la translation w,, - w - b (a). La
transformation (4), dans laquelle on remplace ,w et m par Wu
et Wa, fait correspondre à la fonction (7) une fonction ())a()’ qui
représente Z sur un domaine d a qui fait partie de 1 et qu’on
obtient en appliquant (4) à D,,.

Traçons les deux circonférences C et C’

où m est le nombre figurant dans l’hypothèse 2°. Appelons K
et K’ leurs arcs intérieurs à Z. Indiquons par El la partie de 1
extérieure à ces deux circonférences.

4. Soit q un nombre positif. Appliquons le lemme du No. 2
en posant a = i. A chaque valeur de a il correspond un nombre
e(a) entre ô2 et b tel que la longueur de l’arc "e(a) en lequel
ke(a) est transformé par l’opération m = wa(’) est plus petite
que q. Le nombre ô dépend de iî, mais ne varie pas avec a.

Je dis que l’arc "e(a) est entièrement dans El dès que il est assez
petit.
En effet, traçons les deux circonférences C et C’

et appelons K et K’ leurs arcs intérieurs à Z. Supposons doréna-
vant que n-soit plus petit que la distance hm de K à K, qui égale
celle de K’ à k’.

Si l’arc "e(a) n’était pas entièrement dans .El, il serait entière-

ment dans C ou entièrement dans C’, puisque sa longueur est
plus petite que q C h.. 

Supposons d’abord xe(a) dans C. Les extrémités L et M de

xe(a) sont sur la courbe frontière fi de A,,, qui correspond à FI.
Les formules (5) et (7) donnent

donc

où y (a ) est entre - 1 et + 1. La courbe frontiére f1 de LIa con-
tient par conséquent un arc d’extrémités L et M et contenant
le point iy(a). Cet arc contient un arc dont les extrémités
sont sur K et qui contient le point iy(a). En vertu de (4) on a
pour Ç sur K
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et pour’ = iy(a) on a x = 0. Donc la frontière de Da possède
un arc dont les extrémités ont leurs abscisses égales à m et qui
contient un point d’abscisse égale à zéro. Pour la frontière de
D cela signifie l’existence d’un arc dont les extrémités ont leurs
abscisses égales à m + b(a) &#x3E; q et qui contient un point d’abs-
cisse b(a), ce qui est en contradiction avec l’hypothèse 2°.

Supposons en second lieu me(a) dans C’. En raisonnant comme
ci-dessus on conclut que la frontière de D possède un arc dont
les extrémités P et Q ont leurs abscisses égales à -w1 + b(a)
et qui contient un point R d’abscisse b(a). Or, l’un des arcs RP
et RQ se prolonge à l’infini x -&#x3E; + oo ce qui met en évidence
l’existence d’un arc dont les extrémités ont leurs abscisses égales
à b(a) &#x3E; q et qui contient un point d’abscisse - m -f - b (a), ce

qui est encore en contradiction avec l’hypothèse 2°.
Donc ue(a) est entièrement dans Il pour q  hm.

5. Soit G(m) un nombre tel que pour tout point de .El

Les arcs circulaires kô et kà2 ont pour images dans B, en vertu
de (4), deux arcs cô et cô2 qui aboutissent sur la droite y = 1
de part et d’autre du point i. L’arc me (a) étant dans Ei l’inégalité
(10) permet de conclure qu’à chaque valeur de a surpassant p
on peut faire correspondre une courbe ce(a) située entre cô et cô2,
aboutissant de part et d’autre du point i et qui est transformée
par (7) en une courbe Ye(a) de longueur  rG(m). Les extré-

mités E et F de Ye(a) sont sur la frontière de Da, de part et
d’autre du point ic(a). La courbe ce(a) coupe l’axe imaginaire
en un seul point iO(a), corrrespondant au point d’intersection
de l’arc de cercle ke(a) avec l’axe imaginaire du plan des Ç.

Or, de l’hypothèse 2° il résulte que, pour a suffisamment grand,
sur l’arc fini EF de la frontière de Da l’abscisse est entre

et

Donc dans le domaine fini découpé dans B par la courbe ce(a) la
fonction u(a + z) - b(a) est entre les mêmes limites, c’est-à-dire
que u(a + z) est entre

et
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Soit iO le point d’intersection de cô2 avec l’axe imaginaire.
0 ne dépend pas de a et on a toujours 0 (a) : 0. Par conséquent
sur le segment (x = a, 0  y 1) la fonction u(z) est entre

ces mêmes limites. Si donc M(a) indique le maximum de

lu(z)-u{a+iO(a))1 ] sur le segment (x=a, Oy1) on a

Remarquons maintenant que la fonction harmonique et bornée
y - v(z) tend vers zéro pour x -&#x3E; + oo sur chacune des droites
y = + 1, en vertu des hypothèses 1 ° et 3°. Donc y - v(z) tend
vers zéro quelle que soit la manière dont x tend vers + oo dans B.
Ceci permet d’écrire, N(a) étant le maximum de

sur le segment

6. Une conséquence de y-v(z)-+O pour x - + oo est que
v 

donc auss dxu, den n w et 1 - w, donc aussi 1 -dw tendent vers zéro, quelle que soitix- y d 

la manière dont x tend vers + oo dans la bande [ y  O. Il en
résulte que l’oscillation de w(z) - z sur le segment (x = a,
o y  0) tend vers zéro quand a - + oo.
La combinaison de ce résulta.t avec celui du No. 5 conduit à

la conclusion suivante:
Si H(a) est le maximum de 1 w(z) - z - w (a ) + a 1 sur le seg-

ment (x = a, 0  y  1), alors

Le nombre q pouvant être choisi aussi petit qu’on veut, nous
trouvons

Même énoncé pour le segment
démontre le théorème.

ce qui

7. Moyennant la transformation (4) l’inégalité (12) contient
un théorème que M. S. Warschawski démontre dans son article
cité (p. 361).
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8. Si dans l’hypothèse 2° le nombre m peut être choisi aussi
petit qu’on veut (q dépendant de m), alors

Alors les images des transversales verticales très éloignées vers
la droite dans la bande horizontale B sont à peu près des trans-
versales verticales.

9. Au No. 6 nous n’avons pas seulement trouvé le théorème
à démontrer, mais encore ceci:

a. v(z) - y tend vers zéro, quelle que soit la manière dont z
tend vers l’infini x = + oc, , même si l’on supprime l’hypothèse 2°.

b. Si dans l’hypothèse 2° m peut être remplacé par ml et m2
sur ri et T respectivement, a.lors, quel que soit le nombre 0 entre
-1 et +1, on a les inégalités suivantes pour les oscillations Ji(a)
et G2(a) de w(z)-z sur les seg1nents x = a, 0  y  1, et x = a,
- 1  y  0

10. Le théorème et les remarques des nicméros 8 et 9 subsistent
si l’on supprime l’hypothèse que D fait partie de B, sans modifier
les hypothèses 10, 2° et 3°. Car, D se trouvant alors dans une

certaine ballde 1 v [  d , il suffit de remplacer w par  dans (4 ) ;
les autres modifications à apporter au raisonnement sont immé-
diates.

(Reçu le 14 novembre 1933.)


