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RESIDUS EN CODIMENSION 2

par Monique LEJEUNE-JALABERT

On considére un germe d'espace analytique (X,x) de codimen-
, n
sion pure 2 dans (C ,0) et dont l'anneau local GX 5 Soit un an-
neau de Cohen - Macaulay non nécessairement réduit, On sait que (X,x)

peut &tre plongé dans un germe d'intersection compléte (V,x) de mé&me
dimension, Wy le Module dualisant de X apparalt alors comme un

sous—@V—Module de le Module dualisant de V qui est un &, -

W
\' \Y
Module localement libre de rang 1 . Nous allons déterminer quel est ce sous-

Module et examiner quelques conséquences si dimXX =0 et 1

§ 1. - DETERMINATION DE Wy -

Nous désignerons par O l'anneau des séries convergentes & n

variables CD{xl,...,xn} , par A =0/ l'anneau & par B = O/K

X,x '
I'anneau Ov % par q"  le O-module des n-formes différentielles sur
n ' _ 2 n - 2 n :
(C7,0) . Alors e = ExtO(O/I,Q ) et Wy ExtO(O/K,Q ) . De la suite

exacte courte :
0 — I/K—>O/K —0/1 — 0
on déduit une suite exacte (de O-modules)

1 n
ExtO(I/K,Q ) — by == Wy -
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or 2% =0, dimI/K =n-2 et on sait que

2 = n-dimI/K = inf{i; Extlo(I/K,O) #0} . L'application naturelle

Lo == W est donc injective, Soit (f ,...,f) wun systéme de générateurs
X Vv S S o S
de I, h = 2xf , h = 2Zu(f un systétme de générateurs de K .
o] i=0 11 1 i=0 11
ho’hl étant une suite réguliére, on obtient une résolution libre
de O/K en écrivant le complexe de Koszul :

0—0 Lo oy

1= (0,1) , hi{e.) = h, , i=0,1 et
i i

v(l) = hleo - hoe1 . Cette résolution permet de calculer

ou désignant par e, = (1,0) , e

v o
s'identifie a

Sy
Hom (0, ")/Image Hom_(0%,c™)
O O
et on note par définition si y € o ,

o) = [y
ho'hl hl'_ho

1'élément de admettant pour représentant le morphisme de O dans

W
\
qui envoie 1 sur

. . +1 e
Considérons maintenant Os —£>O défini par

1
profA = dimA = n-2 et O étant un anneau régulier

f(e,) = £(0,...,1,...,0) = fi . Puisque A est de Cohen-Macaulay,

dim proj A + profA = n . La dimension projective de A est donc 2
Ceci signifie que Ker f est un O-module projectif donc libre et
Ker f == Os . D'aprés le théorédme de Burch (Kaplanski : Commutative

1 S
rings ), il existe une base r ,...,r du module libre Ker f telle que

1
£ = detlr ,...,r°,e))
1 1

La résolution libre de O/I ainsi obtenue :
0 —0° Lot Loy

ol r(rl) =r permet de calculer Wy - s'identifie a

Wy



s+1 n)

HomO(OS,Qn)/Image Hom (0°7",Q

@)
et par analogie avec la définition ci-dessus, on notera si Wy reeer Wy sont

P n
s éléments de (O ,

1'élément de Wy admettant pour représentant le morphisme de OS dans

r\n : : i
% qui envoie ' sur g

i

Il s'agit de voir quelle est 1l'image de ce symbole dans Yy o
Pour ce faire, nous allons comparer le calcul de Wy (resp. wx) obtenu
avec la résolution libre de O/K (resp. O/I) avec celui obtenu avec une

p . . , n
résolution injective de ¢

Nous utiliserons la résolution de Dolbeault distribution de Qn

0 —a — MO gl g

dont on sait qu'elle est injective,

By (resp. mx) est alors le 2e groupe de cohomologie du complexe

Hom(O/K,' 8™ *) (resp. Hom(O/1,'8™ ) : si © : O/1 — '_Bn'z est un
- D , 2
représentant d'un élément de Wy + O O/K - 0/1 g, 'J}n est un re-

présentant de son image dans Pour comparer les 2 calculs, on est

{ *
Vv
amené & considérer d'abord le double complexe :

0 0 0
| | !
0 — Hom(O, ' 5#™%) — Hom(0S™!, s S

. o |
0 — Hom(O,'s™ ") — Hom(0°" ",

| | |

0 — Hom(0,'5"%) — Hom(©S™!, s

! ? ;



Dans ce double complexe, la k-iéme ligne n'a de cohomologie qu'en di-
k
mension 0 et c'est Hom(O/I,‘,Bn’ ) car '.Bn’k est un O-module in-

jectif ; les colonnes n'ont de cohomologie qu'en dimension 0 car

O,Os+l,OS sont des O-modules libres.

. L1z n 12 29 2
Soit wl""'ws s éléments de ( et considérons 1'élément

s .n . . o
de Hom(O7,Q) qu'ils déterminent ainsi que sa classe dans

i 3Ext2(O/I,Qn) , Hom(OS,Qn) s'injecte dans Hom(OS,',Bn’o)

X
+
(&1,...,055) se relédve en un élément de Hom(OS 1,'.Bn’o) (pas de coho-

mologie en dimension 2). Il existe donc To""'Ts € '5™M° tels que

1 1
= oot
wy rOTO rSTS

S

s

rST +..+ 1 T .

0o o0 s's

La 2e ligne n'ayant pas de cohomologie en dimension 1 , il existe

Ve s™Mt tel que fV=d'T, , k=0,.,5 .

Enfin, la 3e ligne avant Hom(O/I,'ﬁn'z) comme cohomologie en
dimension 0 , le morphisme O—»',&n’z qui envoie g € O sur gd"V provient
d'un morphisme de O/I dans '_Bn'z gui est un représentant de 1'élé-

ment de associé a Wy reenr®

UJX S

Considérons maintenant le double complexe :

0 0 0

| l |

0 — Hom(0,'5"*%) — Hom(0%,'5""°) — Hom(0,"5""°) — 0

| l |

1 1 1
0 — Hom(O,'s""") — Hom(OZ,'ﬁn’ ) — Hom(O,'#"" ") — 0

| # |

0 — Hom(0,'5™%) — Hom(0%,' 5™ %) — Hom(0,' 8™ %) — 0

| | l



Soit n

un élément de

n
Q et considérons l'élément de

Hom(O,Qn) qu'il détermine ainsi que sa classe dans wy = Extz(O/K, Qn)

Le méme raisonnement que précédemment montre qu'il existe

] nlo
SO,S1 € 'p tels que

ns hlso - hosl
puis W ¢ '_Bn'l tel que th = d"Sk , k=o,1
O - '.Dn'z qui envoie g € O sur
O/K — ',Bn'z qui est un représentant de 1'élément de

Pour déterminer l'image dans

Wy

du symbole associé a

; enfin le morphisme

Wy

'J.)l [ARRN] "J.)s

associé a

il

suffit de procéder par linéarité et considérer successivement le cas ol

dans Wy reesr Wy seul Wy est éventuellement non nul, Dans ce cas,
systéme I entrafhe que
1
rl.....r1 rl......O. ..... r
o s o) s
—F]S—-r——fl'( ”k al ¥
.O. I .s l.o TN I..S
s s 5 s
det | T v rS Tj - det ro.....S.O ...... ry j=0...5
. T
Ageones Mg A i‘u;oxl (Mg
s
SEPRRER Mg My ZuiT “ Mg
i=0
la colonne contenant T ,...,TS occupant la jiéme place.
On en déduit que :
1 1
r ...r 1 1 1 1
o""'s r. Ty reeeTg
“]; ‘.]; s+k :s s, S :s s |, S
det || . oy (-1) det T e Ty (i=0)‘iTi)—det SO (120
S S
| O o
o} s uo...us XO...XS
)\.O...XS
M eeebg
s
= (-1)3+k (b f +..+u f)(%) T.) -0 f o+ (25 uT)
- Hofo T MsTs 2 T oo s's 'j=p i'i
s S
= (—1)S+k h (2 X\T)-h (ZuT)
lyzp 11 O0'j=0 11

gd"W provient d'un morphisme de

o
[

le

M1 1



D'autre part,

S

S
hV=4d"(Z\T) h.V=d"(2ZuT) .
o j=0 11 1 j=0 1 1

L'élément de associé a (0,...,wk,...,0) correspond au morphisme

X
v 1 O/1 — '_Bn’z induit par le morphisme O — ',Bn'z envoyant g sur
9d"V . Son image dans . correspond au morphisme ¢ : O/K—~0/I i'ﬁn'z

n,2 "
induit également par celui de O —'§H envoyant g sur gd"vV . Or,

posant So = I>3>LJ.LTi p Sl = ZuiTi
1 1
r ...r
o) s
k k
F—r
. o S
S+ = -
et n=(-1) det SS ey on constate que hlso hOS1
o) s
A een A
o) S
Mot 'us
hv =4d"S, , i=0,1
i i
1.1, PROPOSITION. - L'injection Wy = Wy envoie le symbole
MWy e W]
1
Toe e T
. . sur_le symbole
r.s. .r.s
e s ]
- 1 1 _
r...r
o) s
%k  k
+
T(-1)° k det [To—" 5 Wy
ro,,.rS
o) S
xo. '>‘s
us ’us
1 1 1 1
r .T r ...r
o s o) s
det |, s s det 5., .05
S o) S
L )‘o xs Llo' Mg
1.2, Remarque : Identifiant By x a C}le = 0O/K , iy s'identifie &

J/K ol J est l'idéal de O engendré par



rl I_1 1 1
o Tyeef
n, = deth s s ' hy =det)s s
o o S
xo . .xs Mo us
1 1
r ...r
30 .S
ka .
k o s
9 = (-1)" det | ; k=1,...,s
s L]
Foe«+Tg
)\o" )\s
Hoe Mg
1.3. Remarque (Peskine-Szpiro) : Soit (Y,x) le germe d'espace ana-

lytique déterminé par 1'idéal J défini ci-dessus, X et Y sont liés par

V et on a la suite exacte au voisinage de x ,

0—>U) —— ()

—»GY®G LDV_"O .

% v

\'

Rappelons que (X,x) et (Y,x) sont liéds par (V,x) si (X,x) et
(Y,x) sont équidimensionnels et sans composantes immergés et si

J/K = Hom(O/1,0/K) et I/K = Hom(O/J,O/K) et pour qu'il en soit
ainsi il suffit que J/K = Hom(O/I, O/K) -(cf. [3] §2). Or, on a un
isomorphisme canonique de foncteurs de la catégorie des O/K-modules

de type fini dans elle-méme

Exté( 2, 0" = Hom(? ,Exté(O/K,Qn))

Remplagant ? par O/I , il suffit d'identifier Uy o & J/K et By
a oO/K.
t.4, Remarque : Si de plus (X,x) et (Y,x) n'ont pas de compo-

santes irréductibles communes, on a une suite exacte canonigque au voi-

sinage de x

1

0 — w,® YNX

o
XOVV

ot (YNX,x) est le germe de sous-espace de ((Dn,Q) défini par I+7.



En effet, X et Y sont alors géométriquement liés ; ona V = XUY ,

K=1INnJ.

1.5, Remarque : Serre montre dans (4] que I est engendré par 2
éléments si et seulement si Wy o est un O-module monogéne.
§2. - n=2 . CAS DES POINTS EPAIS DANS 032

Dans tout ce paragraphe O = @{xl,xz} et I est un idéal
2
)

primaire pour 1'idéal maximal. On sait alors que Exté(O/I,Q s'identi-

fie au dual de O/I . Cette identification se fait de la fagon suivante :

2.1, PROPOSITION, - L'accouplement

O/1 x Ex'é(O/I,Qz) — C

U.)l: st
r(lj ..... r; (-l)SZkak
{f modI, . » = {f modK, Y
h h
s s o) 1
| \rgeee re/
(-1) f(ngwk)
= lim

lh |=¢

o

|h, |=¢

est un accouplement parfait d'espaces vectoriels de dimension

k=1...s sont les éléments de O définis en

finie. ho'hl’gk

en 1,2,

wll lu)s
Démonstration : on sait que (fmodl,[ (ri) :\/ = (d"V,?]
N j

ou f est une fonction c” d support compact sur CDZ coincidant

. 2,1 .
avec f dans un voisinage de 0 , et od V € 'p est tel qu'il



o)
existe Tk € '.BZ’ , k=0...s , vérifiant

— " = = i i=
ka— d Tk k=0...s et w %}roj i=1...s .

D'autre part {f modK,[l'1 ﬂh ]) = {d"W,f) ol W ¢ ',82’1 est tel qu'il
- o 1
2,0
U érifiant h, W = 4" -
) € 'p vérifian K d Sk . lso hosl .
Or, on a vu au cours de la démonstration de la proposition 1.1 que pour

existe So’S k=0,1 et mn =h

tout systéme V,Tk vérifiant les propriétés ci-dessus avec wy =0 ik,
S 11}

hV=d (ZuiTi)

2.2. COROLLAIRE, - Si I et ] sont deux idéaux primaires liés par K ,
“+ =
ona rg, 0/1 rgG:O/] rgq:O/K .

Démonstration : 9 0/1 = r9q Extz(O/I , Qz) =19, 1/K

= 19, O/K - rga:O/I .

2.3. THEOREME. - Soit I un idéal primaire de CD{xl,xz} . Soit
fo,...,fs un systéme de générateurs de I , rl,...,rs un_sys-
téme de générateurs des relations tel que fi = det(rl,...,rs,ei)
On a : S K

.o, 2 df, Adr, ...
i=0 ! 1
(cEfmodI,—l- . Y = rg_ O/1.£(0)
2 i C
(r))
J
Démonstration : nous allons utiliser le théoréme de liaison lo-

cale de Peskine Szpiro [3 ] th. 3.3. Il existe des quotients de codimen-

sion 2 de O, O/1,,...,0/1, tels que :

1

a) pour i<t, O/Ii,...,O/IH_1

t

sont liés algébriquement ;

b) I = I1 et O/It est une intersection compléte.

Ceci nous permet de raisonner par récurrence sur le plus petit t pour



- 10 -

lequel on a une telle suite (en fait c'est le nombre minimal de généra-
teurs de I diminué de un). Pour simplifier, nous noterons comme ci-
dessus I = I1 , I = I2 et K l'idéal qui les lie. K est engendré
par ho’hl ou ho = infi ' h1 = Zuifi . La proposition 2.1 entraine
que (2.3.1)

S
vee s 2 df, /\drk (-1)°T g, Tdf, /\dr],<
. k k 1 1

1 l=0 l ilo.. 1 i
{f modI, = ] Y ={f modK,= 5
2 (rl) 2 h h
j o ' 1
. S S \ _

] est engendré par (-1) gl,...,(-l) g+ hl’ho ol gy k=1...s est
défini comme en 1,2, La matrice des relations entre ces générateurs est

1 S

ro"'ro)‘ouo

1 S.

ry. .rsnsus

En effet, on vérifie d'abord facilement que chaque ligne fournit une rela-
tion. (Le calcul conduit & un déterminant dont deux lignes sont identiques).
On sait d'autre part (§ 1) qu'il existe une base du module des relations

1 s+1 s+1
!

D seees telle que det(pl,...,p ,ek) = (—l)sgk , k=1l.s, -h1

k=s+1 , ho si k=s+2 . On en déduit que l'élément de GL(s+1,0)

si

qui l'envoie sur les s+1 lignes précédentes est de déterminant 1

On vérifie enfin la condition de normalisation de signe.

Par hypothése de récurrence, on peut donc affirmer que

S .
D (—l)sdgi/\dr]l( ; ~dhyAd), _ +dh Adu 1,.‘.7
i=1 - - -
,. 1 A u v
f modJ, 5 N o "o ‘= rg_0O/]. f0)
r . . T
| )\S HS —

La proposition 2.1 entrathe que le premier membre de cet égalité est aussi
s+1s+l s-1 S s i
LG0T D DT D (-1 dg adr,_ -dh ad,_ +dh ade
(fmod K, k=1 -145) k=1 T k=1 e k-1
ho ! h1

Au total,
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{fmodlI, =

2

.,de./\dr?(,.
1 i i
[ ]> + rgg /7. f(0) =

i
(rj)

S S S
-0 D g, Ededrk+ > Edg A+ D £ (-dh adh, +dh ads)
/ 1 k=1 Ki=0 k=0 Kj=1 A et s M s
\fmodK,Z
h h

o 1

La forme différentielle intervenant dans ce résidu est alors la somme des

termes Ny Ty ,n3

s S S k S K
ny = (-0° Dg, Dafadry = (-1)° zde(zg art)
=1 ®j=0 1 1 i=0 1 \k=1
s S S k
n, = (+1)7 T f ngAdrk=( 1)° ngk (Zfdr)
k=0 K i=1 i=0 1
5
ny = i=0fi(—dhlAdxi+dhOAdpi)

Différentiant successivement chaque relation entre .,gs,ho,h1 , on a

gl'"

s+1 s+1 s S _
(-1) xidh1+(-1) hodui+(—l) uidho—o.

2 g ks 3K
k=1gkdri+k=1ri dgk+(-l) hld)‘i+ -

On a aussi

S S
) f.dr].<+ Zr]fdf. =0 .
i=01 1 =0l 1

Il vient alors

B s+18 S, k S S 2
n, = (-1)7 "2df A Drdg, |+ | T rdf.JAdh, - T u.df.)Adh modKG
1 i=0 i =117k =0 1 1 1 i=0 1 1 o}

s+1 2 S,k
n, = (-1) 2 dg A(Zr. df.)
2 k=1 K \j=0 1 1
Au total,
S S
= \ - A

AR (onidfi)f dh, (EOH df) dh

(Z fdx)/\dh (Z fdp)/\dh mod K..2
1=

i=0 * 0!

il

dhO/\dh1 - dhlAdho = Zdho/\dhl
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et ho,h formant une suite réguliére, on sait que

i
dh Adh
o 1

{f modK,
h h
o

}) = 194 Oo/K. f(0) .
1

On conclut en utilisant 2.2,

Remarquons que le cas t=1 lui-méme est réglé par ce calcul.
En effet, si I est engendré par fo,...,fs et aussi par ho,h1 une
suite réguliére, alors K=1, J=O . Mais alors, il est clair que l'hy-
pothése de récurrence s'applique a8 J . En effet, rgCD O/T] =0 etla
forme dont on calcule le résidu est du type Eficxi . Or, chaque fi

s'exprime en fonction de ho et h1

§ 3. - n=3 . CAS DES GERMES DE COURBES GAUCHES.

Soit (C,0) wun germe de courbe réduite, donc Cohen-Macaulay
dans (CDS,_Q_) . Soit p : 5 — C la normalisation de C un représentant
de (C,0) . On sait (cf. [2]) qu'il existe un unique isomorphisme de

Qé’: dans nom(p*oc. ,mC) respectant les structures de Modules duali-

sants respectives sur ﬁ% et Zﬁom(p*OG,wc) et qu'on appelle
Tr p : p*s"% —~ W le morphisme composé p*QC_: S Hom(p*GC_:,u;-c)-—>wC .
Comme dans le cas des germes de courbes planes ou plus généralement
intersections complétes, on peut expliciter l'application naturelle
21

. -1 . .
oot vg p*ue W qui en résulte,

3.1, PROPOSITION. - Soit (Xl’XZ’X ) un systéme de coordonnées au

3
voisinage de 0 dans @3 . Soit I 1'idéal de (D{xl,xz,x3}

définissant (C,0) . Soit fo,...,fs un_systéme de générateurs

de I, rl,...,rs un systéme de générateurs des relations tel
que f = det(rl,...,rs,ei)
& k
. ..-.,dx]./\(dei/\dri),...
f.c(dx.) 5 i=1..3

i
(rj)
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Démonstration : comme pour le théoréme 2.3, nous allons
utiliser le théoréme de liaison locale de Peskine-Szpiro [3 ] th. 3.3.
Ici, C étant réduit est donc génériquement intersection compléte. Il

O/1

existe alors des quotients de codimension 2 de O , O/Il""’ t

tels que :

a) pour i <t , O/Ii et O/Ii+1 sont liés géométriquement ;

b) I= I, et O/It est une intersection compléte,
Désignons par C2 la courbe définie par I2 et par V la courbe inter-
section compléte telle que V = CUC2 . Soit p2 : C_fz - 02 la norma-

lisation de C2

Pour conclure aprés un raisonnement par récurrence et un calcul

identique & celui de 2.3, il suffit de se convaincre que

(dxj|C)4-¢‘ (dlecz) = mv(dijV)

C C,

et étant vus comme des sous-Modules de Wy par l'inclusion

“c Yc,
naturelle, On sait en effet que ho'hl étant des équations de V

dx.Adh Adh :\
(6] 1

oo (dx, [V) = [ J
\Y j ho hl

. 2 t . . "‘1 N ' s . ﬁl '
Or, considérons d'une part By “V Wy, et d'autre part ¢ : Sy i
tel que ¥(n) = c;»c(nlc) e (n|C) . 8i x€eV, x#0 , le germe en
2

x de mv—w est nul. Mais V étant intersection compléte est de

Gorenstein, Localement Wy est isomorphe a Ov et V étant réduit
‘;v =0
3.2. Considérons encore V une courbe intersection compléte en 0

et D telles que C et D soient géométriquement liées par V . Soit

p: C—C la normalisation de C et x X les points de C au-

1,-0-
dessus de 0



_]_4_

Nous avons remarqué (1.4) que W ®G w\_ll s'identifie & un
sous-Module de ’}C . On a alors un diagrammé/ commutatif
1 -1 -1
® == Hom — ® —_— —
p*QE vav (p*GC ;) o, wy; Hom(p*OC  O)
Trp® Id
& wl — . 05
“c o, v C
(o0 tous les morphismes sont injectifs).
3.2.1, DEFINITION., - ﬁom(p*Oa,Gc) s'identifie & un Idéal de GC

qu'on appelle le conducteur de p et gue nous désignerons par

—1 ' 2 Lo N P
c . Hom(p*oc_, wc) 80 Wy s'identifie & un Idéal de GC que

nous_appellerons conducteur d'adjonction de p relativement a

V et gue nous désignerons par QV . Evidemment av c C .
3.2.2. Notation : identifiant & _ a (Ii{ti} , hous désignerons par
X
1y C.
. . (s _d
c (resp. ai) l'entier positif tel que C'@G,Xi t CD{ti} (resp.
a. r r
a .0 =t'¢f{t,}). c= Zec, (resp. a= YL a,) est la multiplicité
V Clxl 1 i:l 1 i__.l 1
de Cg (resp. aV,_Q) vu comme un idéal de OC,Q
3.3. PROPOSITION. - Les notations sont celles de 3.1 et 3.2, De

plus v; désigne la valuation canonique sur Gl{ti} et

S
h = xf., h, = Zu.f, sont les équations de V
o j§0 i 1 i =

a(hol h]_)
= —2r 2 .p| - op) + 1
a,. v.(det S ) p) Vi(Xl p)
2’73
Démonstration : considérons le diagramme commutatif de 3.2.
D'aprés 3.1 :

S k

...,dxl/\(Edf./\dr.),...
1 i=0 1 L

cpc(dxl) = Trp(dxlop) =5 (ri)

j
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Nous identifions localement au voisinage de 0 C}v a wy par l'iso-
hdx_  Adx, Adx
, 1 2 3 . fer
morphisme  h s~ . Alors g_,...,9 étant définis
hO h1 1 3
comme dans 1,2, l'image dans GC de Tr(dx1°p) ®1 est dans la forme :
1 s 3 S k
R (-1) .k§lgk (dx1 A(i§odfiAdri)) IC
1'élément de OC figurant devant dxl/\dxz/\dx3|C . Or, le calcul effec-
tué en 2,3 montre qu'il s'agit en fait de la forme
dh Adh_|C 2o 1)
A =
dxl/\ o 1 det delAdszdx3‘C .
Or (p\éﬂl_ @ w-l)-O_ est engendré en tant que G- -module par
Y C O\/ v C:I}{' lxi
dti®1 . a, est donc la valuation dans (D{ti} de 1l'image de Tr(dti)®1
et le calcul ci-dessus donne le résultat annoncé.
3.4. COROLIAIRE. - Dans la situation de 3.2, désignant par n la

multiplicité de C en 0 , par AV la multiplicité de 1'idéal

restriction 8 C de l'idéal jacobien de V (le 2e idéal de

1
Fitting de Qv ), par r le nombre de composantes irréductibles

de C , on a

Av =a+n-r1,
Démonstration : choisissons un systéme de coordonnées tel que
____________ ’
X, soit un paramétre transversal & V . Alors n = 'El vi(xlop)
l=
1 L.
On sait que J = FZ(QV) est la restriction & V de l'idéal en-
gendré par les 2-mineurs de la matrice jacobienne ———m— Soit
_ d(xl,xz,x3)
r : V-V la normalisation de V ; V = CLLD . Soit X, i=r+1...t ,
les points de V gui s'envoient sur 0 et n'appartiennent pas a C .
Soit vy la valuation naturelle sur (D{ti} = O~ i=l...t . Xy étant
b’
A5
un paramétre transversal, on a :
o(h_,h,) - ah,, hy) ‘
Vi:TmOTT = 1nfvim°ﬂ i=1...t .
d 2: 3 111 12
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Le corollaire est alors une conséquence immédiate de 3.3 et du corollaire

théoréme 24 [5].

3.5. PROPOSITION. - Soit (C,0) wun germe de courbe réduite dans
@ ,0)

et (D,0) un germe de courbe tel que C et D soient géo-

, (V,0) un germe d'intersection compléte contenant C

métriqguement liés par V . Soit p : C —C la normalisation de
C,

xl,...,xr les points de C au-dessus de 0 . les nota-

tions étant celles de 3.1, l'application

YRR
("*“Ga)g/%& X wc,ﬁﬂp*ga)g ¢

A

-1
qui &8 f germe de section de 05 au voisinage de p (0Q)

2

Yo

M dx Adx /\dx3
[ germe de section de

falt correspondre :

S
(-1) f(k:Elgkuk)o p dx,°p

r
2 res_
i=1 i a(ho,hl)

°p
a(xz,x3)

N

ou (ho'hl) est un systéme d'éguations de V et (ho’hl’gl’”

1

au_voisina-

.,gs)

le systéme d'équations de D déterminé en 1.2, est un accouple-

ment parfait.

]_D_éln_o_n_s_tfe_a’g_i_gg : C étant Cohen-Macaulay, il existe un isomor-
, . * 1 »
phisme canonique entre ( ) /OC 0 et Ext ((p 6 ) /@ 0 'mC,Q)

et le calcul effectué ([2]lemme 6.1) montre que ce' dernier est isomorphe

~

a /(p*Qé_:)o . I1 suffit donc de montrer que cet isomorphisme est

e 0

L~

défini comme indiqué par la formule ci-dessus,

Or, désignant par 1 : .\7 — V la normalisation de V , l'inclu-

sion de C dans V induit un morphisme : . G6_/G —»p\,_O__/G
3 V v 3¢ c

Elle induit également un morphisme W /Hom (p*GE'wC

- J.) /Hom _)vawv)
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3*
On sait maintenant que l'isomorphisme entre (n*G—)O/GV 0 et
\' 22

1 L
Ext ((TT*GV)Q_ /OV,Q , “’v,_Q) est induit par l'accouplement qui & f
-1 u dxl/\dle\dx3

germe de section de Gv au voisinage de ©n (0) et h b
o 1

germe de section de wV au voisinage de 0 fait correspondre
t fu °T\'d(Xlo‘rr)
res
————— 0 TT
a(xz,x3)
ou Xl""’xr’Xr+1"“’Xt sont les points de V au-~dessus de 0

Il suffit alors de se rappeler la forme explicite (1.1) de l'injection de

Ne dans Wy

3.6. COROLILAIRE, - Dans la situation de 3.5

a, -c¢, = inf v, (gpop)
S T

Démonstration : nous allons d'abord montrer gue

- < i [ i
a, - ¢ inf Vi(gk p) . En effet, soit

[...,0,...,dxl/\dle\dx3,...,0,... ]
n, = € W

j Q
K ) 2
}
ol dxl./\dxz/\dx3 figure & la k-iéme place. Soit f ¢ CO . fnk définit
un élément de Hom(p*G(_j_,mc)_Q . Donc fgk € GV,_O_ et vi(fop gko p) = ai

i=1...r par définition. Or, il existe f € C tel que vi(fop) = ¢,

9 i

Identifions maintenant (p*OC’)O a (E{tl} ®...9 CD{tr}

c.-1
til ne provient pas d'un élément de Oc 0 - Il existe alors d'aprés
3.5, ul,...,uS dans GCD?’,Q_ tels que
G5 (x o p)
t, ( g, u °p)d X,op
—1°k 'k 1
res ! k=1 £0 .

! 3(hg, hy)

°p
a(xz-,x3)
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Or, a, =

(a(ho,hl)
. Vv,
1 1

_a(_x;,';ﬁ"p) - vileop) + 1

Nous avons donc & calculer le résidu d'une l-forme qui s'écrit

S c.,-a;-1 S
i i
(k§1 gkuk° p)ti dti. et nous venons de constater que Vi(k?lgklﬁ(c’ p) > ai -c

Le résidu de cette forme ne peut &tre non nul que si il existe u U

< Lo
u. = -— : 3 2 38 s
tels que vi(kz___]lgk kop) ai ci , ce qui entrafhe immédiatement qu'il

existe k tel que Vi(gk°p) =a,-¢

3.7. COROLLAIRE, - Dans la situation de 3.5, soit Q 1l'idéal de
O

C.0 définissant CND dans C en 0

a-c=multQ .

Démonstration : @Q est engendré par gl,...,gs,ho,h1 . Clest

encore une conséquence de corollaire 1, théoréme 24 [5].

3.8. COROLLAIRE., - Toujours dans la situation de 3.5, supposons de

plus C analytiquement irréductible en 0 . Soit I’ le semi-

groupe des valeurs de OC,Q = zv(fop) fEOC'_Qs © 99y

s
étant définis comme en 1,2, soit. SV = %V(kz)lgkeko p) ekEGC,gg'

Alors 'r+a—c€SV¢ c-1-7¢7T 0<T<c-1

Démonstration : supposons T+4+a-c € SV . Il existe

[ L EC tels que V(ngekop) = T+a~-c . Montrons que

11... S C,g

c-1-7 € T est impossible., En effet, il existerait f € & tel que

C,0

v(f) = c-1-1 et on aurait
. f(ngekop)d(xlop) .

B(Xz :X3) °P

Or, la valuation de cette forme est v(f) + v().‘.gkekop) -a d'aprés 3.3

i
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et donc c-1l-T1+T7+a-c-a = -1 & cause des hypothéses., Cette forme

n'aurait donc pas un résidu nul.

Il suffit maintenant de constater que le nombre des yu € SV tels
que a-c sy < a-1 est égal au nombre des T £ T tels que

0<T=c-1, Or, ce dernier est égal & & = eg(p*O_) /G . Quant
c/l " "C.0

' t 1 ——
au premier, c'est 2g a0 /p*QE, 0" 5 .
3.9, PROPOSITION. - Dans la situation de 3.5 et 3.7, si u désigne

le nombre de Milnor de C en 0

u=c+mu1tQ-rg®O /Q -r+1

C,0

ot Q est 1l'idéal de % o définissant CN D dans C en
"=

0, D étant n'importe quelle courbe liée géométriquement &

C dans une intersection compléte.

Démonstration : par définition u = 26-~r+ 1 ol r désigne

- ————

le nombre de branches de C (voir [1]).
D'aprés 3.5,

' -1 ' , -1
= 29 (w®uy /[”Om(p*@a'wc)@wv]g

_ 1 -1
= e | . o Y R
2g OC,Q /[UJC®JJV ]_Q + &g GC,O / [Hom(p,\pc,mc) “LV]_Q

L

On en déduit 2% = -rg(D c, O/Q = ¢ + multQ - fg@ c, O/Q

U= c—1r+1+muth—1rg¢0C 0/Q .

3.7. Un exemple : .soit (C,0) la courbe définie par = .

. " 2
y = t4 z=1t . Son idéal est engendré par 3 générateurs fo =y -Xz,
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f = X3 -yz , f. = ZZ —xzy lié par 2 relations r1 = (z,y.%) ,

r = (XZ,Z:Y) . Soit V la courbe intersection compléte définie par

h =%xf , h =2Zuf , i,4, €C . La courbe D liée da V a
o) i 1 ii 1’7

alors pour équations

B 2
9, = X(xluz x2u1)+z(xouz xzuo) y(xoul uoxl)

9, = z(\H, SR h) = YO, )+ xO k-l A)

a(ho'hl) 2
detm = (Xoul-uo)\l)(x;—zy )

3 22
+ ()\ouz-)\zuo)(4yz—x ) (xlpz xzul)(yx +22%)

On a donc,

si )\oul—uoxl#o av=8—3+1=6
si Xoul-uo)\1=0 av=9—3+1=7
Dans le premier cas, ay - ¢ =3 , dans le second cas 3y - c =4,
On a évidemment ¢ =3 et p=4=6v-rgOanlg=6—2=7—3

Le premier cas est le cas général ol la tangente & C est distincte de la

tangente & D . Dans le second cas C et D ont méme tangente .
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