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Institut Fourier 
Université de Grenoble I 

R E S I D U S E N C O D I M E N S I O N 2 

par Monique LEJEUNE-JALABERT 

On considère un germe d ' e s p a c e analyt ique (X,x) de codimen-

s ion pure 2 dans (Œn,Cl) et dont l 'anneau loca l 0 so i t un a n -

À. i x 

neau de Cohen - M a c a u l a y non nécessa i r emen t réduit . On s a i t que (X,x) 

peut être plongé dans un germe d ' in tersect ion complète (V,x) de même 

dimension, O J ^ le Module dua l i san t de X apparaî t a lors comme un 

sous-Oy-Module de O J ^ le MDdule dua l i san t de V qui e s t un 0 ^ -

Module localement libre de rang 1 . Nous a l lons déterminer quel e s t ce s o u s -

Module et examiner quelques conséquences s i dim^X = 0 et 1 . 

§ 1. - DETERMINATION DE u ) x . 

Nous dés ignerons par O l 'anneau de s s é r i e s convergentes à n 

va r i ab les (C{x „ . „ x } , par A = O/ l l ' anneau O , par B = O/K 

l n A g X 
l ' anneau O T T , par Q le O-module des n-formes différentiel les sur 

V g x 

(Œn,jO) . Alors - Ex t^CO /^n 1 1 ) et ^ - E x t ç ( 0 / K , Q n ) . De la sui te 

e x a c t e courte : 

0 — I/K — O/K — O/ l 0 

on déduit une sui te exac t e (de O-modules) 

Ex t¿ ( l /K ,Qn) ( j u x — U Ü V . 
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Or Qn - O , dim i /K = n - 2 et on s a i t que 

2 = n - d iml /K = i n f { i ; E x t ^ l / K , O ) 7̂  0} . L ' app l ica t ion naturelle 

r — m , e s t donc in jec t ive . Soit (f , . . . , f ) un sys t ème de générateurs 
X V s s 0 s 

de I , h = S x . f . , h, = S u . f . un sys t ème de générateurs de K . 
o i=o 1 1 1 i=0 1 1 

h , h, étant une sui te régul iè re , on obtient une résolut ion libre 

0 1 
de O/K en écrivant le complexe de Koszul : 

^ v 2 h ^ 
0 — O — • O — • O — O 

où dés ignant par e = (1,0) , e 1 = (0,1) , h(e.) = h, , i = o , l et 
o l 1 1 

v( l ) = h , e - h e , . Cet te résolut ion permet de ca lcu le r <JDW . 
1 o o 1 V 

x-y s ' ident i f ie à 

Hom^fO, u n ) / I m a g e H o m ^ O ^ f z 1 1 ) 

et on note par définition s i uo 6 Qn , 

" o) ] r U) 

_ h o , h j = L h r - h o . 

l 'é lément de u o ^ admettant pour représentant le morphisme de O dans 
.n , 

qui envoie 1 sur uo . 

s+1 f 
Considérons maintenant O — • O défini par 

f(e.) = f (0,..., 1 0 ) = f. . Puisque A e s t de Cohen - M a c a u l a y , 

prof A = dim A = n - 2 et O étant un anneau régulier 

dim proj A + prof A = n . La dimension project ive de A e s t donc 2 . 

Cec i s ignif ie que Ker f e s t un O-module projectif donc libre et 
s 

Ker f ^ O . D 'ap rès le théorème de Burch (Kaplanski : Commutative 

1 s 
rings ) , il e x i s t e une b a s e r , . . . , r du module libre Ker f tel le que 

1 s 
f. = det(r , . . . , r , e . ) . 
1 1 

La résolut ion libre de O/ l a in s i obtenue : 

0 — o s - ^ o s + 1 - ^ o ^ 0 

où r(r x) = r 1 permet de ca lcu ler . O J x s ' ident i f ie à 
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Horn ( 0 S , n n ) / I m a g e H o m 0 ( 0 S + 1 , Çln) 

et par ana log ie a v e c la définition c i - d e s s u s , on notera s i o ) . , . . . / ^ sont 
n 1 s 

s é léments de Q , 

fii 
v r . . .r y 

o s 

l 'é lément de U J ^ admettant pour représentant le morphisme de O dans 

qui envoie rA sur W . 

Il s ' a g i t de voir quel le e s t l ' image de ce symbole dans & . 

Pour ce fa i re , nous a l lons comparer le ca lcu l de u) ( resp . u) v) obtenu 

a v e c la résolut ion libre de O/K ( resp . O / l ) a v e c celui obtenu a v e c une 

résolut ion inject ive de Qn . 

Nous u t i l i serons la résolut ion de Dolbeaul t distribution de Qn 

o _ n

n — ^ n ' ° — ' ^ n ' 1 — . . . - + > J > N > N ^ 0 

dont on s a i t qu ' e l l e e s t in jec t ive . 

$ ( resp . o) ) e s t a lors le 2e groupe de cohomologie du complexe 

N 2 

H o m ( 0 / K , ' . £ n ' ' ) ( r esp . Hom(0 / l , L3N' ' )) ; s i cp : O / l — ' e s t un 

représentant d'un élément de , cp : O/K O/ l —• ' . # n ' 2 e s t un r e ­

présentant de son image dans ® . Pour comparer l e s 2 c a l c u l s , on e s t 

amené à considérer d'abord le double complexe : 

0 0 0 

1 \ i 
0 —• H o m ( 0 , ' ^ n ' ° ) — H o m ( O s + 1 , ' ^ n ' 0 ) - ~ H o m ( 0 S , •fin,°) — 0 

I t 1 
0 - ^ H o m f O , ' / ' 1 ) H o m ( 0 S + 1 . ' ^ n ' 1 ) — H o m ( 0 S , ' £ n ' * ) 0 

t I 1 
0 ^ H o m ( 0 , ' ^ n ' 2 ) H o m ( 0 S + 1 , ' ^ n ' 2 ) H o m ( 0 S , 2 ) 0 

1 I t 
• • • 

• • • 
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Dans ce double complexe , la k- ième l igne n 'a de cohomologie qu 'en d i -
n k n k. 

mension 0 et c ' e s t Hom(0 / l , ' i> ' ) car lJfr ' e s t un O-module in -
j ec t i f ; l e s colonnes n'ont de cohomologie qu 'en dimension 0 car 

s+1 s 
0 , 0 , 0 sont des O-modules l i b r e s . 

Soit s éléments de Qn et cons idérons l 'é lément 
1 s 

s n 
de Hom(0 ,Çl ) qu ' i l s déterminent a i n s i que s a c l a s s e dans 

J L v - E x t 2 ( 0 / I , n n ) , H o m ( 0 S , Q n ) s ' i n j ec te dans H o m ( 0 S

/ ^ n ' ° ) . 
S"h 1 n o 

(xw-. . /0} ) s e re lève en un élément de Hom(0 /3 ' ) (pas de coho-
1 s 

mologie en dimension 2 ) . Il e x i s t e donc T , . . . , T € xfi ' t e l s que 
o s 

/ o)1 = r*T + . . . + r*T 
( 1 o o s s 

i j : 

= r S T +. . . .+ r S T . 
* s o o s s 

La 2e l igne n 'ayant pas de cohomologie en dimension 1 , il e x i s t e 

V 6 ' ^ n / 1 tel que f V = d " T k , k = 0 # . . . , s . 

n 2 
Enfin, la 3e l igne ayant H o m l O / l / ^ ' ) comme cohomologie en 

n 2 
dimension 0 , le morphisme O - ^ ' ^ ' qui envoie g Ç O sur gd"V provient 

n 2 
d'un morphisme de O/ l dans l £ ' qui e s t un représentant de l ' é l é ­
ment de o u v a s s o c i é à <D , . . . , ( J 0 

X 1 s 
Cons idérons maintenant le double complexe : 

0 0 0 

1 \ \ 
0 —~ H o m ( 0 / ^ n ' ° ) — - H o m ( 0 2 , ' ^ n ' ° ) H o m ( 0 , ' i ^ ' ° ) 0 

\ \ t 
0 — U.om{0,'£n'1) — H o m ( 0 2

f ' j ^ 1 1 ' 1 ) — - H o m f O / i " ' 1 ) — 0 

1 t I 
0 - * H o m ( 0 , ' ^ n ' 2 ) — H o m ( 0 2 , ' ^ n ' 2 ) — Hom(0 , ' £ n ' 2 ) 0 

\ t 1 
• • • 
• • • 
• • • 
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Soit R\ un élément de fin et considérons Vélément de 

H o m ( 0 , Q n ) qu ' i l détermine a i n s i que s a c l a s s e dans ® =- E x t 2 ( 0 / K / C n ) . 

Le même raisonnement que précédemment montre qu ' i l e x i s t e 

S , S , € ' ^ n , ° t e l s que 

o 1 

R\ = h .S - h S , 
1 1 o o 1 

n 1 
puis W € X3 ' tel que h^W = d " S ^ , k = o , l ; enfin le morphisme 
O l £ n ' ^ qui envoie g € O sur gd"W provient d'un morphisme de 

n 2 
O/K ' ^ ' qui e s t un représentant de l 'é lément de uu^ a s s o c i é à r, . 
Pour déterminer l ' image dans du symbole a s s o c i é à u), #•••#'!) il 

V 1 s 

suffit de procéder par l inéari té et considérer s u c c e s s i v e m e n t le c a s où 

dans seu l u, e s t éventuellement non nul. Dans ce c a s , le 
1 S JC 

sys tème I entrafhe que 
1 1 1 n 1 

r r r 0 r 
o s o s 
• • • • . • • • 
k k k n k 

r r HF 9 F— 
o s o s • • • • 

• • * • • • • • 
s s r S 0 r S 

det r o r s T. = det o s j = 0 . . . s 
] s 

X X X . . . S X .T . . . .X 

o s o i = 0 1 î s 
s 

ii n ii . . . 2 | j . t . . . . u 

o s o i = 0 i î s 
la colonne contenant T , . . . , T occupant la j i è m e p l a c e . 

o s 
On en déduit que : 

r 1 r 1 1 1 1 1 
? * r o - R S

 r o - r s 
V K I • • • • 

j» Jv Y l g S i 
det ? ? œ v = ( - l ) S + k det R ° R * ( S \ .T . ) -det R*R* ( E u ! ) 

: : k / o s î î o s 1 = o i i \ 
s s F 1 U 1 

V " r s
 1 |i ...[X * — Xc 

o s o s 
X^ • • • X 
o s 

j j . . . g . 

o S J 
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D'autre part, 
s s 

h V = d n ( S X.T.) h,V = d n ( E i i , T j . 
o i=0 1 1 1 i=0 1 1 

L'élément de uo a s s o c i é à ( 0 u ) , / • . . / 0 ) correspond au morphisme 
2 n 2 

x : O/ I — induit par le morphisme O — ' ^ n / envoyant g sur 
— ^ n 2 

gd"V . Son image dans uu correspond au morphisme cp : O/K—*0/l ^'D-
n 2 

induit également par celui de O — ' envoyant g sur gd"V . Or, 
posant S q = S X.T. , S x = E^ .T . 

1 1 
r . . . r 
o s 
k k 

r ...r— 
o s 

s+k 
et n = (-1) det s s a), # on cons ta te que TI = tuS - h S 1 r . . . r K I o O 1 

o s 

X . - .X 
o s 

h.V = d"S . , 1 = 0 ,1 . 
î î 

1 . 1 . PROPOSITION. - L ' inject ion œ v — i»„ envoie le symbole 
X V 

r UK • • • tt) " 
1 s 
1 1 

/r , , , r \ 

s | sur le symbole 

V \ . . r s i 
o s 

r 1 l r . . .r 
o s 
• • 

S + k 

E ( - 1 ) S + K det r o " - r o U 3 K s s r . . . r b 

o s 
V " X s 
n s . . . n s 

1 1 1 1 
r . . . r r . . .r 
o s o s 
: S : : 

det s ' s det "s s 
o s o s 

X . . . X ( I . . . p. 
o s | o s 

1 .2 . Remarque : Identifiant ta. à O = O/K , J J s ' ident i f ie à 
—— V , x V ; X X , x 

j / K OÙ J e s t l ' i déa l de O engendré par 
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1 1 1 1 
• * r c r . . ,r 

o s o s 
: : 8 5 

h = det s c / h. = det * s

 #

s 

o ^ • • • r « 1 r . . . r b 

o s o s 
X . . . X \i . . .p. 

o s o s 
1 1 

r . . . r 

P : S 

g k = (-1) det . . k = l , . . . , s 

r s . r s 

X . . .X 

o s 
n Q . . . n s 

1.3 . Remarque (Peskine-Szpiro) : Soit (Y,x) le germe d ' e s p a c e a n a ­

lytique déterminé par l ' i déa l J défini c i - d e s s u s , X et Y sont l i é s par 

V et on a la su i te e x a c t e au v o i s i n a g e de x , 

Rappelons que (X,x) et (Y,x) sont l i é s par (V,x) s i (X,x) et 

(Y,x) sont équidimensionnels et s a n s composantes immergés et s i 

J /K = H o m ( 0 / l , 0 / K ) et i /K = H o m ( 0 / j , O/K) et pour qu ' i l en so i t 

a i n s i il suffit que j / K = H o m ( 0 / l , O/K) (cf. fe] § 2 ) . Or, on a un 

isomorphisme canonique de foncteurs de la ca tégor ie des O/K-modules 

de type fini dans e l le -même 

E x t ^ ( ? , fz11) - H o m ( ? # E x t Q ( O A , n n ) ) . 

Remplaçant ? par O/ l , il suffit d ' identifier <JJ à j / K et ® 
X / x V, x 

à O/K . 

1.4. Remarque : Si de plus (X,x) et (Y,x) n'ont pas de compo­

san t e s i rréduct ibles communes, on a une sui te exac t e canonique au v o i ­

s inage de x 

0 — « ^ « y - * X — °YCK - 0 

où ( Y 0 X , x ) e s t le germe de s o u s - e s p a c e de ((D^O,) défini par I + J . 
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En effet , X et Y sont a lors géométriquement l i é s ; on a V = XL» Y , 

K = m j . 

1 . 5 . Remarque : Serre montre dans [4] que I e s t engendré par 2 

éléments s i et seulement s i uo e s t un O-module monogène. 
X / x 

§ 2 . - n = 2 . CAS DES POINTS EPAIS DANS Œ 2 . 

Dans tout ce paragraphe O = (D{x , x 9 } et I e s t un idéal 
2 2 

primaire pour l ' i déa l maximal . On s a i t a lo rs que ExtQ(0/l ,Q ) s ' i d e n t i ­

fie au dual de O/ l . Cet te identif icat ion s e fait de la façon suivante : 

2 . 1 . PROPOSITION. - L 'accouplement 

O/I x E x 1 ^ ( 0 / I , N 2 ) — - CD 

" u ^ , . . . ,uu 

<f m o d i , . ° . • ] ) = ( f r a o d K , ) 

*' h h i 

L o s J 

|h | s e 1 o 1 

| h r | > e 

e s t un accouplement parfait d ' e s p a c e s vec tor ie l s de dimension 

finie, h ,h,,g, k = l . . . s sont l e s é léments de O définis en 
o 1 k 

en 1 .2 . 

Démonstration : on sa i t que ( f m o d l , ^ ) = \d"V,f/ 

00 ^ 2 
où f e s t une fonction C à support compact sur (D coïncidant 

2 1 
a v e c f dans un vo i s i nage de JO , et où V € ' e s t tel qu ' i l 
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2 , o 
e x i s t e T k € 'JFR , k = 0 . . . s , vérifiant 

f, V = d"T, k = 0 . . . s et ou. = S r ^ T . i = l . . . s . 
JC K 1 J J J 

D'autre part <f m o d K j 1 1 ] ) = ( d " W , f > où W € ' f i 2 , 1 e s t tel qu ' i l 

2 o 1 

e x i s t e S , S 1 € '3 ' vérifiant h. W = d"S . , k = 0 , l et n = h , S - h S , . 
o i k k l o o l 

Or, on a vu au cours de la démonstration de la proposit ion 1.1 que pour 

tout sys t ème V,T, vérifiant l e s propriétés c i - d e s s u s a v e c uu = 0 i ^ k , 
s 1 

on a (-1) g = h ^ E X . T . ) - h ( E u . T . ) , h V = d"(SX.T. ) , 
Js. K 1 1 1 O l l O 1 1 

h V = d"(ZM.T.) . 

2 . 2 . COROLLAIRE, - Si I et J sont deux idéaux primaires l i é s par K , 

on a r g ^ O/ I + r g ^ O / j = r g ^ O / K . 

2 2 
Démonstration : rg O/ l = rg Ext (O/ l , Q ) = rg J /K 

— — — CU CL CD 

= r 9 ( E ° / K " ^ ( D 0 / ï * 

2 . 3 . THEOREME. - Soit I un idéal primaire de Œ { x 1 # x 2 } . Soit 

f , . . . , f un sys tème de générateurs de I , r 1 , . . . , r s un s y s -
° S 1 s 

tème de générateurs des re la t ions tel que f. = det(r , . . . , r , e . ) . 

On a : R- s 
df. A D R . 

i=0 1 1 

(CI f modl , \ . ) = r g ^ O/ I . f (0 ) . 
L i 1\ CL 

(r.) j 

Démonstration : nous a l lons u t i l i ser le théorème de l i a i son l o ­

ca le de Peskine Szpiro [ 3 ] th. 3 . 3 . Il e x i s t e des quotients de codimen-

sion 2 de O , 0 / l 1 # . . . , 0 / l t e l s que : 

a) pour i < t , O / L , . . . / 0 / l . + 1 sont l i é s algébriquement ; 

b) 1 = 1^ et 0 / l t e s t une intersect ion complè te . 

C e c i nous permet de raisonner par récurrence sur le plus petit t pour 



- 10 -

lequel on a une te l le sui te (en fait c ' e s t le nombre minimal de géné ra ­

teurs de I diminué de un) . Pour s implif ier , nous noterons comme c i -

d e s s u s I = I j , J = et K l ' i déa l qui l e s l i e . K e s t engendré 

par h ,hA ou h = EX.f. , h. = Lii.f, . La proposit ion 2 . 1 entrafhe 
o 1 o 1 1 1 1 1 

que ( 2 . 3 . 1 ) 

... , 2 df. A d r k , . . f | ( - l ) S S g , Sdf. A d r k 

i i=0 1 1 1 k k i 1 1 

(f modi , ~ . > = < f m o d K # i } 

[ ( r î> J L h o • N J 
S S 

J e s t engendré par (-1) g ^ , . . . , ( - l ) 9 #"h^#h où g^ k = l . . . s e s t 

défini comme en 1 .2 . La matrice des re la t ions entre c e s générateurs e s t 

r . . . r X [x 

0 o o o 
1 s 

r . . . r X u 
s s s s 

En effet , on vérifie d ' abord facilement que chaque l igne fournit une r e l a ­

t ion. (Le ca lcu l conduit à un déterminant dont deux l i gnes sont i den t iques ) . 

On s a i t d ' au t re part (§ 1) qu ' i l e x i s t e une b a s e du module des re la t ions 

p V . w p 3 * 1 te l le que d e t ( p 1 p S + 1 , e^) = ( - l ) S g ^ , k = l . . . s , - h j s i 

k = s + l , h s i k = s+2 . On en déduit que l 'é lément de G L ( s + l , 0 ) 

o 

qui l ' envoie sur l e s s+1 l ignes précédentes e s t de déterminant 1 . 

On vérifie enfin la condition de normalisat ion de s i g n e . 

Par hypothèse de récurrence, on peut donc affirmer que 

; . . , | i ( - i ) \ A d r j , 1 - d h 1 A d x k . I + d h o A ^ k _ 1 , . , ; 

( f m ° d J , | r ~ T ~ | X° U°\ N = r g Œ O / j . f ( 0 ) 

{-^ l m J 
S s 

La proposit ion 2 . 1 entrafhe que le premier membre de cet éga l i t é e s t a u s s i 

f ( - 1 ) S + 1 V ( - l ) S _ 1 f Î S ( - l ) s d g . A d r [ , - d h . A d X . 1 + d h A D U . À 
( f m o d K / I k=l k ~ 1 i=l 1 k ~ ! 1 k " 1 ° k - l V 

L h o h i 

Au to ta l . 
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k 

1 r. , E d f . A dr. , . " 

(f m o d i , - 1 1 ) + r g o/ j . f (0) = 
L (rj) J 

s < s s k S s i s 1 

( f m o d K , - | k = 1 k i = 0 1 1 k=0 k i = l i k >

 k = 0 k 1 k o *W 

h h, 
L o 1 J 

La forme différentielle intervenant dans ce rés idu e s t a lors la somme des 

termes ^ T ^ , ^ 

r, = ( - l ) s h g. Sdf A d r f = ( - l ) s E d f . A f E g u d r k ) 
1 k= l k i = 0 1 1 i=0 1 Mc=l k x ' 

r, = ( - l ) s ht h dg A d r [ = (-DS h dg, A ( L f. dr ki 
L k=0 k i = l 1 k k=l k Vi=o 1 1 / 

s 

r, = S f . ( -dh 1 A d X . + dh Ké\i) . 

>3 J_Q 1 1 1 O 1 

Différentiant s u c c e s s i v e m e n t chaque relation entre g , . . . , g ,h ,h , on a 
1 s o 1 

s s 
v 2 , 9 ^ + U S / Î l d ° k + ( - D S + l h i d X . + ( - D S + l X . d h 1 + ( - l ) S h d U . + ( - l ) S u . d h = 0 . k= l K 1 k= l i K i l i l o ' î î o 

On a a u s s i 

s k s . 

S f.dr. + S r. df. = 0 . 

i=0 i l i=0 i i 
Il vient a lors 

r\ = ( - l ) S + 1 S d f . A f ê r ^ d g J + f l î X . d f . Î A d h , - f S u . d f . Ì A D H modKf. 2 

n = ( - D S + 1 S d g , A ( Er kdf . l 
k=l k Vi=0 i 1 / 

Au to ta l , 

r, + r , + T I = ( S X.df.l A d h , - f S u.df.i A d h 
1 2 3 Vi=0 1 V 1 Vi=0 i V ° 

+ f h f.dX.l A d h , - f S f . d u . U d h m o d K u 2 

V i = 0 i V 1 Vi=o
 1 V o 

= dh A d h , - d h . A d h = 2dh A d h , o l i o o 1 
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et h 0 ' h ^ formant une sui te régul iè re , on s a i t que 

(f modK, d h o A d h l ) = r g ^ O/K . f(0) . 
h h, J Œ 

u o 1 

On conclut en u t i l i san t 2 . 2 . 

Remarquons que le c a s t = 1 lui-même e s t réglé par ce c a l c u l . 

En effet , s i I e s t engendré par f , . . . , f et a u s s i par h , h„ une 
o s o 1 

sui te régul iè re , a lors K = I , J = O . M a i s a l o r s , il e s t c lair que l 'hy­

pothèse de récurrence s ' app l ique à J . En effet , rg O / j = 0 et la 
CD 

forme dont on ca l cu le le résidu e s t du type • O r ' chaque f 
s 'expr ime en fonction de h et h, . 

o 1 

§ 3. - n = 3 . CAS DES GERMES DE COURBES GAUCHES. 

Soit (C,j0) un germe de courbe rédui te , donc C o h e n - M a c a u l a y 
3 — 

dans (Œ , 0 ) . Soit p : C C la normalisat ion de C un représentant 

de ( C , 0) . On s a i t (cf. [2]) qu ' i l e x i s t e un unique isomorphisme de 

CîL dans Wom(pJ>_ , (JU^J r espec tan t l e s s tructures de Modules d u a l i -
C * C C 

san t s r e s p e c t i v e s sur u L et Jtom(p^O-—,OJ ) et qu'on appe l l e 
1 C C ' 1 

Tr p : p „ G — — le morphisme composé p„Q _ Wom ( p „ 0 _ , x>J — • . 
* C ^ C C ^ ^ 

Comme dans le c a s des germes de courbes p lanes ou plus généralement 

in tersec t ions complè t e s , on peut expl ic i te r l ' app l i ca t ion naturelle 

c e . , : ^ p„ (jj^ qui en r e su i t e . 
C C C C 

3 . 1 . PROPOSITION. - Soit ( x 1 7 X 2 , x 3 ) un sys t ème de coordonnées au 

vo i s i nage de 0. dans (D^ . Soi t I l ' i déa l de Œ i x ^ x ^ X j ) 

déf in i s san t (C,0.) . Soit f , . . . , f un sys t ème de générateurs 

Q s  

1 s 
de I , r , . . . , r un sys t ème de générateurs des re la t ions tel 

1 s 
que f = det(r , . . . , r , e . ) T & k 

. . . ,dx . A ( S df. A d r . ) , . . . 

* c ( d x ) = \ ] i=0 1 1 j = 1...3 . 



- 13 -

Démonstration : comme pour le théorème 2 . 3 , nous a l lons 

u t i l i ser le théorème de l i a i son loca l e de Pesk ine-Szp i ro [3 ] th. 3 . 3 . 

I c i , C étant réduit e s t donc génériquement intersect ion complète . Il 

e x i s t e a lors des quotients de codimension 2 de O , 0 / l ^ , . . . , 0 / l 

t e l s que : 

a) pour i < t , O / l j e t ^ ^ i + i s o n t géométriquement ; 

b) I = I et 0 / l t

 e s t u n e in tersect ion complète . 

Dés ignons par la courbe définie par I^ et par V la courbe inter­

sec t ion complète te l le que V = C U C ^ . Soi t : la norma­

l i sa t ion de . 

Pour conclure après un raisonnement par récurrence et un ca lcul 

identique à celui de 2 . 3 , il suffit de s e convaincre que 

c p c ( d x . | C ) + c p c ( d x . | C 2 ) = cp v(dx. |V) 
2 

et (JQ étant vus comme des s o u s - M o d u l e s de UL par l ' inc lus ion 

naturel le . On s a i t en effet que ^ ç ' ^ étant des équat ions de V 

" d x . A d h A d h " 

. v ( d x . | V ) . [ \ / 
L o 1 J 

Or, considérons d'une part c p ^ : \x>^ et d 'autre part ^ : ?y , J uy 

tel que y(r\) = cp^( r , |C ) + cp (n |C ) . Si x G V , x f Q , le germe en 

x de ^Y""^ ! e s t n u l - M a i s V étant in tersect ion complète e s t de 

Gorens te in . Localement ^ e s t isomorphe à et V étant réduit 

, v = * . 

3 . 2 . Considérons encore V une courbe intersect ion complète en 0. 

et D t e l l e s que C et D so ien t géométriquement l i é e s par V , Soit 

p : C C la normalisation de C et X j , . . . , x l e s points de C a u -

d e s s u s de 0. . 
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Nous avons remarqué (1 .4) que <JO ® OJ / s ' ident i f ie À un 
V 

s o u s - M o d u l e de (y . On a a lors un diagramme commutatif 
C 

p * n l c \ ^ ~ l t o m ( p ^ c ' mc] \ «V* — ' °c] 

T r p « Id 

* c % ^ " °c 

(où tous l e s morphismes sont i n j ec t i f s ) . 

3 . 2 . 1 . DEFINITION. - M o m ( p A 0 - , O j s ' ident i f ie à un Idéal de 0„ 
* C ° u 

qu'on appe l l e le conducteur de p et que nous dés ignerons par 

C . Mom(p^O_ / ®^ U D Y 1 s ' ident i f ie À un Idéal de 0 ^ que 

nous appel lerons conducteur d 'adjonction de p relat ivement À 

V et que nous dés ignerons par Q V . Evidemment a C . 

3 . 2 . 2 . Notation : identifiant 0 _ à CD { t . } , nous dés ignerons par 
C ' X i 1

 C l 

c. ( r e sp . a.) l 'entier pos i t i f tel que = t Œ{t ,} ( resp . 
i l O / x^ i 

a. r r 

G w . O _ = t Œ[t.} ) . c = S c. ( resp . a = S a . ) e s t la mult ipl ici té 
v C x j 1 i = l 1 i = l 1 

de C Q ( resp . & v g ) vu comme un idéa l de Q . 

3 . 3 . PROPOSITION. - Les notations sont c e l l e s de 3 . 1 et 3 . 2 . De 

plus v^ dés igne la valuat ion canonique sur Œ{t /} et 
s 

h = Y) X.f. , h, = Ejà.f, sont l e s équat ions de V 
0 j=0 3 ] 1 ) ] 

f Ô ( h 0 # h i ) \ 
a. = v. det —t r O P - v (x 1 ° p) + 1 . 

1 i^ à ( x 2 # x ) ) i 1 

Démonstration : considérons le diagramme commutatif de 3 . 2 . 

D'après 3 . 1 : 
S k 1 

. . . , dx- A ( £ df. A dr. ) , . . . 
I 1 i=0 1 1 

c p c ( d x 1 ) = T rp fdx^p ) i 

[ ( r i ' 
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Nous identifions localement au v o i s i n a g e de 0. 0 à O J ^ par l ' i s o -

" hdx^ A d x 2

 A c * x 3 " 
morphisme . Alors g.,...,g étant définis 

n n. 1 s 
o 1 J 

comme dans 1 .2 , l ' image dans 0 ç de T r l d x ^ p ) ® ! e s t dans la forme : 

r ' - 1 ) S - J ^ k ( d x i A ( | 0

d f i A d r i ) ) l c 

l 'é lément de 0 ^ figurant devant dx^ A d x 2 A dx^ | C . Or, le ca lcul e f f e c ­

tué en 2 .3 montre qu ' i l s ' a g i t en fait de la forme 

, ô ( h Q , h 1 ) 
dx .Adh Adh C = det —7 r d x i A d x n A d x 0 C . 

1 o 1' ô ( x 2 , x 3 ) 1 2 3 ' 

Or [ pv, ®_ uu w | ' 0 — e s t engendré en tant que 0— -module par 
V * C V i c ' x i C . X i 

dt ® 1 . a. e s t donc la valuat ion dans Œ{t .} de l ' image de Tr(dt.) ® 1 

et le ca lcul c i - d e s s u s donne le résu l ta t annoncé . 

3 . 4 . COROLLAIRE. - Dans la s i tuat ion de 3 . 2 , dés ignant par n la 

mult ipl ici té de C en 0. , par la multiplici té de l ' i déa l 

restr ict ion à C de l ' i déa l iacobien de V (le 2e idéal de  

Fittinq de ) , par r le nombre de composantes i rréductibles  

de C , on a 

Ly = a + n - r . 

Démonstration : c h o i s i s s o n s un système de coordonnées tel que 
r 

x soi t un paramètre t r ansversa l à V . Alors n = S v . f x ^ p ) . 
1 i= 1 1 1 

2 1 
On sa i t que J = F (Q^) e s t la restr ict ion à V de l ' i déa l en -

â O v h ^ 
gendre par l e s 2-mineurs de la matrice jacobienne —7 v . Soit 

Ô (X -ĵ  , X 2 / X g ) 

R : V —* V la normalisation de V ; V = C J l D . Soit x. , i = r + l . . . t , 
l e s points de V qui s 'envoient sur JD et n 'appartiennent pas à C . 

Soit v. la valuat ion naturelle sur C { t : } 0 _ i = l . . . t . x , étant 
1 1 V f X l

 1 

un paramètre t r ansve r sa l , on a : 

^ V V à (h 0 , h x ) 
v, —, r 0 TT = inf v. —t T ° T T i = l . . . t . 

1 â ( x 2 , x 3 ) 1 ô l X j # x i 2 ) 
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Le corollaire e s t a lors une conséquence immédiate de 3 .3 et du corol laire 1 

théorème 24 [5 ] . 

3 . 5 . PROPOSITION. - Soit (0 ,0 , ) un germe de courbe réduite dans 
3 

(CC ,0. ) , (V,0.) un germe d ' in tersect ion complète contenant C 

et ( 0 , 0 , ) un germe de courbe tel gue C et D soient g é o - 

métriguement l i é s par V . Soit p : C -** C la normalisat ion de 

C , X j , . . . , x l e s points de C a u - d e s s u s de 0. , Les nota­ 

t ions étant c e l l e s de 3 . 1 , l ' app l ica t ion 

{p*0c)J°c.o. x » c , o / f . Q

c

L ) o - * 
gui à f germe de sec t ion de O — au v o i s i n a g e de p ^"(O.) 

C 
". . . , u ^ d x 1 A d x 2 A d x 3 ,..."1 

et . germe de sec t ion de & au v o i s i n a -

(r}) J 
qe de 0. fait correspondre : 

s s 

(-1) f ( S g , u , ) O P dx O P 

r k=l k k 1 

2j r e s  

i = 1 X i ô ( h Q , h 1 ) 
Ô ( X 2 , X g ) ^ 

où (h , h j e s t un sys t ème d 'égua t ions de V et (h ,h., , g - , . . . , g ) 
o 1 o l i s 

le sys tème d 'égua t ions de D déterminé en 1 .2 , e s t un a c c o u p l e ­ 

ment parfai t . 

Démonstration : C étant C o h e n - M a c a u l a y , il e x i s t e un i somor-

phisme canonique entre ( p ^ - ) ^ / ^ ^ " et E x t ^ O . ) ^ / 0 ^ £ , j 

et le ca lcul effectué ([2]lemme 6.1) montre que ce dernier e s t isomorphe 

à $ n / [ p w CîL] n . Il suffit donc de montrer que cet isomorphisme e s t 

défini comme indiqué par la formule c i - d e s s u s . 

Or, dés ignant par TT : V V la normalisat ion de V , l ' i n c lu ­

s ion de C dans V induit un morphisme : T T t O _ / O w —* p v , 0 . 

* V v " C c 

Elle induit également un morphisme iw^/Hom ( p ^ — # U J ^ ) J U w / W o m ( n v t O _ , j j w ) . 
o C ^ V ^ 
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On s a i t maintenant que l ' i somorphisme entre (TT , 0 — ) A / O w ^ et 
^ y U 

E x t 1 n n v O _ j j j / O Q , U L . Q ] e s t induit par l ' accouplement qui à f 
V " v ~ # - - x Tu d X j A d x A d x " 

germe de sec t ion de 0 _ au vo i s i nage de TT (0.) et 
v L h o h i J 

germe de sec t ion de ^ au v o i s i n a g e de fi fait correspondre 

t f u ° T T d ( x 1 o T r ) 

S res — r r r — r — \ — 
1=1 x i ô(h . h j ) 

——————— o fi 

d ( x 2 , x 3 ) 

où x , , . . . , x , x , - , . . . , x . sont l e s points de V a u - d e s s u s de fi . 
l r r + l t 

Il suffit a lors de s e rappeler la forme exp l ic i t e (1 .1 ) de l ' inject ion de 

OU dans . 

3 . 6 . COROLLAIRE. - Dans la s i tuat ion de 3 . 5 

a, - c. = inf v (gVo p) . 
1 1 k = l . . . s 1 K 

Démonstration : nous a l lons d'abord montrer que 

a. - c. £ inf v.(g. ° p) . En effet, so i t 
1 1 î k 

"... , 0,... , d x 1 A d x 2 A d x 3 , . . . / 0 , . . . 

k L (rj) J C / -
où d x 1 A d x 2 A d x 3 figure à la k- ième p l a c e . Soit f 6 C Q . f r ^ définit 

un élément de W o m ^ O , u ) c j Q . Donc f g ^ € G v Q et v . ( f ° p 9 k ° p ) - ^ . 

i = l . . . r par définit ion. Or, il e x i s t e f € C Q tel que v . ( f o p ) = c. . 

Identifions maintenant ( P # # - ) 0

 À Œ 1 © . . . © Œ U ^ } . 

c . - l ^ ~~ 
t . 1 ne provient pas d'un élément de O n . Il e x i s t e a lors d 'après 
i /fi 

3 . 5 , u 1 , . . . , u g dans 0 ^ 3 Q t e l s que 

t i C i " 1 ( k l i 9 k V p ) d ( x i o p î , n 

res — : T 0 . 
x i ô(h h t ) 

o p 
ô ( x ^ , x 3 ) 
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° r ' a i = v 4 â i x 7 ^ T o p ) - v i ( x i o p ) + 1 • 

Nous avons donc à ca lcu le r le rés idu d'une 1-forme qui s ' éc r i t 

( s * ĉ —â —1 , s * 

PJ*! d ^ et nous venons de consta ter que ^ ( ^ ^ ^ ^ p j ^ a i c i • 
Le rés idu de cet te forme ne peut être non nul que s i il e x i s t e U W . . , , u 

/ S v 1 S 

t e l s que v ^ Z ^ g ^ u ^ o p j = a i - c i , ce qui entrafhe immédiatement qu ' i l 
e x i s t e k tel que v . ( g . o p ) = a . - c . . 

î k 1 1 

3 . 7 . COROLLAIRE. - Dans la s i tuat ion de 3 . 5 , so i t Q l ' i déa l de 

( > c q dé f in i ssan t C O D dans C en 0 

a - c = mult Q . 

Démonstration : Q e s t engendré par Qi""'9s'h »h • C ' e s t 

encore une conséquence de corol laire 1, théorème 24 [ 5 ] . 

3 . 8 . COROLLAIRE. - Toujours dans la s i tuat ion de 3 . 5 , supposons de  

plus C analytiquement irréductible en 0. . Soi t F le s e m i - 

groupe des va leurs de Oç Q = j v ( f o p ) f € O c Q { . (3i"--<(3s 

étant définis comme en 1 .2 , s o i t . S, = jvf S g , o p ] £ j . 
V < 1^=1 k k J k C 0 / 

Alors T + a - c € S v « C - 1 - T ^ T 0 < ; T <; c -1 . 

Démonstration : supposons T + a - c € S^ . Il e x i s t e 

€ O t e l s que v ( E g , ? , o p ) = T + a - c . Montrons que 
1 S O K K 

C - 1 - T 6 R e s t i m p o s s i b l e . En effet , il ex i s t e ra i t f 6 ON tel que 

v(f) = C - 1 - T et on aurait 

f ( E g k 8 k o p ) d ( x 1 o p ) 

R E S — W Ç K J = 0 • 

Or, la valuat ion de cette forme e s t v(f) + v( Z g ^ g ^ o p) - a d ' après 3 .3 



- 19 -

et donc c - l - T + T + a - c - a = - 1 à c a u s e des hypo thèses . Cet te forme 

n 'aurai t donc pas un rés idu nul. 

Il suffit maintenant de consta ter que le nombre des |j, G S v t e l s 

que a - c <. \J. £ a - 1 e s t éga l au nombre des T / r t e l s que 

0 ^ T <> c - 1 . Or, ce dernier e s t éga l à 6 = €gfp / ( V . Quant 

V ^ C ^ C ' 5 L 
au premier, c ' e s t Zg uu .̂ n / P ^ . ^ 1 — = & • 

C , £ * C / o 

3 . 9 . PROPOSITION. - Dans la s i tuat ion de 3 .5 et 3 . 7 , s i \i dés igne  

le nombre de Milnor de C en 0. 

ii = c + multQ - r g Œ O c Q /Q - r + 1 

où Q e s t l ' i déa l de O n dé f in i s san t C H D dans C en 

O , u 
0. , D étant n'importe gue l le courbe l i ée géométriguement à 

C dans une in tersect ion complète . 

Démonstration : par définition jj = 2 ô - r + l où r dés igne 

le nombre de branches de C (voir [ l ] ) . 

D 'ap rès 3 . 5 , 

= ^ c ^ v ) o / H M c ^ c j ^ ^ J o 

On en déduit 2 6 = a - r g ^ 0 Q Q / 0 = c + multQ - r g ^ O ç Q /Q 

^ = c - r + 1 + multQ - r g ^ O ç Q /Q . 

3 
3 . 7 . Un_ exemple : . s o i t (C , J3 ) la courbe définie par x = t , 

y = t 4 , z = t 5 . Son idéal e s t engendré par 3 générateurs f = y - xz , 
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3 2 2 1 
f = x - yz , f = z - x y l ié par 2 re la t ions r = ( z , y , x ) , 

2 2 

r = (x , z , y ) . Soit V la courbe in tersect ion complète définie par 
h = ZX.f. , h. = Eu.f. , X.,U. € Œ . La courbe D l iée à V a 

o n 1 1 1 1 1 

alors pour équat ions 

g l = - x 2 V 2 " W + z ( X o l A 2 - X 2 ^ o î - y ( V l - ^ o X l ) 

g 2 = z ( X 1 H 2 - M 1 X 2 ) - y ( X ^ 2 - X 2 H o ) + x ( X o H 1 - H o X 1 ) 

d (ho ,h i ) - 2x 
d e t " ^ T = ( ^ l - V l ) ( x * - 2 y Z ) 

o 2 2 
+ ( ^ 2 " X 2 U o ) ( 4 y Z " X J ~ ( x i ^ 2 ~ X 2 ^ ) ( Y X + 2 z * 

On a donc, 

s i À a, - M i / 0 a = 8 - 3 + 1 = 6 o 1 o 1 V 

s i X u- - u X, = 0 a = 9 - 3 + 1 = 7 . 
o 1 o 1 V 

Dans le premier c a s , a^ - c = 3 , dans le second c a s a y - c = 4 . 

On a évidemment c = 3 et | j = 4 = O - r g O n = 6 - 2 = 7 - 3 . 

Le premier c a s e s t le c a s général où la tangente à C e s t d i s t inc te de la 

tangente à D . Dans le second c a s C et D ont même tangente . 
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