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Les Cahiers de l'Analyse des Données 
Vol. V 1980 n°4 p 387403 

L'ANALYSE DE CERTAINS TABLEAUX RECTANGULAIRES 

DÉCOMPOSÉS EN BLOCS : 

GÉNÉRALISATION DES PROPRIÉTÉS RENCONTRÉES 

DANS L'ANALYSE DES CORRESPONDANCES MULTIPLES 

II QUESTIONNAIRES : VARIANTES DE CODAGES 

ET NOUVEAUX CALCULS DE CONTRIBUTIONS 

[ANA. BLOCS II] \à suivre) Par p Cazes ( ' ) 

4 Ca* )dCLti£jLC.uLl<LZïi de.6 ctuz6t^onna^.fiQ.&. GznzKCLZ<Lt>a£4,onà dcv^tiAZA de.* 
co^iM.e.*pondance.* multiple.*. 

4. / Introduction 

On suppose ici que I est uiï ensemble d'individus, et J=u{j IqeQ} 

l'ensemble de*s modalités de itout̂ s le*» questions d'un questionnaire , 
ème J désignant l'ensemble des modalités associé à la q question. 

Nous allons proposer plusieurs codages pour formuler les répon
ses d'un individu 1 au questionnaire, ce qui nous donnera des généralisa
tions des correspondances multiples dans le cas du codage pondéré (§ 
4.2.2) et du codage flou (§ 4.2.3), puis nous donnerons une autre gé
néralisation des correspondances multiples permettant de traiter de fa
çon différente le codage flou (§ 4.2.4). A chaque codage correspondra 
un tableau sur I * J et les tableaux associés sur J x j et L * L ' (ta
bleaux définis au § 3.1, dont on conservera les notations, à partir 
du tableau initial sur I x J) , tous ces tableaux possédant les carac
téristiques des tableaux étudiés aux §§ 2 et 3.1, et vérifiant donc 
les propriétés données aux §§ 2 et 3.2. 

Après avoir traité de ces codages au § 4.2, nous examinons au § 
4.3 les contributions d'une question à l'inertie totale des différents 
tableaux étudiés, et rappelons l'intérêt du tableau de Burt modifié ; 
nous donnons ensuite au § 4.5 les contributions d'une question à l'i
nertie d'un facteur ce qui nous permet de suggérer des aides à l'in
terprétation basées sur les variables, et qui complètent les aides u-
suelles associées aux modalités ; nous terminons ce § 4 en donnant au 
§ 4.6 des indications sur le moyen de représenter une variable quanti
tative quelconque sur les axes factoriels issus d'une analyse des cor
respondances multiples. 

4. 1 Codages du. quz6tA.onna.JLKe. GénetLal<L*at4.on* d-cv en.* e.* de.* con.h.e.*povi-
dance.* multiple.*. 

4•1 • ' Codage dl*ionct^j complut (crf. [BIW. MUIT.], Cahlen.* Mol 11 n° 
1 , 1977, pp 55 *.g.g. ) . 

C'est le codage usuel 

j ) = 
0 s i n o n 

V j e j : k ( i , j ) = 1 s i i a p r i s l a m o d a l i t é j de J 

(*) Suite de l'article paru sous le même titre, dans les Cahiers 3 Vol V 
n°2 pp 145-161. 

(1) Maître Assistant, Laboratoire de Statistique, Université P. S M. Curie, 

http://quz6tA.onna.JLKe
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Dans ce cas, la relation (3 0) est vérifiée avec c = 1/CQ ' CQ 
désignant le cardinal de Q. 

4.2.2 Codage. d4.*ionctl& complet pondéré (cf. L. Benyamina, rapport 
de stage de D.E.A., juin 1980, et Cahiers, Vol V n° 2 p. 192). 

Ici, on code par une quantité a (au lieu de 1) la présence à 
une modalité de J . 

V je J : k-j(i,j) = a si i a pris la modalité j de J 

= 0 sinon. 

Dans ce cas, la relation (3 0) est vérifiée avec : 

c = a / E U • |q' e Q} (56) 

Les coefficients otq peuvent être choisis de façon à optimiser 
certains critères (cf. Cazes et ait., Statistique et Analyse des 
Données, n° 2, 1976, pp 48-62, et Saporta, Statistique et Analyse 
des Données, n° 3, 1979, pp ,19-31), critères liés à l'inertie ou à 
la somme des k (k>l) plus grandes valeurs propres issues de kIJ (ou 

du tableau de Burt associé) ; on impose alors en général une contrain-
te de normalisation sur les a , par exemple que E{aq |q e Q} = 1 . On 
peut aussi choisir les coefficients a de façon à rendre les contri
butions de chaque question proportionnelles à des nombres fixés à 
l'avance (cf. § 2.3, remarque 1 in fine, et § 4.3). 

En fait ce codage n'est intéressant que pour équilibrer les con
tributions des questions dans l'analyse du tableau de Burt BJJ as
socié au tableau dis^onctif pondéré, ou d'un sous-tableau CT T , de B_T 

LL J J 
(cf. §§ 4.3.2 & 4.3.3), les contributions d'une question, l'inertie tota
le, ainsi que les pourcentages d'inertie ne présentant pas d'intérêt 
dans le cas d'un tableau disjonctif complet (cf. formules (57) et (58), 
ainsi que la remarque n° 3 du § 4.3.1). 

4.2.3 Codage, jlou 

Ce codage s'impose quand certaines des variables du questionnai
re résultent d'un découpage en classes de variables quantitatives , 
et que l'effectif Card I du nombre d'individus analysés est relati
vement faible. Il revient pour chaque question q , à affecter à tout 
individu i un système de probabilités a (i,j) de choisir chaque mo
dalité j de J . On aura donc : 

q 

V 3 € J q : k j j t d ^ j ) = n q < i / j > (56 b i s ) 

a ( i , j ) a p p a r t e n a n t à l ' i n t e r v a l l e ( 0 , 1 ) , a v e c : 

£ f a q < i , j ) \ j c J q ) = 1 

La relation (30) est toujours vérifiée avec c = 1/Card Q . 

Il est clair que rien ne permet en toute rigueur de déterminer 
de véritables probabilités : mais il s'agit seulement d'assouplir le 
codage usuel en (0,1). 

Avec le codage flou, si un individu se trouve à la frontière en
tre deux classes j et j ' de J , au lieu de l'affecter soit à j, soit 

à j', on lui donnera une probabilité 0,5 d'être dans chacune des deux 
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classes précédentes, ce qui fera perdre moins d'information , et de
vrait donner des résultats d'analyse plus stables. 

On peut noter que le tableau de Burt associé à k T T n'a pas la 
IJ 

structure diagonale du tableau de Burt usuel, ou de celui déduit du 
codage pondéré (cf. § 4.2.2), car les sous-tableaux diagonaux J *J 

q q 
comportent des termes non-nuls à l'extérieur de leur diagonale. C'est 
la raison pour laquelle on introduit au § suivant une généralisation 
des correspondances multiples, qui dans le cas du codage flou permet 
de conserver au tableau de Burt sa structure diagonale. 

Remarques 

1) Dans les trois codages précédents, on peut donner une pondé
ration p. à chaque individu i , en multipliant le codage de i p a r 

p.. Cette transformation ne modifie pas les propriétés du tableau 

construit sur I * J et des tableaux associés construits à partir de la 
procédure du § 3.1. Tous les résultats donnés dans ce § 4 (ainsi du 
reste que ceux donnés avec le codage proposé au § 5, ou avec les cas 
modèles étudiés au § 6) restent valables. En particulier les diffé
rentes contributions calculées aux §§ suivants sont inchangées par 
cette transformation. Notons qu'il faut alors munir I de la loi p T 

et non plus de la loi uniforme. 

2) On peut combiner le codage flou et le codage pondéré en é 
ant que la somme des a (i,j)pour j décrivant 

(et non à 1 comme pour un système de probabilités) 

crivant que la somme des a (i,j)pour j décrivant J est égal à a 

3) Le codage flou a en particulier été utilisé par Guitonneau 
et Roux (cf. [Le Genre Erodium], Cahiers, Vol II n° 1, 1977, pp 97-
113), Lefol (thèse 3-ème cycle, Paris, 1979) et par Gallégo ( thèse 
3-ême cycle, Paris, 1980). 

4) D'un point de vue pratique, le codage d'un individu i pour 
une variable x découpée en classes se fait en général suivant deux 

classes contiguës (i.e. les a (i,j) pour j e J sont nuls sauf pour 

deux d'entre-eux dont la somme vaut 1 ) . 

Le codage flou revient de façon générale à remplacer la valeur 
x (i) par les (a (i,j)|j e J } où a (i,j) = Z.(x (i)) , 

les Z. étant des fonctions de codage. On choisit en général pour 

les 7, . des fonctions linéaires par morceaux • Gallégo (op. 

cit.) donne dans sa thèse un programme de codage flou (DCFLOU) qui 

utilise ce type de codage linéaire avec des fonctions exponentielles 

pour les classes extrêmes (cf. figure 1) ce qui permet à partir des 

{et (i,j) | j e J } de reconstituer la valeur exacte x (i) de x . 

4.2.4 Une. autn.e f^.e*zntatixin de,* coKn.z*pondance.* multiple.*. KpplLca-
tlon au ci. dan e. 6lou 

Nous reprenons ici la présentation proposée dans La Pratique de 
1' Analyse des Données, Vol II, ch VI n° 0 § 4.1. 

On pose : S = Iï{j |qeQ}, ensemble de tous les systèmes de ré

ponses possibles et l'on suppose que l'on a une loi de probabilité p g 

sur S. J désignant toujours l'union disjointe des J , on considère 



3 9 0 CAZSS 

fonctiona exponentielles 
-yùe somme 3 

fonctions exponen
tielles de somme 1 

Figure J : Fonctions donnant l'éclatement flou d'une variable 
quantitative en cinq modalités. En pointillé un 
découpage dis jonc tif ( extrait de la thèse de F. Gallégo). 
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le tableau disjonctif complet XgJ associé à un questionnaire dont 
tout Cn - uple de réponses possibles a été pris une fois et une seu
le : 

V 3 £ Jq , V s - { j1 , j 2 , . . . j q , . . . , J C Q} e S : 

XgJ(s,j) = 1 si j = j q 

= 0 sinon 

Notons que les facteurs non triviaux issus de AgJ ne sont autres 
que les fonctions sur J , centrées sur chaque J , ces fonctions en
gendrant un sous-espace propre de dimension Cj - CQ associé à la va
leur propre 1/CQ. 

A la loi ps on associe le tableau kgJ défini par : 

V (s,j) e S x j : kSJ(s,j) = pg AgJ(s,j) 

Dans le cas où un ensemble I d'individus a répondu au question
naire dont J est l'ensemble des modalités de réponses, pg n'est rien 

d'autre que la proportion des individus i de I ayant fourni le sys
tème de réponses s. D'après le principe d'équivalence distribu t ion -
nelle, l'analyse des correspondances du tableau disjonctif complet 
k associé à I est équivalente à celle du tableau kgJ^ 

A partir du tableau k , on peut construire à l'aide des for

mules (31) et (33) où i est remplacé par s , le tableau de Burt B3J , 

ou des sous-tableaux de ce tableau. Ces tableaux s'obtiennent, com

me il est immédiat de le vérifier, par superposition des lois mar

ginales binaires p, T de pc , la loi pT T étant la loi margina-
JqJq' s JqJq 

le sur J , portée par la diagonale de Pj j 
En analysant le tableau B , ou des sous-tableaux de BJJ , on 

peut ainsi étudier la correspondance multiple associée à toute loi 
p„ définie sur S. 

Application au codage flou. 

Nous renrenons ici les notations du § 4.2.3. 

Soit i un individu, a (i,j) la probabilité que i prenne la mo

dalité j de J . On supposera que les réponses de i aux différentes 

questions sont indépendantes. Cette hypothèse semble peu réaliste , 

mais l'analyse du tableau kgJ définie ci-dessous, fournit dans le cas 

où le codage flou se réduit au codage disjonctif complet usuel (a (i,j) 

= 1 pour un seul j de J , et 0 ailleurs) les mêmes résultats que l'a

nalyse du tableau disjonctif complet classique, ce qui légitime dans 

une certaine mesure, l'hypothèse effectuée. 

La probabilité p (i) que i prenne le système de réponses 

{ jx ,. . . , j g ,. . . , DC } s'écrit alors 

ps(i) = n{aq(i,jq)|qeQ} 
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et la probabilité d'avoir sur l'échantillon I la réponse s s'écrit, 
C désignant le cardinal de I : 

P s = Z(ps<i)|i e I}/CI 

Pour étudier le questionnaire défini par le codage flou du § 
4.2.3, on considère le tableau p q construit ci-dessus, et on analyse 

les tableaux k C T , B__ rp,u des sous-tableaux c T , de B.,,) déd'iits de 
oJ JJ LL JJ 

p g ; on peut alors représenter l'ensemble I des individus en mettant 

en supplémentaire des analyses précédentes le tableau kT^ des coda-

ges flous (ou dans le cas de C__ , , les sous-tableaux kTT et kTT . de 
Lili 1 Li I L 

k_ ) . En somme le codage flou est interprété comme superposant au co

dage usuel un effet de dispersion qui à chaque individu réel associe 
un nuage d'individus fictifs offrant tous les systèmes de réponses a-
voisinant (avec pour ces individus fictifs des poids convenablement 
calculés). 

Remarques 
1) Soit B' le tableau de Burt associé au tableau k „ du coda-

j j U 
ge flou défini par la relation (56 bis) du § 4.2.3. B__ désignant 

JJ 

toujours le tableau de Burt associé à p , il est immédiat de véri

fier que les tableaux B' et C B sont, hormis leurs termes dia

gonaux, identiques : pour passer du tableau B' T au tableau B̂ .̂ . , il 
J J JJ 

suffit, au coefficient 1/CI près, d'annulei les termes extradiagonaux 
de chaque bloc diagonal de B ' , après avoir reporté leur masse sur 
la diagonale, ce qui revient à prendre pour termes diagonaux la mar
ge du bloc diagonal considéré (avant annulation des termes non dia
gonaux) . 

En pratique, on aura intérêt â raisonner sur le tableau de Burt 
B J J , puisqu'il possède la même structure diagonale que le tableau de 

Burt usuel. En fait, on verra au § 4.4 que l'on a intérêt à raison
ner non sur le tableau de Burt lui-même, mais sur le tableau de Burt 
modifié obtenu en annulant les blocs diagonaux du tableau de Burt . 
En opérant ainsi, les deux approches du codage flou que nous avons 
proposées sont équivalentes. 

2) Utilisant la remarque précédente D. Maïti a programmé plu
sieurs procédures de codage flou basées sur l'approche considéré i-
ci (i.e. analyse des correspondances du tableau de Burt B__ associé 

JJ 
à la loi p g , avec mise en supplémentaire du tableau k ) et il a in
corporé ces procédures à la version STECKMA-3 de son programme 
STECKMA (cf. Cahiers, Vol IV n° 4, 1979, rap 465-sqq) . 

4. 3 ContAÂ.buutLon* d'une. QueMAxm à VineAtie. totale, dan* le. ca* d*un table.au 
dA.*\onctlj complet, du table.au de. Burt ou de * ou*-tableaux a*-
*oclt*. 

Dans tout ce §, on suppose, sauf spécification contraire, qu'on 
a le codage disjonctif complet rappelé au § 4.2.1. 

4.3.7 Contribution* dan* le ca* d'un table.au d4.*j'onctij complet 

Les contributions CR(j) , CR(J ) (qu'on notera aussi CR(q)) à la 

trace CR(J) du tableau disjonctif complet k s'écrivent respectivement 

http://table.au
http://table.au
http://table.au
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{cf. La Pratique de l'A. des Données, Vol II, en VI n° 0 § 2.2), si p. 

désigne la proportion des individus ayant adopté la modalité j : 

CR(;j) = (1 - Pj)/CQ 

CR(Jq) = (CardJg-l)/CQ > (57) 

CR(J) = (Cj-CQ)/CQ 

On voit que la contribution d'une question q à CR(J) ne dépend 

que du nombre Card J de modalités de cette question. Considérons par 

exemple deux questions, la première ayant deux modalités et la se
conde neuf modalités ; cette dernière question aura une contribution 
huit fois plus forte que la première.On aura donc intérêt, pour équi
librer l'influence des questions dans un questionnaire, à choisir , 
chaque fois que c'est possible, le même nombre de modalités pour cha
que question. Si ce n'est pas possible, on pourra, pour égaliser l'in
fluence de chaque question q, ou pour donner à q une contribution 
proportionnelle à une quantité fixée d , adopter le codage pondéré 

défini au § 4.2.2, en posant a = d /(CardJ - 1) (cf. § 2*3, in fi

ne, remarque 1). On a alors si A = [{a |qe Q} : 

CR(:) = (a /A ) (1 - p.) 
3 T 3 

CR(Jq)= (aq/AT) (Card Jq-l)=dq/AT > (58) 

CR(J) = £{dq|q e Q}/AT 

On retrouve bien les formules (57) si a = 1 (auquel cas d 

q q 
CardJ - 1, A m = Card Q) , tandis que si a = 1/(CardJ - 1) (d =1) 

q T **.t * -i q ç [ q 
les contributions CR(J ) sont bien toutes égales. 

Remarques 
1) Si l'on pondère chaque individu par un poids p. (£ p. = 1 ) , 

i.e. si l'on pose k (i,j) = a p. si i a pris la modalité j de J , 

et 0 sinon (avec a = 1 pour le codage disjonctif complet) les for

mules (58) (et donc (57) quand a = 1) (où p. désigne la masse des 
i ayant adopté la modalité j) , restent valables comme on l'a déjà 
dit (cf. remarque 1 du § 4.2.3), comme on peut le vérifier aisément, 
et comme cela résulte immédiatement du principe d'équivalence dis-
tributionnelle dans le cas où les p. sont proportionnels à des nom
bres entiers, puisque ces formules sont indépendantes de I. 

2) Les formules (57) et (58) supposent essentiellement que le 
tableau k ne comporte pas de colonnes nulles, i.e. qu'on a élimi
né les modalités prises par aucun individu ; ceci implique en par
ticulier que le nombre d'individus est supérieur ou égal au nombre 
total de modalités. 

3) Les pondérations pour équilibrer les CR(J ) présentent peu 

d'intérêt dans l'analyse d'un tableau disjonctif complet puisque ces 
contributions ne dépendent que du nombre de modalités de q , et non 
des liaisons de q avec les autres questions, et que de plus inertie 
totale CR(J) et pourcentages d'inertie ont peu de signification dans 
cette analyse, comme on l'a déjà signalé, et comme on le développe 
au § 4.4. Le cas binaire (C = 2, J = J u J 2) permet également de 
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voir le peu d'intérêt à raisonner sur un tableau disjonctif pondéré. Dans 
ce cas, l'analyse du tableau pondéré est (comme dans le cas du tableau 
non pondéré, cas détai l lé à la fin du § 4.4) équivalente à l'analyse du 
tableau croisant J - et J ». De façon précise, à tout facteur 

<pJ = ( <pJql, <pJq ) de variance 1 issu du tableau non pondéré (facteur 
qui est t e l que «̂  q e t <P q ont même variance) est associé un f a c 
teur de même rang de variance 1 Ï|JJ = (if; q , ^ q ) issu du tableau pon
déré, avec ^ J q l = a*>Jql, i|/Jq2 = b*J q 2 , a et b étant deux coefficients 
de proportionnalité posi t i fs , fonctions des pondérations et de la va
leur propre du tableau non pondéré. Le seul effet de la pondération 

est donc de donner des variances différentes aux composantes i q et 
^Jq2 d e ^J s u r j e t j On n'emploiera donc d'un point de vue pra

tique un système de pondérations que pour équilibrer les contributions 
d=s questions dans l'analyse d'un tableau de Burt ou d'un sous-tableau 
de ce tableau. 

4) Il est facile de voir que si l'on analyse le tableau k__ as 
socié au codage flou et défini par la relation (56 bis) du § 4.2.3 , 
l ' iner t ie CR(q) d'une question q, et l ' inertie totale CR(J) sont plus 
petites que les valeurs données par (57) et associées au tableau dis
jonctif complet. 

4.3.2 Ca* d'un *ou*-tableau C,,, du tableau de Burt a**ocie. à 2 par 
tJLe* K et V de ci. L L 

Soit q e K, q'e K* ; les contributions respectives CR(q) et CR(q') 
de q et q* à l ' inert ie CR(L) = CR(L') de C , inertie donnée par ( ^ s ' é 
crivent : 

CR(q) = Z(<|»q „|q" cK'}/(CKCKl) 

(59) 

CR(q')= Z{(j)21)ql|q" e K )/(0^,) 

2 2 2 
<j> „ (resp. 4» „ ,) étant le <f> relatif aux deux variables q et q" 
44 4 4 
(resp. q" et q'), i.e. l'inertie du tableau C „ {resp. C „ ,) 
croisant ces deux variables. On peut noter d'après (18) que la con

tribution CR(q,q") du tableau C _ _ „ (q cK, q" e K ' ) à l'inertie de 
JqJq 

2 
CTT , est (J> „/{CvC__,) ; si on fait l'hypothèse que ce tableau, cons-

LIJJ q q J\ .t\ 

truit à partir du C_ échantillon étudié ne s'écarte de l'indépen

dance (i.e. de la loi produit) que par les fluctuations d'échantil-

lonnage, C (J> „ suit une loi du x2 à (CardJ - 1) (Card J „ - 1) de-
j. 44 4 4 

grés de liberté. Sous cette hypothèse, l'espérance mathématique de 
CR(q, q" ) est égale à (Card J - 1 ) (Card J ., - 1 ) / (CTCVCV , ) . Si l'on 

q q i i\ t\ 

suppose que l'hypothèse précédente est vérifiée pour tout couple 

(q,q') e K x K' (ce qui exige en particulier que KnK' = 0) CR(q) , 

CR(q') et CR(L) suivent (au facteur i/CCjC C ,) près) respectivement 

des lois du x2 à (Card J - 1) (CT , - Cv, ) , (Card J ,-l)(CT - CJ et 
q u K q Li i\ 

(CT - C„) (C_ , - C,,, ) degrés de liberté, ce qui permet en particulier 
L J\ J-i J\ 

de tester à partir de CR(L) cette hypothèse d'indépendance, et l'on 
a en désignant par E le symbole espérance mathématique : 
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V q e K : E(CR(q )) = (Card J q - 1 ) ( ^ , - ^ , ) / ( ^ 0 ^ , ) 

V q ' e K ' : E ( C R ( q ' ) ) = (Card J , - 1 ) <CL - CR ) / f c
I

c
K

c
K . ) 

E(CR(L )) = E(CR(L')) = (CL - ^ ) ( ^ , - ^ , ) / ( ¾ ¾ . ) 

On voit là encore que si on veut équilibrer les contributions q 
de K (resp. q' de K*) on a intérêt, quand cela est possible à choi
sir le même nombre de modalités pour les questions de K (resp. K') . 

Si l'on veut que les E(CR(q )) soient proportionnels à des quan
tités, d (q e K) fixées, et que de même les E(CR(q')) soient propor
tionnels à des quantités e , (q' eK') données, il suffit d'adopter le 

codage pondéré du § 4.2.2, avec a = d /(CardJ - 1 ) si q e K , et a , 
4 4 4 4 

= e ./(CardJ , -1) si q' eK', ce qui revient à multiplier le sous-ta-
4 4 

bleau C T , , de C T T | par a a , ; la contribution de Ĉ . - , àE(CR(L)) 
JqJq LL ' r q q JqJq 

est alors égale, si l'on pose A = lia [qeK}, A' = £{a ,|q'e K'} , 

* 
On peut également (cf. § 2.3 remarque 1), ce qui nous semble plus 

intéressant, rendre les CR(q) (qeK) proportionnels à des quantités fi
xées d en adoptant le codage pondéré défini par a = d /CR(q) si qeK, 

4 4 4 

a , = 1 si q' eK', ce qui revient à multiplier Cj _ , par d /CR(q). On 

peut de même rendre les CR(q') (q ' c K ' ) proportionnels à des quantités 

e , données, mais on ne peut pas, par le procédé précédent rendre di

rectement les CR(q) proportionnels aux d et les CR(q') proportionnels 

aux e , , comme on l'a déjà noté à la fin de la remarque citée. 
4.3.3 Ca* du tableau de Burt BJJ. 

Ce cas est un cas particulier du cas précédent, celui où K = K ' 
= Q. Il suffit donc dans les formules (19) et (59) de faire K = K' = 
Q pour obtenir respectivement l'inertie totale CR(J) et la contribu
tion CR(q) de q à cette inertie. Compte-tenu de ce que 
2 

<f> = Card J - 1, on a : 
qq q 

CR(q) = (Card J - 1 + Z{ <J)qq, |q'e Q, q' / q))/(C Q)
2 

Sous l'hypothèse que tout sous-tableau de B croisant deux ques

tions différentes q et q', ne s'écarte de l'indépendance que par des 

fluctuations d'échantillonnage on a : 

E(CR(q )) = (Card J - 1 ) (1 + ((Cj - C Q - Card Jq + 1 )/Ĉ .)) / (CQ)
2 

expression plus compliquée que celle donnée au § 4.3.2 du fait du sous-
tableau diagonal croisant q avec lui-même. 

Si l'on veut rendre les contributions CR(q) proportionnelles à 
des nombres fixés d , il suffit de multiplier chaque sous-tableau 

B_ , de B__ par d /CR(q). On obtient alors un tableau non symétri-
Jqjq JJ q 

que où les contributions des questions (considérées comme lignes) sont 
proportionnelles aux d ,. 

4 
On peut également, si l'on veut conserver un tableau de Burt pon

déré symétrique, adopter le codage pondéré du § 4.2.2, avec par exemple 



396 p. JAZEz 

i = l/(CardJ - 1), ce qui revient à multiplier BT , , par a a , .On 
q q r JqJq ' * q q 

a a l o r s , en posant A = Z{i Jq z Q} : 

CR(q) = U 2
q ( C a r d J q - l ) +E{ 3 q a q l $ q q . | q ' e Q , q' ^ q } ) / A T ) 2 

d'où l'on déduit par sommation sur q l'inertie totale. 

Ce codage nous semble moins intéressant que le précédent, puisque 
dans ce cas, l'analyse du tableau de Burt pondéré est équivalente à 
celle du tableau disjonctif pondéré qui présente peu d'intérêt, comme 
on l'a souligné plus haut (cf. remarque 3 du § 4.3.i). 

On peut noter que dans le cas où toute question q de Q est 

indépendante de toute autre question q* de Q (92 , = 0 ; le tableau de 

fréquence p , associé à B , étant égal au produit p ® Pj • d e 

ses marges), du fait des blocs diagonaux, la trace CR(J) du tableau de 

Burt usuel (i.e. non pondéré) n'est pas nulle, mais égale d'après (19) 

(où l'on fait Q = K) à (Cj - CQ) / (C Q)
2. Dans ce cas toute fonction sur 

J centrée sur chaque J est facteur de B,, associé à la valeur pro-
2 q u U 

pre A = (1/CQ) ; cette valeur propre non triviale de B est de mul

tiplicité Cj - C ; 1/CQ est alors la seule valeur propre non trivia

le issue du tableau disjonctif complet kT_ associé à B T 

i j JJ 

Pour supprimer les facteurs précédents qui sont sans intérêt puis
que les questions sont indépendantes, et qu'ils ne traduisent qu'un ef
fet de structure (à savoir les blocs diagonaux qui ne comportent des 
termes non-nuls que sur leur diagonale) il suffit d'éliminer la contri-

2 
bution (Cj - C Q ) / ( C

Q )
 d e s blocs diagonaux à CR(J) en considérant le 

tableau de Burt modifié BJJ (cf. Cahiers Vol IV n° 3 p. 3 77) tableau 
qui est identique au tableau de Burt usuel, à ceci près que les blocs 
diagonaux ont été annulés, et dont les propriétés sont données au § 
suivant. 

Remarque 

Dans le cas d'indépendance précédent, si l'on emploie le codage 

pondéré a pour J , toute fonction y , centrée et de support J est 
4 4 q 

facteur du tableau de Burt correspondant associé à la valeur propre 
2 

(a /AT) qui est donc de multiplicité CardJ - 1. 

4. 4 T&ux d1 inertie dan* le ca* d'un tableau di*joncti& complet et 
d'un tableau de Burt. Tableau'de Burt mod-tûlé (ĉ . Cahie rs~ 
Wï IV n° 3 pp 377-371) 

On sait que les taux d'inertie dans un tableau disjonctif com
plet sont faibles, et plus petits (au moins en ce qui concerne le pre
mier facteur) que ceux associés au tableau de Burt correspondant B 

JJ 
Ce dernier tableau étant un tableau de comptage, il semble plus logi
que de calculer les pourcentages d'inertie à partir de ce tableau plu
tôt qu'à partir du tableau disjonctif complet. Mais ce tableau B 

JJ 
comporte des blocs diagonaux, qui ne fournissent aucune information 
supplémentaire tout en apportant à la trace une contribution égale à 

2 
(Cj - C Q ) / < C Q ) ' comme on l'a signalé à la fin du § précédent. Il en 
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résulte en particulier que dans le cas limite d'une correspondance con
tinue (cas où V q e Q , C a r d J tend vers l'infini, C restant fini) la tra
ce est infinie, et les taux d'inertie associés aux premiers facteurs 
sont nuls, même si ces facteurs sont significatifs. Pour éliminer cet 
effet, et de plus n'avoir que des facteurs triviaux quand toute ques
tion q est indépendante de toute question q' (q' ̂  q) (cf. § 4.3.3 

M ii fies), il suffit d'analyser le tableau de Burt modifié B* qui se 

déduit de B_.T en annulant les blocs diagonaux, comme on l'a dé}à dit. 
M Ces deux tableaux ont mêmes facteurs, les valeurs propres A R (de pa-

M rite e) et X_ respectivement issues de l'analyse de B et de B é-

tant liées par la relation : 

cA*^ = (/X̂  - 1/CQ) (CQ/(CQ- 1» (60) 

avec e = 1 si /17 > 1/C-. , auquel cas on a un facteur direct issu de 
M D y 

B*_ , sinon z =-1, auquel cas on a un facteur inverse. La trace CRJCJ) 
associée à l'analyse de B T T vaut alors d'après (13) où les coefficients 

M a et b , relatifs au tableau B__ valent 1/(C~-1), comme il est imme-
q q j j y 

diat de le vérifier : 
CR M(J) = £{<f>2q, |q e Q/ q. € Qr q ^ q'}/(CQ-l)

2 

trace qui reste finie dans le cas limite d'une correspondance continue, 
2 

si on suppose que les * , (q ? q') ont une limite finie, hypothèse que 
44 

l'on fait en général quand on étudie des correspondances continues. 
2 

De plus à la valeur propre (1/C ) issue de B (correspondant à 
la valeur propre l/0o dans le cas du tableau disjonctif complet) est 
associée la valeur propre nulle, ce qui semble a priori satisfaisant , 
cette valeur propre correspondant à des facteurs de structure en géné
ral sans intérêt, comme on peut le constater sur les cas modèles étu
diés au § 6 (où l'on fait K = K' = Q) . Par contre, aux valeurs propres 
nulles issues de B (valeurs propres associées à un sous-espace pro-

J J 
pre de dimension supérieure ou égale à C_ - 1 ) correspondent des valeurs 

2 M y 

propres égales à 1/(C_ - 1 ) pour BTn. ; leur contribution à la trace is-
M g JJ 

sue de B__ est donc supérieure ou égale à 1/(C - 1 ) . En fait, ces va-
J J u 

leurs propres correspondent à des facteurs inverses, et on va voir , 

par référence au cas binaire (C_ = 2) qu'il ne faut pas tenir c o m p t e 

des facteurs inverses (i.e. des valeurs propres de B telles que /XT 

< 1/C Q , ce qui exclut en particulier les valeurs propres nulles). En effet, considérons une correspondance binaire (C_ = 2 , J 
Jql Q Jq2. 

ISSU J , u j J , A tout couple de facteurs non triviaux («̂  M , <P ) ql q2 
du tableau de contingence J . xj et relatif à la valeur propre v- / 

sont associés deux facteurs ^ = (^",e^") (e = ± 1) issus du ta

bleau de Burt B ou du tableau de Burt modifié B . En ce qui concer-
T 0 M 

ne B , <p est associé à la valeur propre (1 + e/y) /4 ; pour B T T , 
_ JJ e -j. »JJ 

V est associé à la valeur propre p, V , (e = 1) étant direct et 

yp ( c = - l ) étant inverse ; ces deux facteurs apportant la m ê m e 
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in fo rmat ion , i l s u f f i t de ne c o n s i d é r e r que l e f a c t e u r d i r e c t ^ . En 
se r e s t r e i g n a n t a i n s i aux f a c t e u r s d i r e c t s i s s u s de BT T , on o b t i e n t les 

j j 

mêmes valeurs propres et les mêmes pourcentages d'inertie que pour le ta

bleau J . XJ
a2

m Notons qu'à tout facteur associé à la valeur propre 

nulle issu de ce dernier tableau correspond un facteur associé à la 

valeur propre nulle pour BTT et à 1/4 = (1/C-) pour B T T , d'où l'irt-
JJ M U JJ 

térêt encore de raisonner sur BTT. Ces résultats se généralisent au 
cas modèle étudié au § 6.1.1 où au lieu du tableau croisant q et q2 , 
on considère le tableau C , croisant deux groupes K et K' de varia
bles, les variables étant deux à deux indépendantes à l'intérieur de 
chaque groupe. 

Dans le cas général (C > 2), on ne considérera donc que les fac-
M 

teurs directs issus de BJ(J , et l'on calculera les taux d'inertie d'a

près ces seuls facteurs. 
4. 5 Contr-tbutA.on* d'une que*t<Lon *ur un axe jactor^el et aide* à 

l'interprétation ba*ie* *ur le* que*t^on* 

4.S.1 Contribution* d'une que*tion *ur un axe jactor^el 

Soit (Fa , Ga) un couple de facteurs associés, de variance la va
leur propre A , issu du tableau disjonctif complet k__. La contri-

a ±j 

bution à X^ de l'ensemble J des modalités de la q-ème question s'é
crit : 

CRa(q) = £(k<D)G
2(j)/kb e Jq> 

= £U<j)G2(j)/(CTCQ)|j e Jq} 

puisque le total k de kTT vaut C_C_. 
lu 1 Q 

Pour interpréter CRa(q), on va considérer la partition 

P = {D.[ll e J } de I engendrée par la question q : D. est l'ensem

ble des individus ayant adopté la modalité j de J , et l'on a 
q 

Card D. = k(j). 

Appliquant la formule de transition, on a : 

Ga(j) = £{k(i,j)Fa(i)|ie l}/(k(j)/Xa) 

= £{F (i) |ie D.}/(Card D. /Â ) 
a 3 D a 

Au coefficient (1//1^) près, Ga(:j) est la moyenne des F (i) pour 

i appartenant à D.. 

Fa ayant pour variance Xa , on en déduit que : 

CRa(q) = Variance interclasse de Fa/(C Vaiiance totale de F ) (61) 

La valeur propre X^ , qui est la somme des CR (q) s'interprète 

donc comme la moyenne des rapports variance interclasse/variance to
tale associés aux C- partitions P . 

Q q 
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Si on considère main tenant l e t a b l e a u de Burt B__ , l e f a c t e u r G' 
-j. J J T CL 

associé au a-ème axe factoriel est égal à ^ Q G , tandis que F^ s'ob

tient en adjoignant en élément supplémentaire de B le tableau kIJ . 

Il en résulte que la contribution CR^(q) de q à l'inertie ^-* a du 
a-ème facteur issu de BTT , contribution égale à X CR(q), S'interprète J j tx 
te comme la variance interclasse de F , associée à la partition P 

définie par q , divisée par C . X ' s"'interprète donc comme la moyenne des 

variances interclasses de F associées aux CQ partitions P . 

Si l'on considère enfin un sous-tableau C.. , de B , associé à 

deux parties K et K1 de Q, on peut interpréter la contribution d'une 

question q à l'inertie d'un axe factoriel par des considérations ana
logues à celles développées dans le cas du tableau de Burt. Supposons 

pour fixer les idées que q appartienne à K. Si Fa est le a-ème fac
teur issu de CrT , , et relatif à la valeur propre A" , la contribution 

i-iLi a 

de q à X" s'écrit : 

CR^(q) = ^(k(j)Fa
2(j) | j e Jq}/(CICK) (62) 

Si F désigne le facteur obtenu en adjoignant le sous-tableau k , 

de kTT en élément supplémentaire de C , , F (3) est la moyenne des 

F (1) pour i ayant adopté la modalité j . CR"(q) est donc au facteur 

(1/C^) près la variance interclasse de F̂  , associée à la partition P , 
K ex q 

tandis que X" est la moyenne de ces variances interclasses pour q dé
crivant K. On peut noter qu'ici, la variance de F ne s'exprime pas 
aisément en fonction de la valeur propre, comme c'était le cas pour le 
tableau disjonctif complet ou le tableau de Burt. 
4. S. 2 Util<L*at4.on de* contribution* pour repré*enter une variable 

*ur un axe factoriel et cb~n*truire de* a^de* à l1 interpréta
tion ba*ée* *ur le* variable* 

Pour représenter chaque question q sur un axe factoriel a , on 
peut utiliser la contribution de q à l'inertie de cet axe, ou mieux 
la racine carrée de cette contribution, si l'on veut que dans le plan, 
ou dans l'espace E, des k premiers facteurs, le carré de la distan
ce de q à l'origine soit égale à la contribution de q sur ces k 
axes. Notons qu'avec cette représentation, si l'on se place dans l'es
pace E, , toutes les questions sont situées dans le cône positif- de 

cet espace. En particulier, sur tout plan factoriel, les questions 
se trouvent dans le premier quadrant. 

On peut aussi rapporter cette contribution que nous noterons C (q) 

(suivant le tableau analysé, C (q) est égal à CR (q) ou CR'(q) ou 

CR"(q)) à la valeur propre X associée à l'axe a ; on obtient ainsi 

la contribution relative de q à l'inertie de l'axe a , ce qui est l'é

quivalent du"CTR"dans les sorties du programme BENTAB d'analyse des 

correspondances usuel. On peut également rapporter la contribution 
Cu (q) à la contribution totale CR(q) de q (CR(q) qui est la contri
bution de q à l'inertie totale, est la somme des CRa(q),et sa valeur 
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est donnée par les formules du § 4.3) ; on obtient alors la contribu
tion relative de l'axe a à q, ce qui est l'équivalent du "COR" dans 
les sorties du programme BENTAB, mais cette quantité ne s'interprète 
pas a psic si comme un cosinus carré. 

Si l'on considère maintenant les k premiers axes factoriels, on 
peut calculer : 

1) la qualité (QUAL) de la reconstitution de l'inertie de q par 
ces k axes, ce qui revient à faire la somme des contributions relatir 
ves (COR) de ces k axes à q . 

2) l'inertie (INR) de q sur ces k axes, i.e. la somme des con
tributions de q à ces k axes, cette inertie étant rapportée à l'i
nertie totale en projection dans l'espace de ces k axes i.e. à la 
somme des k premières valeurs propres. 

On peut donc pour chaque question q avoir une sortie analogue à 
celle que l'on trouve dans le BENTAB pour chaque modalité, à savoir : 
le poids de q , la qualité (QUAL) et l'inertie (INR) de q sur les 
axes factoriels gardés, puis pour chacun de ces axes la racine carrée 
de la contribution de q à l'axe a considéré et les contributions re
latives COR et CTR de l'axe a à q et de q à cet axe. Ces sorties , 
simples à réaliser, devraient faciliter l'interprétation, en particu
lier dans le cas de questionnaires comportant un nombre élevé de ques
tions. 

Remarques 

1) Dans le cas d'un tableau disjonctif complet, B. Escofier (R. 
S.A., Vol 27 n° 4 pp 37-47, 1979) propose de représenter une varia-
ble q sur l'axe a à l'aide de la quantité D (q) =CR(q)C //Card J ~ ( * ) 

qui d'après (61) n'est rien d'autre au coefficient 1//Card J - 1 près 

que le rapport de la variance interclasse de F , associée à P , à la 

variance totale de F ; D (q) qui peut s'interpréter comme un cosinus 

diffère de la contribution relative de a à q qui vaut d'après (57) 
CR (q)Cn / (Card J - 1 ) . a y q 

2) Les formules donnant les contributions CR'(q), CR"(q) peuvent 

être utilisées dans le cas d'une question q dont les modalités ont 
été mises en éléments supplémentaires, car elles s'interprètent tou
jours à un facteur près, comme la variance interclasse du facteur as
socié à q : q ne contribue plus à la formation de l'axe, par contre 
l'axe permet de reconstituer une partie des liaisons de q avec les 
variables qui caractérisent q en tant qu'élément supplémentaire. Sup
posons pour fixer les idées que l'on analyse C__ , et que l'on adjoigne 

à C , les modalités de q en lignes supplémentaires (i.e. q est ca
ractérisé par ses liaisons avec les questions de K') ; si l'on donne 
(a posteriori) à chaque modalité j de q un poids f . = k ( j ) / (C-C.,) = 

3 i K 

p./C (où k(^) est le nombre d'individus ayant adopté la modalité j , 

et p la proportion associée : f. est le total de la ligne supplémen

taire (C(j,j')|j' eL'} divisé par le total C du tableau C T T l ; dans 
(*) B. Escofier se place dans l 'espace R^ , où elle considère le sous-

espace W associé à la variable q (cf. § 3.2.1), ev le sous-esua-
j ° j 

ce A£\ engendré par F . D (q) est alors le casiers entre les cvé-
ot c a a ^ _ 

ratevrs de projection svr W et LF , le produit scalaire entre dei<x 

opérateurs 0 et 0~ étant défini par trace (G^G^). 
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ce dernier total les (C(j,3 ')|j eJ } n'interviennent évidemment pas) 
l'inertie CR" (q) de l'ensemble des modalités de q est donnée par la 
première formule (59) , bien que cette formule ait été établie en sup
posant que q était un élément actif ; la contribution CR"a(q) de 

l'axe a à CR"(q) est alors donnée par la formule (62) (où Fa ( 3) dé

signe la valeur du a-ème facteur de C , pour la modalité supplémen

taire j de J ) et s'interprète encore, comme on l'a déjà dit, comme 
q j 

la variance interclasse du facteur F„. (obtenu en adjoignant kTT , en 
CX XJ-i 

élément supplémenta i re de C T T l ) d i v i s é e par C . S o i t A l ' e n s e m b l e 
L1JL1 JS. J I 

des facteurs non triviaux issus de CTT ,. Si les facteurs (F |aeA} 
lili ^ , ex 

forment une base du sous- espace de R engendré par les fonctions 
de moyenne nulle sur chaque J , (q' eK'), la somme des CR^(q) (pour a 
e A) est égale à CR" (q) . En général cette somme est plus petite que 
CR" (q). On pourra juger de la qualité de la reconstitution de CR" (q) 
par l'axe a à l'aide du rapport CORa(q) = CR£(q)/CR"(q). 
4.6 Repré*entat4.on de variable* quantitative* quelconque* dan* une 

analt4*e de corre*pondance* multiple* 
La procédure proposée au § 4.5.2 pour représenter une variable 

sur les axes factoriels issus d'une analyse de correspondances mul
tiples n'est valable que si l'on a une variable qualitative, ou une va
riable quantitative découpée en classes. De plus on obtient dans cha
que plan factoriel une représentation des variables située dans le 
premier quadrant, comme on l'a remarqué. C'est la raison pour laquel
le nous présentons ici une méthode pour représenter une variable quan
titative quelconque x . 

Nous raisonnerons dans l'espace R muni de la métrique du x2 dé

finie à partir du tableau disjonctif complet kTJ , i.e. de la métri

que usuelle au coefficient CT près. Les espaces RT et R étant iso

morphes, nous les identifierons et poserons x = {x |i tl} avec 

x1 = x. . 
I J 

Soit (<£,</> , X ) un couple de facteurs associés de variance 1, 

issu de kXT et relatif à la valeur propre X . Si x est une variable 
1 J tx ± 

positive, on peut la représenter sur l'axe a , en adjoignant x.̂  en é-
lément supplémentaire de k . La coordonnée de x sur cet axe est a-

I I 
lors proportionnelle à la covariance entre </? et x . 

Si x est une variable quelconque, on pourra la représenter sur 
I I l'axe a par la covariance entre 0 et x , ce qui revient h centrer 

T + + 

x (Sx. =0) et à placer la variable x T , oùx .= (1 tx^/2 (cf. § 5 

• pour la justification de l'introduction de x 1 } en élément supplémen

taire de kTT . Si G„ (x
+
T) désigne la coordonnée de x T sur l'axe a , 

-LJ j CL 1 1 

on a, puisque *p est centrée et en appliquant la formule de transi-
sition : 

Ga(x
+
I) = Cov(^ , x

1) = E{*£ x.|i e I}/CI 

= (1/(CICQ/X^)) Z{^^k(i,j)xji e I, j e J} (63) 

formule où l'on a tenu compte de ce que k(i) = Cn. 
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Posons 

x. - ECk(i,j) x |i£ll = k(j)xD ; (64) 

x est la somme des x. tels que i a pris la modalité j et x-* la 

moyenne associée. Tenant compte de ce que V = {*P q]qeQ} est centré 

sur chaque J , on a : 

Ga(x
+
Z) ={1//Ta) (£{Cov(*^q ,xJq) [qe Q}/CQ) (65) 

Dans le cas du tableau de Burt B , on peut, si x^ est une va

riable positive mettre x_ = {x | j e J) en élément supplémentaire, au-
3 

quel cas on obtient (au facteur /A près) la même coordonnée qu'en 
mettant xT en élément supplémentaire de kTT. Si x est une variable 

I IJ i 1 _ j 
que lconque , on peu t c a l c u l e r l a covar i ance e n t r e F = /X <p (qui e s t 
i c i ob tenu en m e t t a n t k__ en élément supplémenta i re de B T T ) , e t x , 

± j j J J 

ce qui revient à mettre (x ayant été centré) le vecteur y^ défini 
par y = k ( j) (1 + x-1)/2 en élément supplémentaire de B . La coor-

3 4- "" 
donnée G1(yT) ainsi obtenue est égale à /X~~G (x ̂ ) . 

Dans le cas du sous-tableau de Burt C , croisant deux séries de 

questions K et K', on peut représenter x dans R, ou R , . Supposons 

pour fixer les idées qu 'on représente x dans R̂ . On peut, si x est positive a-

jouter la colonne x_ ={x | j e L} en élément supplémentaire de C , ; 
L 3 j L L 

on obtient alors à une constante près la covariance entre x et le 

facteur G„ calculé en mettant le sous-tableau k_r en élément supplé-
mentaire de CTTl. On peut dans tous les cas, calculer la covariance 

T T 

entre xt et G , ce qui revient à mettre yL = {y |j eL}en élément 
supplémentaire de CTTl. La coordonnée G (yT ) ainsi obtenue s'écrit , _ T Lii a JJ 

si yp - {<P q|q e K} est le a-ème facteur non trivial sur L, de varian

ce 1, issu de CTT , : 
Ga(yL) = £{C0V<*£1 ,x

J<ï)|q£K}/CK (66) 

Remarques 

1) Si on adopte un codage pondéré, la présence d'une modalité 
de J étant codée a , au lieu de 1, les résultats précédents sont 

q q 
encore valables, à condition de prendre dans les formules (65) et 
(66) la moyenne pondérée des covariances, avec les a comme coeffi
cients de pondération. q 

2) Si I est muni d'une pondération pT de masse totale 1 , les 

résultats précédents restent valables, à condition de poser x = 
Xi / pi ' e t x +i = p i ( 1 + x l ) " Pi + Xi * 

De façon plus générale, les résultats précédents (où p.= k./k) 

s'étendent immédiatement au cas des tableaux kTn. , B__ ,CTTl consi-
1J JJ JJLI 

dérés au § 3, à condition de prendre des moyennes de covariances 

pondérées par les coefficients c (définis par (3 0)) . 
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3) On a intérêt dans les calculs précédents à supposer x de va
riance 1. 

4) Au lieu de calculer des covariances pour représenter x_ , on 
I 

peut aussi calculer les corrélations de x avec les facteurs considé
rés. 

5) Avec le codage du § 5, une variable quantitative est repré -
sentée sur un axe a par la covariance entre cette variable et le fac
teur associé, ce qui correspond à la démarche adoptée dans ce § . Si 
l'on adopte la démarche du § 4.5.2, on obtient, à un coefficient mul
tiplicatif près la valeur absolue de cette covariance. 




