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ÉTUDE DE QUELQUES PROPRIÉTÉS EXTRÉMALES 

DES FACTEURS ISSUS D'UN SOUS-TABLEAU 

D'UN TABLEAU DE BURT 

[EXTR. FAC] 

par P. Cazes (1) 

J. Introduction 

Nous nous proposons ici de donner des propriétés extrémales des fac
teurs issus d'un tableau de Burt, ou d'un sous-tableau de ce tableau. 

Après avoir défini au § 2 les notations et rappelé l'équation des 
facteurs du tableau de Burt, et d'un sous-tableau quelconque kJT, de ce 

tableau, nous donnons au § 3 une propriété extrëmale des facteurs de 
kJJ" 

Au § 4, nous donnons une autre caractérisation des facteurs du tableau 
de Burt, en nous inspirant d'une idée de Carroll reprise par Saporta. 

Au § 5, nous considérons le cas particulier du tableau k_TI où l'on 

croise les deux ensembles J et J' de questions, les questions à l'inté

rieur de chacun des deux ensembles J ou J' étant indépendantes. Nous 

montrons que dans ce cas, l'analyse des correspondances de k__, est équi-

valente à l'étude de la position respective de deux sous-espaces. Nous 

montrons également que l'analyse de k , est équivalente à celle du ta

bleau k_ (j j, j u j, , et nous donnons une limitation des valeurs pro

pres. 

Enfin au § 6, nous montrons que si J désigne l'ensemble des modali

tés de la question q, I le produit des J , et S l'ensemble des sujets 

ayant répondu au questionnaire, on peut au lieu de raisonner dans R , 

comme on l'a fait, pour trouver les propriétés des facteurs, raisonner 
g 

dans R . 

2. Notation* - Equation d££> jCidtzuKh. 

2 . 7 . Notation* 

Nous reprenons ici, à quelques différences près les notations de 
[Bin. Mult.], CAD, vol. II, n° 1. 

Soit {Jq|q e Q} une famille finie d'ensembles finis J,indicée par 
q e Q. On note : 

(1) ISUP - Laboratoire de Statistique - Université Pierre et Marie Curie-
Paris* 
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U(J |q e Q} = L; *{jJq e Q} = I (1) 

où le symbole U correspond à l'union disjointe des J (cf [Bin. Mult.] 

§ 1) et où l'on a noté L ce qui était noté J dans [Bin. Mult.î . 

L'on suppose que l'on a un tableau de contingence k sur I (i.e. un 

tableau multiple); l'on désigne par p la loi de probabilité associée 

sur I (pT = k /n si n est le total des éléments du tableau kT , i.e. le 

nombre total de sujets soumis au questionnaire défini par les J ) , et 
q 

par kTT le tableau de Burt croisant l'ensemble des modalités de tous 

les (Ja|q e Q} avec lui-même . 

Nous désignerons par pj , p_ j , les lois marginales associées 
q q q1 J i 

à p_ sur J et sur J x J , , et par p,^ la loi conditionnelle de J 

connaissant j e J . . 

Notons que si q = q' , pT j n'est autre que le tableau diagonal 
q q Ja 

des {p, (j) I j e J } tandis que pj^ n'est autre que la matrice unité. 
q q q 

Nous considérerons deux parties quelconques K et K' de Q, d'intersec
tion vide ou non, dont la réunion n'est pas en général Q. 

Nous poserons : 

y q e K' : J^ = Jq 

J = U (JJq e K} 

J' = U (J |q e K'} = U (J'|q e K'} 
q *i 

CR = Card K 

Cvl= Card K' 

(2) 

C_ = Card J 
j 

C ,= Card J' 

Nous allons établir certaines propriétés des facteurs issus du ta
bleau k__, sous tableau du tableau de Burt kTT . 

j j J-IJJ 

2.2. Equation de.* jautzuK* 
J J * 

Les lois conditionnelles p'ji e t P'T associées au tableau k « s'é-

crivant : 

P'j. = (P'jHjq e K, q' e K'} 

P'j' = tP'jVlq ^ K, q' e K'} 
q 

avec : 
p'Jq = (1/CK.) p

Jq 
J' * J' , 
q* q 
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P ' j V - u/cK) Pj'q1 

J J ' 
l 'équat ion des facteurs de variance 1 (</> , V ) de k ' s ' é c r i t , s i 
l 'on pose 

J J 

VJ = {*> q l q fi K}; 

* J = {* q | q € K'} ï 

( 1 / C K . ) E {*> q , o P j ? | q ' e K'} = / A * ^ 
q' 

j j ' , j « 
(1/CK) E {* q o P j

 q |q e K) = / A * q ' 
q 

(3) 

(4) 

(1/CK) E {II? q P |q fi K) = 1 ; 

( 1 / C K . ) E (II* 9 | | 2
p f | q e K'} = 1 ; 

(5) 

Les deux équations (4) impliquant : 

(1 /C C ,) E {* q " o p T
 q , o p q |q» e K, q ' fi K'} = A? ^ K K j q I I J g l 

J'.. J J' , J' , 
(1/C C ,) E y 4

 o P ? oP7
 q |q e K, q" e K ' } = A? q 

^J' „0*\J 
q q 

(6) 

Dans le cas où K = K' = Q, J = J' = L, <?J = <PJ' = <PL, 
CK = CK' = C a r d Q' l e s équations (4) redonnent l'équation des facteurs 

du tableau de Burt kTT. 

(1/CQ) 2 {*
 q'0pJ^Jq' e Q) = /»» « 

Si 

(7) 

(1/CQ) E {||? |q e Q} = 1 (8) 

où l'on a noté C pour Card Q, comme C pour Card K. 

Remarques : 

1) On peut noter que, du fait de la structure particulière du tableau 
J J * T 

kJJ' ' s i ^ ' ̂  * e s t u n cou,:5le de facteurs non triviaux, <P {resp 
J ' ~~ y ) est de moyenne nulle sur chaque J (q e K) (resp. J' (q e K')); 

en effet on a : 

V q e K : Z {kjj.Cj, j')|j e j } = (i/c ) t {kT7,<j, j')|j e J} 

V q fi K': E {kJJt<j, j')|j' e j'} = (1/C ,) E Ck ,(jf j')|j'e J'} 
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Il en résulte que le nombre de facteurs non triviaux de k-j, est au 

plus égal à min (Cj - CR , cJt - C R |}. 

Notons que si *p est une fonction de moyenne nulle et variance 1, 
sur K muni de la loi uniforme, i.e. : 

(1/CR) E {*
q|q e K} = 0 

(i/cK) E u*>
q)2|q e K} = 1 

et si : 
J .J 

sp q = ^ ô q 

V = {^ q|q e K} (fonction prenant sur chaque J la valeur constante ̂ q) 

est un facteur de variance 1 de k_j, associé à la valeur propre 0. Ce 

facteur peut être dit trivial en ce que sa présence ne nous apporte au

cune information quant aux corrélations entre les questions. 

Faisant choix d'un système de CR - 1 fonctions sur K de moyenne nulle, 

de variance 1, et non corrélées, on obtient ainsi (C-, - 1) facteurs sur 

J de k.j, associés à la valeur propre 0, facteurs qui joints au facteur 

trivial Ô relatif à la valeur propre 1 donnent C„ facteurs triviaux 
J ' sur J pour kJJf. On construirait de même CR| facteurs triviaux V de 

k , à partir d'un système de C , fonctions sur K', de variance 1, non 

corrélées, dont la première est la fonction constante. 

2) Pour rechercher les facteurs non triviaux de k_j, , on peut se 

ramener à diagonaliser une matrice symétrique de dimension r = min 

(Cj - CK , Cj, - C R I ) . Si par exemple Cj-CK< C,,-CK,, et si H désigne 

l'espace des fonctions sur J de moyenne nulle sur chaque J , espace 

qui est de dimension Cj - CK , il suffit de choisir une base orthonormée 

de H , et d'exprimer les facteurs dans cette base (cf. [Bin. Mult.] 

§ 3.5). Notons que l'on peut choisir chaque fonction de cette base de 

façon à ce que son support soit un des sous-ensembles J de J. 

3) Supposons que l'on ait une partition de K (resp. K') en deux 

classes Kj et K2 (resp. KJ et KJ) de telle sorte que : 

V (q, q1) e K x K' - Kj x K' : P, , = p ® p7, , 
q q1 q q1 

ce qui signifie que toute question q'de K2 (resp. q' de K£) est indé

pendante de toute question q' de K' (resp. q de K) . 

Posons : 

J1 = U {Jq|q fi Kj} 

J2 = U {J |q e K,} 
q1 

J , 1 = u tJ'q.lq' ^ K;} 

J,2= U {J'ql|q- € KJ} 
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J J * Soit (*P , f ) un couple de facteurs associés non triviaux (i.e. 

centrés sur chaque sous ensemble J ou J' . ) et de variance 1 de k,,. ; 
q q J J • ' 

on a : 

V (q, q') e K x K' - Kj x KJ : 

J J1 , J J' . 
* q o P j

 q = <* q o P ) a q - o 
q q 

J1 , j J' , J 
* q op q = < * q oP T, ) 6 q = 0; 

L'on déduit alors de (4) que la restriction de <P (resp. *P ) à J2 

o J1 J'1 

(resp. J' ) est nulle, et que si *P (resp. <P ) est la restriction de 

*J (resp. *>JI) à J1 (resp. J'1), <(c
K/

CK)l/2 ^ ' ^Ki'v'*^'^ est 

un couple de facteurs associés non triviaux et de variance 1 de la cor

respondance kji-,1 croisant J1 avec J f l, C R (resp. C R I) désignant le 

cardinal de Kl (resp. K * ) . 

L'analyse des correspondances du tableau k J J t est donc dans ce cas 

équivalente à l'analyse des correspondancesdu tableau k T i T I i . 

2.3. Etude, d'un ca* patitlc.ullQ.tL. 
J J 

Supposons qu'il existe deux fonctions <P = {<£ q|q e K} , 

\p = {<p q | q ' e K ' } telles que pour tout couple (q, q') d e K x K ' , 
J J" , 

(<P q , V q ) soit un couple de facteurs de variance 1 de p , j 

J J' , J1 , 

q 

* q •*?,. " V ' q 

q q1 

(8 bis) 

X2„ . désignant dans la correspondance p_ T, la valeur propre associée 

au couple de facteurs (V> ̂  , 0 ^ ) . 

Considérons les fonctions {I/J |q e K}, (resp. {ty , |q' e K 1}), ty* 
j» q q q 

(resp. ty ,) étant la fonction sur J (resp. J') nulle sur J - J (resp. 
q j q j i 

J' - J' at) et dont la restriction à J (resp. J'at) est ^ q (resp. <p q')< 

Les fonctions (il^fq e K} (resp. f^.lq' e K'}) forment dans R J (resp. 
j» q q T 

R ) un système de fonctions non corrélées. Nous désignerons par H 
J ' J J * 

(resp. H ) le sous espace de R (resp. R ) engendré par les 
(iK*|q e K> (resp. t ^ I |q' e K'}). De (4) et (8 bis) l'on déduit que : 
q q 

V'j, (HJ')C H J 

p'Jj (HJ) C H J' 

et donc que l'espace H (resp. H ) est stable pour p'^'op'^, (resp. 
T T • U J 

P'T.-P'.T ) • 

http://patitlc.ullQ.tL
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j j i 

Il existe donc une base de H (resp. H ) formée de facteurs de kTTl. 
J J ' De façon précise, si (T|J , i|; ) où : 

*J = E (uV'lq e K}C H
J, <pJ' = E {v qV!|q' c K'} C HJ ' 

q q 

est un couple de facteurs associés de k _, relatif à la valeur propre 

A, l'on déduit de (4) et (8 bis) que uK = (uq|q e K} et vK'={vq'|q' e K' 

vérifient les équations : 
(1/CR) u

K o 4 ' = /Â vK' 

(1/CK.) V
K ,

0 L £ , = /X u
K 

avec V q , q
1 e K x K' : L^'(q) = L* (q) = A 

K q K q qq 
K K ' K ' K 
u (resp. v ) est donc vecteur propre de la matrice symétrique L£ 0 L £ , 

K K * K K 
(resp. LK,0LK ) relatif à la valeur propre ACK C ,. 

Prenant V = 6 , «P -6 , on retrouve ainsi à partir des facteurs 

triviaux constants des correspondances pj ,, les facteurs triviaux 
q q' 

(i.e. constants sur chaque sous ensemble J ou J' ,) de kTTl ; dans ce 
K K ' q q JJ 

cas les matrices LRI et LR sont de rang 1, et ont tous leurs éléments 

égaux à 1. 
J 

Si on a un questionnaire binaire, et si l'on désigne par V q (resp. J'q' 
"P ^ ) la seule fonction (au signe près) centrée sur J (resp. J' ,) et 

j j' , q q 
de v a r i a n c e 1 , (<£ q , <P q ) est le seul couple de facteurs non triviaux 

T rt 7 ' ^ t 
et de variance 1 de Pj J § . P o s a n t e = fa q | q e K } , </> = {y? q | q ' e K' 

q q1 

on se trouve dans le cas particulier étudié ici. 
Le terme général A , de la matrice L*, et de sa transposée L^' est 

alors tel que A2 , est la trace associée à la correspondance pT T, 
qq JqJ q, 

De plus les facteurs non triviaux sur J (resp. J') de k__, appartiennent 
J J * 

à l'espace H (resp. H ) puisqu'ils sont centrés sur chaque J (q e K) 
(resp. J'i (q* e K*)). On est ainsi ramené pour chercher ces facteurs à 

diagonaliser soit L^ 0L^t si CR < CRI , soit L£, 0L*' si CK, < CR , i.e. 

â diagonaliser une matrice symétrique de dimension r = min (Cv , Cv, ) 
K K 

au lieu de diagonaliser une matrice de dimension 2r. 
Jq J-, 

2.4. Rappe.1 *UK le.* opeh.ate.uh.* de. projection de. R dan* R q con*l~ 
dette.* comme, de.* *ou*-e.*pace,* de R . 

Pour étudier les propriétés extrémales des facteurs, on se placera 

dans 1'espace produit R . 
J 

Une fonction d'une variable V q pourra être considérée comme une 
J 

fonction sur I ne dépendant que de J et que l'on peut écrire *P q
0'iï 

i q Jq 
où iTj désigne l'application projection de I sur J . 

q q 

http://opeh.ate.uh.*
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Nous p o s e r o n s : 

J _ J J 
W = {*> q

0 T T * | * q
 e R q } 

q q (9) 

J J , J J 
= {* q<S> (6 q | q ' fi Q - { q } } | * q fi R q } C R 1 , 

J . 
(où 6 q e s t l a f o n c t i o n c o n s t a n t e e t é g a l e à un s u r J , ) ; W e s t l e 

z j q q 
s o u s e s p a c e de R , i somorphe à R q , e n g e n d r é par l e s f o n c t i o n s ne d é p e n 

d a n t que de J . 
q 

Nous supposerons R muni de la norme (ou pseudo norme si le support 

de p est différent de I) p . 
On a a l o r s : 

< A.j . /«•..*. - < , \ . v « \ /,•.,£,• > ,.,(io) 
q q q ' 

< V ^oTTj , ip q
o T T T > = < ^ q , Ijj q > p _ ( 1 1 ) 

q q p i J q 

Afin de ne pas alourdir les notations, quand il n'y aura pas d'ambi

guïté à craindre, nous omettrons souvent les TT,. C'est ainsi que l'ex-
J J , Jq J , 

pression (10) sera notée < * q, ^ q > (ou < * q, * q > ) . 
J J, JqJq• 

De même 1 ' on notera II * q - * q I! 2 

(ou II* q - V q II2 ) pour : 
Pj J , q q' 

J ~ T J „ l T J J J , J . J J . 
l l * q o ^ - * q o ^ H2 = l l ^ q o ^ q q - ^ q o 7 T T

q q H 2 

V Vq' 
Dans ces conditions l'opérateur de projection de W sur W , est l'opé-

J t j q J 5 . 
rateur défini par la transition p q qui à <? q associe* q

c p T
q (i.e. qui 

. Jq I Jq Jq' I q q 

a *p ^0ÏÏJ associe V oPj offj ) . 

q q q' 
Nous noterons (A . ) l'opérateur de projection de R1 sur le sous-Ja' espace W , , opérateur dont la restriction à W est pT^. 

q q Jq 
Nous poserons enfin : 

JJ t J J t 
(* ) où i\j q et TT J* q désignent respectivement les projections de 

Q q1 

J x J , sur J et J ,. 
q q' q q* 
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J J J 
•R q = R q " © {AS q|A e R} ; 

W = {* q
0irîl *

 q £ R q } 
q " Jq 

(12) 
= {* q<g) {ô q |q' e Q - {q}}|* q

 € R
 q"} C R1 ; 

W = {AÔI|A e R } ® W ; 

J 
où R q (resp. W ) désigne l'ensemble des fonctions de moyenne nulle de 
J q " J 

R q (resp. W ) , i.e. des fonctions de R q(resp. W ) orthogonales à la 

fonction constante 6 q (resp. 6 ) . 

3. Vh.oph.lete* zittiémale.* de.* jactzuh.* l**u* du *ou* table.au k,,, . 

3.J. Enoncé : 

A) Les facteurs issus du sous tableau k , rendent extrémales (mini

misent) la quantité suivante : 
J J* 

R = (l/CKCKt) I {||*
 q

olTj - * q,o7rj, ||2|q € K, q' € K'} 

q q ' 
s o u s l ' u n e d e s q u a t r e c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : 

J r r J , r r 

1) ( 1 / 2 C K ) S { | | * q | | 2 p | q e K } + ( l / 2 C K I ) E { | | * q | | £ ( | q £ K ' } = 1 
j q j . q 

2) (1/CK)E{||*
 qll2 |qfiK} = (1/C,,,) E{ll* qll 2 |q e K'}= 1 

IN. p T J\ P T , 

3) (1/C„) E {II* qH 2 |q e K} = 1 
K pj 

J' q 

4) (1/C ,) E {II* qll2 |q fi K'} = 1 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

J M J1 

Soit (*>J = {* q|q e K}, * J' = {* q'|q' e K'})le couple de fonctions 

assurant le minimum de R. 

J J ' 
Alors sous les conditions (14) ou (15) , (* , * ) constitue un cou

ple de facteurs de variance 1 de k ,. Sous la condition (16) (resp. (17; 
J J ' J' J 

* (resp. * ) est de variance 1, tandis que * (resp. * ) a pour va

riance la valeur propre à laquelle est relative le facteur. 

B) Sous la condition (14) (ou sous la condition (15)), les facteurs 

issus du sous tableau k J J t rendent extrémales (maximisent) la quantité 

suivante : 

T 
J , „ . 

(1/CKCK . ) E{<* qoTTj , * q oTTj, > | q fi K , q ' e K ' } 

q q 1 

J T J ' , 
< E { * q

0TTj | q e K} /C R , E {* q o ï ï j , J q 1 e K ' } / C R l 3 

(18) 

http://Vh.oph.lete*
http://table.au


peut considérer comme des variables explicatives. Les facteurs (* , * ) 

[Extr. Fac] 151 

Le couple de fonctions (* , * ) assurant le maximum de T étant un 

couple de facteurs de variance 1 de k ,. 

Remarques : 
J J' 

1) Dans le cas où K = K' = Q, J = J* ,?**=# <* . les conditions 

(14), (15), (16), (17) sont équivalentes; la quantité T s'écrit alors : 

T = (1/¾)Il E {* q
0w* |q e Q}||

2 (19) 

et l'on retrouve la propriété extréma le donnée dans l Bin. Mult.l § 4 que 
les facteurs issus du tableau de Burt maximisent T, sous la condition 
de normalisation : 

J 
(1/CQ) E (II* ^ |q e Q} = 1 (20) 

q 

2) Dans le cas où C R = C Q - 1, C R I = 1, et où ( K , K
1} constitue une 

partition de Q, le tableau k J J t peut être considéré comme un tableau 

de régression, croisant l'ensemble J1 des modalités de la variable à 

expliquer, avec l'ensemble J des modalités des autres variables que l'on 

peut considérer 

minimisent donc : 
(1/CR) E {ll^'.irj, - lA.irJ Il

2|q e K) 
q 

sous la condition de normalisation : 

l!*JV = 1 
pJ' 

3) Sous les conditions (14) ou (15), R = 2 (1 - T ) , et si X est la 
J J * valeur propre associée au couple de facteurs (* , * ) rendant extremum 

R ou T, on a R = 2 ( 1 - /Â) et T = /Â. Sous les conditions (16) ou (17) 

1'extremum de R vaut 1 - A. 

4) Il est évident que la fonction constante : * = ô , * = ô est 
solution des problèmes d'extrema énoncés ci-dessus. En particulier, elle 
assure le minimum absolu de R qui vaut zéro, et le maximum absolu de T 
qui vaut 1. Une fois enlevée cette solution triviale, on trouvera les 
facteurs non triviaux de kj,,. 

5) En bref on peut dire que la propriété A) exprime que les fonctions 

* et * (fonctions sur les ensembles de modalités J et J 1) considé

rées comme fonctions sur l'ensemble pondéré I des individus sont aussi 

proches que possible l'une de l'autre (R minimum), tandis que la pro

priété B) exprime que * et * ont sur I corrélation maxima (T maximum) . 

3.2. Vemon*ttiatlon 

3.2.1. Minimum de, R e.t maximum de. T, *ou* te.* condition* [14) e.t 

UAL. 
La condition (15) impliquant (14) il suffit de faire la démonstra

tion dans ce dernier cas; il sera alors évident que la solution véri
fie bien également la condition (15) . Par ailleurs nous démontrerons 
en même temps B) , puisqu'en fait on va voir que rendre minimum R sous" 
la condition (14) équivaut à maximiser T sous cette même condition. En 
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effet, développant R, et compte tenu de (14), on a, en omettant les 
ffj pour alléger l'écriture : 

q 

R = (1/CKCKI) (CK, E ||* qll2+CK E II* q ,|l 2-2E{<*\ « / V > 
qeK q'eK" 

soit 
...|q e K, q' e K'}) 

R = 2 (1 - T) (21) 

Minimiser R sous la condition (14) est donc bien équivalent à maximi
ser T sous cette même condition. 

Notons : * = (*J, * J ) : la quantité à maximiser peut s'écrire : 

T = (1/CKCK,) E{< *
 q, * q >|q fi K, q' fi K'} = a (*M, * M) , (22) 

a v e c p o u r l a c o n d i t i o n de n o r m a l i s a t i o n : 
J J ' 

( 1 / 2 C K ) E { | | * q H 2 | q e K } + ( l / 2 C K l ) E { l l * q l l 2 Iq f iK'}= n ( * M , * M ) = l ; (23) 
M 

* e s t d o n c v e c t e u r p r o p r e de l a t r a n s i t i o n ai" = ( n ~ l
 0 a ) M 

M ° 'M 
Or 1'on a : 

(24) 

V q e K, q' e K' : a 

soit W 
(1/2 CKCK.) p, _, 

q" q' 

ajJ- - P'jJ'/2 

(25) 

O Ù p'jJ' e s t l e t a b l e a u âe correspondance associée à k , et dont la 
somme des éléments vaut 1. 

On a de même, si q(j) désigne la question dont j est une modalité 

V jf j" « J : n.. , 
Jq(j) 

(j) «]'/ 2Ck , 

*3' V j, j' « J' : n ., = p (j) 62'/2CK, 
" q(j) 3 K 

V j « J, V j' e J' : n = o. 

On en déduit que : 
WJ = ° ' WJ- - ° ; 

V q e K, V q' e K' : 

(26) 

<,j? = (1/¾.) Pj? 
q 

L'équation : 

M M M 
* °wM = u* 

se décompose alors en : 

q' 

q1 
= d/CK) P j 

q' 

(27) 

<28) 
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<pJ
 0m

J
 t = y*

J 

J J' J' 
* 0Wj = y* 

(29) 

soit, y q e K, q" e K' 

(1/CK,) E {* "ï'oPj? |q' € K'} 
rr ' 

il/Cv) E {* 9oP
 q'|q e K) U* 

y* 

q1 
(30) 

On retrouve ainsi les équations de transition (4) associées au tableau 

kjj, , la valeur propre * étant égale à y2. 

Des relations (4) vérifiées par * et *' l'on déduit ̂ que ces fac
teurs ont même variance, or ces variances s'écrivent respectivement : 

l l* J l l 2 = ( l / C „ ) E {||* 9 | | 2 | q e K } 

ll*J,H2 = (1/CK.) E {II* Sll'lq fi K') 

et comme d'après la condition (14) : 

(ll*Jll2 + ll*J'll2)/2 = 1 

on en déduit : 

l l * J l l 2 l l * J II 2 = 1 

(31) 

(32) 

(33) 

les conditions (15) sont donc bien réalisées. 

Notons que la valeur extrémale de T étant U, i.e. ^, la valeur ex-
trémale de R est 2(1 - /X") . 

3.2.2. Ulnlmum dz R *ou* la condition [16} 

Supposons que l'on veuille minimiser R sous la condition de normali
sation (16) . 

J 
(1/CK) E {11*

 qH2|q e K} = 1 (16) 

qui signifie simplement que * est de variance 1. 

Remarquons que R peut s'écrire sous la forme : 

R = (1/CKCK.) E {a ,|q' e K'} ; (34) 

V E {II* q " * q I 2|q fi K} 

= E {II* (1/CK) E{* q |q" K}||: K} + 

c J d / C ^ ) * {*Jq"lq» e Kï - *J'q'll2, 

(35) 

En bref, d'après le théorème de Huyghens, l'inertie du nuage de points 
JQ I JQ I 

{* O1TJ 1*3 e K^ f* O 1 TJ étant affecté de la masse unité) par rapport au 
S'q- I q 

point * ^- o-rrji est égale à l'inertie de ce nuage par rapport à son cen-
q' 
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tre de gravité, augmenté du carré (pondéré par la masse totale CR de ce 
nuage) de la distance de : 

J ,a' I * ^ ô ji à ce centre de gravité. 
q I T' 

De (35) l'on déduit que a , et donc R sera minimum si * * est la 
J q 

projection de (1/CR) E {*
 q|q e K} sur l'espace des fonctions ne dëpen-

dans que de J' , , i.e. : 

J' , J J' , 
* q = (1/CK) E {*

 q
o P j

 q |q e K> (36) 
q 

Dans ces conditions, on est ramené â minimiser : 
J J „ J' , 

(CKCK,)"
1 E {II* q - C^1 E {* q oPj q |q" e K}ll2|qeK, q'eK'} (37) R 

Développant R, l'on obtient : 
r n J ' . ï 
q O P T

 q | q - £ K>ll2 

(38) 
CKCR |R = E{( l l* q l l 2 + ( l / C K ) 2 l l E { * q " 0 p q ' | q " e K>ll 2 

q» 

-(2/C.J < * q, E{* q" 0p T
 q,|q" e K}>)|qeK, q'ek'} 
q" 

En tenant compte du fait que : 
J J I I J ' I J J* i J „ J ' . 

<* q , * q oP j
 q > = < * q o P j

 q ' * q ^ q » < 3 9 > 

q" q q" 

puisque * q - * «Pj est orthogonal à l'espace des fonctions ne dé-
q V J V 

pendant que de J' , , donc à * n 0p T , il vient d'après (16) : 
i q" 

R - 1 - (1/¾.) mzlv\p'*' |q e K}|i2|q' e K'} (40) . 
q 

Minimiser R sous la condition (16) est donc équivalent à maximiser 
la quantité : 

R, = (1/CK CK- } Z{IIZ{* qoPj q'l<3 e K}ll2|q' e K'} = 0(*
J, *J) (41) 

q 

sous la condition : 

(1/C_) 2 {II* ̂ lla|q c K} = n(*
J, *J) = 1 (42) 

* est donc vecteur propre de la transition : 

Or l'on a, vq, q1 £ K : 
J' » J' n 

a = Z {p q x p q op,. |q" e K'1/C^C,., (43) 
q q' q q' q" 

n.., = (1/¾) p, (j) 63' (44) 

" K Jq(j) D 

d'où l'on déduit : 

T J ' J 
WJ9'- E {Pj q"0Pj?'„l<ï" ' K'}/CKCK' <45> 
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d'où l'on déduit : 

Ja J,a» Jcr' T 
(1/CKCK,) E {*

 q o P j
 q oPj? |q e K, q" e K'} = y*Jq' (46) 
q q" 

On retrouve bien la première équation (6) avec y = X, ce qui prouve 

que * est bien facteur de k__, , ce facteur étant de variance 1 d'a-

près (16) . La comparaison de (36) qui fournit * et de (4) montre bien 

que * est le facteur de variance la valeur propre, associé à * . 

n.b. Si * est associé à la valeur propre X, Rj vaut X, et donc la 
quantité R minimisée vaut 1 - X. 

4. Ph.oph.lete.* zxttiemale,* du table.au de. Butit. 

L Ja Nous avons déjà vu que les facteurs * = { * q | q e Q } d u tableau de 
Burt rendent extrémales, sous la condition de normalisation (20),la quan
tité T définie par (19) , et la quantité R qui s'écrit dans ce cas parti
culier. 

J _ J I x 
R = (1/C») E {||* q

0TT* - * q
 0TT* J|

2|q, q' e Q} ( 4 ? ) 

Si Si 

Nous inspirant d'une idée de Caroll, reprise par Saporta (*), nous 
allons donner une autre caractérisation des facteurs. 

Nous allons chercher les fonctions * , {* q|q e Q} telles que soit 
minimale la quantité : 

U = E (al!*1 - * q o ^ ll2|q e Q} (48) 
q q 

(où les a sont des coefficients de pondération positifs connus), sous 

la condition de normalisation : 

II*1!!2 = 1 (49) 

Jcr i 
* q07T doit donc être la projection de * sur l'espace W des fonctions 

q q 

ne dépendant que de J : 

* <* I = *Io(A ) ^ (50) 
uq ^ - 1 

(A ) x désignant l'opérateur de projection sur W .(48) s'écrit compte 

tenu du théorème de Pythagore et de (49) : 

U = E {aJq fi Q} - E (a ll*Io(A )^ll2|q e Q} 
si si q •*• 

= E {ag|q e Q} - E {ag < *
X, * T

0 (A )* > |q e Q} 

(51) 

Minimiser (51) sous la condition (49) est donc équivalent à maximi
ser : 

V = E {a < * X, * I
0(A ) X > |q fi Q} 

(*) Saporta se place dans un espace à E {card J \q e Q} dimensions, 

alors que nous nous plaçons dans un espace à -n {card J \q e Q} 
dimensions. 4 

http://Ph.oph.lete.*
http://table.au
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avec II*1!!2 = 1 (52) 

d'où l'on déduit immédiatement que * est le vecteur propre associé à 

la plus grande valeur propre de E {a (A )T|q e Q) : 
si q •*• 

E {aq *
I
0(Aq)^|q e Q} = y*

1 (53) 

soit d'après (50) : 

Jn T T 

Z {a * q0TTj |q fi Q} = y* (54) 
H q 

d'où l'on déduit en projetant la relation (54) sur W , et compte tenu 
de (50) : q 

E {a , * q o P j
q |q* e Q} = y* q (55) 

H q' 
L'on retrouve si les a sont égaux et de somme 1, (a = 1/C0) l'êqua-

Sl Si >s 

tion (7) des facteurs du tableau de Burt k avec y = /x". 

5. Etude, du ca* où II y a Indépendance, dan* chacun de.* deux gtioupe.* 
K e.t K' . " 

Dans ce cas, on a : 

yq, q' e K : p = p © p ? (56) 
q q' q q' 

Les espaces {W |q e K} se coupent orthogonalement suivant la droite 

des constantes, ce qui revient à dire que les sous-espaces W _ orthogo-
q 

naux è la droite des constantes sont orthogonaux entre eux. 

(57) 
Posons W- = ® {W J q e K} 

W = W-(£> {Xô1!* e R} 

W est l'espace engendré par les {W |q e K}. 

Posons également : 
J 

* = E {* qoTTj |q e K} (58) 

J Ja q 

où * = {* |q e K} est une fonction sur J. 
Si on se limite aux fonctions de moyenne nulle * est un élément de 

J 
W- dont la composante sur W est * q0iTT . 

H q 
On a de même : 

v (qi q1) e K' :Pj. j» = Pj- © P J - <59> 
q q' q q' 

Les espaces { W J q e K'}, (W étant l'espace des fonctions sur I ne 
si q 

dépendant que de J' ) , se coupent orthogonalement suivant la droite des 
constantes. 

On posera de même : 
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W-' =<£) (W |q e K'} 

W = W-' © {XÔ^X e R} 

*'1 = E {* qo7r^, |q e K'} 

(60) 

où * = {* q|q e K'} est une fonction sur J*. Se limitant aux fonc

tions de moyenne nulle, *' est un élément de W- ' dont la composante 

J' 
sur W' est * q-

q
 TT1 

J J ' 

Si ces fonctions * et * sont des facteurs non triviaux (i.e. des 

facteurs non constants de moyenne nulle) du sous tableau k , , ils vé

rifient les équations (4), et l'on a, en posant : 
A i = E { ( v ï | q € Kî 

A'l = Z { ( Aq )li q € K M 

(1/CK,) *'
Z
0A^ = /X *

X 

(1/CK) *
I
0A'j = /X * .1 

(61) 

(62) 

Se limitant aux fonctions de moyenne nulle, A_ (resp. A ' ) est d'a

près (57) (resp. (60)) l'opérateur de projection sur W- (resp. W - ) (*) . 

L'on déduit alors de (62) que l'analyse de correspondance du tableau 

k T J I est équivalente à l'étude de la figure formée par les deux sous 

espaces W- et W-' (ou W et W ) . 

De (62) l'on déduit que : 

„1 
* I O A ' J O A J = X CRCK, . 

*,1:OAJOA'J = X C KC R 1 * 

On a donc : 

x < i/cKcK, (**) 

J 
(63) 

(64) 

puisque X CVCV% n'est autre que le carré du cosinus entre * et * ,1 

(*) L'opérateur de projection sur W s'écrit : 

E i(Aq)j\q fi K} - (CK - l) Ô
J ® P j 

sa restriction aux fonctions de moyenne nulle étant : 

AI " Z {(A
q)i\Q

 e R} ï °n a» bien sur, une propriété analogue 
pour l'opérateur de projection sur W. 

(**) Cette inégalité peut s'établir directement sans passer par l'étude 
de W et W3 par des considérations de norme. 
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5.Ï. lien avec V analy*e du tableau de. Buttt total fe. . 

On suppose ici que (K, K') est une partition de Q et donc (J, J') 
une partition de L. 

L'on sait que l'étude de la position de deux sous espaces vectoriels 
peut se ramener à la diagonalisation de la somme des deux projecteurs 
sur les sous espaces considérés. Cela revient en fait à remplacer deux 
directions canoniques associées par leurs bissectrices intérieure et 
extérieure. 

T J ' 

On a en effet d'après (62), en remarquant que si * et * sont des 

facteurs de variance 1, les fonctions * et * * respectivement définies 

par (58) et (60) sont de variance Cv et C„, : 
* I

 + e*'
1 

^ ^ ' 

(AÏ + A'ï) = * I e*'1 

1/¾ /¾.] 
où e peut prendre les valeurs 1 ou - 1. 

(1 + e /XCKCK.) 

On est donc ramené en se limitant aux fonctions de moyenne nulle à 
diagonaliser : 

A* + A»* = E{(Ag)*|q £ K U K'} = E{(Ag)*|q e Q}; 

Or c'est justement ce que l'on faisait dans l'analyse du tableau de 
Burt total kLL (cf. § 4). 

Donc, si les questions dans chaque groupe sont indépendantes, l'ana

lyse des correspondances du tableau k , est équivalente à l'analyse du 

tableau de Burt total kj y Jt , j y Jt = K ^ . 

n.b. Si (K, K') ne constitue pas une partition de Q, et si M désigne 
l'union disjointe de J et J', l'analyse des correspondances de 
k,,, est équivalente à l'analyse des correspondances du tableau de 
JJ ^ 
Burt k.,*,. Notons que l'on aurait pu obtenir directement ce résultat, 

MM 
sans passer par l'analyse canonique de W et W , à partir des for
mules (4), (7) (cette dernière étant écrite pour le tableau k^) , 
(56) et (59), et compte tenu du fait que les facteurs non triviaux 
sont de moyenne nulle* sur chaque ensemble J ou Jfg-

5.2. Etude d'un ca* paJitlculleh. [cate.goh.lcal conjoint Uea*uttement) . 

On suppose que C.., = 1, et que l'on a un modèle d'analyse de variance 

à C facteurs, additif et sans interaction, où tout CR uple de modalités 

(jj , J 2 f « , l q ' .--,JC ) (3q e
 J
q>

 e s t obtenu une fois et une seule. 

A chacun de ces Cv uples est associé le résultat d'une variable quali-

tative dont les modalités constituent l'ensemble J', et l'on désire ex

pliquer cette variable à partir des CR facteurs précédents. 

Pour expliquer cette variable, J. D. CARROLL propose de faire l'étude 
simultanée de la position des deux sous espaces W- et W . 

Chaque C„ uple étant obtenu une fois et une seule, on est dans le 
cas où : 

v q, q' € K, q ^ q' = Pj j , = Pj ® Pj 
q q' q q' 

http://cate.goh.lcal


[Extr. Fac] 159 

puisque si C désigne le cardinal de J , on a : 

Pj (J> = 1/Ca S i j e Jq 

q M I 

Pj J ,(j' j , ) = 1/CqCq' S i j Ê Jq' j' € Jq' ' (q * q M 

L'analyse canonique précédente est donc équivalente (puisque C , = 1) 

à l'analyse des correspondances du tableau k , , ou du tableau de Burt 

kLL" 

rielle des correspondances sont donc inférieures ou égales à 1/C„ , les 

é 

Cv fois les valeurs propres obtenues par l'analyse factorielle des cor-

Ayant C.., = 1, les valeurs propres non triviales de l'analyse facto-
K 

elle des correspondances sont donc inférieures ou égales à 1/C„ , les 

valeurs propres obtenues lors de l'étude simultanée de w" et W'~ étant 

C„ fois les v 

respondances. 
e 

6. Etude dan* R e*pace de* *ujet* (*) 
Dans l'espace des sujets ayant répondu au questionnaire, nous dë-

c 
signerons par x. la fonction indicatrice de la modalité j de q(j) : 

V s e S : x? = 1 si le sujet s a répondu j à la question q(j), 

sinon x. = 0. 

On a alors : 

V q e Q : l <xj|j e Jg) = 6
S 

où <5S est la fonction constante et égale à 1. 

Nous désignerons par W l'espace engendré par les tx. |j e J K 

Nous supposerons S muni de la mesure uniforme pq : 

V s c S : ps = 1/Card S 
S ' 
R est alors muni de la norme pg : 

ll*SH2 = E {ps(*
S)2|s e S} = (1/Card S) E {(*

S)2|s e S} 
s 

Les espaces W se coupant suivant la droite des constantes, nous dé

signerons par W _ le sous espace des fonctions de W de moyenne nulle. 

J 
Une fonction * q = { * ^ | j e J } peut alors être considérée comme un 

élément de W . Il suffit de poser : 

On a alors : 

S S 
pq ' V ' P 

* a = E {*
J x*|j e J } = * qox; 

q D q Jq 

< *^ , *jj. > „ « E {*j *jI <Xj,Xj,> |j e Jg , j
1 e Jg, } 

or : 

<x!? , x^,> - E{x? x?,|s e S}/Card S = p (j,j'), si jeJ , j'eJ-, 
J J ^s J -1 q q 1 si Si 

(*) Nous désignerons par S l'ensemble des sujets ayant répondu au ques
tionnaire. 
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On en dédui t que : 

c e J ~ J ~ J ~< J ~« J - J 

^ . S „S . ^ „ q q q - q 
< », . v > PS = < ^ q ° ^ • * - J , . ' Pj , , 

q q 

où si q = q', Pj j n'est autre que la mesure Pj portée sur la diagona-

le de J x J . q q q 

q q 
s s 

D'après (10) et (11), on obtient comme produit scalaire <* , * a i
>
D 

z J q q PS 
la même quantité que lorsqu'on se plaçait dans R , et que * q était 

J z 
considéré comme une fonction * OT-T sur I. 

Jq z 
Il en résulte que toutes les propriétés extrémales trouvées dans R , 

g 
se transposent immédiatement dans R . 
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