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DÉNOMBREMENT DE CERTAINES APPLICATIONS MULTIVOQUES 
ET ÉTUDE D'UNE CLASSE DE PROBLÈMES D'ECHANTILLONNAGE 
APPARENTÉS AU PROBLÈME DIT DU COLLECTEUR DE COUPONS 

Yves POUPARD 

Le thème principal de l'article est l'étude des problèmes de calcul des 
probabilités que l'on peut rencontrer lorsque l'on se propose de recouvrir 
dans une proportion donnée une partie spécifiée d'un ensemble au moyen 
d'échantillons de taille fixée constitués au hasard. 

Ces problèmes, généralisant celui qui est souvent désigné sous le nom 
de "problème du collecteur de coupons" (collector's problem) et qui cor
respond au cas particulier où les échantillons sont des singletons, sont traités 
dans la section IL 

Dans la section I, paragraphes 1 à 3, on expose les méthodes combi-
natoires nécessaires à ce traitement et l'on établit les formules énumératives 
correspondantes. Au paragraphe 2, on est conduit à introduire des nombres 
qui constituent une extension des nombres de Stirling. 

Au cours des paragraphes 4 à 6, on poursuit l'étude de ces nombres en 
examinant comment se transposent, en ce qui les concerne, les propriétés 
classiques des nombres de Stirling. 

Les paragraphes 7 et 8 sont consacrés à quelques problèmes de dé
nombrement voisins des précédents. 
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PRELIMINAIRES 

Conformément à la notation dite "de Vandermonde", k étant un entier 
positif, nous désignons par (x)k le polynôme factoriel en x d'ordre k , 
c'est-à-dire le produit de k facteurs décroissants d'unité en unité à partir de x : 

k 
(x)k = 11 ( * - / + 1), 

1=1 

et nous posons, par convention : (x)Q = 1. 

Si F est une fonction numérique d'une variable réelle x, nous appelons 
différence finie d'ordre 1 de F (x) et nous notons AF (x) ou A*F (x) la dif
férence F (x -f 1 ) — F (x) : 

A ^ O c ) = AF(x) = F{x + 1) - F ( x ) , 

et pour tout entier / > 2, nous appelons différence finie d'ordre / de F (x ) 
et nous notons AlF (x) la différence finie d'ordre 1 de 'A 7 - 1 F (x) : 

AlF(x) = A [ A / _ 1 ^ (x) ] . 

Enfin, nous convenons de poser A°F {x) = F (x). 

Ainsi, pour tout entier naturel /, on a l'égalité : 

AlF(x)= tc-iy-'' C(F{x +/). 

En particulier, pour x = 0, on a : 

( A ' F C * ) ) ^ = t ( - D ' - 'C /FC/ ) , 
7 = 0 

soit encore (en posant / = / — / ) : 

( A ' F U ) ) ^ = £ ( _ iy cÎF(l-i). 
i=0 

Lorsque une différence finie sera prise par rapport à une variable autre 
que x, le nom de cette variable sera indiquée en indice inférieur après le 
symbole A. 

Ainsi : AF (x , y) = F (x 4- 1 , y) - F (x , y), 

mais : AyF {x ,y) = F(x , y + 1) — F (x , y). 
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Nous rappelons les quelques résultats suivants, que nous aurons à utiliser : 

1/ Si F Oc) est un polynôme en x de degré n, AF (x) est un polynôme 
en x de degré n — 1 et plus généralement, pour tout entier / de 1 à n, A1 F(x) 
est un polynôme en x de degré n — / ; en particulier AnF (x) est une cons
tante et par suite, pour tout entier / > n, on a A1 F (x) = 0. 

2/ On a : A [(x)k]= k (x)k_x. 

Plus généralement, pour tout entier / de 1 à k, on a : 

Az [(x)k]= (k\ . 

En particulier on a : 

Ak l(x)k] = kl 

et par suite, pour tout entier / > k, on a A1 [(x)k] = 0. 

Il en résulte que : 

. , ( 0 pour k / 
(A'[(x)k])x = 0=

 P 

( / ! pour k = l 

3/ De même, pour tout entier / de 1 à k, on a : 

Al[(c + x)k] = (k\ (c 

4/ Si k, p et x sont des entiers non-négatifs, on a : 

et plus généralement, pour tout entier naturel /, on a : 

Il est à noter que ces relations restent valides pour k < l en raison des 
conventions habituelles selon lesquelles on pose: 

C°n = 1 et C = 0 pour n > 0 et m < 0. 

5/ Si x t {c , c — 1}, on a : 

* f— ]-r±r-
[c - x J (c - x ) 2 
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et plus généralement, pour tout entier naturel /, 

si x 4 { c — i\ i entier ; 0 < / < / } , on a : 

[(c - x \ J (c ~x)l+1 

u r 1 1 / ! 

et par suite : A = • 
l c - x \ (c-x)j+1 

6/ Pour tout entier naturel /, si x 4 {c ~~ i\ i entier ; 0 < / < / } , on a : 

A' r _ L _ J = _ ! i - i _! . 
l(c - x)2] (c - x ) m H 0 c - x - i 

Cette formule, triviale pour / = 0, peut se démontrer facilement par 
récurrence. 

7/ Pour tout entier naturel /, si x 4 {c — i\ i entier ; 0 < / < / } , on a : 

l(c-x)3\ ( c - x ) J + 1 [ko (c-x-i? yko c - x - i . 

Comme la précédente, cette formule, triviale pour / = 0, peut se dé
montrer facilement par récurrence. 
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SECTION I 

DEFINITION ET DENOMBREMENT DE CERTAINES APPLICATIONS 
MULTIVOQUES. 

Soient D un ensemble dit ensemble de départ, de cardinale, 
A un ensemble dit ensemble d'arrivée, de cardinale, 
et a un entier positif. 

1. DEFINITION ET DENOMBREMENT DES a-APPLICATIONS. 

1.1 Définition des a-applications — Image d'un élément - Image de l'ensemble 
de départ. 

Nous appelons a-application de l'ensemble de départ D dans l'ensem
ble d'arrivée A toute relation binaire définie sur le produit cartésien D x A 
qui est telle que chaque élément de D soit en relation avec exactement a élé
ments de A. 

Cette définition implique que l'entier a soit au plus égal au cardinal a de 
l'ensemble A. 

Pour a égal à 1, la notion d'a-application se confond avec celle d'ap
plication. 

Une a-application de D dans A étant donnée, nous appelons image d'un 
élément de D le sous-ensemble de A constitué des a éléments de A qui sont 
en relation avec cet élément, et nous appelons image de l'ensemble D la réu
nion des images des d éléments de D. 

1.2 Dénombrement des a-applications. 

Le nombre des a-applications de D dans A ne dépend évidemment que 
des entiers a, d et a et non de la nature des éléments de D et de A. Aussi 
pouvons-nous désigner ce nombre par Qa (d9 a). 

Compte tenu de ce que l'existence d'une a-application de D dans A 
implique que l'on ait a < a, nous pouvons déjà écrire : 

(d, a) = 0 pour a < oc [Q-0] 

Il ne reste à considérer que le cas où l'on a : a > a. On vérifie aisément 
qu'alors on a la relation : 
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Qa(d,a) = (C?7~] [Q] 

En effet, pour définir une a-application de D dans A, il suffit de choisir 
successivement l'image de chacun des d éléments de D. Ces d choix successifs 
sont indépendants et chacun d'eux peut s'effectuer de C a

a manières distinctes. 
Nous pouvons remarquer qu'en particulier, pour a = a, on obtient : 

G« (<*,<*)= 1 [Q-l] 

Nous pouvons remarquer aussi que la relation [Q] reste formellement 
exacte dans le cas où l'on a : a <OL, puisque l'on sait que pour a < a, on a 
c: = o. 

2. DEFINITION ET DENOMBREMENT DES «-APPLICATIONS COU
VRANTES. 

2.1 Définition des a-applications couvrantes. 

Nous disons qu'une a-application de l'ensemble de départ D dans 
l'ensemble d'arrivée A est couvrante si tout élément de A est en relation avec 
au moins un élément de D. 

En d'autres termes, une a-application de D dans A est couvrante 
si l'image de l'ensemble D est l'ensemble A lui-même. 

Cette définition implique que le produit ad soit au moins égal à a . 
Pour a égal à 1, la notion d'a-application couvrante se confond avec celle 

d'application surjective. 

2.2 Dénombrement des a-applications couvrantes. 

Comme celui des a-applications quelconques de D dans A, le nombre 
des a-applications couvrantes de D dans A ne dépend évidemment que des 
entiers a, d et a et non de la nature des éléments de D et de A. Aussi pouvons-
nous désigner ce nombre par Sa (d, a). 

Compte tenu de ce que l'existence d'une a-application de D dans A, 
et a fortiori celle d'une a-application couvrante, implique que l'on ait a < a, 
nous pouvons d'abord écrire : 

S ,

Œ(d,fl) = 0 p o u r a < a [S-01] 

Compte tenu de ce que l'existence d'une a-application couvrante de 
D dans A implique aussi que l'on ait ad > a, nous pouvons ensuite écrire : 

Sa (d, a) = 0 pour a > ad [5-02] 
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Il ne resterait donc à considérer que le cas où l'on a à la fois a > a et 
a < ad. 

En fait, dans la suite de ce sous-paragraphe, nous supposerons seulement 
que l'on a : a > a, sans supposer en outre a < ad, et nous allons démontrer la 
relation : 

Pour a > a,Sa (d, a) =Y ( " D ' C[ (Ca% ) d [S ] 
1 = 0 

Toute a-application de D dans A peut être considérée comme une 
a-application couvrante de D dans un sous-ensemble de A, à savoir le sous-
ensemble de A qui est l'image de l'ensemble D. 

En considérant la partition de l'ensemble des a-applications de D dans 
A obtenue en rangeant dans une même classe toutes les a-applications pour 
lesquelles le cardinal de l'image de D a une même valeur i 

[a < / < min (a , ad)], 

on obtient la relation : 

min (a,ad) 

Qa{d,a)= V CÎSa(d,i) IQ^S] 
i=a 

En effet, pour définir une a-application de D dans A pour laquelle le 
cardinal de l'image de D est égal à /, il suffit de choisir un sous-ensemble / 
de A de cardinal /, ce qui peut se faire de Cl

a manières distinctes, puis de 
définir une a-application couvrante de D dans / , ce qui peut se faire de 
Sa (d, i) manières distinctes. 

Compte tenu de ce que l'on a Sa (d ,i) = 0 pour / > ad, la. relation 
IQ *~ ̂ ] peut encore s'écrire ; 

Qa(d,a)= £ Ca Sa{d,ï) [Q <- S1] 
i=a 

De la relation [Q donnant l'expression du nombre Qa (d,a)en 
fonction des a — a 4- 1 nombres Sa (d, a), Sa (d, a + 1 ) , . . . , Sa (d, a), 
on déduit la relation [S+-Q'] donnant inversement l'expression du nombre 
Sa (d, a) en fonction des a - a + 1 nombres Qa (d, a), Qa (d, a + 1), . . ., 
Qa (d,a) : 

S0l(d,a) = t (-1)*-' CiQa(dJ) [S^Q'] 
j=OL 
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En posant i — a — ì et compte tenu de l'égalité Cj = C^~7, la relation 
[S*-Q'] peut encore s'écrire : 

a—a 
Sa(dfa) = yd ( - 1 ) ' Cl

a Qa (d,a-i) [S^Q] 
1=0 

La relation [S] se déduit de la relation [S+-Q] en y remplaçant les 
nombres Qa (d, a — i) par leurs expressions analytiques (C^- ) d 

Remarques : 

1. Pour a = a, on a évidemment, comme le confirme la relation [S]: 

Sa(d,a) = \ [5-1] 

2. Compte tenu de la relation [5-02], la relation [5 ] donne l'identité : 

Pour a > ad, Y ( - 1Y Cl (C^f = 0 [A-0] 

1=0 
3. Compte tenu de ce que l'on a C^_t = 0 pour a >a — /, c'est-à-dire 

pour / > a — a, la relation [S ] peut encore s'écrire : 

Sa(d,a)=Y ( - H' Ca [5'] 
/=0 

Cette relation [£'] reste formellement exacte dans le cas où l'on a : 
a < a puisque pour tout entier naturel i, on a alors C£_f. = 0. 

3. LES a-APPLI CATIONS PARTIELLEMENT COUVRANTES. 

Soit C un sous-ensemble spécifié de cardinal c de l'ensemble d'arrivée A 
(0 < c < a). 

Nous disons qu'une a-application de D dans A est C-couvrante si tout 
élément de C appartient à l'image de D pour cette application a-application. 

Notons que cette notion d'a-application C-couvrante se confond dans le 
cas particulier où C est l'ensemble vide (c = 0) avec celle d'a-application 
quelconque et dans le cas particulier où C est l'ensemble A lui-même (c = a) 
avec celle d'a-application couvrante. 

Désignons par 7 r a (d, a, c) le nombre des a-applications C-couvrantes 
de D dans A. 

Pour a < a ou pour c > ad, on a évidemment 7r a (d, a, c) = 0. 

Pour a < a et ad> c, nous allons établir les trois relations ci-après : 
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min (a, ad) 

na(d,a,c) = £ C£sa(d,i) [»r«-S] 

i=maxfafc) 

min (c,a—a) 

*a(d,a,c)= ^ (- ly CÌ Qa (d,a-j) [n^Q] 
7 = 0 

7rci(d,a,c)=Ìd ( " D ; (C^L,)* [7T] 
7 = 0 

La relation [7r «- S] s'obtient en considérant la partition de l'ensemble 
des a-applications C-couvrantes de D dans A obtenue en rangeant dans 
une même classe de la partition toutes les a-applications C-couvrantes pour 
lesquelles^ le cardinal de l'image de D a une même valeur / et en remarquant 
que C est alors nécessairement un sous-ensemble de cette image de D (par 
suite on a : / > max (a , c).) 

En raison de la convention habituelle selon laquelle on pose C™ = 0 
pour n > 0 et m < 0 et de ce que l'on a Sa (d, i) = 0 pour i > ad, la 
relation [7T S] peut encore s'écrire : 

jra(d,a,c)=y C^Sa(d,i) [ir<-S'] 

La relation [ir +-Q] se déduit de [n en utilisant les deux égalités : 

mm(c,a—i) 

;'=o 

£ Cj_f Sa (d ,i) = Qa(d,a- j) (d'après [Q <- 5']), 

qui permettent d'écrire successivement, à partir de [tt *~S'] : 

a min (c,a—i) 

F=a V 7 = 0 ' 

min(c,a—a) / a— j x 

= 1 (-iyc>(YcliSa(d,i)) 
/ = 0 i= a 



12 

min (c,a—oi) 

\(d,a,c)= X (-iy'CJQa (d,a-j). 
i=o 

(La première des deux égalités utilisées : 

mm(c.a-4 ) 

7 = 0 

peut se démontrer comme suit : 

min (c,a—i) 

= 2 ( - O y Cc' CaL;- car pour / > a - i, on a CjL, =0). 
7 = 0 

Enfin, la relation [n] se déduit de [ir+- Q] en remplaçant Qa (d, a — j ) 
par son expression analytique (Ç^- ) d et en utilisant le fait que pour j>a — a , 
on a C,", = 0. 

Il est à noter que la relation [n] reste valide pour a < a ou pour c > ad. 

En effet, pour a < a ou pour c > ad, on a : 

J ( - 1 / (C^.f = 0. 
7 = 0 

(Pour a < a , cette égalité résulte évidemment de ce que l'on a alors 
c 

C*_j = 0 et pour c > ad, elle résulte de ce que l'expression ]T (— \)J Ct(Ca*j) 
7 = 0 

est la valeur pour x = 0 de la différence finie d'ordre c (par rapport à x) 
Ua-c +x)aY 

de 1 expression qui est un polynôme de degré ad en x). 
L a ! J 

On peut vérifier aussi que chacune des trois relations [n +-S], [ir «- Q] et 
[7r] montre que, comme il se doit, on a : 

L\(d,a,0) = Qa(d,a) [Q<-ir] 
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Notons encore que, / désignant un entier compris entre 0 et c, on a la 
relation : 

£ c£? \ (d,a-c + k,k)=ira (d.a.f) [ff<~ir] 
k=f 

Pour s'en assurer, il suffit de considérer un sous-ensemble spécifié F, 
de cardinal / , du sous-ensemble C de A (0 < / < c) et de répartir les a-applica
tions F-couvrantes de D dans A selon les valeurs k du cardinal de l'inter
section de l'image de D avec C. 

Compte tenu de la relation [tt], la relation [ir^ir] conduit à l'identité : 

£ c ^ \ î ( - D'' C* (C£^„f 1 = v (- iy C> (C,. )d 

k=f li-o J / = 0 

[L'établissement direct de cette identité nécessite une suite assez longue 
de calculs. 

On peut d'abord écrire : 

k=f \i=0 J 

= É Cg \ î ( - D M Cfc< ( C ^ )dl (avec / = * - / ) 

= Ì ( - D'f î ( - D k c[ 1 ( C ^ + I y , 

puis : 

É ( - D* C% Cl 
k=mzK(f,l) 

= £ ( - l ) f c c £ / (car Ci = 0 pour * < / ) 

= ( - D / + " C"c_f C'f+U (avec u = k - f) 
u = 0 

= (- i ) c ?(- i ) r c - / > - u c c i / c; + „ 
w = 0 
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= ( -D c I (-i)'c-f>-" c^.f cf'+u 

u=0 

= (- \y (A<-f [c;+x])x=0 

= (- Dc cl

f-
<c-fl = (- d c c;~', 

et enfin, compte tenu de ce qui précède : 

É ( - D ' [ É ( - n * ck~} c'Ac^f 
l=o l k=max(f,l) 

= î ( - i r ' c - ' c c ^ , ) " 
/ = 0 

= i ( " O ' C ' C / (avec/ = c - / ) 

= £ (-iyç'(C_ 7.)
d 

7 = 0 

(car qf' = O p o u r / > / ) ] 

Il peut être intéressant, à l'usage du calcul des probabilités, de déter
miner le nombre, que nous noterons Fa (d, a , c , k), des a-applications de 
D dans A qui sont telles que le cardinal de l'intersection de l'image de D 
et du sous-ensemble spécifié C de A soit égal à k (0 < k < c). 

Pour k 4- a — c < a (c'est-à-dire pour k < a — a + c) ou pour k > ad , 
on a évidemment : 1̂  (d, a , c , k) = 0. 

Et pour max (0, a — a + c) < k < min (c, ad), on s'assure facilement que 
l'on a : 

i ; ( ^ t f , C , f c ) = C c * 7 T a ( d . f l - C + fc, k) [ r ^ T r ] 

soit, compte tenu de [n] : 

rtt <</,*,<•,*) = cc* v ( - 1 ) / d (C«_c+k_f)
d, 

7=0 

soit encore, en posant / = k — j : 

ra (d, a , c, k) = C* | ( - 1 )*-' C'k ( C a % + / ) d [ n 
/ = 0 
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Il est à noter que la relation [T] reste valide pour k < a — a + c ou 
pour k > ad. 

En effet, pour k<a — a + c ou pour k > ad, on a : 

cc

ki ( - l ) * - ' ^ ( C a % + , ) d = 0. 
/ = 0 

(Pour k < a — a + c, cette égalité résulte de ce que l'on a alors C*_c+Î = 0 
k 

et pour k > ad, elle résulte de ce que l'expression Cc

fc £ (— 1 ) k ~ l Cl

k ( C f l ^ + / )
d 

/=o 
est la valeur pour x = 0 de la différence finie d'ordre k (par rapport à x) de 

[(a — c + x) ~\d 

- qui est un polynôme de degré ad en x). 
a ! J 

On peut vérifier aussi que, comme il se doit, on a : 

/ r (d, a, c, 0) = Qa (d,a-c) (pour a > c) 

\ ra (d,a,c9c) = ira (d,a,c) [tt^T] 

I min( c,ottf ) c 
£ Ç ( d , a , c , * ) = 2 T a (d,a,c,k) = Qa (d,a) 

\ fc^max (0,a—a+c) fc=0 

[ f i - r ] 
Il peut aussi être intéressant de considérer le nombre, que nous noterons 

2 a (d, a , c , m) des a-applications de D dans A qui sont telles que le cardinal 
de l'intersection de l'image de D et du sous-ensemble spécifié C de A soit 
au moins égal à m (0 < m < c). 

On peut remarquer que, pour m < max (0 , a — a 4- c), on a : 

%a (d, a, c , m) = Qa (d, a), 

et que pour m > min (c, ad), on a : 

Z a (<2, a, c, m) = 0. 

Compte tenu du fait que l'on a T (d, a , c , k) = 0 pour < a — a + c 
et pour k > ad, on peut toujours écrire : 

2 a (d,a,c,m)= f T a (d, a , c , k) [Z T ] 
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soit en particulier, pour m = 0 : 

Z a ( d . f l , c , 0 ) = f ra(d,a,c,k) = Q0l(d,a) [Q<-2] 

et pour m = c : 

2ct(d,a,c,c) = TCL(d,a,c,c) = irûl(d,a,c) [tt <- 2] 

Compte tenu de la relation [T] qui reste encore valide, comme nous 
l'avons noté, pour k <a — a + c et pour k > ac, la relation [2 <-T] 
permet d'écrire : 

S a (d, a , c , m) = V C* [ £ ( - 1 )*~< c£ ( C a % + 7 ) d 1 

* = m L ' = 0 J 
ou, en permutant l'ordre des sommations par rapport à A; et par rapport 
à / : 

Z a (rf, a, c , m) = £ ( - D'I" £ (- l)k Ck

c Cl ](C?_c+lf [2] 

¿=0 |_fc=max(m ,0 J 

Pour m > 1, on peut aussi écrire : 

m—l 

S a (d, a, c , m) = £ ( - 1 y""' C'c C
c~^ ( C ^ + , )" + <C« )" [S'] 

/ = 0 

ou encore : 

m—1 1 

2 a {d, a, c, m) = mCc

m £ ( - l ) » ^ ç U —— ( C + ( )
d + 

1=0 c 1 

[2"] 

La relation [2'] se déduit de [S] en remarquant que l'on a : 

cc

k cl

k = cj c£ 
puisque, pour / < m — 1, on peut écrire successivement : 

£ ( - D f c c t 7 ' = t ( - i ) * c £ * 
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= ( - D ' I ( - i i d e _ , 

i—m—l 

= ( - 1)' (- i)m-' c p S 1 

= ( - D m c ™ l t 

tandis que, pour / > m, on peut écrire : 

£ ( - n * = t ( - 1 ) * 
fc=max(m,/) k=l 

= ( - d ' 5 /
 e n ' e t , 

7 = 0 

( 0 pour / < C 
= ( " 1/ (1 ~ 1)°-' = 

( ( — 1Y pour / = c 

Quant à la relation [ 2 " ] , elle se déduit de [2 ' ] en remarquant que l'on a : 
yyi 

pl pc—m — ______ r^vn s-il 

c — l c w _ 1 

Il convient enfin de noter que les relations [ 2 ] , [ 2 ' ] et [ 2 " ] restent encore 
valides pour m > ad (et aussi, sous réserve pour [ 2 ' ] et [ 2 " ] que l'on ait 
toujours m > 1, pour m < a - a + c). 

4. RELATION DE RECURRENCE PERMETTANT DE CALCULER DE 
PROCHE EN PROCHE LES NOMBRES Sa (d , a). 

Nous nous proposons d'établir la relation de récurrence portant sur le 
paramètre d et valide pour a > a + 1 et d > 2 écrite ci-dessous : 

Sa(d,a) = C; C J S Œ ( d - l , a - / ) J [S<-S] 

Jointe aux trois relations [S-Ol], [5-1], [5-02'] : 

!

S a (d, a) = 0 pour a < a 

Sa(d,a)= 1 

Sa (1 , a) = 0 pour a > a 

2 
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grâce auxquelles on peut amorcer la récurrence, la relation [S<- S] permet 
de calculer de proche en proche les nombres Sa (d, a). 

A l'occasion de la démonstration de la formule nous allons 
introduire le nombre, que nous noterons S* (d, a), des a-applications cou
vrantes de D dans A pour lesquelles l'image d'un élément spécifié eQ de D 
est un sous-ensemble spécifié AQ, de cardinal a, de l'ensemble A. 

Les nombres Sa (d, a) et S* (d, a) sont liés par la relation : 

Sa(d,a) = Ca

a £ (d,a) [S*-S*\ 

En effet pour définir une a-application couvrante de D dans A on peut, 
après avoir particularisé un élément eQ de D, commencer par choisir le sous-
ensemble AQ, de cardinal a, de A que l'on prend pour image de cet élément 
particularisé eQ, ce qui peut se faire de C" manières distinctes ; ce choix 
effectué, on est ramené au problème consistant à définir une a-application 
couvrante de D dans A qui soit telle que l'élément particularisé eQ ait pour 
image le sous-ensemble AQ choisi, problème qui admet S* (d, a) solutions 
distinctes. 

On a évidemment : 

S* (d,a) = 0 pour a<a [S* 01] 

Sa*(d,a)= 1 [S*-l] 
e t S£ (1 , a) = 0 pour a > a [S*-02'] 

et pour a > a + 1 et d > 2, on a la relation : 

S ;W. f l ) = S Cl Sa (d- 1 ,a-j) [S*^S] 
i=o 

Pour établir cette relation, considérons l'ensemble (3 des a-applications 
couvrantes de D dans A pour lesquelles l'image de l'élément spécifié eQ est 
le sous-ensemble spécifié AQ, et les. sous-ensembles 6 0 , (Ej 6 a de l'en
semble <3 définis comme suit : pour tout / de 0 à a, 6̂  est constitué de celles 
des a-applications appartenant à l'ensemble 6 pour lesquelles le nombre 
des éléments de AQ qui n'appartiennent pas à la réunion des images des d-\ 
éléments de D autres que eQ est égal à /. 

Les sous-ensembles &0 , &x , . . . , &a constituent une pseudo-partition 
de l'ensemble 6. (Ce n'est pas nécessairement une vraie partition cai il se 
peut qu'un ou plusieurs des sous-ensembles <2y. soient vides ; en fait on voit 
que l'on a S. 0 si et seulement si l'on a : 

max [0 , a — a (d — ! ) ] < / < min [a , a — a] ). 
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Par conséquent S* (d, a), cardinal de l'ensemble @, est égal à la somme 
des cardinaux de chacun de ces sous-ensembles. 

Or, pour tout / de 0 à a, le cardinal de est égal à Cj

a Sa (d - 1 , a - /). 

En effet, pour définir une a-application appartenant à on peut d'abord 
choisir un sous-ensemble / , de cardinal /, de AQ, ce qui peut se faire de CJ ma
nières distinctes, puis, ce choix effectué, définir une ce-application couvrante 
de l'ensemble des d-l éléments de D autres que eQ dans le complémentaire 
par rapport à i du sous-ensemble / choisi, ce qui peut se faire de 
Sa (d - 1, a — /) manières distinctes. 

La relation [S*-S] s'obtient évidemment en remplaçant dans [S«-S*], 
S* (d, a) par l'expression donnée par [S* <- S]. 

Remarque : 

La relation [S^-S*] montre que Sa (d,a) est divisible par C* (pour 
a > a) et que le quotient de la division de Sa (d,a) par C" est S* {d, a). 

Par suite, les nombres S* (d, a) pourraient aussi être commodes à consi
dérer comme intermédiaires dans les calculs numériques. 

On déduit immédiatement de la relation [S*-S] que ces nombres 
S*(d,a) satisfont à la relation de récurrence suivante, valide pour a > a + 1 
et d > 2 : 

Sf(dfa) = V da Ca% S*(d-l,a-j) [S*«-S*l 
M* 

Jointe aux trois relations [.S*-01 ] , [S*-\] et [S*-02'] grâce auxquelles 
on peut amorcer la récurrence, cette relation [S* «-S*] permet de calculer 
de proche en proche les nombres S*(dfa). 

Malheureusement, en raison de la présence des facteurs C*_j, le mé
canisme des calculs est un peu plus compliqué que celui auquel conduit l'u
tilisation de la relation [S *-S]. 

5. QUELQUES PROPRIETES ENUMERATIVES DES NOMBRES Qa (d, a) 
ETSa (d, a). 

5.1. 

Qa (d,a) est le nombre de suites (Alt A2,. .. , Ad) de d termes 
Ax, A29 • • • , Ad où pour tout / de 1 à d, Af est un sous-ensemble de cardinal a 
d'un ensemble A de cardinal a. 
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Sa (d, a) est le nombre de celles des suites (Al , A2 , . . . ,Ad) qui satis
font en outre à la condition [A+] : 

[A + ] : Les sous-ensembles Ax fA2 , . . . , Ad de l'ensemble A sont 
tels que tout élément de A appartient à l'un au moins de ces 
sous-ensembles. 

En effet, D désignant ici l'ensemble {1 , 2 , . . . , d} des d premiers entiers 
positifs, en faisant correspondre à toute a-application de D dans A la suite 
{Ax , A2 , . . . , Ad) où, pour tout j de 1 à d, Af est l'image de /, on définit 
une bijection de l'ensemble des a-applications de D dans A dans l'ensemble 
des suites (Ax , A^ , . . . , Ad) dont chaque terme Aj est un sous-ensemble 
de cardinal a de l'ensemble A. 

De plus, aux a-applications couvrantes de D dans A correspondent ainsi 
celles des suites {Al , A2 , . . . Ad) qui satisfont en outre à la condition [A+]. 

5.2. 

Qa (d, a) est le nombre de suites (D1 ,D2 , . . . ,Da) de a termes Dx , 
D2 , . . . , Da satisfaisant aux deux conditions suivantes : 

[D-\] : chaque terme D{ est un sous-ensemble (éventuellement vide) d'un 
ensemble D de cardinal d. 

[D-2] : Les sous-ensembles Dx , D2 , . . . , Da de l'ensemble D sont tels que 
tout élément de D appartient à a termes de la suite (Dx ,D2 , . . .,Da). 

Sa (d,a) est le nombre de celles des suites (D1 ,D2 , . . . ,Da) qui satis
font en outre à la condition [D-3] : 

[D-3] : Aucun des sous-ensembles Dx, D2,. . . , Da n'est vide. 

En effet, A désignant ici l'ensemble {1 , 2 , . . . , a} des a premiers entiers 
positifs, en faisant correspondre à toute a-application de D dans A la suite 
(Dx ,D2 ,. . . , Da ) où, pour tout i de 1 à a, Dt est le sous-ensemble de D 
constitué de ceux des éléments de D dont / appartient à l'image, on définit 
une bijection de l'ensemble des a-applications de D dans A dans l'ensemble 
des suites (Px , D 2 , . . . ,Da) satisfaisant aux conditions [D-l] et [D-2], 

De plus, aux a-applications couvrantes de D dans A correspondent ainsi 
celles des suites (D1 ,D2,...,Da) qui satisfont en outre à la condition 
[D-3]. 

5.3. 

ô a (d, a) est le nombre de suites (o0 , ax,. . . , a a )de« + 1 termes oQ , 
ox ,. . .,oa satisfaisant aux quatre conditions suivantes : 

[a-1 ] . . . Chaque terme of est lui-même une suite (rf> t , ri2 , . . . , r i d ) de d 
termes où chaque terme est un entier naturel : 
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Vie [0 ;a],o, = ( r / f l , r,- 2 , . . . , rid) 

avec riti e N,V/ e [1 ; d], 

[o-2]. . . Tous les termes de la suite oQ sont nuls : 

V/ e [1 ; d],ToJ = 0. 

[a-3] . . . Pour tout / de 1 à a, tout terme de la suite a. est égal, soit au terme 
de même rang de la suite ot_x, soit à ce terme augmenté de un : 

V îe [1 ; a ] , V / e [1 

on a soit Tjj = 7/-i,/ 

soit t u = Tt_hj + 1. 

[a-4] . . . Tous les termes de la suite oa sont égaux à a : 

V/ e [1 ; d],raJ = a. 

Sa(d, a) est le nombre de celles des suites (oQ , a t . . ., oa) qui satisfont 
en outre à la condition [a-5] : 

[a-5] . . . Pour tout / de 1 à a, l'un au moins des d termes de la suite ot est 

supérieur d'une unité au terme de même rang de la suite oi_l • 

Vi e [1 ; a] , 3 / e [1 ; d] tel que TtJ = r f_ 1 ;. + 1. 

En effet, A désignant l'ensemble {1 , 2 , . . . , a} des a premiers entiers 
positifs et D l'ensemble {1 , 2 , . . ,yd} des d premiers entiers positifs, en 
faisant correspondre à toute suite {Dx , D2 , . . . , Da ) satisfaisant aux condi
tions [D-l] et [D-2] la suite (a0 , ol , . . . , aa) satisfaisant aux conditions 
[a-1 ] et [a-2] où pour tout / de 1 à a et tout / de 1 à d, on pose : 

ru = r,._w + 1 sijeDi9  

TU = ri-lJ s i n o n > 

on définit une bijection de l'ensemble des suites {Dx ,D2,. . .., Da) satisfaisant 
aux conditions [D-l] et [D-2] dans l'ensemble des suites (oQ ,ol9...yoa) sa
tisfaisant aux conditions [a-1], [a-2], [a-3] et [a-4]. 

De plus, à celles des suites (Dx ,D2).. . ,Da) qui satisfont en outre à la 
condition [D-3] correspondent ainsi celles des suites (aQ , ox , o a ) qui 
satisfont en outre à la condition [a-5]. 
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5.4. Considérons maintenant les nombres Qa (d, a) et Sa (d, a) respecti
vement définis comme suit : 

Qa (d,a) = (a\)d Qa(d,a) [Q+-Q] 

Sa(d,a) = (a\)d Sa(d.a) [S*-S] 

On vérifie immédiatement que : 

Qa (d, a) est le nombre de manières d'associer à chacun des d termes de 
l'ensemble de départ D une suite de a termes distincts, chacun de ces a termes 
étant l'un des a éléments de l'ensemble d'arrivée A ; 

et que : 

Sa (d, a) est le nombre de manières d'associer à chaque élément de D une suite 
de a termes distincts de A, en procédant de telle sorte que chacun des a élé
ments de A appartienne à l'une au moins des suites ainsi introduites, 

ou encore que : 

Qa (d, a) est le nombre de suites (Ax , A2 ,. . . , Ad) de ûf termes Ax , 
A2, . . . , Ad où pour tout / de 1 à a, le terme est lui-même une suite de a 
termes, dont chacun des termes est l'un des éléments d'un ensemble A de cardi
nal a ; 

et que : 

Sa (oc, a) est le nombre de celles des suites (Ax ,A2 , . . . ,^4 d )qui satisfont 
en outre à la condition : 

les suites (Ax ,A2 , . . . ,Ad) sont telles que tout élément de A appartient à 
l'une au moins de ces suites. 

Dans le paragraphe suivant, nous considérerons aussi le nombre Pa (d, à) 
défini comme suit : 

t w , . , . î ^ » . f ' i ' ^ , r t s 

al al 

Notons seulement pour le moment que pour a = 1 le nombre Px (d, a) 
se confond avec le nombre de Stirling de 2 e m e espèce P (d, a) ou Pa

d , 
nombre de partitions en a classes d'un ensemble de cardinal d. 

6. PROPRIETES ALGEBRIQUES DES NOMBRES Pa (d, a) et Sa (d, a). 

Soit x une variable numérique réelle. Nous nous proposons de dé
montrer les propriétés suivantes : 



23 

1/ Les nombres Pa (d, i) permettent d'exprimer le polynôme [ ( x ) a ]
d 

sous forme de combinaison linéaire de polynômes factoriels (x\ au moyen 
de la relation : 

ad 

=1 P a (dj){x\ [Ari] 
i=a 

2/ Le nombre Sa (d, a) est la valeur, pour x = 0, de la différence 
finie d'ordre a du polynôme : 

[A«( [ (x ) J d ) ] x = = 0 =Sa (d,a) | [A-2] 

Notons d'abord que, puisque l'on a 

S (dta) 

a ! 

et Sa (d,a) = (a\)d Sa (d,a\ 

après division des termes des égalités par (a \ ) d , la relation [A-Ì] peut encore 
s'écrire : 

et la relation [̂ 4-2] : 

Démontrons maintenant la relation [S-^-l]. 

Les deux expressions - et > — (x), étant lune etlautre 
a\ -1 i ! 

un polynôme en x de degré ad, il suffit, pour pouvoir affirmer qu'elles sont 
égales quel que soit x, de vérifier qu'elles sont égales pour ad + 1 valeurs 
distinctes de x. 

Considérons alors de nouveau la relation [Q<~S] valide, rappelons-le, 
pour tout entier a > a : 

min (a, ad ) 

e a w,«)= d c'ttsa(d,i). 
i=a 

Compte tenu de ce que l'on a Ca = 0 pour i > a, cette relation peut 
aussi s'écrire : 

ad 

Qa(d,a)=yiC:Sa(d,i) [Q^S"), 
i=a 
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d 

ou encore, puisque l'on a C* = et Qa (d, a) = (C f l

a ) d = | ^ j : 

La! J i '• 

[ d 

ôT I e t 

a d S (d, i) 
V — (x), sont égaux pour toute valeur entière a de x au moins égale 
. i l 

à a ; par conséquent, ces deux polynômes sont bien égaux pour tout x. 

Démontrons ensuite la relation [S-A-2]. 

La relation [£-^4-1] nous permet d'écrire : 

Compte tenu de ce que l'on a, comme rappelé précédemment : 

( 0 pour i a 

\a ! pour i = a, 

on voit que l'on a : 

A a (\^Y) = ( Sa(d,a) pour a e [a ;ad]. 
^ L a • J ( 0 pour a < a ou pour a > ad, 

La relation [S-A-2] est ainsi établie puisque pour a < a et pour a > ad, 
on a aussi Sa (d, a) = 0. 

On peut encore démontrer la relation [.S-̂ 4-2] sans utiliser la relation 
[S-^-l] mais en utilisant par contre l'égalité déjà rappelée : 

[A1 F(x)]x=0 = 2 ( - I ) ' Ç ' F ( / - / ) . 
/ = 0 

En effet en partant de l'égalité ci-dessus, en y remplaçant / par a et en 

posant F (x) = e t e n tenant compte aussi de la relation [.S"], nous 

pouvons écrire successivement : 
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= t (-i) 'C'(C,)* 
1=0 

7. DEFINITION ET DENOMBREMENT DES a-APPLICATION S INJECTIVES. 

7.1 Définitions et notations. 

Nous disons qu'une a-application de l'ensemble de départ D dans l'en
semble d'arrivée A est injective si tout sous-ensemble de cardinal a de l'en
semble A est l'image d'au plus un élément de l'ensemble D. 

Ainsi l'existence d'une a-application injective de D dans A nécessite 
que l'on ait non seulement a > a, mais aussi d < C". 

Une a-application de D dans A peut être à la fois injective et couvrante. 

L'existence d'une a-application de D dans A qui soit à la fois injective 
et couvrante nécessite que l'on ait a > a, ad > a et d < C a

a. 

Nous désignerons par (d, a) le nombre des a-applications injectives 
de D dans A ((£ (d, a) = 0 pour a < a et pour d> C") et par (d, a) 
le nombre des a-applications injectives et couvrantes de D dans A (S^ (d, a) =0 
pour a < a, pour a> ad et pour d> Ç£). 

7.2 Dénombrement des a-applications injectives. 

A l'aide de considérations analogues à celles développées en 1.2 et 
2.2., on peut démontrer facilement les résultats suivants : 

QI

a(d,a) = (C?)d [Q1] 

1=1 

*'=o 

# ( d . a ) = Y ( - 1 ) ' C.' (C a 1,) d [S7] 
1=0 
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En désignant toujours par Pk

d le nombre de partitions de l'ensemble D 
en k classes et, pour une a-application donnée de D dans A, en considérant 
la partition de D obtenue en rangeant dans une même classe tous les éléments 
de D qui ont même image, on obtient les deux égalités : 

Qa(d,a)= f Pk

d Qi(k,a) [Q+-Q1] 
k = l 

Sa(d,a)= £ Pï Sl(k,a) [S^S1] 
k=l 

7.3 Les a-applications injectives et partiellement couvrantes. 

Soit C un sous-ensemble spécifié de cardinal c de l'ensemble d'arrivée A. 

Si l'on désigne par 7r£ (d, a, c) le nombre des a-applications injectives 
et C-couvrantes de D dans A, par (d, a , c , k) le nombre des a-applications 
injectives de D dans A qui sont telles que le cardinal de l'intersection de 
l'image de D et du sous-ensemble spécifié C soit égal à k et par 2^ (d, a , c , m) 
le nombre des a-applications injectives de D dans A qui sont telles que le car
dinal de l'intersection de l'image de D et du sous-ensemble spécifié C soit 
au moins égal à m, en s'inspirant si besoin des développements de 1.3, 
on démontre immédiatement les résultats suivants : 

^ (d, a, c) = t c £ # W. 0 [*'<-tf] 

i = m a x ( a , c ) 

min (c,a—a) 

ii(d,a,c)= £ (-\Y ^ Q'a (d, a - j) W+'Q1] 

< (d, a, c) = t ( - 1Y c'e (C f l^ )d W] 

ni (d, a, 0) = Q'a (d, a) [Q1*-*1] 

nI

a(d,a,a) = Sl(d,a) [S1 <-**] 

Ta

7 (d ,a, c , k) = C* iriid.a-c + k, k) [V^-ir1] 

l£(d,a.c, k) = Cc

fc t (- 1 )*-' (C_c+,)d [r'] 
/ = 0 
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T* (d, a, c, c) = a£ (d, a, c) [n1 

firJ(d,a,c,k) = QI

a(d,a) [Ql <- r7] 
k=0 

XI

a(d,a,c,m)= £ Ti(d,a,c,k) & 
k—m 

2 £ W . f l . c . 0 ) = <£ ( d , a ) [Q1*-?] 

ZI

a(d,a,c,c) = irI

a(d,a,c) [ v r 7 ^ 7 ] 

et pour m > 1 : 

m—1 

S 7 (d, a, c, m) = 2 ( - 1 ) m _ ' ^ C™x (C^,\ + (Ca

a)d [Z"] 

/ = 0 

ou : 

m—1 1 

Va(d,a,c,m) = mCc

m £ ( - 1 ) " ^ Ç J U , x _ ( C a ^ + , ) d + 
/ = 0 C l 

7.4 Relation de récurrence permettant de calculer de proche en proche 
les nombres S£(d,a). 

Nous nous proposons d'établir la relation de récurrence portant sur le pa
ramètre d et valide pour a> a + 1 et d> 2 écrite ci-dessous : 

Si(d,a) = CÏ \ t ^ sj (d- 1 -(d-l)Sl(d-\,a) 
UzR J 

[ST<-ST] 

Jointe aux quatre relations : 

!

.S£ (d, a) = 0 pour a <a 

Si (1 , a ) = 1 

5 / {d, a) = 0 pour d > 1 

Si (1 ,a) = 0 pour 0 > a 

grâce auxquelles on peut amorcer la récurrence, la relation [S7 +-S1] permet 
de calculer de proche en proche les nombres S£ (c/, a). 
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Par analogie avec ce qui a été fait en 4, nous introduisons le nombre, 
que nous noterons S£* (d, des a-applications injectives et couvrantes de D 
dans A pour lesquelles l'image d'un élément spécifié eQ de Z) est un sous-
ensemble spécifié A09 de cardinal a, de l'ensemble A. 

Nous sommes amené à introduire aussi le nombre, que nous noterons 
SJ

a

+ (d, a), des a-applications injectives et couvrantes de D dans A pour 
lesquelles un sous-ensemble spécifié AQ, de cardinal a, de A est l'image d'un 
élément de D (et bien sûr d'un seul), et le nombre, que nous noterons (d, a\ 
des a-applications injectives et couvrantes de D dans A qui sont telles, au 
contraire, qu'aucun élément de D n'ait pour image ce sous-ensemble spécifié AQ. 

Les nombres S£ (d, a), (d, a), S1' (d, a) et S% (d, a) sont liés par 
les relations : 

Si (d,a) = S? (d,a) + (d, a) [S1 < - S I + 

Si(d,a) = C«S?(d,a) [S1*-?*] 

SI

a

+(d,a) = dS^ (d,a) [SI++-S1*] 

Sf-tf,a) = ((% - d) S1; (d,a) [S'-^-S1*] 

La première de ces relations est évidente. 

La seconde se démontre en remarquant que pour définir une a-application 
injective et couvrante de D dans A on peut, après avoir particularisé un élé
ment eQ de D, commencer par choisir le sous-ensemble AQ, de cardinal a, 
de A que l'on prend pour image de cet élément particularisé eQ, ce qui peut 
se faire de manières distinctes ; ce choix effectué, on est ramené au pro
blème consistant à définir une a-application injective et couvrante de D dans A 
qui soit telle qu'un élément spécifié eQ ait pour image un sous-ensemble 
spécifié AQ. 

La troisième relation se démontre en remarquant que pour définir une a-
application injective et couvrante de D dans A qui soit telle qu'un élément 
de D ait pour image le sous-ensemble spécifié Aa de A, on peut choisir d'abord 
l'élément eQ de D qui a AQ pour image, ce qui peut se faire de d manières 
distinctes ; ce choix effectué, on est ramené de nouveau au problème consis
tant à définir une a-application injective et couvrante de D dans A qui soit 
telle qu'un élément spécifié eQ ait pour image un sous-ensemble spécifié AQ. 

Quant à la quatrième relation, elle est une conséquence immédiate des 
trois précédentes. 

Les trois relations [S1 +-S1*], [SI+ ^S1*] et [S*~ +-S1*] permettent aussi 
d'écrire, à condition que l'on ait a > a : 

S';(d,a) = -^S'a(d,a) [S1**-S'] 
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& (d,a) = ~Si(d,a) [S'+ <-S1] 

$T W • «) = s i W , a) [S1- - S ' ] 

Il résulte de cette dernière relation que pour d > 2, on a : 

C W - 1 ,a) = [C/ - (d - 1)] # (rf - 1 [S1'- ^S1} 

D'autre part, on a évidemment : 

Sa (d, a) = 0 pour a < a 

S? (d,a) = 0 pour d > 1 

S'a* (1 >a) = 0 pour a > a, 

et pour a > a + 1 et d > 2, on a la relation : 

7=1 

[S7*<- S7";.?7] 

Pour établir cette relation, considérons l'ensemble (B7 des a-applications 
injectives et couvrantes de D dans A pour lesquelles l'image de l'élément spé
cifié eQ est le sous-ensemble spécifié , et les sous-ensembles <2 7 ,£{ , . . . , 6 7 

de l'ensemble & définis comme suit : pour tout / de 0 à a, &j est constitué 
de celles des a-applications appartenant à l'ensemble & pour lesquelles 
le nombre des éléments de AQ qui n'appartiennent pas à la réunion des 
images des d-l éléments de D autres que e0 est égal à /. 

Les sous-ensembles 6 / , &[ , . . . , constituent une pseudo-partition 
de l'ensemble G7 

Par conséquent S7* (d, a), cardinal de l'ensemble 6 7 , est égal à la somme 
des cardinaux de chacun de ces sous-ensembles. 

Or le cardinal de ô 7 est égal à S 7 - (d — 1 , a) : en effet définir une 
a-application appartenant à 6 / revient à définir une a-application injective 
et couvrante de l'ensemble D' constitué des d-l éléments de D autres que 
l'élément eQ dans A qui soit telle qu'aucun des d-l éléments de D' n'ait 
AQ pour image, ce qui peut se faire de S£~ (d — 1 , a) manières distinctes. 

Et pour tout / de 1 à a, le cardinal de ef est égal à Ca S 7 (d — 1 , a — /) : 
en effet pour définir une a-application appartenant à £ 7 , pour / > 1, on peut 
d'abord choisir un sous-ensemble / , de cardinal /, de Aoi ce qui peut se faire 
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de CJ

a manières distinctes, puis, ce choix effectué, définir une a-application 
injective et couvrante de l'ensemble D' des d-\ éléments de D autres que eQ 

dans le complémentaire par rapport à A du sous-ensemble / choisi, ce qui 
peut se faire de S 7 (d — 1 , a — j) manières distinctes. 

En remplaçant, dans [S1 <-S**] , S7* (d, a) par l'expression donnée 
par [S1* «-S1'; S1], on obtient la relation, valide pour a > a + 1 et d > 2 : 

Sa (d, a) = Ca« [S1- (d - \ ,a) + f] Cl # ( d - l , a - / ) ] [S'^S1] S1] 
;=i 

Il suffit alors de remplacer dans cette relation S 7 - (d — 1 ,a) par 
c a c l s* W - 1 , a) - (d - 1) Sl(d-l, a), comme nous autorise à le 
faire la relation «-S 7] pour obtenir la relation [S7 

Remarque : 

La relation [S7 S7* ] montre que le nombre S 7 (d, a) est divisible 
par C" (pour a > a) et que le quotient de la division est S7* (d, a). 

Par suite on pourrait envisager de considérer aussi le nombre S7* (d, a) 
comme intermédiaire dans les calculs numériques. 

Toutefois nous verrons en 7.5 que S 7 (d, a) est également divisible par 
d ! et que, de par sa signification énumérative, le quotient de la division de 
% (d, a) par d ! présente sans doute plus d'intérêt que S7* (d, a). 

On peut s'assurer immédiatement, en considérant par exemple le cas 
limite correspondant à d = C*, que 5£ (d, a) n'est pas toujours divisible 
par d ! C?. 

7.5 Nombre de recouvrements d'un ensemble A de cardinal a au moyen 
d'un nombre donné de sous-ensembles de même cardinal spécifié. 

En transposant ce qui a été dit en 5.1, on peut montrer sans difficulté 
que : 

(/a(dfa) est le nombre de suites 041 ,A2 , . . . , Ad) de d termes tous 
distincts Ax ,A2,...Ad où, pour tout / de 1 à d, Af est un sous-ensemble 
de cardinal a d'un ensemble A de cardinal a, 

et que : 

S 7 (d,a) est le nombre de celles de ces suites qui sont "couvrantes", 
c'est-à-dire qui sont telles que tout élément de A appartient à l'un au moins 
des d termes de la suite. 

Désignons alors par Ra (d, a) le nombre de recouvrements de l'ensemble A 
au moyen de d sous-ensembles (tous distincts) de même cardinal a. 
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On a évidemment la relation : 

Si(d,a) = d\ Ra(d,a) [S'^R] 

Il suffit pour s'en assurer de considérer la partition de l'ensemble des 
suites couvrantes (A x , A2 ,. . . , Ad ) introduites ci-dessus qui est obtenue 
en rangeant dans une même classe de la partition toutes les suites qui ne 
diffèrent entre elles que par l'ordre des termes ; le nombre des classes de la 
partition est égal àRa(dt a) et dans chaque classe, il y a d ! suites couvrantes. 

De la relation [S1 +- R], il résulte que l'on a : 

S'id^) 
R«id>a) = d\ [* 1 

soit, compte tenu de [S1] : 

Ra(d,a) = fi ( -1 ) ' ' Ç'^Çlk [R] 
i=o a • 

soit encore : 

/ = 0 

D'autre part, on déduit immédiatement de la formule [.S7«-S7] que les 
nombres Ra (d, a) satisfont à la relation de récurrence suivante, valide pour 
a > oc + 1 et d > 2 : 

Ra(d,a) = ^-fi aaRa i d - l , a - n - ^ - R a (d-\,a) 
& / = 0 " 

Jointe aux quatre relations : 

Î
Ra (d, a) = 0 pour a < a 

Ra ( l , a ) = 1 

Ra (d, a) = 0 pour d > 1 

Ra (1 , a) = 0 pour a > oc 

grâce auxquelles on peut amorcer la récurrence, la relation [jR^-/̂ ] permet 
de calculer de proche en proche les nombres Ra {d, a). 

7.6 Propriétés algébriques des nombres S 7 (d, a). 

En transposant les démonstrations faites en 6, il est facile de démontrer 
les deux relations suivantes : 
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L Jd i=a 1 ' 

8.. LES a-APPLICATIONS COUVRANTES MINIMALES. 

Après l'étude des a-applications couvrantes et injectives, on est naturel
lement conduit à considérer les a-applications couvrantes minimales de D 
dans A, c'est-à-dire les a-applications couvrantes qui sont telles que l'image 
de chaque élément de D comprend un ou plusieurs éléments de A qui n'appar
tiennent pas à la réunion des images des autres éléments, et à chercher à dé
terminer leur nombre, que nous notons S™ {d, a). 

Malheureusement, nous n'avons réussi ni à déterminer l'expression analy
tique de S™ (d, a), ni à trouver une formule de récurrence en permettant le 
calcul de proche en proche qui soit aussi simple que celles concernant les 
nombres Sa (d, a) et S£ (d, a). 

Nous avons été amené à considérer les a-applications de D dans A qui 
sont telles que l'image de chaque élément de D comprend en propre un ou 
plusieurs éléments d'un sous-ensemble spécifié C non vide, de cardinal c , 
de A, a-applications que nous qualifierons de C-minimales. 

Notons que cette notion d'a-application C-minimale se confond avec 
celle d'a-application minimale dans le cas particulier où C est l'ensemble A 
lui-même. Notons aussi que l'existence d'une a-application C-minimale 
implique que l'on ait c > d. 

Désignons alors par T™ {d, a , c) le nombre des a-applications couvrantes 
et C-minimales de D dans A. 

Compte tenu des remarques précédentes, on peut d'abord écrire : 

T™(d,a,a) = S™(d,a) [Sm^Tm] 

S™(dta,c) = O p o u r c < d . [Tm-03] 

On peut ensuite établir la relation de récurrence suivante, valide pour 
a > a + l , d > 2 e t c > l : 

Ta

mV.a,c)= £ Q ca«? £ ( a - q U y ) r ; y - i , f l - M - 7 ) 

7=1 L 7=1 J 
[Tm _̂ J'Wj 
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Pour justifier cette relation, il suffit de particulariser un élément de D 
et de considérer d'abord la pseudo-partition de l'ensemble des a-applications 
couvrantes et C-minimales obtenue en rangeant dans une même classe 3Cy 

toutes les a-applications pour lesquelles le cardinal de l'intersection de l'image 
de l'élément particularisé et du sous-ensemble C est égal à 7 ( K 7 < min (a,c)) 
puis la sous-pseudo-partition de chaque classe 3C obtenue en rangeant dans 
une même sous-classe 3Cyj toutes celles des a-applications appartenant à la 
classe£K7 pour lesquelles le cardinal de l'intersection de l'image de l'élément 
particularisé de D et du complémentaire par rapport à A de la réunion des 
images des autres éléments de D est égal à y ( 1 < / < a) ; il ne faut pas oublier 
que l'un au moins des 7 éléments de Cqui appartiennent à l'image de l'élément 
particularisé de D n'appartient pas à la réunion des images des autres éléments 
deD. 

Jointe à la convention : 

T™(d,a,0) = 0 

et, pour c > 1, aux relations : 

!

T™ (d, a , c) = 0 pour a < a 

r a

m ( l , a , c ) = 1 

r a

m ( d , a , c ) = O p o u r d > l 

ra

m (1 ,a, c) = 0 pour a >a 

grâce auxquelles on peut amorcer les récurrences, la relation [Tm*~Tm\permet 
de calculer de proche en proche les nombres T™{d,a,c) et par suite de 
calculer S™ {d, a). 

3 
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SECTION II 

ETUDE DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES LIEES A LA 
CONSTITUTION D'UNE SUITE D'ECHANTILLONS EXHAUSTIFS 

PRELEVES AU HASARD DANS UNE POPULATION. 
GENERALISATION DU PROBLEME DIT DU "COLLECTEUR DE COUPONS'. 

1. PRESENTATION. 

Soit A une population composée de a individus et C une sous-popu
lation spécifiée de A, composée de c individus. Nous supposons que la sous-
population considérée C est non vide, mais nous n'excluons pas a priori 
qu'elle soit confondue avec la population A tout entière. 

Ainsi l'on a : 1 < c < a. 

Par tirage au sort dans la population A9 on constitue une suite d'a-
échantillons exhaustifs et non ordonnés St , S2 , . . . (on a évidemment : 
1 < a < a) ; les individus prélevés lors du tirage d'un échantillon S( sont 
remis dans la population avant qu'il ne soit procédé au tirage de l'échantillon 

Ainsi chaque échantillon est constitué de a individus distincts, mais un 
même individu peut se retrouver dans plusieurs échantillons. Les échantillons 
.S*! , S2 , . . . sont donc des sous-ensembles de cardinal a de la population A, 
mais ces sous-ensembles ne sont pas nécessairement disjoints. 

Nous nous proposons de considérer d'une part le nombre xd d'individus 
de la sous-population C qui sont prélevés au moins une fois lors de la cons
titution des d premiers échantillons Sx , S2 , . . .,Sd et d'autre part le nombre 
minimum y d'échantillons à constituer pour qu'au moins un nombre donné m 
(avec m < c) des c individus de la sous-population C soient prélevés au moins 
une fois. 

Le nombre xd est donc égal au cardinal de l'intersection de la sous-
population C et de la réunion des d échantillons Sl , S2 , . . .,Sd : 

xd = card | c n ( u St) J, 

et le nombre y est égal au plus petit entier positif d pour lequel on a 
xd > m : 

y = min {d | d e N* ; xd > m } 
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Dans le cas particulier où l'on a : a = a> chacun des échantillons suc
cessifs St , S2 , . . . est la population A elle-même. 

Dans ce cas on a : xd = c (pour tout d > 1 ) 
et : y = 1 (pour tout m < c). 

Aussi, excluant ce cas trivial, nous supposons dorénavant que l'on a : 
1 < ex < a. 

Il convient alors de considérer les nombres xd et y comme réalisations 
de variables aléatoires puisque la composition des échantillons successifs Sx , 
S2 , . . . résulte d'un tirage au sort. 

Nous désignons par Xd la variable aléatoire dont xd est la réalisation 
et par Y celle dont y est la réalisation. 

L'étude de ces variables aléatoires nous semble n'avoir été menée jusqu'à 
maintenant que dans le cas très particulier où l'on a : a — 1 (avec, de plus, 
m = c ou c = a). 

Notre propos est précisément de poursuivre cette étude pour une valeur 
quelconque de a comprise entre 1 et a — 1. 

2. FORMALISATION DU MODELE PROBABILISTE. 

Soit QLl l'épreuve aléatoire élémentaire consistant à prélever par tirage 
au sort dans la population A un échantillon exhaustif de taille a, en retenant 
comme résultat la liste des a individus de A qui appartiennent à l'échantillon. 

L'ensemble fondamental £2t de cette épreuve élémentaire 6Ll est l'en
semble $ a (A) des C* sous-ensembles de cardinal a de la population A. . 

A cette épreuve élémentaire 6LL nous pouvons associer l'espace proba-
bilisé ,8^ ,PX) : 

— £2X est, comme nous venons de le dire, l'ensemble &a (A) défini ci-
dessus, 

— est l'ensemble <$, (12^ des sous-ensembles de 

— P1 est la mesure de probabilité construite en affectant, en raison du 
mode de prélèvement par tirage au sort, à chacun des C* résultats possibles 
de l'épreuve (3̂  la même probabilité, soit 1 /C". 

La procédure adoptée pour constituer une suite d'a-échantillons ex
haustifs Sx , S2 , . . . définit, puisque l'on retient pour résultat la suite des 
listes des individus appartenant à chacun des échantillons successifs .Ŝ  , 
S 2 , . . . , une épreuve aléatoire qui est le produit d'épreuves aléatoires in
dépendantes et toutes identiques à l'épreuve élémentaire 6L1. 
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Soit en particulier 6Ld l'épreuve aléatoire consistant à constituer, en 
procédant toujours comme décrit ci-dessus, une suite finie de d a-échantillons 
exhaustifs S , S2 ,. . . , Sd. 

Cette épreuve QCd est le produit de d épreuves aléatoires indépendantes 
et toutes identiques à QLl. L'ensemble fondamental £Ld de l'épreuve & d es t 
par conséquent la puissance deme de l'ensemble fondamental de l'épreuve 

nd =(Sll)
d = [ « a (A)]d. 

Le cardinal de £ld est donc égal à (C" ) d , c'est-à-dire à Qa{d, a). 

Ainsi, à l'épreuve GLd, nous pouvons associer l'espace probabilisé 
(fld , &d , Pd ) où £ld est, comme nous venons de le dire, l'ensemble [$aG4)]d,où 
&d est l'ensemble <£(£2d) des sous-ensembles de £ld et où Pd est la mesure 
de probabilité construite en affectant à chacun des Qa(d,a) résultats 
possibles de l'épreuve 6Cd la même probabilité \/Qa(d,a). 

Remarques : 

Désignons par D l'ensemble des d premiers entiers positifs : 

D = { l , 2 , . . . , û f } . 

Nous savons que Qa (d, a) est le nombre des a-applications de D dans A. 
Le fait que le cardinal de l'ensemble fondamental Sld de l'épreuve aléa

toire 6Ld soit égal au nombre des a-applications de D dans A s'explique 
aisément par le fait que moyennant la convention d'identifier, pour tout 
entier / de 1 à d, l'échantillon et l'image de l'élément / de D par I n 
application, il revient au même de définir une a-application de D dans A 
ou une suite (S1 , S2 , . . . 9 Sd) de d a-échantillons exhaustifs constitués 
d'individus appartenant à A. 

Pour la même raison, Ya(d,a,c t k \ nombre des a-applications de D 
dans A qui sont telles que le cardinal de l'intersection du sous-ensemble C 
de cardinal c de A et de la réunion des images des d éléments de D soit égal 
à k, est aussi le nombre des suites (S^ , S2 ,. . . , Sd ) de d a-échantillons 
exhaustifs prélevés dans A qui sont telles que le cardinal de l'intersection 

d 
de la sous-population C et de la réunion U S{ des d échantillons soit égal 

i- 1 
à k. 
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3. LOIS DE PROBABILITE DES VARIABLES ALEATOIRES Xd ET Y. 

Les deux variables Xd et Y étant discrètes, la loi de probabilité de 
chacune d'elles peut être définie par la donnée de l'ensemble des valeurs 
possibles de la variable aléatoire et de la probabilité afférente à chacune 
de ces valeurs possibles. 

3.1 Loi de probabilité de la variable aléatoire Xd. 

Désignons par 3Cd l'ensemble des valeurs possibles de Xd et, pour 
tout x appartenant à Xd, par pd (x) la probabilité afférente à x, c'est-à-dire 
la probabilité de réalisation de l'événement [Xd = x]. 

Il est facile de vérifier que l'on a : 

&d = {x | x e N , max (0 , a — a + c) <x < min (c, ad)} 

r[ (d, a, c , x) 
\/xeXd,pd(x)= « 

Qa (d, a) 

En effet, d'une part il est aisé de s'assurer que Xd est l'ensemble des 
entiers qui sont non-négatifs et au plus égaux à c, au moins égaux à a- (a — c) 
et au plus égaux à ad. 

D'autre part, pour tout x appartenant à Xd, l'événement [Xd = x] est 
réalisé si et seulement si la suite (Sl , S2 Sd) des d a-échantillons 
exhaustifs prélevés est telle que l'on ait : 

card j^CH ( y S() j =x. 

Or, nous venons de mentionner (en remarque au § 2) que parmi les 
Qa (d, a) suites (S^ , S2 , . . . , Sd) de d a-échantillons exhaustifs, il y en a 
Fa (d, a , c , x) qui vérifient cette condition, d'où l'expression de pd (x). 

Compte tenu des expressions analytiques de Qa (d, a) et de T a (d,a, c,x) 
(cf. formules [Q] en /-§1-2 et [T] en /-§3), on peut encore écrire : 

c c

x î ( - i ) ^ç ' ( c a % + ; )
d 

1=0 

V x e Xd , pd (x) = 
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Remarques : 

1/ Pour tout entier x continuons à désigner par pd (x) la probabilité 
de réalisation de l'événement [Xd = x]. Pour x 4Xd, l'événement [Xd = x] 
est impossible et par suite on a pd (x) = 0. 

Pour tout entier x compris, au sens large, entre 0 et c on peut conti
nuer à écrire : 

Ya{d,a,c,x) 
Pd W s\ sj \ 

ou : 

c*f { - \ f - l c l

x (Ca%+lf 

puisque pour x < a — a + c et pour x > ad, on a d'une part : 

i ; (d,a, c,x) = 0 

et que d'autre part la relation [r] utilisée pour passer de l'une à l'autre des 
expressions de pd (x) reste valide. 

2/ On vérifie immédiatement que, comme il se doit, on a bien : 

X Pd(x) (= I p d (x)) = 1 
x e ^ x=0 

Ceci résulte par exemple de la relation [Q+- V] (cf. /-§3) : 
min (c ,ad) * c >. 

£ Fa (d.a.c.x) {= £ ra (d.a.c . jc) )= Qa(d,a) 
x = m a x Ç0,ot—a+c) x=0 

3/ Il découle de la définition des variables aléatoires Xx , X2 ,. . . Xd , . . . 
que la loi de probabilité de la variable aléatoire X, est la loi hypergéométrique 
9t(a , a , c/a) et que, pour tout entier d > 2, la loi de probabilité condition
nelle, supposant réalisé l'événement [X^ = u], de la variable aléatoire 
Xd — Xd-\

 e s t *a l°i hypergéométrique §£(a , a , (c — 

On peut vérifier que l'on a bien, comme il se doit : 
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et, pour tout entier d > 2 : 

Pa (*) = _ P d - i («) x ~ 7?» V ^ e ^ . 

La première de ces deux égalités résulte de ce que l'on a : 

t ( - I)*" ' Cx C^+l = (A* [C<m,1Wo = 
/ = 0 

Pour la seconde, compte tenu de ce que l'on peut d'abord écrire : 

f i e f K- nu~' ^ (C^,)*- 1] c ^ u I 
u = 0 ' / = 0 ' 

1=0 [_u = l J 

il suffit de vérifier que l'on a : 

X 

u=l 

soit encore plus simplement, en raison de l'égalité : 

^c—u ^X ^'X—l > 

de vérifier que l'on a : 

X 
^ / i \u—l siu—l a—x+u / i \x—l pa 
2_ \ 1 ) • ^x—l ^a-c+u ~ V 1 J ^ a - c + Z • 
u=l 

Or, l'on peut écrire successivement : 

X 
V" / i \u— l pu—i pa—x+u 
La y v > ^x—l ^ a - c + w 

u=l 

= I (- 1 )" Cl_, C ^ : : (avec v=u-l) 
v = 0 

x-l 
_ / i \x—l V* / 0 — v ^ a — c — a + x 

^ 1 > Ll y l> ^x-l ^a-c+l+v 
v = 0 
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= ( - D ^ ( ^ [ C ^ r +

+ / l ) , = o 

/ i \x—l y^a—c+l—oc / i \ x—l j^GL 
— \ 1 ) ^a-c+l ~ y 1 > ^ o - c + Z * 

4/ Pour tout entier m compris, au sens large, entre 0 et c désignons par 
Pd {m) la probabilité de réalisation de l'événement [Xd > m]. 

En appelant toujours Z a (d, a, c, m) le nombre des a-applications 
de D dans A qui sont telles que le cardinal de l'intersection de l'image de D 
et du sous-ensemble C de A soit au moins égal à m, on a : 

Q* (d, a) 

En effet, compte tenu de la relation [S (cf. /-§3), on peut écrire 
successivement : 

£ ra(d,a,c,x) 

Pd {m) = > pd (x) = = — 
d ~m

 d Qa(d,a) Qa(d,a) 

5/ Pour tout entier m < max (0, a — a + c), on a : Pd (m) = 1 (pour 
tout entier positif d). 

On peut s'en assurer en remarquant que la plus petite valeur possible 

de Xd étant max (0 , a — a + c), l'événement [Xd > m] est alors certain, 
ou encore en se rappelant que pour m < max (0, a — a 4- c), on a : 

2 a (d,a,c,m) = Qa (d,a). 

6/ Pour tout entier m > m i n (c, ad), on a i^(m) = 0. 

On peut s'en assurer en remarquant que la plus grande valeur possible 
de Xd étant min (c , ad), l'événement [Xd > m] est alors impossible, ou encore 
en se rappelant que pour m > min (c , ad), on a : 2 a (d , a , c , m) = 0. 

3.2 Loi de probabilité de la variable aléatoire Y. 

Remarque préliminaire. 

Pour m < max (0, a—a 4- c), il suffit de constituer un seul a-échantillon 
exhaustif pour qu'au moins m des c individus de la sous-population C de A 
soit prélevé une fois. Ainsi dans ce cas, Y prend la seule valeur 1 avec la pro
babilité 1. 
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Aussi supposerons-nous dans la suite de l'étude de la variable aléatoire Y 
que l'on a m > max (0 , a — a + c). 

Désignons par l'ensemble des valeurs possibles de Y et, pour tout y 
appartenant à ^ , par q (y) la probabilité afférente à y, c'est-à-dire la proba
bilité de réalisation de l'événement [Y = y]. 

Nous allons montrer que l'on a : 

i y \yeN,y > - \ 

Za(y,a,c,m) 2 (y - 1 , 0 , c , m) 
Vy c % q (y) = — — — 

Qa(y.a) G a ( y - l , f l ) 

En effet, d'une part, puisque chaque échantillon est constitué de a indi
vidus, la plus petite valeur possible de Y est le plus petit entier au moins égal 
à m/a et puisque les échantillons successifs Sx , S2 , . . . ne sont pas néces
sairement des sous-ensembles disjoints, l'ensemble des valeurs possibles de Y 
n'est pas borné supérieurement. 

D'autre part, pour tout y appartenant à l'événement [Y = y] est réalisé 
si et seulement si l'événement [Xy > m] est réalisé sans que l'événement 
[Xy_x > m] ne le soit. Comme la réalisation de l'événement [X x > m] , 
implique celle de l'événement [Xy > m], la probabilité de réalisation de l'évé
nement [ Y = y ] est égale à la probabilité de réalisation de l'événement 
[Xy > m] diminuée de la probabilité de réalisation de l'événement [Xy_x > m] . 
Compte tenu de la remarque 4 du § 3-1, on peut donc écrire successivement : 

q(y)=Py im)-Py_x (m) 

_ Xa {y, a , c, m) _ Z t t (y - 1 ,a, c, m) 

Qa(y,a) Qa(y-l,a) 

Compte tenu des expressions analytiques de Qa {d, a) et de 2 a {d, a, c,m) 
(cf. formules [Q] en /-§1.2 et [2'] ou [2"] en /-§ 3), après simplification et 
mise en facteur, on peut aussi écrire : 

MV e $ , q(y) = Z ( - î r " C' « ^ \ 
1=0 Cfl ^ a 

ou encore : 
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m—1 i r^ot z^GL /foi v y— 1 

/ = 0 C — Z C f l C a 

Remarques : 

1/ Pour tout entier positif >>, continuons à désigner par q (y) la proba
bilité de réalisation de l'événement [Y — y]. 

Pour y 4 ^ j , l'événement [7 = y] est impossible et par suite on a # (y) = 0. 

Pour j < m/a (d'où m > ay et a fortiori m > a (y — 1 )) on peut conti
nuer à écrire : 

2a(y,a,c,m) Xa(y -\,a,c,m) 
q (y) = — — —-

Qa(y.") Q*(y-i,a) 
ou 

m-l f a , Ca
 \ v - l 

q 0 0 = I (- î r - " Q'C,-, " ™ ( ^ - ) • 
7=0 C û C a 

ou encore : 
m - l 1 C01 — Ca /Ca \ ^ 

q(y) -mCc 2j ( - 1 ) — — — V T T ^ r - / 

puisque pour m > ay, on a d'une part : 

2)a (y , a, c , m) = 2 a (y — 1 , a, c, m) = 0 

et que d'autre part, les relations [2'] ou [2"] utilisées pour passer de la pre
mière de ces trois expressions de q (y) à l'une ou l'autre des deux suivantes 
restent valides. 

2/ On peut vérifier que l'on a bien, comme il se doit : 

S q(y) = 1. 

En effet, compte tenu de la remarque précédente, on peut écrire suc
cessivement : 

^ q (y) = L q (y) 
yety y=l 

y = l L / = 0 fl a J 
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/=0 c 1 C g \_y=l C a 

m - 1 1 ^ a _ Ca 1 
m c c La y 1 ' _ _ / 7 ^ 775 

/=0 j _ ^ a - c + / 
c a 

m—1 1 

= < S ( - î y - ' - ' ç u — -
/=0 c z 

(m - 1)! 
= mC x = 1. 

4. MOMENTS DES VARIABLES ALEATOIRES Xd et 7. 

Nous poursuivons l'étude des variables aléatoires Xd et 7 en cherchant 
à déterminer leurs principaux moments et en particulier, comme il est d'usage 
de le faire lorsqu'il s'agit de variables discrètes, les moments factoriels d'ordre 
quelconque. 

4.1 Moments de la variable aléatoire Xd. 

Nous nous proposons de déterminer l'espérance mathématique, la va
riance et, pour tout entier positif / , le moment factoriel d'ordre / de la va
riable aléatoire Xd, que nous désignerons respectivement par E [Xd ], V [Xd ] 
et 

Notons d'abord que l'on a : 

Qa (d, a) 

(d'où en particulier, p o u r / > c + 1 , E[(Xd)f]= 0 puisqu'alors (c)f = 0). 

En effet, par définition du moment factoriel, on peut écrire : 

E[(Xd)f \ = S (x)fpd(x), 



44 

soit, compte tenu de l'expression de 9Cd et de ce que pour x £ Xd on a 
Pd (x) = 0 : 

E[ÇCd)f] = y (x)fpa (x). 

Or pour / > x + 1, on a : (x)y = 0. 

Il en résulte que pour f> c + 1, on a bien £[(Xd)y] = 0 et que pour 
c 

f <c, E \{Xd)f] se réduit à Y (x) r p d (x). 
*=/ 

Et, compte tenu de l'expression de pd (x), des relations [r <-ir] et \tt^it] 

établies en /-§3 et de l'égalité bien connue : (x)y C* = (c)f C*~f t on peut 
écrire successivement : 

EWf\ = t (*), Pd (x) 

- V ( X ) r " ( d ' a ' c ' x ) 

h i X ) f Qa (d, a) 

= y ( X ) C * *<* ^ - a ~ c + 
£ K r Ga a) 

= (c) r 7ra (d,a,f) 

Notons ensuite qu'en remplaçant Qa(d,a) et 7 r a ( J , a , / ) par leurs 
expressions analytiques (cf. formules [Q] en /-§ 1-2 et [n] en /-§ 3), on peut 
aussi écrire : 

soit encore, après simplification par (a ! ) d : 
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Déduisons-en enfin l'expression de l'espérance mathématique et celle 
de la variance de Xd. 

En posant / = 1, on obtient directement : 

[ ' - r - ^ ) ' l -

et en posant / = 2, on obtient : 

[ /a — a\d /(a — a) (a — a— \)\d  

1 _ 2 ( — ) + ( fl ( a - i ) ) 

d'où, en utilisant la formule bien connue : 

V[Xd]=E [Xd (Xa-\)\+E [Xd] - {E [Xd]f, 

et après quelques transformations élémentaires et simplifications : 

ta — 0 L \ d [ / a — a— \ \ d /a—a\d 1 

Remarque : 

Il est aisé de vérifier que dans le cas particulier correspondant à d = 1, 
en utilisant les formules générales établies ci-dessus, on obtient : 

OLC 
E[XX]= — 

a 

a — ol c / c \ 
V[X1]=?—a- (l ) 

a — 1 a \ a / 

g[(^iV1 = ( t t X ( C ) /
 ( P o u r / < c < a ) , 

comme il se doit puisque la loi de probabilité de la variable aléatoire Xx est 
la loi hypergométrique &C(a, a , c/a). 

La vérification de chacune des deux premières égalités est immédiate. 

Pour la troisième, on peut écrire successivement : 

£[(*,),] = (cV _ ( - 1 / d / - ^ — -
i=o ! (a)a 
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= 7 7 puisque (a - f ) a _ f - — . 

4.2 Moments de la variable aléatoire Y. 

Nous nous proposons maintenant de déterminer l'espérance mathéma
tique E [Y] et plus généralement, pour tout entier positif/, le moment 
factoriel d'ordre/, E [(Y)f] de la variable aléatoire Y. 

Montrons d'abord que l'on a : 

E[(Y)f] = / ! c; mCc

m £ ( - D m " W C'm-i—T(raTï!' V 
1=0 C 1 ^a-c+l > 

En effet, compte tenu de la définition de E [(YTy], des expressions de 
^ et de q (y), de ce que l'on a (y)^ = 0 pour y < / — 1 et de ce que,pour 
tout nombre réel w tel que \u\ < 1, on a 

on peut écrire successivement : 

m-l 1 r a — Ca T 00 / r a x 

/=0 C l C f l L^=/ V C a ' J 

= mer ï ( - D"""1" c i - , - 1 - c * i H ' (%* ) 2 ( % ^ ) 

/=0 c i c f l \ c a / | ^ = / c f l / 

m-l 1 c^—C* / Ca fr^—r* 
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m - l * ,^01 \ / — 1 

f . C . mCc L ( D C ^ { c _ l ) i c : _ c ^ y 

Après simplification par (a ! / , on peut aussi écrire : 

E[(Y)f]=f\ (a)amC? V ( _ c i ' U« ^ ^ 

ou encore : 

£ [(7),] = / ! fo). mC c

m j A m _ 1 | " _ L - r ( ' ( a - ; + Y " ! v 1 1 
7 ( L (fi - x ) - (a - c + x ) J ' J ) x = Q 

L'espérance mathématique E [Y] de la variable aléatoire Y a donc pour 
expression : 

ou 

m—l 1 

£ [F] = (a)a mC? Y ( - l )" 1 - 1 - ' C' . x - -
" ,=o (c - / ) [(a). - (a - c + / ) J 

ou encore : 

/ ? m = (*)Œ»i c» i a - 1 [ — 1 — r - n l î 

( Lfc " *) ~ (fl - c + x ) J J J x = 0 

Remarque : 

Dans le cas particulier où l'on a a = 1, la constitution d'une suite d'a-
échantillons .Ŝ  , S2 , . . . , Sd , . . . se réduit à une succession de prélèvements 
avec remise d'un seul individu dans la population A. 

Désignons par Tx la variable aléatoire dont la réalisation représente 
le nombre de prélèvements à effectuer pour obtenir un premier individu ap
partenant à la sous-population C et pour tout k de 2 à m, par Tk la variable 
aléatoire dont la réalisation représente le nombre de prélèvements supplé
mentaires à effectuer, lorsque l'on a déjà obtenu k — 1 individus tous dis
tincts provenant de C, pour en obtenir un / c e m e distinct des k — 1 précé
dents. 

Il est clair que : 

- Pour tout k de 1 à m, la loi de probabilité de la variable aléatoire 
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c — k+l 
Tk est la loi géométrique (ou loi de Pascal) de paramètre pk = . 

a 
- Les variables aléatoires Tx , T2,. . Tm sont indépendantes. 
- La variable aléatoire Y est la somme de ces m variables aléatoires 

Tx , T2 , . . . , Tm. 

Or l'espérance mathématique E [T] et la variance V[ T] d'une variable 
aléatoire T dont la loi de probabilité est la loi géométrique de paramètre 
p ont respectivement pour expression : 

1 1 — p 
E[T]=—l V[T)=—T

JL -
P P 

Il en résulte que pour a = 1, on obtient : 

m a 
E[Y] = y 

k%c-k+l 

"aja-c + k-l)  
y [ ï l à ( c - * + l ) 2 ' 

(Les formules correspondant aux deux cas particuliers définis par a — c ou 
c = m sont mentionnées par W. FELLER [cf. "An Introduction to Probability 
Theory and its Applications". Vol. 1, 2 é m e édition p. 211 et 224 (n°24) ou 
p. 446 (n° 25)]). 

Il est aisé de vérifier que nous retrouvons bien ces deux expressions. 

En effet, compte tenu de ce que l'on a : 

1 1 
(c — x)[a — (a — c + x)] (c — x)2 

a — c + x _ a 1 
6 1 ' (c-x)[a-(a~c +x)]2 " (c - x)3 (c~x)2~ 

on peut écrire d'une part : 

E m - . m C T ( A - f ^ ] ) 

L J x=0 

_ . „ c - ( * z n i Y — — ) 
x(c~x)m ,.=0 c - x - i x = Q 
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m—1 « m 

= « I — = S — — . 

i = 0 c — i k=l c — k + 1 

et d'autre part : E[Y(Y- 1)] = 

m - 1 1 

= a 2 y , — + (E[Y))*-2E[Y] 

d'où : 

F [F] = E [Y (Y - 1)] + E [Y] - (E [Y])2 

m—1 1 

m—l 1 m—1 1 

"î a (a - c + — 1 ) 

( c - f c + 1 ) 2 


