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DETERMINATION GEOMETRIQUE DES
SOMMES DE SELBERG-EVANS
PAR

J. DENEF et F. LOESER (*)

RESUME. — Dans cet article, nous calculons le déterminant du Frobenius agissant
sur la partie invariante de la cohomologie d’un faisceau de Kummer défini sur le
complémentaire d’un arrangement d’hyperplans invariant sous l’action du groupe
symétrique dans des situations du type Selberg-Evans. On obtient en particulier une
preuve cohomologique d’une conjecture d’Evans pour des caracteéres génériques.

ABSTRACT. — In this paper we compute the determinant of the Frobenius acting
on the invariant part of the cohomology of a Kummer sheaf defined on the complement
of an hyperplane arrangement invariant under the action of the symmetric group in
Selberg-Evans type situations. We obtain as a special case a cohomological proof of a
conjecture of Evans for generic characters.

Introduction

Dans cet article, nous calculons le déterminant du Frobenius agis-
sant sur la partie invariante de la cohomologie d’un faisceau de Kummer
défini sur le complémentaire d’un arrangement d’hyperplans invariant sous
I’action du groupe symétrique dans des situations du type Selberg-Evans.
Ce travail peut étre vu comme une suite & [L]. Notre approche, basée sur
les travaux de LauMoN [La2], est géométrique et on obtient en particu-
lier une preuve cohomologique d’une conjecture d’Evans (démontrée par
ANDERSON [A]) pour des caractéres génériques.

Le plan est le suivant. Dans la premiére section, on énonce le résultat
principal de V’article. Dans la section suivante, on rappelle les notations

(*) Texte regu le 18 mai 1993, révisé en septembre 1993.
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534 J. DENEF ET F. LOESER

et résultats concernant monodromie et déterminants qui nous seront
utiles. La section 3 est consacrée a des calculs généraux de monodromie
avec action d’un groupe fini. La section 4 contient le résultat technique
essentiel : le calcul explicite de la monodromie sur la partie invariante sous
Paction du groupe symétrique des cycles évanescents dans la situation
géométrique qui nous concerne. Tout est alors en place pour, dans la
derniére section, démontrer le résultat principal par récurrence.

Ce travail — rédigé en mai 1991 — a été inspiré par la note [V] de
A. VARCHENKO ou est donnée dans le cas complexe une formule analogue
4 (1.3.2). Dans un travail en préparation, nous étudions des sommes de
caracteres associées aux groupes de Coxeter finis.

0. Conventions et notations

0.1. — Dans cet article, k est le corps Fy & ¢ éléments, ¢ = p°
avec p premier, et ¢ est un nombre premier distinct de p. On note
Frob, le Frobenius géométrique de k. On note G, = Speck[z,z7!]
et AT = Speck[z1,...,T,]. Si K est un corps, K désignera une cléture
algébrique de K. Si X est un schéma défini sur K, on notera X ® K le
schéma obtenu par extension des scalaires.

0.2. —Si x : k¥ — Q est un caractére multiplicatif, on note £, le
Q¢-faisceau de Kummer associé & x. C’est un Qg-faisceau lisse de rang 1
sur Gy, k. On fixe un caractére additif non trivial ¢ : £ — @Z, et on
note g(x, %) la somme de Gauss

906¥) == D x(@)y(@).

rekX
, si x # 1,
On pose  goo(X, ) = {g(X V) .
q sixy =1

0.3. — Dans tout le reste de I'article, on suppose p > 2 et on note ¢ le
caractére multiplicatif d’ordre 2, ¢ : kX — Q.

0.4. — Si V est un espace vectoriel de dimension finie d, on note
APV = A%V et (A™2*V)~! Iespace dual. Si K* est un espace gradué
de dimension finie, on note det(K*) l'espace vectoriel ®(A™a*K*#)(~1)",

12
Si F' est un endomorphisme de I’espace vectoriel gradué K*, F' induit sur
det(K*) la multiplication par un scalaire que ’on note det(F, K*).

0.5. — Soit £ un objet de la catégorie dérivée D5(G, x, Q) (cf. [La2,
(0.5)]). On note H!(L) les faisceaux de cohomologie de £, U(L) I'ouvert
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SOMMES DE SELBERG-EVANS 535

de lissité commun des H*(L) et S(L) = {s1,.--,8+} = G — U(L) le
fermé complémentaire. Si s € S(L£) on note as(L) la chute totale du rang
de L (cf. [La2, (2.2.1)]).

1. Enoncé du résultat

1.1. — Soient n un entier positif ou nul, N un entier positif et
t1,...,tn € k vérifiant ¢; # t; pour ¢ # j. Pour 1 < ¢ < N, on définit
£; : AR — A} par :

j=1
On définit A : A} — A} par :

A= H (l‘z — iL'j)z.

1<i<j<n
On pose U = A} — (Uy<i<n &7 (0) UATH0)).

1.2. — Etant donné X = (Xo,X1,---,XN) avec x; : kX — Q) des
caracteres multiplicatifs, on note £, le faisceau sur U défini par :

Lo=( @ tiLuy)®A Ly -
1<i<N

Soit E := {(r,s) € ZxN|r+s>1, s> 1}. Onnote a, s : E — Z
I'unique fonction telle que a1 =0sir >0, ags =1si s> 2 et telle que
Qr_1s+ Qrs_1 = 0p,si(r—1,s) et (r,s — 1) appartiennent & E. On a
alors a., = ("727%) sir > 0 et s > 2. On note S, le groupe symétrique.
Comme l'action de Sy, sur U par permutation des coordonnées z; laisse £y,
invariant, S, agit naturellement sur la cohomologie H}(U ® k, Ly). On
démontre en 5.1.1 que Zj(—l)j dim HI (U ® k,Q¢)% = (=1)"ann.
On note :

ctn %0 = [Tt =] o Tt ™"

4,J=1 1<i<j<N
i#]
et

(T 906 (), ) - (o), 9) ™ qem—icaw
N,x) =
K E) [ 9o0 (TT721 X5) (x09) 2271, %)) ]

- glxod, )N Den-vn,
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536 J. DENEF ET F. LOESER

1.3. — Le résultat principal de cet article est le suivant.

THEOREME 1.3.1. — Sip > n (et p > 2), alors
_ -1"
(1.3.2) [det (Frobg, H (U ® , L,)*" )] = C(n,N,x) - g(n, N, ).

1.4. Remarque. — Pour y générique (c’est-a-dire ne satisfaisant pas
un nombre fini de relations

N
[[x =%
=0

avec o; € Z, X caractere multiplicatif), les H:(U ® k, L, ) sont nuls pour
i # n (cf. [L)), et donc en particulier les H:(U ® k, £,)S». Comme d’apres
le LEMME 5.1.1 -
) ) . N -2

Z(—w dim HX(U ® k, Ly)*" = (=1)" (" + o )

on obtient que, pour x générique, les H{(U ® l_c,ﬁx)sn sont nuls pour
i #n, et H*(U ®k,Ly)% est de rang ("*Y~?). En particulier si N = 2,
H™(U ® k, L£,,)°" est de rang 1, et le terme de gauche de (1.3.2) est égal
au signe preés a la trace de Frob, sur H} (U ® k,L,)%. En appliquant
la formule des traces de Grothendieck, on obtient, pour x générique, la
relation (29) de [E], conjecturée par EVANs et dont ANDERSON [A] a donné
une splendide preuve élémentaire. Il n’est pas difficile & partir de [L] de
déterminer explicitement un ensemble fini de relations (pas nécessairement
optimal) tel que x est générique s'il ne satisfait pas ces relations.

2. Déterminants et monodromie

2.1. — Soit T' = Spec R un trait hensélien d’égale caractéristique p,
de corps résiduel k. On note t,7 et ,7 les points ordinaires et les points
géométriques usuels de T. On note G = 71(n, 7}) (le groupe de Galois de T')
et I = m1(ng7) (le groupe d’inertie), 7 étant le point générique du trait
strictement hensélien T ® k. On a une suite exacte canonique :

1 — I — G — Gal(k/k) — 1.

On note K le groupe de Grothendieck des I-modules (un I-module est
un Qq-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action de I définie
sur une extension finie de Q; contenue dans Q, qui est continue pour la
topologie ¢-adique, cf. [La2, (2.1.2)]).
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SOMMES DE SELBERG-EVANS 537

2.2. — Si X est un schéma sur k, et  un point fermé de X, on note
X(g) le hensélisé de X en z. Quand X est une courbe, X(,) est alors un
trait hensélien d’égale caractéristique p. On note alors n, = n et 7, = 7,
et on note G et I, le groupe de Galois et le groupe d’inertie de X ;).

2.3. — On note 7, le morphisme :

{Gm,k I Gm,k)
Moo ©

T — X

Si £ est un objet de la catégorie dérivée D%(Gyy, k,Qr), on note [Ly,]
la classe de X(—1)*[H*(L)z,] dans Kp,. De méme on note [Ly,] la classe
de Y (—1)*[(Toox H*(L))5,] dans Ky, .

Six: kX — Q est un caractere multiplicatif, on note V, le Go-module
(Ly)7o €t [Vy] son image dans K, .

2.4. — L’énoncé suivant se déduit de fagon essentiellement analogue a
[L, (5.5)] des résultats de LaAumon [La2].

PROPOSITION 2.4.1. — Soit £ un objet de D%(G,y, 1, Q¢) dont les objets
de cohomologie sont modéréments ramifiés a l'origine et a Uinfini. On
suppose que

[‘Cﬁo] = Z ai[VXi] et [‘Cﬁoo] = Z ai[VXi]'

1€Jo 1€J00

Alors pour tout caractére multiplicatif x : k* — @Z, on a:

det (Frobg, H.(G,, 1, £® £y))

Zdet(FfObqué(Gm,fmﬁ))_l‘ H X(Nk(s)/k(s))asw)
seS(L)

i (g(xxi,w))ai_ 1 (goo(xxfl,w))““{ 0

. -1
en 906 Y) iege S 9eo(Xi 5 Y)

3. Monodromie et action de groupe

3.1. — On se place dans la situation géométrique suivante. Soit
j U — X I'immersion d’un ouvert dense U dans un schéma X projectif
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538 J. DENEF ET F. LOESER

lisse sur k. On suppose donnés un morphisme f : U — G i et un
morphisme propre g : X — P} tels que le diagramme

U—j—aX

A

j
G,k ., ]P’,lc

soit commutatif, avec jo : G, — Pi 'immersion standard. On suppose

que X — U est un diviseur a croisements normaux. On note E;, pour

i € J, les composantes irréductibles de X — U (par hypothese lisses).

On note £ = (97'(0))rea = Uiy, Bi et E° = E — ;g Ei- On éerit

g H0) = > ica, NiEi.

3.2. — On suppose qu’un groupe fini G (a ne pas confondre avec le
groupe de Galois de la section précédente) agit sur X en laissant U et
f stables, et que l'action de G sur U est libre. Si s appartient a E, on
note G le stabilisateur de s. Pour s € E, on note [(RyyQ¢)%*] la classe de
S (=1 [(R744Qe)%¢] dans K7,, en notant RipyQ, le complexe des cycles
proches. On a le résultat suivant.

ProposITION 3.2.1. — On suppose que tous les N;,i € Jy, sont premiers
a p, et que |G| est premier a p. Soit S une partition de E° en ensembles
constructibles, S € S tels que |Gs| et [(RpyQe)S*] soient constants sur S,
pour s € S. On a ’égalité suivante dans Kj, :

[(RAQ)S] = 1GI7 D x(S ® k, Qe) |Gl [(RepyQe) ],
avec s € S. Ses

Démonstration. — On considere le diagramme suivant

J

U X

U'=U/G —— X'=X/G

J"

Jo
1
Gm,k ? ]Pk;a

et on note f = f'om et g = g’ ow. Comme les N;,i € Jy, sont premiers a p,
les faisceaux R71,(51Q,) sont modérément ramifiés sur E d’apres [R-Z]
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SOMMES DE SELBERG-EVANS 539

(nous renvoyons a L. ILLUSIE, Autour du théoréme de monodromie locale,
Prépublication Université Paris-Sud pour une introduction agréable a
'article [R-Z]). 1l en est donc de méme pour les BRI, (jiQ,) (on utilise
ici que p est premier & |G]).

Considérons maintenant une partition S’ de w(E) en ensembles cons-
tructibles, S’ € &', tels que [Ryy (jjQe)s] soit constant sur S’ pour
s’ € 9. De I'égalité (R? fiQq)S = (R f{Qe)z, et de la suite spectrale

H'(m(E), Ry (5Qe)) = (R™ f{Qu)5o,

on déduit, compte tenu de la ramification modérée des R794 (5{Qq) et du
LeMME 3.2.2, que, avec s’ € S’ :

[(RAQDS] = D x(S' ®F, Qo) [Riby (51Qe)sr).
S’eS’

Soient s € S et s’ = m(s). Si s est dans E — E°, alors R79,(1Q.)s =0
pour tout entier j (par la suite exacte associée au cone du morphisme cano-
nique Ry, (5iQe)s — Ripg(Qe)s et [SGAT, I 3.3]). Comme RIthy (5{Qe)s
est un facteur direct de R714(jiQ¢)s on obtient que RI1y (j{Qe)s = 0.
Si s est dans E°, G, agit librement sur la fibre de Milnor F, de g en s, on
a donc

(R7pg (31Q0)) . ~ (Ripgr(Qr)),, ~ (RIpyQe)S,
d’ou
[(RAQ)S] = Y x(8' ®k, Qo) [(RpyQ0)S"]

Slesl
S'Nr(E%)#0

avec s tel que m(s) € S’. On en déduit I’énoncé voulu. []

_ LemMmE 3.2.2. — Soit X un schéma de type fini sur k et soit F un
Q¢-faisceau lisse et modérément ramifié sur X muni d’une action de I.
Pour tout point x de X on a l’égalité suivante dans K :

Z(_l)i [Hz(ij:)] = X(Xv@f)[]:z]'

Démonstration. — Pour tout caractere § de I, on note avec un
exposant 6 le composant #-isotypique d’un objet sur lequel I agit. Il suffit
de démontrer que pour tout 6 on a :

D_CDH(XF) = x(X, Q)dim ().
Mais on a HY(X,F)? ~ HY(X,F?) et F? est un Q,-faisceau lisse et

modérément ramifié sur X. Le résultat est alors conséquence de [I] et
de [Lal]. []
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540 J. DENEF ET F. LOESER

3.3. — Pour s € E% onnote J* = {i € J; s € E;} C Jypet dle
pged des N; ou ¢ € J°. L’ensemble C' des composantes géométriquement
connexes de la fibre de Milnor F; de g en s a pour cardinal d. Le
stabilisateur G agit naturellement sur C. On a le résultat suivant.

ProrosiTion 3.3.1. — Supposons que pour tout i € Jy et pour tout
o € G, on ait soit o(E;) = E;, soit o(E;) N E; = (. On suppose de plus
que tous les N;, aveci € Jy, sont premiers a p. Alors, quel que soit s € E°,

si |J%| > 1,

0
[(RyyQe)S] ={( CIGYY s || =1,

£

ZC/ Gy est le dual du module Qf/ % muni de Uaction naturelle de I.

ot (

Démonstration. — L’hypothése sur les N; garantit que le complexe
des cycles proches Ry4Q, coincide avec celui des cycles proches modérés
Ryg#m°Qy, (cf. [R-Z]). Soit M I'espace vectoriel sur Q de base les
symboles F;, ou i € J?, et

My = {Z o By o € Qg Z a;N; =0}-

i€JS i€JS

Comme G, agit par permutation sur les F; pour ¢ € J®, il y a une action
naturelle de G5 sur My. On a des isomorphismes :

®v0.={ & e
g'\e)s = ; .

(A'My)Y ®g, QF)" sii>o0.
Ces isomorphismes respectent 1’action de G5 et de Iy, G agissant sur Qg
via son action sur C et sur A*M{ via son action sur My, tandis que I
agit sur QY via son action sur C et trivialement sur A* My . Pour vérifier
ceci il suffit de considérer I’application naturelle

MY ~ H (X5 xx U,Q¢) — (R'(Qr)), =~ (Mo ® QF)"

et de vérifier que 'action de G sur H(X, (s) Xx U, Q) coincide avec celle
sur M. L’hypothese de la proposition garantit que Gy stabilise les E;
avec ¢ € J°. Par conséquent G agit trivialement sur M et My ce qui
donne 1’énoncé voulu. ]
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SOMMES DE SELBERG-EVANS 541

ProrosiTiON 3.3.2. — Pour tout point fermé s de E le stabilisateur G
agit librement sur C.

Démonstration. — Si Paction de G sur C n’était pas libre, il existerait
h € Gs — {1} et D € C tels que h(D) = D. On peut supposer que h
est d’ordre premier, disons ¢'. On peut se ramener au cas ou h engendre
G = G,. Le morphisme f : U — G, 1 se factorise en

U U/G L G

Soit F;r(s) la fibre de Milnor de f’ en 7(s). L’image n(D) est une compo-
sante D’ de F;(s). La projection D — D’ est un revétement galoisien de
groupe de Galois G ~ Z/¢'. Comme HI(D,Z/¢') est nul si j # 0, la suite
spectrale de Hochschild-Serre

HY(G,H(D,z/¢)) = H""(D',Z/t')

dégénere et on a HY(D',Z/V') ~ HYG,Z/¢'), on G agit sur Z/¢' par
Paction triviale. Comme G ~ Z/¢', on a :

HY(G,7/¢') ~ Hom(G,Z/¢') # 0.

Les H(G,Z/¢) étant périodiques, ceci contredit le fait que D’ est de
dimension cohomologique finie. []

3.4. — Nous considérons dans ce numéro la situation géométrique
plus générale suivante : nous ne supposons plus que f se prolonge en un
morphisme g défini sur X. On note maintenant g ’application rationnelle
X — P} induite par f, et on note g~(0) (resp. g~1(c0)) le diviseur des
zéros (resp. poles) de g. Remarquons que g est un morphisme en dehors
de g7*(0)Ng~"(c0). On écrit g~'(c0) = 3¢ ;. N;E;. Nous ne supposons
plus que X — U soit a croisements normaux, mais seulement que X — U
soit & croisements normaux sur un voisinage de Zariski de g~!(0). En
particulier les E; sont lisses sur un voisinage de Zariski de g=1(0).

ProrosiTioN 3.4.1. — On suppose que pour tout i € Jy U Joo et pour
tout 0 € G, on a o(E;) = E; ou o(E;) N E; = 0. On suppose également
que p > N; pour i € Jy, et que |G| est premier a p. Alors 3.2.1, 3.3.1
et 3.3.2 sont valides dans la situation plus générale 3.4.

Démonstration. — La proposition est vérifiée quand g est un mor-
phisme, car les démonstrations de 3.2.1, 3.3.1 et 3.3.2 restent valides.
Nous allons nous ramener a ce cas.
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542 J. DENEF ET F. LOESER

Si (E;, E;) est un couple avec i € Jy, j € Joo €t E; N Ej # 0, on définit
son rang comme (N;, N;) muni de I'ordre lexicographique. Choisissons un
couple (E;, E;) de rang maximal. Si on éclate X le long de Uycqo(E;NE;)
on sépare E; et E; et on n’introduit que des nouvelles paires de rang
inférieur; de plus les hypotheses restent vérifiées apres éclatement. En
itérant suffisamment on peut rendre ainsi g défini partout. Soit F,
le diviseur exceptionnel d’un tel éclatement, et E? le complémentaire
dans F, des autres composantes du complémentaire de U ; E, est un fibré
en P!, tandis que E? est un fibré en P! — {0, co}. Soit F' ~ P! — {0, 00} une
fibre du fibré E9. Comme un automorphisme de P! laissant fixes 0 et co n’a
pas d’autre point fixe s’il est distinct de l'identité, G5 est constant sur F.
De plus si g s’annule sur E?, (Rf),Q,)S* est constant sur F' car Rf,Qp
est lisse sur F. On en déduit que EY ne contribue pas & la formule de 3.2.1
car (P! — {0,00}) = 0. I découle de la premiére formule de 3.3.1 que
E, — EY n’apporte non plus aucune contribution. []

REMARQUE 3.4.2. — La ProprosiTioN 3.2.1 et la premiere formule
de 3.3.1 restent valides pour Q; remplacé par un Q,-faisceau lisse sur U
modérément ramifié le long de X — U muni d’une action de G, et donc
par 3.4.1 également dans la situation plus générale 3.4.

4. Un calcul de monodromie avec action de groupe

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

ProprosITION 4.1.— Supposons t; = 0 et posons f = £y. Alors, sip > n,
on a:

n—1

(BAL0G) = (1" (T anis v Viagoor])

1=0
n—1

[(Rf![:&)gm] = (“1)n_1(z ai,N[‘/'(H{V XTI)(X31¢)n—1+i])'
i=0 g=rm

On supposera dans toute cette section que p > n.

4.2. — On va commencer par démontrer :

ProrposiTION 4.2.1. Considérons Uaction de S, sur ]P’;:*1 par per-
mutation des coordonnées homogénes :

0'[1'1,1'2, oo 7xn] = [xa(l)’wo’(Z)) cee 7x0'(n)]‘

TOME 122 — 1994 — ~° 4



SOMMES DE SELBERG-EVANS 543

On note V' le complémentaire dans IF’Z_1 des hyperplans d’équation x; = 0,
1<i<netz;—z; =0,1%# j. Si H est un sous-groupe de S, on note Ty
U’ensemble des points fermés de V dont le stabilisateur est H, considéré
comme schéma réduit. On note T; =Ty, dimTy =4. Sip >n, on a:
(i) si T est non vide, alors H est cyclique, |H| divise n et
dimTy = -1+n/|H|;
(i) x(Tg ® k,Q¢) =0 si dim Ty > 2;

(i) x(To ® k,Q¢) = (n —1)!;

_ 0
() X(T1 %, Qs) = {

=2(n—1)!'  sin est pair.

st n est impaar,

Démonstration. — Montrons (i). Fixons (ai,...,a,) € Ty et considé-
rons ’homomorphisme 6 : H — k> défini par o — ag(1)/a1. Comme 6
est injective, H est isomorphe & un sous-groupe fini de £* et est donc
cyclique.

Quitte a faire une permutation, on peut supposer que Ty est contenu
comme ouvert dense dans un projectif de la forme

{[zl,le,...,z1(T_1,22,22§,...,zQ(r_17...,

Zoy oy 2sC" T 5 (21,00 26) € AZ}

avec s = n et ¢ une racine primitive r-ieme de I'unité dans k (qui existe
car p > n). On a alors |[H| = r et dimTy = s — 1, ce qui montre (i).
Le cas s = 1 donne que Ty ® k est constitué des (n — 1)! points obtenus
par permutation des n—1 derniéres coordonnées de [1,¢, ..., ("], ¢ étant
une racine primitive n-ieme de 1'unité, ce qui donne (iii). Montrons (ii)
quand |H| > 1 en reprenant les notations de la preuve de (i). On considere
T { P — P
r [xl,...,xn] — [xg’w:+1’--w$€s—1)r+1]'
Si s > 2, par récurrence on a X (m(Ty) ® k,Q¢) = 0. Comme p > n > r
on en déduit que x(Tw ® k,Q;) = 0. Le méme raisonnement pour s = 2

donne (iv). Il reste & montrer (ii) pour H = {1}.
Pour cela on remarque que

> XT@k,Q) =

{ (n—1)! si n est impair,
i<n-—1

(n—1)!=2(n—1)! sin est pair.

= (=) (n -1
Mais le calcul direct donne x(V ® k, Q) = (—1)""!(n—1)!, d’ott 'on tire
X(T{l} ®k,Q¢) =0. []
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4.3. — Supposons t; = 0, et posons f = {1, G = Sy,. Soit 7 : X — A}
Péclatement de lorigine. Soient Z ~ ]P”,Z‘1 le diviseur exceptionnel, V le
complémentaire dans Z des transformés stricts de f =0 et de A = 0.

ProrosiTION 4.3.1. — Soit S la partition de V en Ty, H C G. On a
G170 x(S ®k, Q) |Gs| [(RpforQe)§e] = (=1)" ! [Vign-a],

Ses

avec s € S. (On rappelle que ¢ est le caractére non trivial d’ordre 2.)
Démonstration. — D’apres la ProrosiTioN 3.4.1, le terme de gauche
de I'égalité est égal a :

()71 Y x(Tw ® k, Qo) [HI[(@™)"].

H

On déduit alors des PRoPOSITIONS 3.3.2 et 4.2.1 qu'il est égal & (—1)"1[Q,]
si n est impair, et & (—1)""1([Q}?] — [Q¢]) si n est pair. L’énoncé résulte
alors de Iégalité [Q)?] — [Qe] = [Vy].

4.4. — Le lemme suivant va nous permettre de passer de Qg a L.

LemME 4.4.1. — Les faisceauzx L, et (fow)*ﬁxlxgq sont isomorphes

sur un voisinage étale de V dans X par un isomorphisme compatible avec
l’action de G.

Démonstration. — Localement pour la topologie étale :
Ly = (fom)"Lx1® (Aom) Lxo,
Aom = (unité)(fom)" 1 ]
On déduit immédiatement du LEMME 3.2.2, de la ProposITION 4.3.1
et du LEMME 4.4.1 :
ProposiTION 4.4.2. — Soit S la partition de V en Ty, H C G. On a :
G171 X(S @k, Q)IGs|[(Rpont™ LT ] = (=1 [Viy (xopn1]- [
ses

4.5. Démonstration de la proposition 4.1. — On considere
I'immersion standard j : A} — P7. Le diviseur P} — U est une réunion
d’hyperplans projectifs, correspondant a un arrangement d’hyperplans
dans P?. On appelle strate de I'arrangement toute intersection non vide
d’hyperplans de l'arrangement. Rappelons (cf. [L, §7]) que si on éclate
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les strates de dimension 0, puis les transformées strictes des strates de
dimension 1,..., puis enfin les transformées strictes des strates de dimen-
sion (n — 2), on obtient 7 : X — P}, telle que X — U soit un diviseur
a croisements normaux, dont les composantes correspondent aux strates.
Cependant cette résolution ne convient pas pour ce qui suit. A la place,
on procede comme suit.

Pour I non-vide strictement contenu dans {0,...,n}, on note Ly le
sous-espace projectif d’équation z; = 0, pour ¢ € I, avec xg,...,T, les
coordonnées projectives usuelles sur P?. On commence par éclater les Ly
de dimension 0, puis les transformées strictes des L; de dimension 1,...,
puis enfin les transformées strictes des Ly de dimension (n—2). On obtient
ainsi une modification 7 : X; — P}. L’image inverse A} par m; de
la réunion A; des hyperplans de coordonnées de P} est transverse a la
transformée stricte A5 par m; de la réunion Ay des autres hyperplans
de P} — U, et chacun est, localement pour la topologie de Zariski, réunion
d’hyperplans. (On vérifie cela par récurrence sur n comme dans [L, 7.2].)
En éclatant successivement les transformées strictes des strates de A} de
dimension 0, 1, ...,7—2, on obtient une modification 7 : X — P7, telle que
X —U soit un diviseur a croisements normaux. Dans la suite on supposera
que X est obtenu de cette fagon, c’est-a-dire en éclatant les transformées
strictes des Ly et des strates de P} — U qui ne sont contenues dans aucun
hyperplan de coordonnées (les deux descriptions coincident car les strates
de A} sont les transformées strictes des strates de A qui ne sont pas
contenues dans Ap, car A] est transverse a A}).

Si I est non-vide et strictement contenu dans {0,...,n}, on note Er
la composante de X — U associée a ’éclatement de la transformée stricte
de Ly, et EY le complémentaire dans E; des autres composantes de X —U.

Il n’est pas vrai en général que f : U — Gy, se prolonge en
g: X — P4, aussi nous plagons-nous dans la situation de 3.4. On note Jy

I’ensemble des parties non-vides de {1, ...,n} et Jo, 'ensemble des parties
de {0,...,n} contenant 0 et strictement contenues dans {0,...,n}. On a
donc :

971 0) =Y IEr, g7' (o)=Y (n—|I|+1)E;.

On note : TeJo TeJo

e V. le complémentaire dans IF"Z_1 des hyperplans z; = 0,1 < i < r,
z;—x; =0,1<4<j<r avec xy,...,%, les coordonnées projectives
sur ]P’;"l ;

e U,—, le complémentaire dans A7™" des hyperplans z; = 0, z; = #,
r<i<n,2<{l<N,zi—x;=0,r <i<j<n,avec Tri1,...,Tn les
coordonnées affines sur A} ™"
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Le LEMME 5.1.1 plus bas entraine que
(451) X(Un—r ® ]}7 Qf) = (_1)n_TO‘n—r,N(n - 7")'

Soit LY le complémentaire dans L; des hyperplans de Py — U qui
ne contiennent pas Lj. Tout est maintenant en place pour les deux
propositions suivantes qui — avec 3.4.2 — entrainent directement la
ProposITION 4.1. ]

PropOsSITION 4.6. — Soit I € Jy. Il existe une partition S de EY en
constructibles telle que :

G171 37 x(S ® k, Qo) Gl [(Rypym* L) -]

Ses -1
= (—1)n—lan_|1|,N(|I|) [VXI(X0¢)‘”_‘]'

Démonstration. — On peut supposer que I = {1,2,...,7} avec
1<r<n.Onaalors LY = U,_,. Si s € LY alors G, = S, avec S, le
groupe des permutations de I = {1,2,...,7}. On a E9 ~ LY x V, ~
Un—r x V., S, agissant par permutation des coordonnées projectives sur
V, et trivialement sur U, _,. La situation est donc exactement, a un pro-
duit trivial pres, celle du cas r = n donnée par la ProposiTiON 4.4.2.
En prenant comme S le produit de U,,_, avec la partition de la Propo-
SITION 4.4.2, on obtient que le terme de gauche de 1’égalité que 1'on doit
démontrer est égal a :

|5, ]
|5n]

X(Un-—-'r‘ & ’_C, QZ) : (_1)T-1 [VX1(Xo¢)T“1]‘

La proposition est maintenant conséquence directe de (4.5.1). []

PROPOSITION 4.7. — Soit I € Ju. Il eziste une partition S de E9 en
constructibles telle que :

IGI™ ) X(S @ K, Q) |G| [(Rtbraogm™ £4)S 7]

ses n o\
=0 e () Vi hagaren-a)
Démonstration. — On peut supposer que
I={0}Uu{r+1,r+2,... 0}
avec 1 <r <netr=n—|I|+1. Onaalors LY = V,. Si s appartient & L9,
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alors G est un sous-groupe de S, X S,,_,, avec S, le groupe des permuta-
tions de {1,2,...,7} et S,_, le groupe des permutations de {r + 1,...,n}.
On obtient par un calcul explicite que E? ~ LY x Uy, =~ V. x Uy, le
groupe S, agissant par permutation des coordonnées projectives sur V. et
trivialement sur U,,_,, et S, _, agissant par permutation des coordonnées
affines sur U, _, et trivialement sur V,. En particulier, si s € E'?, on
a G5 C S,. De plus d’apres la ProposiTioN 3.3.2, G5 agit librement sur
I’ensemble C' des composantes géométriquement connexes de la fibre de
Milnor de 7o, o g en s. On prend pour S le produit de la partition de
la PropPoOSITION 4.4.2 avec U,,_,. On obtient alors :

G173 (S © by Q0) |G| [(Rtbr 09 Q0) 7]

Ses

= (U ® Q1) - (1 V],

D’apres (4.5.1), cela entraine la PROPOSITION 4.7 parce que m*L, est

isomorphe & (7700og)*E(X1X2_”XN)_1XO_<zn-r-1> sur un voisinage étale de ETy,

car £j o7 = (unité) (Moo 0 g) 1 et Ao = (unité)(meo 0 g) "N, ]

5. Démonstration du théoréme 1.3.1

On note D(n, N, x) le terme de gauche de I'égalité (1.3.2) et F'(n, N, x)
le terme de droite. On convient que pour N > 2, on a D(0, N, 2(_) =1.0On
va démontrer que pour n >0 et N >1ona D(n,N,x) = F(n,N, x).

Le résultat est clair si n = 0. D’autre part le cas N = 1 est conséquence
directe de la PROPOSITION 4.1 et de la suite spectrale de Leray associée a f,
car R'fiL, est lisse dans ce cas. On suppose maintenant que n > 1 et que
N > 2. II suffit donc de démontrer que, si le résultat est vérifié pour
(n—1,N) et (n,N — 1), il est aussi vérifié pour (n, N). Supposons donc
le résultat vérifié pour (n — 1, N) et (n, N —1).

5.1. Premiére étape. — On démontre I’égalité (1.3.2) quand x; = 1.
Soit
U = AD — ( U &0 UA’I(O)).

2<i<N

On note x’ = (X0, X2,---,Xn) et on définit L,/ sur U’ par :

Ly = Q) 6Ly ®A Ly
2<i<N
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On identifie AL‘_I a hyperplan L; défini par x; = 0. Soit
U’ = AP - ( U &' ou A—l(O)).
2<i<N

Pour 1 < i < N, soit £ = [[j_o(z;—t:), et soit A" = [[oe;jcp, (mi—125)%
Remarquons que :

v=at - (U T ouaro).

1<i<N

On note
XH = (XO?X%?X2, s »XN)

et on définit £, sur U” par
/1% /1% 1%
Lyr= Q) £ Ly @ Lygyr ® A Lygpyrr-
2<i<N

Soit &€ le faisceau géométriquement constant de rang 1 sur U” sur
lequel le Frobenius agit par multiplication par ]_[;V=2 X;j(=t;). On note

Ly =& ® Lyr. On aura besoin du lemme suivant.

LEMME 5.1.1. —Sin>0et N>1,0na:

> (-1) dim HI (U ® k, Q)" = (=1)"atn,n-
J
Démonstration. — L’énoncé est vrai si n = 0 ou si N = 1. En général
on a une suite exacte longue :

v — HX (U ®k, Q)% — HX(U' @k, Qp)"
— HX(7'0)NU' @ k,Qp)5" — -

Comme
H (671 0)NU' ® k, Qo) ~ HX(U" @ k,Q¢)*,
on en tire ’énoncé par récurrence sur n et N. |[]

Si x1 =1, on a une suite exacte longue :
PN H:(U X ]—C,[:X)Sn_, H:(Ul ® ]}7 EX/)SH
— HX (N 0)NU' @k, 5" Ly)5m — -+,

avec j : £7(0) N U’ — U’ Vinclusion naturelle.
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LemME 5.1.2. — Les Gal(k/k)-modules H} (671 (0) U’ ®k, j*L,r) 5" et
H{U"®k, E&//)S"—l sont isomorphes.
Démonstration. — Vérification immédiate. |]

On trouve donc, d’apres les LEMMES 5.1.1. et 5.1.2,

(5.1.3) D(n, N, x) (H xj(—t;) " 1”)
-D(n,N —1,x') - D(n—1,N,x").

Pour terminer la démonstration dans le cas x1 = 1, il reste a savoir que
le terme de droite de (1.3.2) vérifie également (5.1.3) :

LEMME 5.1.4. — On a, pourn>1et N > 2:
(HXJ yor=N) - F (N = 1,X) - F(n = 1,N,X").

Démonstration. — On tire directement de la relation ap—1,s + aps—1 =
ar,s que les termes en g(x;(xo¢)%, %) pour j > 2 et les termes en goo
sont les mémes dans les deux membres de la formule. Dans le membre de
gauche, g(xo¢, 1) apparait avec la multiplicité

anoN+(N—-1an_1,n—(N—1apn_1,n41 = an—an—(N—1)ap_2 nt1
et, dans le membre de droite, avec la multiplicité

(N—=2)ap—1,n-1—(N—=2)an_1, v+ (N —1Dap—2n — (N —1)an—2 n+1
=op_2N — (N —1Dan—2 n4t1-
Pour i > 2, g((x0¢)% v) apparait dans le membre de gauche avec la

multiplicité
an—i—2,N + (N = L)ap—i—1,N

et dans le membre de droite avec la multiplicité

(N =2)ap—i—1,N+1 + @n—i—1,n + (N —Dap_i—2 N
= (N = 2)(n—i—1,N — @n—i—aN) + Un—i—1,n + (N = Dn_i—a n.

On a donc bien :

g(n?N’X) = g(nvN - 17K,) g(n - lanxl/)'
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D’autre part, on a :

C(’IZ,N,X) : C(’I’L,N - 17_X/)—1

(L o) ol I )

4,J=2,1#] 2<i<j<N

(L o)™ (ol T )

2<j<N 2<j<N
N
<H ozn 1N).C(n—l,N’X//). D

5.2. Deuxieme étape. — On passe de x; = 1 & x; quelconque.

On note x° = (x0,1,X2,---,Xx~). La ProposiTiON 2.4.1 appliquée &
la restriction de (R fgﬁxo)G a Gy, 1 donne, grace & la ProposITION 4.1

que le quotient des termes de gauche de (1.3.2) associés & x et x°,
D(n,N,x) - D(n,N,x°)~!, est de la forme

xi(x) -G

avec

G = H[gba x00)' %) goo((T1;2 X) r0g)" 7", ) i

X
(09) %) goo (TT521 X5) (x0$)2"—27,9))

D’autre part, le quotient des termes de droite,
F(TL,N,X) ) F(nvNaxo)_l

est égal &

Xl( 11 t?"“’”*‘) G

2<i<N

Il reste donc a démontrer que ’on peut prendre :

Qp—1,N+41
[T « :

2<i<N

Pour cela, il suffit de reprendre le méme raisonnement avec yo! ||
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