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SINGULARITE ANALYTIQUE ET PERTURBATION
SINGULIERE EN DIMENSION 2
PAR

Guy WALLET

RESUME. — Etant donnée une famille d’équations différentielles (£4) : edu/dz =
f(z,u,) dans C? avec un petit paramétre € et un parametre de contréle a, on
s’intéresse & 1’existence locale d’un couple (o, ux) possédant un développement asymp-
totique en puissances de ¢ et tel que u. soit une solution de (€, ). Le résultat principal
de cette étude établit un lien entre ’existence d’un tel couple et une propriété d’un
déploiement de la singularité de la premiére approximation de f.

ABSTRACT. — Given a family of ordinary differential equations (£) : edu/dz =
f(z,u,a) in C? with a small parameter & and a control parameter o, we are interested
in the local existence of a pair (a«,us) which have an asymptotic expansion in power
of € and such that u, is a solution of (€4, ). The main result of our study establishes a
main connection between the existence of such a pair and a property of an unfolding
of the singularity of the first approximation of the function f.

1. Introduction

N

Un probléeme habituel de perturbation singuliére consiste a prouver
I’existence de solutions ayant un comportement asymptotique donné, pour
une équation différentielle

du

E& =f(z,u,s)

ou une famille de telles équations, lorsque € est un petit parametre.

Par exemple, on peut s’intéresser & 1’existence locale de solutions qui
possedent un développement selon une échelle asymptotique imposée.

(*) Texte regu le 7 septembre 1992.
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186 G. WALLET

Inversement, on peut chercher ’éventuelle échelle permettant de dévelop-
per les solutions satisfaisant une condition limite fixée. Cette problémati-
que est trés fréquente et a conduit Panalyse asymptotique [16], [17], [26]
a distinguer de nombreuses classes de solutions. C’est le cas des solutions
canards dans le plan réel [1], [2], [27] et des solutions surstables dans le
champ complexe [24], [25]. Des études faites sur ce sujet [9], [14], [15]
et [24], il se dégage I'idée que les conditions d’existence de telles solutions
doivent étre en rapport avec la nature de la singularité locale que présente
la partie principale de la fonction f.

L’objet de ce travail est, en réponse & une question de J.-P. Rawmis,
de tirer au clair cette correspondance pour une large classe d’équations
différentielles analytiques complexe, lorsque I'échelle imposée est {e"}, .
et que la variable u est de dimension complexe un. Pour cela, il est
particulierement commode de poser ce probléeme asymptotique dans le
langage des germes de fonctions qui permet habituellement, avec ses
aspects algébriques et géométriques, la description et et la classification
des singularités des applications différentiables. Le principal résultat que
l’on se propose d’obtenir est d’établir un lien entre l’existence de ces
solutions et une propriété d’un déploiement (ou d’un jet) d’une fonction
associée a la singularité.

Enfin, le cadre choisi est celui de I’asymptotique non standard [13], [20]
et [23] qui offre le réel confort «d’économiser» un parametre, dans
un probleme généralement multi-paramétré, en fixant ¢ & une valeur
infiniment petite. Autre avantage, on doit & A. ROBINSON — créateur de
I’analyse non standard — une maniere tres efficace d’énoncer les propriétés
semi-locales des fonctions analytiques complexes ([21, chap. 6], [4]). Cet
outil se révele particulierement intéressant pour traiter les probleémes
d’ordre de grandeur des fonctions holomorphes [4], [5], [6], [24].

2. Quelques notions asymptotiques
dans les algéebres de germes

2.1. Deux ordres de grandeur pour les germes. — On considere
une fois pour toute un nombre complexe ¢ infiniment petit et non nul.
Dans les définitions suivantes, n désigne un entier standard et a un élément
standard de C™.

L’ensemble des germes en a des fonctions analytiques de (C", a) dans C
est noté O,. Un élément ¢ de O, s’identifie & une série convergente
Y aenn Calz —a)* a coefficients complexes. Pour ce qui est des notations,
on ne distinguera pas un germe de 'une quelconque des fonctions locales

qui le représentent.
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SINGULARITE ANALYTIQUE ET PERTURBATION SINGULIERE 187

DEFINITION 1.

e Un élément ¢ de O, est petit s’il admet un représentant défini sur
une boule B(a, R) de rayon standard R strictement positif de sorte que :

Vz € B(a,R), ¢(z)~0.

On note g un petit germe quelconque et on dit que ¢ est une perturbation
de ¢ si o — ¢ = ¢.

e Un élément ¢ de O, est e-exponentiellement petit s’il existe des
nombres réels standard strictement positifs R et A tels que ¢ possede
un représentant défini sur B(a, R) de sorte que :

Vz € B(a,R), |o(2)| < exp'(—%).

Ces propriétés doivent pouvoir se lire sur la suite des coefficients de la
série entiere qui code un germe donné. Ainsi, lorsque la dimension n est
égale & 1, on a le résultat suivant.

ProOPOSITION 1.

o Le germe >, oy ck(2—a)¥ est petit dans O, si et seulement s’il existe
un nombre réel standard R > 0 tel que :

VkEN, ek R ~o0.

o Le germe Y,y cr(z — a)* est e-exponentiellement petit dans O, si
et seulement s’il existe des nombres réels standard R > 0 et A > 0 tels
que :

& A
VkeN, |exR" < exp(—m)

Démonstration. — La nécessité de ces caractérisations découle de la
formule de Cauchy. Elles sont suffisantes par comparaison de la somme
de la série entiere avec une série géométrique sur une boule B(a,r) avec r
standard tel que 0 < r < R. []

On peut remarquer que ces deux caractérisations conduisent naturel-
lement & associer & tout germe p(z) = Y, .yck(z — a)* dans O,, par
analogie avec son rayon de convergence R., deux éléments standard posi-
tifs Rp et R, de Ry U {+o0} tels que, pour tout nombre réel standard R,
la relation 0 < R < R, soit équivalente a

VkeN, |cx|R¥ ~0
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188 G. WALLET

et que la relation 0 < R < R, soit équivalente & l’existence d’un nombre
réel standard A > 0 vérifiant

A
Vk € N, lckle < exp(—g).

On a bien str 0 < R. < R, < R, et le germe ¢ est petit (resp. e-expo-
nentiellement petit) si et seulement si R, > 0 (resp. R, > 0). Ainsi, R,
(resp. R.) est la borne supérieur de ’ensemble standard dont les éléments
standard R sont tels que ¢ posséde un représentant sur B(a, R) vérifiant

Vz € B(a,R), ¢(z)~0

(resp. il existe un nombre standard A > 0 pour lequel

Vz € B(a,R), |¢(2)| < exp(—%).

Pour le germe en 0 de exp(z/¢), on a R, = R, = 0, alors que pour celui de
exp(ez)—lon a R, = 0 et R, = +00. Sur le bord du disque de centre a et
de rayon R, la fonction ¢ manifeste en général un comportement assez
«sauvagey : elle passe brutalement de linfiniment petit a linfiniment
grand.

PROPOSITION 2. — Dans le cas 01 0 < R, < R., il eriste un nombre
compleze z tel que |z — a| ~ R, pour lequel ¢(z) est infiniment grand
(ot <K y signifiex <y et x #y).

Démonstration. — Elle découle du théoréme de Robinson [21], [4]
selon lequel une fonction holomorphe f définie sur un domaine contenant
le halo d’un point 2, telle que f(zp) soit limité ne posséde que deux
comportements possibles :

« ou bien elle est limitée sur le halo de zq et alors elle admet une ombre
analytique sur un voisinage standard de zp;

e ou bien elle prend au moins une fois une valeur non limitée dans
le halo de 2y et alors I'image du halo de zy contient tous les nombres
complexes limités sauf sauf éventuellement une partie du halo d’un

point. (]
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SINGULARITE ANALYTIQUE ET PERTURBATION SINGULIERE 189

2.2. L’algébre des germes e-développables.

DEFINITION 2.

o Un élément ¢ de O, est e-développable s’il existe une suite standard
(@[n))nen dans O, telle que, pour tout nombre entier standard n

n
Y= Z&‘kgo[k] +e"g.
k=0

Une telle suite est unique. Le germe standard o) est appelé I’ombre de .

e Un nombre complexe z est e-développable si le germe de valeur
constante z l'est, c’est-a-dire s’il existe une suite standard (2(n))nen de
nombres complexes telle que, pour tout nombre entier standard n

n

z= Zekz[kl + e"g.
k=0

Ces notions constituent la version non standard des développements
asymptotiques selon 1’échelle {e"},>o et ils ont été introduits par
F. DIENER [10] lors des études sur les canards.

On désigne par C. le systéme des nombres complexes e-développables.
Le terme systéme est ici utilisé pour qualifier un type d’entités qui n’est pas
nécessairement identifiable & un ensemble formel. Que certains systémes
produits par I'asymptotique non standard ne soient pas des ensembles
ne présente aucun inconvénient pour les calculs qui vont suivre. Ces
derniers dépendent d’une structure algébrique intéressante (c’est-a-dire
de la donnée de reégles de calculs précises et riches) dont l’existence ne
nécessite pas un support strictement ensembliste. Ainsi, pour les lois
induites par celles de C, le systeme C. est un anneau local d’idéal
maximal (g) engendré par e.

Le systeme des éléments de O, qui sont e-développables est noté O, .
C’est une C.-algebre locale d’idéal maximal :

Mg = (zl — A1y ey 2 — an,e) = {<p € Oy | pla) ~ 0}.
En fait, M, . est 'image réciproque de (&) par le morphisme d’évaluation
en a de O, dans C,. Le systeme O, . et son idéal (&) engendré par € sont
stables par dérivation du fait des inégalités de Cauchy. Enfin on remarque

que dans O, ., la relation ¢ = g est équivalente & ¢ € (g).
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190 G. WALLET

Si un élément ¢ de O, est e-exponentiellement petit, il est e-déve-
loppable et son développement est plat (c’est-a-dire réduit a la suite
nulle). Cependant, il existe des germes e-développables qui sont plats
bien que non e-exponentiellement petits : par exemple le germe constant
de valeur ¥ ou w est un nombre entier infiniment grand choisi de sorte
que wle|In(|e|) soit infiniment petit. Le systeme des éléments de O, qui
sont e-exponentiellement petits est noté OFF ; c’est un idéal de O,  qui est
stable par dérivation.

Pour des germes e-développables, il existe une notion de composition
plus générale que la classique : p(p1(2), ..., Pm(z)) est bien défini dans O, .
lorsque ¢ est dans O, avec ¢ = (c1,...,cm) dans C™ et que chaque i
appartient & Oy et vérifie i (b) >~ cx.

3. Un probleme de perturbation singuliére

Les données du probleme sont :

e un nombre standard N € N;

« un élément standard ag = (2o, ug, ) € C x C x C; on note by le
point (29,ug) de C2, ¢y le point (zq, ap) de CN*1;

» un germe ¢-développable f € Og, . dont 'ombre fjg est non nulle
mais vérifie fjoj(ag) = 0.

On désigne par (£) la famille dans O,, d’équations différentielles & N

parametres suivante :
du
S f(z,u, ).

Le «temps» z est complexe et le parametre est «. Il faut noter que,
privilege de ’asymptotique non standard, € n’est pas un parametre mais
une constante. Puisque € est infiniment petit, on est dans une situation
de perturbation singuliere et I'intérét se porte sur les solutions qui sont
des germes e-développables.

DEFINITION 3. — Une solution surstable de (£) est la donnée d’un
élément o* de CY et d’un germe ¢* dans O,, . tels que :

o ¥ ™~ ag, c’est-a-dire 0‘?0] =ay;

o p*(20) = ug, c’est-a-dire ®lo) (20) = uo;

o edp*/dz(2) = f(z,¢*(2),a*) dans O, .

On dit aussi que a* est une valeur de surstabilité de (£) et que (a*, p*)

est une solution surstable de (£).
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SINGULARITE ANALYTIQUE ET PERTURBATION SINGULIERE 191

Si (a*, ¢*) est une solution surstable, la considération des termes de
degré zéro en ¢ dans 1’équation conduit & l’ident-itév fio (2, ©lo] (2),20) =0
dans O,,. Ainsi, le graphe de 'ombre de ¢* apparait comme une branche
lisse d’un ensemble analytique associé & 1'’équation différentielle. Cela
suggere d’introduire les notions suivantes.

DEFINITION 4.

o L’ensemble lent de (£) est le germe au point by = (20,ug) de C? de
I’ensemble analytique standard

Zp = {(Z,U) € (C2 I f[O](z7u7a0) ZO}

o Une courbe lente Cy de (£) est une partie lisse de ’ensemble lent qui
est le graphe d'un élément ¢y de O,,. Le germe ¢y est nécessairement
standard et vérifie ¢g(z0) = uo.

o Une solution surstable (a*,¢*) est dite subordonnée 4 la courbe
lente Cy si @* est une perturbation du germe ¢y dont Cq est le graphe.
En d’autres termes, on a cpfO] = (g, ce qui signifie qu'en premiere
approximation, le graphe de la solution ¢* se confond avec la courbe
lente.

Etant donnée une solution surstable (a*,¢*) subordonnée & la courbe
lente Cy, il est naturel d’appeler rayon de surstabilité de cette solution le
nombre R, associé au petit germe (¢* —¢p) par le procédé de la partie 2.1.
La détermination du rayon de surstabilité est un substitut analytique
complexe au calcul de la butée pour les canards des systéemes dynamiques
a «temps réely réels [3], [12], [19].

Le probléme que l'on se pose est celui de lexistence des solutions
surstables subordonnées a une courbe lente donnée Cy elle-méme graphe
d’un germe .

Il apparait que la difficulté a obtenir de telles solutions (ou encore leur
caractére fugace) est intimement lié & la nature de la singularité by de
I’ensemble lent Zj. Deux cas ont été principalement étudiés en fonction
de 0fjo)/Ou(z,u, ).

(o)

U

Cas 1 : 29 (aq) # 0. (Voir [18], [19] et [22].)

Dans ce cas, ’ensemble lent Zy n’a pas de réelle singularité en by et il est
égal a la courbe lente Cy. Alors, tout o, dans (Cév d’ombre «g est une valeur
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192 G. WALLET

de surstabilité ; on dit que le phénomene de surstabilité est robuste. Aucune
restriction sur la dimension de l’espace des parametres n’est nécessaire;
en particulier, les solutions surstables existent méme lorsque N est nul,
c’est-a-dire en I'absence de parameétre.

0 fio)

Cas 2 : Du (ao) = 0 et le point by est un zéro simple de la fonction
holomorphe restriction a Co de 0 fio)/0u(z,u, ag). (Voir [7] et [24].)

Cette fois, le point by est bien une singularité de Z; : c’est un point
de Morse et ’ensemble lent est le croisement de deux branches lisses
dont 'une est la courbe lente Cy. Dans ce cas, sous une hypothese de
transversalité ad hoc, on démontre l'existence de solutions surstables.
On remarque que la dimension N de ’espace des parametres doit étre
supérieure ou égale a 1 et il semble que les valeurs de surstabilité soient
tres localisées; on dit que le phénomene de surstabilité est fugace.

/[ /N

Figure 1. L’ensemble lent Zy des cas 1 et 2.

4. Hypothese sur la singularité et résultat principal

4.1. Nature de la singularité envisagée.

A partir de maintenant, on suppose que le germe en by de la fonction
holomorphe restriction a Co de 0 fio)/0u(z,u, o) est non nul.

Alors, en tant que zéro de cette fonction holomorphe, le point by possede
une multiplicité p. Dans les cas 1 et 2 précédents, p prenait les valeurs 0 et
1. Ce nombre est un invariant associé a la courbe lente Cy; il est stable par
tout changement de variable admissible (un changement de variable de la
forme v = g(z,u,a) avec g € Oy, . et dgjo}/u(ag) # 0). Anticipant sur
le résultat final de cette étude, on peut proposer la terminologie suivante.

DEFINITION 5. — Le nombre entier p est appelé indice de fugacité des
solutions surstables subordonnées a la courbe lente Cgp.
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SINGULARITE ANALYTIQUE ET PERTURBATION SINGULIERE 193

ExEMPLE 1. — On considere le cas ol fio)(2,u, ) = u(u — 2)(u + 2)
avec by = 0 et ’axe Oz pour courbe lente. L’indice de fugacité prend alors
la valeur 2.

EXEMPLE 2. — Si fi)(2,u,20) = u(u® — 23) avec toujours by = 0 et
Paxe Oz pour courbe lente, I'indice de fugacité est égal a 3.

Figure 2. L’ensemble lent Zy des exemples 1 et 2.

4.2. Interprétation algébrique de ’indice de fugacité.

Notons Oy, (Cp) l'algebre des germes en by des fonctions analytiques
de Cy dans C. Alors, I'indice de fugacité p est égal a la dimension sur C
du quotient de Oy, (Co) par I'idéal (0fjg)/Ou(z,u, ap)). Puisque Cp est le
graphe de g, on a les isomorphismes suivants

O, (Co) -~ Oz
(8f[0]/6u(z,’u,040)) (af[O]/au(z7 (,D()(Z),OZO))
~ Oy ~
— ———— — C[z — 2p]p—
G-y P
ou C[z — 2zp]p—1 désigne I'algebre des polyndmes & coefficients complexes
de degré strictement inférieur a p.

4.3. Interprétation géométrique de l’indice de fugacité.

Puisque le germe fig(2,p0(2), ) est nul, on a une factorisation
fio(z,u,0) = (u — @o)go(z,u) ol go désigne une fonction standard.
L’hypothese faite sur fig est équivalente a la non nullité de go(2, @o(2)).
Ainsi, la branche lisse Cy est de multiplicité un dans Zj.

Pour obtenir une description plus complete de Zy, on consideére la
restriction IT & Zy de la projection :

(C2,b0) ——— (C,0)
(2,u) — u —@o(2).

Alors, II7}(0) = Cy et I~}(C — {0}) = Z, — Co.
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194 G. WALLET

Figure 3. L’ensemble lent Zy et les courbes de niveau de II.

Pour tout 1 non nul mais infiniment petit dans C, 'ensemble I171(n)
est I’ensemble des zéros de la fonction analytique fig) (2, wo(z) + 1, @0).

PRroPOSITION 3. — La fonction fig)(2,po(2) + n,0) posséde p zéros
(comptés avec leur multiplicité) infiniment proches de zg.

Démonstration. — Puisque n est non nul, les zéros de la fonction
Jio1(2, po(2) +n, ) sont ceux de go(z, po(2) + 7). Cette derniere est une
perturbation de go(z, 9o (2)) fonction standard admettant zp comme zéro
d’ordre p. Le résultat découle du théoréeme de Rouché. []

4.4. Une condition pour P’existence des solutions surstables.

Maintenant, il est possible d’énoncer une condition de transversalité
naturelle pour V'existence des solutions surstables. Comme il est normal
en théorie des singularités, cette propriété porte sur un déploiement d’une
fonction associée a la singularité.

THEOREME 1. — Pour que (£) admette une solution surstable subor-
donnée a Cop, il suffit que l’application
(€Y, ap) ———— O,
o f[O] (Z7 900(75),‘1)

soit transverse en ag & lidéal ((z — 29)P) engendré par

A fyo) ,
Ou(z, po(2), ap)

Pour vérifier cette condition de transversalité, il suffit de considérer
la partie polynomiale de degré strictement inférieur a p de 'ombre de la
fonction f(z,po(2), @)

p—1
Jioy (2, 00(2), @) = Z ar(@)(z — 2)* modulo (z — 2)P
k=0
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SINGULARITE ANALYTIQUE ET PERTURBATION SINGULIERE 195

et de montrer que la différentielle de 'application
cN cr

ar— (ag(@), ..., ap—1())

est de rang p en ag. En fait, pour chaque k, on a
1 0Fhg
ak(a) = A W(Zo,a)
ot I'on a posé ho(z,a) = fi(2,¢0(2),20). En conséquence, si 'on
introduit le jet d’ordre (p — 1) par rapport & z de la fonction hg

) oh oP~1h,
]P—l(h’O)(zaa) = (h()(Z,Oé)’ 6—;(Z’ @) azp_10 (Zaa))

on peut reformuler le théoréme de la maniére qui suit : pour que (£)
admette une solution surstable subordonnée a Cy, il suffit que ’application

(CN, ag) ———— CP
a+—— jp_1(ho)(20, @)
soit une submersion en «g.

En particulier, pour que cette condition soit satisfaite, il est nécessaire
que la dimension N de l'espace des parametres soit supérieure ou égal &
I’indice de fugacité p. Donc, plus I'indice de fugacité est grand, plus «il faut
de parameétres numériques» pour obtenir des solutions surstables. En ce
sens, I'indice de fugacité est bien une mesure de la fugacité du phénomeéne.
La démonstration de ce résultat est exposée dans le paragraphe 6.

5. Réduction du probleme

Dans ce paragraphe et seulement dans lui, on suppose que l’'ombre fig
est indépendante du parametre a. Cette hypotheése est peu restrictive car
on peut toujours s’y ramener en remplagant o par ag + €a.

5.1. L’écart d’une perturbation de yq.

DEFINITION 6. — Etant donnée une perturbation ¢ de ¢ dans O, .,
’écart de 1 est 'élément E7p de O, . défini par

Elb(?«%a) = f(Z,f/)(Z,a),a) - gg—’f (Z)a)'

L’hypothese faite sur fio) implique que f(z,%(z,a),a) appartient a
I'idéal engendré par €. Donc, I’écart de toute perturbation de g est un

petit germe.
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196 G. WALLET

Soit a* € C¥ infiniment proche de ag. Par construction, (a*, (-, a*))
est une solution surstable de (£) (subordonnée & la courbe lente Cp) si et
seulement si E1(-,a*) est le germe nul de O, .. En fait, on peut améliorer
cette caractérisation.

ProposSITION 4. — Soit o* € CV infiniment proche de ag. Alors, il
eziste p* dans la classe de Y(-,a*) modulo OFE. tel que (o, ¢*) soit une

solution surstable si et seulement si EY(-,a*) € OZF.

Démonstration. — Si Evp(z, *) appartient & O5F. | il résulte du lemme

de Gronwall que la solution maximale ¢* du probleme de Cauchy

du

652

f(z,u, a*)a u(z()) = 1/1(207 a*)

est définie au moins sur une boule B(zg,r) avec r > 0 standard et elle y
est telle que ¢*(2) — 9 (z,a*) € OFP.

Inversement, on considere ¢* telle que (a*, p*) soit une solution surs-
table et que e(z) = ¢¥(z,a*) — p*(2) soit e-exponentiellement petit. Alors

Ey(z,a%) = (f(z,9(z,0"),a*) = f(2,¢"(2), ")) ‘eg(z)

et on remarque que f(z,¥(z,a*),a*) — f(z, p*(2),a*) appartient & I'idéal
de O,, . engendré par e.

5.2. Forme réduite de 1’écart.

D’apres la ProposiTION 3, l'existence d’une solution surstable est
ramenée a celle d’'une perturbation ¥ de g dont I’écart possede des valeurs
e-exponentiellement petite. Pour utiliser ce résultat, il faut pouvoir choisir
une perturbation dont I’écart est d’une certaine maniere minimale. C’est
ce que permet le théoreme fondamental suivant dont la démonstration est
donnée dans le paragraphe 7. Avant d’énoncer ce résultat, on introduit
la notation suivante : étant donnée une fonction analytique ¥(z, @), on
désigne par TY(z, a), lorsque cela a un sens, le développement de Taylor
de ¢ d’ordre (p — 1) par rapport & la premiére variable en zg

p-1 k gk
(z—20)" 0%
(TY)(z,0) =) TE Bk @)
k=0
ou p désigne 'indice de fugacité des solutions surstables subordonnées
a Cp.
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THEOREME 2. — Il existe dans O, . une perturbation ® de o dont
Uécart E® est égal modulo O, a son développement de Taylor T(E®).

Donc, E® appartient modulo Og% & Oa,elz — 20]p-1, C'est-a-dire
& lensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & (p — 1) et &
coefficients dans l'algebre O,  des germes e-développables des fonctions
analytiques de (CV, aq) dans C.

COROLLAIRE 1. — Pour que () admette une solution surstable subor-
donnée a Co, il suffit qu’il existe o € CN infiniment proche de oy tel que
T(E®)(-,a*) € O®

20, °

D’apres la ProposiTioN 1, la condition T(E®)(-,a*) € OZF signifie
que les coefficients du polynéme T'(E®) sont e-exponentiellement petits.
L’esprit de la démonstration du THEOREME 2 ainsi que la PRopPosITION 4

énoncée plus loin rendent raisonnables les conjectures qui suivent.

CONJECTURE 1.— Le germe ® € O, » du théoréme précédent est unique

modulo OgT, .

CONJECTURE 2. — Si a* est une valeur de surstabilité associée a une
solution surstable subordonnée d la courbe lente Cy, alors T(E®)(-,a*)

appartient a OZF..

De méme, les résultats [3], [7] et [22] obtenus lorsque lindice de
fugacité est égal a 0 ou 1 suggere la conjecture ci-apres, sous I’hypothése
supplémentaire d’une dépendance analytique du petit parameétre (c’est-
a-dire qu’il existe un germe standard analytique F' tel que f(z,u,a) =
F(z,u,q,¢)).

CONJECTURE 3. — La série formelle associée au développement de ®
en puissances de € est Gevrey et peut étre resommée par le procédé de
Borel-Laplace.

5.3. Un modele local de I’équation ().

On peut aussi déduire du THEOREME 2 un modele local pour notre
probleme de perturbation singuliere. Pour cela, il suffit d’effectuer préa-
lablement un changement de temps qui permet de se ramener au cas ou

0
-aigﬂ (2,00(2), a0) = (z — 29)P.

COROLLAIRE 2. — Il existe un changement de temps et de variables
transformant (zo,uo) en (0,0), qui donne & I’équation différentielle (€) la
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forme (N') suivante

du
‘L = uz? +r(a)(z) modulo (cu,u?, oxF
ot r(e) désigne un polynéme de degré inférieur 4 (p — 1) a coefficients
dans Oq, ¢ €t qui transforme les solutions surstables de (£) subordonnées
a la courbe lente Cy en les petites solutions de (N).

Un cas particulier simple est celui de I’équation différentielle linéaire
suivante (M) dans C?

du P p—1
e— =uz' +ag+ao1z+ - +0p_12 .

dz

Pour cette équation, on peut démontrer une condition nécessaire et
suffisante pour V'existence des solutions surstables qui rend encore plus
vraisemblable la CONJECTURE 2.

ProOPOSITION 5. — L’équation (M) admet une solution dont le germe
en 0 est petit si et seulement si les nombres complexes ay sont tous e-
exponentiellement petits.

Démonstration. — On cherche une solution de (M) sous la forme
u(z) =Yo7, anz™. On obtient que, pour tout k € N

_ A
e+ = Ch(p+ 1)k k!

et pour r=1,2,..,p

—_ ®r—1 .
Ak(p+1)+r = e tlr(p+1+7r)---(k(p+1)+7)

On peut décomposer u en la somme de p + 1 germes

p [e o)

u(e) = 3 (D angrany 27707

r=0 k=0

et, d’apres la proposition précédente, u est petit si et seulement si chacun
de ces germes 1’est.

Soient 7 un nombre entier tel que 0 < r < p et R un nombre réel
standard strictement positif. On vérifie que la suite de terme général
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Uk = |ag(ps1)4r | REPTVFT atteint son maximum en ko infiniment grand
dont ’ordre de grandeur est donné par
R+l
(p+Dlel

A laide de la formule de Stirling, on obtient

ko (1+9).

ng(p+1)+r
(p+ 1)ko|e|ko kg !

Rp+1

=exp[m(l +¢)]

et puisque pour r > 0

ar_leo(ZH-l)‘H"
r(p+ R [efori(k+ 1)

Qp_q RFo(p+1)+r

ko(p+1)+r
< |ako(pe1)+r | R* . = r(p+ 1)kole[fotiky !’

on en déduit finalement les estimations

p+1
(+ 1)l

avec la convention a_; = ag. D’apreés la proposition précédente, la
solution u est petite si et seulement s’il existe un nombre réel standard
R > 0 tel que chaque |ag,(p1)+r|BRFPTDF" soit infiniment petit. Pour
cela, il est nécessaire et suffisant que chaque «, soit e-exponentiellement
petit. []

REMARQUE. — Le lecteur familier de la théorie des canards peut penser
que cette proposition n’est que la généralisation au cas analytique com-
plexe d’une propriété bien connue selon laquelle les valeurs & canards oc-
cupent une plage e-exponentiellement étroite de ’espace des parametres.
Mais lorsque p > 1, une équation du type de (M) dans le domaine réel
peut posséder des canards dont les prolongements analytiques complexes
ne sont pas des petits germes. Considérons ’exemple suivant

| o (pt 1)+ | BEOPEITT = 0y eXP[ 1+ ¢)]

d
6—g = y:v3 + oo+ a1 +a2:v2
dz

avec € infiniment petit strictement positif et ag, a;, as réels infiniment
petits. La solution générale de cette équation est de la forme

4
y(z) = (yo + aglya(z,4e) + a1l 4(z,4e) + aols 4(x, 46))6Xp( E)
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ou I, 4(a,n) désigne l'intégrale de Laplace

a tq
Ipq(a,n) = / P exp(-— —) de
0 n

Lorsque a est standard, n infiniment petit, p et ¢ entiers standard avec
0<a 0<n0<p+1<gq, un calcul asymptotique classique donne

I’estimation q

a
Ipq(a,n) = Apn®D/9 4 Lyexp(— o)

ou A, désigne f0+°o tPe"t"dt et £ un nombre limité. On peut choisir
pour les parameétres «; des valeurs qui, bien que non e-exponentiellement
petites, font disparaitre par compensation mutuelle les parties principales
des intégrales Iy 4(x,4¢), I1 a(z,4€) et I 4(z, 4€). Par exemple, lorsque yo
et o; sont nuls et que ag = —Ag 4(4e)3/4, ag = Ag 4(4¢)'/*, on obtient
une solution y(z) de I’équation différentielle qui est telle que pour tout
standard z > 0, y(x) est égal & y(—x) et est infiniment petit. Cette solution
est un canard puisqu’elle longe successivement les parties attractives et
répulsives de 'axe y = 0; pourtant elle est obtenue pour des valeurs
non e-exponentiellement petites des parametres. Cet exemple montre que
le résultat de la ProposITION 2 est spécifique au domaine analytique
complexe.

6. Démonstration du théoréme 1
Soit Fy lapplication standard
((CN,Oéo) — ((C[z — Zo]p_l,())

qui & « fait correspondre le développement de Taylor Thg avec hg(z,a) =
fi01(2, ¢o(2), @). D’apres ’hypothese de transversalité du théoreme, Fy est
une submersion en ag. Donc, il existe un standard a; € CV tel que

DFp(ag) - an = T(% (2) - fuy (z,goo(z),a)>

(ot DFy(ap) - oy est la différentielle de Fy en ag appliquée & ay).
On considére la nouvelle équation différentielle (£;) définie par

du

E@ = f(z,u, a9 + €ax)

au voisinage de (2o, ug, @1) et soit ¢; le point (29, 1) de C x C¥.
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L’hypothese initiale du paragraphe précédent est vérifiée par (£;) et
d’apres le THEOREME 2, il existe dans O, . une perturbation ® de g
dont P'écart E® est égal modulo OZ. a son développement de Taylor
T(E®) € Oy, (|2 — 20]p—1. Puisque

E®(z,a) = f(z,®(z,a), a0 + €a) — 5%? (z,)

I'ombre (E®)q) de E® est nulle et le premier coefficient de son e-dévelop-
pement est

0
(E(p)[l](zva) = éf,l[f] (Za 30()(2'), aO)(I)[l](Zva) + D3f[0] (Za QD()(Z),OZ()) e

+ fnzgo(z)a0) —< S (2)

ot D3 flo)(2, po(2), o) -« désigne la différentielle par rapport a la troisieme
variable de fjo) en (2, 0(2),a0) appliquée a a. De ceci on déduit que

T(E®))(2,a) = DFy(ao) -+ T(fu] (Z, @o(z), ao) - E%Z;Q Z))-
Par conséquent, T(E®)(z, o) = eF(a)(z) ou F est un germe d’application
analytique e-développable de (CV, a;) dans C[z — z0],—1 dont 'ombre Fg
est telle que Fig(a1) = 0 et que DFjg(;) soit une surjection de C
sur C[z — 2zg]p—1. D’apres le théoréme de la submersion e-développable
cité a la fin de ce paragraphe, F' admet une section analytique

s (Clz — 20)p-1,0) — CV

qui est elle-méme e-développable. En particulier, $(0) est un élément
de CY qui est tel que F(s(0)) = 0. On en déduit que le germe E®(-, s(0))

appartient a O%*P et on conclut par le COROLLAIRE 1.
PP 20,E p

THEOREME DE LA SUBMERSION £-DEVELOPPABLE. — Soit F' une applica-
tion analytique e-développable définie au voisinage d’un point standard xq
dans C™ et a valeurs dans C". On suppose que l'ombre Fjo) de F est
une submersion en xy et on pose yo = F(xg). Alors F admet une section
analytique e-développable définie sur un voisinage standard de yo dans C™.

Ce résultat se déduit immédiatement de la version e-développable du
théoreme d’inversion locale ou du théoreme des fonctions implicites. On
trouve dans [8], [11] une démonstration de ces théorémes.
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7. Démonstration du théoréme 2

7.1. Notations. — Pour tout ¢ € O, ., on désigne par Ty (comme
dans le paragraphe 5) le germe (développement de Taylor)

P—l _ k gk
o)z a) =Y EZ 2L TV )
k=0

puis on pose Ry = ¢ — T (reste du développement de Taylor) et on
définit Sy € O, par

Ri(z,0)

(2 — 20)P

SY(z,0) =

Enfin, on note kg et £y les germes suivant de O, :

0(@) = 2 (2, oz), 0), to(e) = 2L

7.2. Idée de la démonstration.

On cherche ® sous la forme ¢y + 6 ou § € O, . est un petit germe
choisi de sorte que RE(pq + 0) soit e-exponentiellement petit. Pour cela,
on linéarise I'opérateur RE sous la forme

RE(pg + 0) = RE(po) + ko + H(6)
puis on applique I'idée de la méthode de Newton a 1’équation
RE(po +0) =0
en choisisant 6; € O, . de sorte que
E(po) + kob1 = 0.

On pose alors ¢1 = o + 61; en principe, RE(p1) est «plus petit»
que RE(pp). On peut recommencer en choisissant par le méme procédé
0y dans O.. de maniere a obtenir w2 = @1 + 62 avec RE(p2) «encore
plus petit ».

On engendre ainsi une suite (¢j) de perturbations de ¢ dans O, e.
Cette suite n’a pas de raison de converger, mais un controle soigneux de la
«taille» des germes RE(yy) permet d’arréter le processus lorsque RE(py,)
est devenu e-exponentiellement petit.
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7.3. Estimations préalables.

Soit 7 > 0 un nombre standard tel que f et fo] soient définies sur
B(zp,7) x B(ug,r) x B(ap,r). Ensuite, on introduit un nombre réel
standard pp > 0 de sorte que

e 0<3pg <r;

o Vz € B(20,3p0), |po(2)| < %r;

o Vz € B(20,3p0), {o(2)#0;

o Y(z,0) € B(20,3p0) x B(ag,po), Ego(z,a)=0.

Pour tout h € O, dont un représentant est défini sur B (20, p) X B(v, po),
on pose :

[hl, = sup{Ih(z,)|; (2,0) € B(20,p) x Blao, po) }.

LEMME 1. — Pour un tel h, on a |Th|, < plh|, et |Rh|, < (p+ 1)|h|,.

Démonstration. — D’apres les inégalités de Cauchy

ok k! |h(z, a)]
- < =
Oz* (zo,a)‘__ ik sup |2 — 20| }
on obtient
p—1
I Thl, < Al
k=0
puis

|RAl, < |hl, +[Thl,. ]

Soit 1 € Og,  une perturbation de o et § un petit germe de O, .
Un calcul immédiat donne

RE(yp +6) = RE(Y) + ko + H(,6)

avec 90
H(,0) = R(G(v,0) <)

ot G(1,0) est le germe défini par

G(W,0)(z,a) = f(z,9%(2,a) +0(z,a), ) — f(2,9(z, @), @) — ko(2)0(z, ).
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On choisit ¢ de sorte que RE (1) + kob = 0 et on suppose que 1 est défini
sur B(zg, p) X B(ayg, po) avec

2po < p < 3po.

LEMME 2. — Awec les notations précédentes, on a
G, 6)], < 10],0.

Démonstration. — Cette inégalité découle de I’expression suivante

1 6 6
G(v,0) :0/0 (a—i(z,w+t0,a) — —(%[%](z,goo,ao))dt. (]

LEMME 3. — On considére les constantes standard
4p+1)A

et B= ——F5—-
3po Pg

Alors  |[RE( +0)lp—pje) < 5|RE®)],-

A:}%

Démonstration. — Par définition on a
00

0=S(Ev)/ty et RE(—0) = R(G(1,0)— =5

Du principe du maximum, on déduit que

R(EY
|S(EY)|, < l—‘pT)Iﬁ et 0],
L’application des inégalités de Cauchy donne alors
00 AREY),
0z lp—Ble| Bpp

_ AIRED),
N pr

On en déduit successivement

o0 A|R(EY)|,0  A|R(EY)|
lG(w’e)‘f'a—Jp_B.d < S 4 S
< 2AIR(EY)|,
—_— Bpp )
o0 2(p + 1)A|R(EY)|
‘R(G("/’, 0) - eaﬂp—Blsl < Bpp =

ce qui prouve le lemme. (]
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7. 4. Construction de ®.

On consideére la suite (6,) d’éléments de O., définie par :

SE(po+ Yo )
Lo

SE(po)
£y

0o = et Oky1 =

D’apres le LEMME 3, on a
1
|RE(0 + 90)|3p0_3|5| 3 |RE( 800)|3p0

et on vérifie par récurrence que

k-1
'RE(SOO + Z 0;)
1=0

3po—kBle] — 2’c IR (o |3P0

tant que cela a un sens, c¢’est-a-dire pour kBle| < 3po.

On considére un nombre entier n tel que 0 < nBle| <K po et on pose

n—1
® = o+ z 0;.
1=0
Alors 1
]RE(@)|2p0 S 2_n IRE((pO)lng‘

Dela il découle que RE(®P) est e-exponentiellement petit puisque Eyg
prend des valeurs infiniment petites sur le domaine B(zq, 3po) X B(aq, po)
et que 1/2™ = exp(—C/|e|) avec C = nle|In(2).

Il reste a prouver que ® est e-développable. Pour cela, on commence
par remarquer que, pour chaque standard j, le germe 0; est e-dévelop-
pable. Ensuite, on montre par une récurrence externe que, pour chaque
standard j, on a :

-1
0; € 1110, . et RE(goo + Zei)e e+, ..
=0

Cela est clair pour 5 = 0. On le suppose vrai pour un standard j arbitraire.
Le choix fait pour 6; donne

j Jj-1 90
RE((,OO + Ze,»)z R(G(cpo + Zo,-,oj)—ea—;)
1=0 1=0
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et il suffit de vérifier que G(po + Zz _o Yi,0;) appartient & et10,, ¢, ce
qui est clair d’apres 'expression

G(SOO + J:iei,ej)

_0/ z<p0+29 + 05, ) agl[f](z,(po,ao)}dt.

On obtient ensuite que

0; = (RE Qo+ Z 9) )
appartient & /10, .. =0

Pour un entier standard j fixé on utilise la décomposition

j—1 n
® = qo +Zoi +Z¢9i-
i=0 i=j

Les résultats précédents permettent de s’assurer qu’il existe des constantes
standard C et D strictement positives telles que

< |ef*tiD.

14

j—1
1031200 < [P HC et (RE(%Q_%&)Q

Pour chaque k telle que j < k < n, on en déduit en reprenant exactement
le travail du paragraphe précédent que

lRE(% + i 9i) .
1=0

De ces estimations, on déduit que Y°i ;6; = £’¢, ce qui prouve que ®
admet un e-développement de degré j. Le nombre standard j étant
arbitraire, on obtient ainsi le caractére e-développable de ®, ce qui achéve
la démonstration du THEOREME 2.

AD
2k—i+1 0 ’

. D .
Sl g ot 1Bkl < e
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