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SUR LA PROPAGATION DES SINGULARITES
DANS LES VARIETES CR

PAR

J.-M. TREPREAU (*)

RESUME. — Nous démontrons un théoréme général de propagation des singula-
rités hypo-analytiques pour les solutions des équations de Cauchy-Riemann induites.
Comme applications, nous étudions la propagation de la propriété de prolongement
holomorphe & un wedge et nous donnons des exemples de solutions qui ne sont pas
sommes de valeurs au bord de fonctions holomorphes.

ABSTRACT. — We give a general result of propagation of hypoanalytic singularities
for solutions of induced Cauchy-Riemann equations. As applications, we study the
propagation of holomorphic extendability to a wedge and we give examples of solutions
which can not be written as sums of boundary values of holomorphic functions.

L’étude du prolongement holomorphe des fonctions CR a connu plu-
sieurs succeés ces dernieres années. Le résultat le plus remarquable est
peut-&tre le théoréme général de prolongement de A. E. TumaNov [23].
Nous nous intéressons ici a la propagation des singularités hypoanalyti-
ques des fonctions CR définies sur une sous-variété générique M de C™.
Dans [12] N. Hanges et F. TREVES montrent que la propriété de pro-
longement holomorphe local se propage le long des sous-variétés com-
plexes de M. Quand M est analytique réelle, on obtient un résultat
plus fort en appliquant le théoréme de propagation microlocale de N.
HANGEs et J. S10sTRAND [11]. Le but de cet article est de prouver une
version CR générale du théoréme de N. HANGES et J. SiOsTRAND. Nous
obtiendrons (THEOREME 7) que les singularités se propagent le long des
sous-variétés CR minimales (au sens de Tumanov) de Ty, C". De telles
sous-variétés, non triviales, existent en particulier quand M n’est pas mi-
nimale (THEOREMES 8, 9, 10).

Ces théorémes ont plusieurs applications intéressantes. Quand M n’est
pas minimale, utilisant les fonctions CR singuliéres récemment construites
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404 J.-M. TREPREAU

par M. S. BAouENDI et L. P. RoTHSCHILD [6], nous montrerons que,
lorsque le défaut local de M (Définition 1.2.1) est au moins deux, M porte
“en général” des fonctions CR qui ne sont pas sommes de valeurs au bord
de fonctions holomorphes (THEOREMES 5, 6), ce qui généralise un exemple
(non publié) que nous avions donné en 198s5. Les autres applications
concernent la propagation de la propriété pour une fonction CR d’étre
prolongeable & un wedge (THEOREMES 2, 3, 4). Outre les résultats de
propagation microlocale, elles utilisent une généralisation du théoréme de
Tumanov (THEOREME 1) que la méthode de Tumanov donne facilement :
si le défaut local de M en un point z est s, les fonctions CR sur M se
prolongent en fonctions CR sur un “wedge” de codimension s dans C",
pres de z.

La démonstration des théorémes microlocaux repose sur la notion de
front d’onde hypoanalytique, introduite par M. S. BAouenD1, C.H. CHANG
et F. TREVEs [3], qui rend les mémes services dans I’étude des fonctions CR
que le micro-support de SAato [15] dans 1’étude des singularités analyti-
ques. Nous adopterons le point de vue de J. S1OSTRAND [16], [17] : les
transformations, dites F.B.I., qui servent a définir le front d’onde quanti-
fient des transformations canoniques complexes non homogenes. Une telle
transformation rameéne I’étude de la propagation des singularités a I’étude
de la propagation d’une estimation pour une fonction holomorphe dépen-
dant d’un grand paramétre. Classiquement dans cette étude ([9'],[12], [17])
intervient le théoréme des trois cercles de Hadamard (on pourrait a la
place utiliser le lemme de Hopf). Dans le cas général, les feuilles qui pro-
pagent les singularités ne sont pas des variétés holomorphes, mais des
variétés CR. Nous nous ramenons 3 une situation ou le principe du maxi-
mum et ses variantes s’appliquent grice & une construction de disques
complexes, via I’équation de Bishop. C’est peut-étre 'originalité de ce
papier de combiner les méthodes microlocales et la méthode des disques
complexes.

Le chapitre I est une (assez longue) introduction aux fonctions CR et &
leurs singularités. Nous y énongons nos principaux résultats.

Dans le chapitre II nous établissons les résultats sur I’équation de
Bishop dont nous aurons besoin et nous démontrons le THEOREME 1.

Les théorémes d’application sont prouvés dans le chapitre III, les
théorémes de propagation microlocale dans le chapitre IV.
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PROPAGATION DANS LES VARIETES CR 405

I. Introduction

1. Notations. — TC™ est-le fibré tangent réel & C". Nous noterons
v —1 Popérateur qui définit sa structure complexe canonique :

0 o) 0 0
Jai -2, gy _-_ 9.
Ozr Oy layk Oz

Les vecteurs antiholomorphes (resp. holomorphes) sont ainsi les vecteurs
complexes de la forme X +iv/—1X (resp. X —iv/—1X), X € TC". T*C"
est le fibré des (1,0)-formes w = 23;1 ¢jdz;. C’est un espace complexe,
muni des coordonnées canoniques (z,(). T*C" s’identifie au dual sur C
de TC" par :

w:j;(jdzj; <w’%>=%<w’6iyk>:<k'

On utilisera surtout la dualité réelle définie par :
(1.1) (W, X) eT*C"xTC" (w,X) +— Im{w, X)-

Soit M une sous-variété réelle de C", de classe C!. T C" = TCY
mod T'M est le fibré normal & M. On utilise la dualité (1.1) pour définir
le conormal & M dans C" :

T3, C"2] = {w €TIC", Imwipy = o}-
Les fibrés T)C™ et Ty,C" sont en dualité par
(1.2) (w, X mod TM) — Im(w, X)-
Un wedge (au-dessus de M) en (z,6) € Tp/C™ est un ouvert de la forme :
W={J+6; €U ¢§eT}nqQ,

ot  est un voisinage ouvert de z dans C*, U = M N, et I un voisinage
ouvert conique dans T,C", ici identifié & C™, d’un représentant de 6. La
définition est indépendante, dans les germes, du choix d’un représentant
de 8 au sens ou tout wedge défini a partir d’un choix contient un wedge
défini & partir d’un autre choix.

Nous venons d’utiliser les notations suivantes : si 7 est un fibré vectoriel
sur M, T désigne le méme fibré, privé de la section nulle, 7,, ou 7 [z] quand
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406 J.-M. TREPREAU

la, place manque, la fibre de 7 en z € M, T|y la restriction de 7 & une
sous-variété N de M.

Si M est une variété de classe C' & bord dans C", de bord M, les
vecteurs tangents rentrant dans MenzeM remplissent un demi-espace
de la forme T,M + R*6, 0 € TMC"[Z] Nous dirons que M définit la
direction 8 € ThC"[z], ou (z,8) € TaC™.

801t E, E’ deux espaces vectoriels sur R, en dualité. On note E = E\O,

= E'\Oetsil est un céne dans E, I = I'\ 0. Un céne I dans E
est dit saillant s'il est contenu dans un cone fermé convexe de E. Ainsi,
si T est un cone convexe fermé dans E, I est saillant si et seulement si
I' ne contient pas deux points antlpodaux Plus généralement, un cone
fermé T' de E est saillant si une somme Z 1 0i, 0; € T', n’est jamais nulle.
Le polaire d’un céne I' C E est le cone ferme I° ¢ E' défini par

= {w € E', (w,8) >0 pour tout 6 EF}.

I'° U {0} est toujours convexe, mais pas I'°.

Soit M une variété de classe C? et X un systeme de champs de vecteurs
réels sur M, de classe C'. Une courbe intégrale (par morceaux) de X est
une courbe 7 de classe C! par morceaux dans M obtenue en partant d’un
point z € M, en intégrant successivement des champs Xi,...,Xny € X
pendant des temps t;,...,ty € R tels que le point o' = etV Xnv ... e Xy
soit bien défini; x est origine, =’ 'extrémité de . L’orbite de z € M,
notée O(X,x) est ’ensemble des extrémités des courbes intégrales de X
d’origine z. L’analyse de H. J. SussMaNN [19], écrite dans le cadre C*®
s’applique sans changement ou presque (les (a), (b) du théoréme 4.1
de [19] restent vrais dans le cadre C') : on peut munir canoniquement
I'orbite O(%, ) d’une structure de variété C* (la topologie peut étre plus
fine que la topologie induite par M) telle que l'injection i : O(X,z) - M
soit une immersion de classe C'. En particulier, 'image par i d’un
voisinage ouvert assez petit de x est une sous-variété de M au sens usuel,
soit N; par construction x € N et les éléments de X sont tangents & V.
La famille O(Xy,x), U voisinage ouvert de x dans M, est évidemment
décroissante et stationnaire dans les germes. Sa limite est un germe de
variété en z, appelé orbite locale de z et notée O'°°(X%, ).

2. Variétés CR. Fonctions CR. — Soit M une sous-variété de
classe C! de C™. Pour z € M, on identifie comme plus haut T, M & un
sous-espace de T,C™ et on note T*M = T, M N+/—1T, M 1’espace tangent
complexe en z & M. M est une variété CR si la dimension complexe
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PROPAGATION DANS LES VARIETES CR 407

de T¢{M ne dépend pas de z; on 'appelle dimension CR de M et on
la note CR-dim M. On a alors un sous-fibré vectoriel réel de TM de
rang 2 CR-dim M :

(2.1) T°M =TMNv/=1TM.

T°M est relié aux fibrés T°M et T®'M des champs holomorphes et
antiholomorphes (on dira champs CR) tangents & M par :

WM ={X-i/-1X; X e T°M},
TO'M = {X +iV/-1X; X e T°M},
T°M ={ReX; X € TVM}-
T1OM, T%' M sont des sous-fibrés complexes intégrables de CT'M, de
rang CR-dim M. En général, T°M n’est pas intégrable.

On suppose maintenant M de classe C?, CR. Dans les questions de
prolongement, le role crucial est joué par T°M et ’espace X de ses sections
de classe C'. On peut appliquer & X les notions du § 1. L’orbite locale
0O¢(%,z) de z € M vérifie clairement :

2 CR-dim M < dim 0"°°(%, 2) < dim M.

On introduit les définitions suivantes, inspirées de A. E. TumaNoOV.

DEFINITION 2.1. — Soit M une sous-variété CR de classe C*> de C™.
Le défaut local de M en z € M, noté §°°(M,z), est la codimension
de O°°(%,z) dans M :

§°°(M, 2) € {o, 1,...,dim M — 2CR-dimM}-

On dit que M est minimale en z si le défaut local de M en z est nul. On
dit que M est minimale si pour un, donc pour tout z € M, M = O(%, z).

Notons que M est minimale en z si et seulement si z possede un
systéme fondamental de voisinages ouverts (dans M) minimaux pour la
structure CR induite.

Une fonction CR sur M est une fonction annulée par les champs CR.
Pour alléger ’exposé, fonction CR voudra dire fonction CR continue, mais
le Théoreme de représentation de M. S. BAoueNDI et F. TREVEs (7], [22]
permet d’étendre sans difficulté nos résultats aux distributions CR quand
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408 J.-M. TREPREAU

la régularité de M le permet. Nous ne ferons exception & cette régle que
dans I'étude de la décomposabilité des fonctions CR (voir § 4).

Une sous-variété CR M de C™ est générique si :
(2.2) TM +vV-1TM =TC",.

Dans les définitions suivantes, M est une sous-variété générique de C™
et u une fonction CR sur M.

DErINITION 2.2. — La fonction CR u est prolongeable en z € M si u
est, prés de z, la trace d’une fonction holomorphe.

Une fonction holomorphe dans un wedge W en (z,6) € Ty C", continue
jusqu’au bord (resp. & croissance lente au bord quand M est lisse) définit
une fonction CR (resp. une distribution CR) u pres de z dans M. On dit
que u est prolongeable au wedge W en z.

_ DeFmviTioN 2.3. — La fonction CR u est W-prolongeable en (z,6) €
TmC™ si u est prolongeable a un wedge en (2,0); u est WW-prolongeable
en z si u est W-prolongeable en au moins un (z,0) € TpC™.

Soit T le cone ouvert des directions § € Ty C"[2] dans lesquelles u est
Wh-prolongeable. T'U {0} est convexe (peut-étre vide) (Théoreme du Edge
of the Wedge, cf. § 5). Soit M une variété de classe C* dans C", 3 bord de
bord M pres de z € M, définissant la direction 8 € Th;C"[z]. On dit que
u est CR-prolongeable & Menzsiu est, pres de z, la trace d’une fonction
CR sur M.

DeFINITION 2.4. — La fonction CR u est CR-prolongeable en (z,6) €

TmC™ siu est CR-prolongeable & une variété M de bord M en z, définis-
sant la direction (z,0).

3. Théorémes de prolongement et de propagation du W-
prolongement.

Soit M une sous-variété générique de classe C2 dans C". Le théoréme
de TuMANOV [23] s’énonce :

(3.1) { Si M est minimale en z, toute fonction CR

est W-prolongeable en z.

Quand M est une hypersurface, (3.1) redonne le résultat principal de [21].
La méthode de Tumanov permet d’obtenir la généralisation suivante :

ToMmE 118 — 1990 — n~° 4



PROPAGATION DANS LES VARIETES CR 409

THEOREME 1. — Soit M une variété générique dans C™, de classe C2,
s0it p = CR-dim M, s le défaut local de M en z € M, N l’orbite locale
de z (dimN = 2p+7,p+ 71+ s = n). Il existe v variétés de classe C!,
]’Vlvl,...,ﬁ,. a bord de bord M prés de z, telles que :

(i) Toute fonction CR sur M est CR-prolongeable & My, ..., M, en z.

(ii) Z§=1 TZ/AA/fj =T, M ++/-1T, N si 2’ € N, voisin de z.

En particulier, ]\71, .. .,MT définissent r directions indépendantes 0y, ...,
0, € TMC"[z].

REMARQUE. — Si M est un peu plus réguliére, le théoréme du type
Edge of the Wedge de R. A. AIRAPETYAN [1] permet d’obtenir un résultat
plus précis (voir CoroLLAIRE II, 3.2). Pour les applications, nous nous
servirons seulement du THEOREME 1.

En conjonction avec le THEOREME 1, les théoremes de propagation
microlocale nous donneront le résultat suivant :

THEOREME 2. — Soit M une variété générique de classe C*® dans C".
Si une fonction CR est W-prolongeable en z € M, elle est W-prolongeable
en tout point de l'orbite O(X, z) de z.

En fait la régularité C*, peut-étre C3, nous suffit pour démontrer ce
théoreme. Nous obtenons un résultat meilleur quand l’orbite est une
variété complexe ou, plus généralement, est complexifiable au sens sui-
vant :

DErFINITION 3.1. — Une sous-variété CR N de C™ est complexifiable
si N est générique dans une sous-variété compleze N de C™.

Nous avons alors un résultat avec M de classe C? :

THEOREME 3. — Soit M une variété générique de classe C* dans C™
et z € M. Si lorbite O(X, z) de z est complexifiable et minimale en tout
point, une fonction CR sur M, W-prolongeable en z, est YW-prolongeable
en tout point de O(X, z).

D’autres énoncés de ce type seront donnés dans le chapitre III.
Compte-tenu de (3.1), le THEOREME 2 a le corollaire suivant :

THEOREME 4. — Soit M une variété générique de classe C*° dans C™,
minimale et minimale en un point au moins. Alors, toute fonction CR
sur M est W-prolongeable en tout point.

Ce théoréme n’est pas la meilleure version globale de (3.1) qu’on puisse
espérer étre vraie. Nous pensons que les théorémes démontrés ici devraient
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410 J.-M. TREPREAU

permettre d’analyser la conjecture suivante (la difficulté vient du fait que
méme si M est minimale, les défauts locaux de M peuvent étre tous
grands).

Conjecture : Si M est minimale, toute fonction CR sur M est W-
prolongeable en tout point z € M.

4. Fonctions CR indécomposables. Dans ce paragraphe, nous
supposons pour simplifier la variété M, générique dans C", de classe C™®
et nous considérons aussi les distributions CR. La raison de ce choix est
que la continuité n’est pas conservée dans la décomposition des fonctions
en somme de valeurs au bord de fonctions holomorphes.

DEriNiTION 4.1. — La fonction CR u est décomposable en z € M
L N . S
si, prés de z, w = Y ,_; U Ol U,...,uy sont des distributions CR au
voisinage de z dans M, W-prolongeables en z.

Evidemment, des fonctions CR indécomposables en z ne peuvent exis-
ter, d’apres (3.1), que si M n’est pas minimale en z. Nous avons donné le
premier exemple de fonction CR indécomposable (voir III, § 3).

Nous allons généraliser cet exemple en utilisant la propagation micro-
locale et le résultat récent de M. S. BAOUENDI et L. P. ROTHSCHILD [6].
Dans [6], les auteurs prouvent le résultat suivant, qui montre que le
théoréme (3.1) de Tumanov est optimal, au moins localement :

Si M n’est pas minimale en z, si N = 0"°¢(X, 2),
(4.1) il existe une fonction CR u, définie pres de z, telle
que WFu = T},C" NiTxC" pres de 2.
(Voir le § 5 pour le front d’'onde WFu.) En particulier, une telle fonction

n’est pas W-prolongeable en z (voir (5.5).) Nous montrerons que, souvent,
elle n’est pas décomposable en z.

Nous obtiendrons le résultat suivant :

THEOREME 5. — Soit N une variété CR lisse dans C™, minimale en
z € N. On suppose CR-dimN > 1 et dimN < n + CR-dim N — 2. II
existe alors un germe de variété générique lisse M en z, contenant N
prés de z et de méme dimension CR que N et une fonction CR sur M,
indécomposable en z.

Il ne doit pas étre difficile de montrer que, en un certain sens, “presque
toute M” convient (mais pas toute! cf. les structures rigides de [4]).

Quand N est analytique réelle, on peut choisir M de méme et il y a des
fonctions CR indécomposables méme au sens des hyperfonctions (voir Re-
marque III, 1.1). Ainsi, sip € {1,...,n—2} et s € {2,...,n —p}, il existe
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des sous-variétés génériques M de C™, CR-dim M = p, de défaut local s en
un point, portant des fonctions CR indécomposables en ce point. Les condi-
tions sur p, s excluent le cas p = 0 (M est totalement réelle; toute fonction
est décomposable d’aprés [3]), évidemment le cas p=mn,lecas p=n—1
(M est une hypersurface, toute fonction CR est décomposable d’apres [2]).
Par contre le cas s = 1 est exclu par la méthode :

Probléme : Trouver une variété générique dans C", de dimension CR
p € {1,...,n — 2}, défaut local 1, portant des fonctions CR indécompo-
sables. Le THEOREME 5 est pourtant optimal :

THEOREME 6. — Soit p € {1,...,n — 2}. Il existe une variété CR N
lisse dans C™, de dimension CR p, de dimension n+ p— 1, minimale en z
et ayant la propriété suivante : pour tout germe en z de variété générique
lisse M, contenant N prés de z et de dimension CR p, toute fonction CR
sur M est décomposable en z.

5. Le front d’onde hypoanalytique. — Nous rappelons ici les pro-
priétés du front d’onde hypoanalytique qui nous seront utiles, renvoyant
le lecteur & [3], [5], [17] pour la théorie. Soit M une variété générique
dans C", de classe C2. La formule (1.2) met T;,C™ et Tp;C" en dualité et
les notions du § 1 sur les cones et la polarité s’appliquent fibre par fibre
a Tj\‘lC” et ThsC™. Le front d’onde hypoanalytique, noté WFu (les fibres
sont notées WF,u) d’une fonction CR wu est une partie de T,C™ ayant les
propriétés suivantes :

(5.1) WFu est fermé, conique, dans TI’QC";

(5.2) WF(u; +u2) C WFu; UWFuy;

(5.3) u est prolongeable en z si et seulement si WF,u est vide;

(5.4) u est W-prolongeable en (z,0) € TyyC" si et seulement si WF,u
est contenu dans Dintérieur de (R*6)°.

En particulier :

(5.5) uw est W-prolongeable en z si et seulement si WF,u est saillant.
L’estimation de WF,u dans (5.4) se démontre en déformant le contour
d’intégration d’une intégrale F.B.I. associée & u ([3], [17]); quand u se
prolonge & une variété a bord M, la méme démonstration, la déformation
ayant lieu sur M, donne :

(5.6) si u est CR-prolongeable en (z,6) € TyC", on a WF,u C (R6)°.
Si M' est une sous-variété générique contenue dans M, u|p est une
fonction CR sur M'. On a :

(5.7) WE(uaer) = (WF) prr.

On a alors la majoration a priori : WF(u|p) C T,}*,,Cﬁ M

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



412 J.-M. TREPREAU

Pour démontrer le THEOREME 6, nous utiliserons la propriété sui-
vante [5] :

(5.8) Si WF,u est réunion finie disjointe de comes saillants, u est
décomposable en z.

6. Théorémes de propagation. — Nous verrons dans III, § 1 ce que
donne le théoreme de Hanges-Sjostrand quand on ’applique aux variétés
génériques analytiques réelles. Le résultat le plus voisin de celui-1a que
nous obtiendrons, dans le cas C* ou peu régulier, est le suivant :

THEOREME 7. — Soit M une variété générique dans C", de classe C*°,
et L C Ty C" une sous-variété de classe C*°, CR et minimale dans T*C™.
Si u est une fonction CR sur M, on a L C WFu < LN WFu # 0.

On notera I’analogie avec les propriétés du support des fonctions CR
(voir F. TREVEs [22]), la différence étant qu’en général la dimension CR
de T3;C™ en un point est nulle : le théoreme ne donne rien.

Le théoréeme s’applique de fagon non triviale quand M n’est pas
minimale. Nous verrons en effet (voir § 7, 8) qu’on a la propriété suivante :

ProrosiTioN 6.1. — Soit M génériqgue dans C™ et N une sous-
variété CR de M, de méme dimension CR que M, M et N de classe C?.
L =Ty C"NiTRC™ est une sous-variété CR de T*C", de méme dimension
et de méme dimension CR que M.

Dans la définition de £, la multiplication par i est évidemment une
multiplication dans la fibre.

Compte-tenu de cette proposition, le THEOREME 7 a le corollaire
suivant :

THEOREME 8. — Soit M une variété générique dans C™, de classe C™
et N une sous-variété CR de M, de classe C*° et de méme dimension CR
que M. Soit L = Ty C" N «T{C". Si u est une fonction CR sur M,
WFu N L est une réunion d’orbites de L, pour sa structure CR.

Notons que, dans cet énoncé, les orbites sont non-triviales, sauf évi-

demment quand M est totalement réelle (dimension CR nulle) ou quand
M = N localement (L est réduit & la section nulle).

Nous obtiendrons aussi (d’ailleurs plus facilement) ’analogue du
TuEOREME 8 quand M est seulement supposée de classe C*° mais que N
est complexifiable :

THEOREME 9. — Méme énoncé que le précédent, avec M de classe C?
et N complexifiable.
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Dans le dernier énoncé, on voit sans peine que N est de classe C? et £
de classe C!. 1l peut y avoir une ambiguité dans la définition des orbites
de L. Les orbites & considérer sont précisées dans le § 8. Aussi, dans le § 8,
les théoremes 8 et 9 seront traduits comme théorémes de propagation
dans T*M, comme c’est 'usage dans le domaine des équations aux
dérivées partielles (voir THEOREME 10).

7. La variété caractéristique de M.

On considére maintenant la variété générique M comme une variété
réelle munie des sous-fibrés vectoriels T°M (resp. CT°M = T''M o
T%' M) de TM (resp. CTM). Soit s I’orthogonal de T°M dans T*M ;
c’est la variété caractéristique du systéme des champs CR. Compte-tenu
de (2.2) et de la définition de T;,C", on a un isomorphisme canonique :

(7.1) 0:TyCh— Xy
défini par O(w) = i},w, iy : M — C™ Vinjection.

A un champ de vecteurs X sur M est associé son symbole o(X),
fonction sur T*M ; & une fonction f de classe C! sur T*M est associé
son champ hamiltonien Hy.

Soit Z; = X; +1iXj4p, j =1,...,p, une base (locale) de champs CR.
Si X = Z?il ;X est une section C' de T°M, on a

X)|E Z‘P] a(X;) =M

puisque o(X;), j = 1,...,2p, est nul sur ¥y. On en déduit que, si
z* € Ey[z], Hy(x)(z*) ne dépend que de X(x) € Ty M, pas de la section
choisie : Papplication ainsi définie est “tensorielle”.

On a la méme propriété, pour l'application qui & Z, Z', sections
de THOM associe :

(12, 2))|y,, = Hoz0(Z) |5, = ~H,7/0(2)]5,,-

D’ou la définition, ou dans les membres de droite les vecteurs sont
prolongés en sections.

DEFINITION 7.1, — Soit z* € ¥ p/[z]. On pose :
X € CTEM, X = Hyxy(a*) € CT(T* M)[z*];
2,7 e TX°M, Qi(2,Z) = Lio((2,Z]) (z").

Q3 est la forme de Lévi de M en z*.
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LEMME 7.2. — Soit o* € Sy[a] et Z € TOM. Z est tangent a Sy
en x* si et seulement si Z est dans le noyau de Q.

Démonstration. — Z est tangent & Y si et seulement si Z annule
=/

0(Z"), 0(Z') pour toute section Z' de T*°M. Comme T*°M est intégra-
ble, on a toujours Zo(Z') |y, =0([Z,2'])|5,, = 0et il reste les conditions
5 5l . =1
Zo(Z)(z*) = (2/1)Qz(2,Z) = 0.

Nous allons maintenant établir une correspondance entre les vecteurs
holomorphes tangents & T3, C™ et les vecteurs Z tangents a X . Comme
le résultat en vue est invariant par biholomorphisme et ne dépend que du

2-jet de M, nous allons supposer que M est définie prés de 0 dans C™ par
les équations :

M= Imz = Qk( —/), k=p+1,...,p+q,

oll z = (2',2") € CP x C? = C™ et QF est une forme hermitienne.

Une transformation linéaire en 2z’ permet de se placer au point z* =
(05 0,...,0,1) € T;C". Finalement, une transformation linéaire en 2’
diagonalise Q™ sans changer z*

P
— =
Qn(Z,Z):ZEijZj, €j € {—1,0,+1}'
Jj=1
T*C™ est muni des coordonnées (z, () et des coordonnées réelles associées,

z=1x+1y, ( =& +in. On munit M des coordonnées (z,y’) et T*M des
coordonnées canoniques associées (z,y',£,7').

Pour w = Z?zl (;dz;, voisin de z*, on calcule 7},w & 'ordre 1 :

zMw—zM[Z(]dzj—i— Z ¢ dx]-l-deJ)]
Jj=p+1

p
Z & +in;)(dz; +idy;) + Z (& +in;)dz; +idQ™.

Jj=1 j=p+1

D’ou
ReZMUJ—Z&de Znﬂdy]$
j=1 J=1

p
Imijyw= Z (& + 2e5y5)dy; + (0 + 2¢525)dz;] + Z n;dz;.
J=1 Jj=p+1
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De l'expression de Iméj,w on déduit 1’équation de lespace tangent
a Ty,C™ en z*, identifié & un sous-espace de T*C™ :
n — 0 " — 0,
@y T = LT
E+2-y =0, n+2- -2 =0,

ot € -z’ = (e121,...,6pTp), €lc.

De l’expression de Rei},w, on déduit que §'(2*) est la restriction & (7.2)
de ’application linéaire :

(73) (-’Cay,ﬁa?)) — (xaylaé.a_n,)'

De (7.2) il résulte que les vecteurs holomorphes tangents & T;,C™ en z*
sont les vecteurs (on note 8/8z; = 3(8/dz; — 10/8y;)) :

(7.4) z=Y wji;

Le fait que 7 est “horizontal” dépend des réductions faites.

On calcule maintenant les choses sur M. On note encore z; = z; + ty;,
0/8z; = 3(0/0z; — i9/0y;),... dans les coordonnées de M, pour
j=1,...,p. Une base de T9M prés de 0 est donnée par :

0 " 9Qe 0
Zp = — +i 2, k=1...,p
£ 0 a;ﬁl 82, Bz, P
Les coeflicients de la forme de Lévi en z* = (0; 0,...,0,1) sont
Cik = liO'([Z‘ Zk])(x*) = —Qﬂ = 6'k5k‘
7 2 7 8zj62k J

Finalement, si Z = }__, w;0/02; € T, °M, on calcule :
» P
A : o . 0
2(z") = ;waﬂdzn(x )= ;“’J‘(azj _'6ja§j)'

Compte-tenu du LEMME 7.2, Z (z*) est tangent & X s en z* si et seulement
siZ= 25]:0 w;0/0z;, auquel cas Z(z*) = ZEFO w;0/0z;- Compte-tenu
de (7.3), (7.4), nous avons obtenu le résultat suivant :
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LeMME 7.3. — Soit 8 : T,T,,C" — Yy Visomorphisme canonique,
z* € TyCMz] et o* = 6(2*) € Tp(z]. Si Z € THOM, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(1) 7 est tangent & Sy en z* ;

(2) il eziste Z € TVO(T},C")[z*] (nécessairement unique) de compo-
sante horizontale Z.

De plus, on a alors Z = 0'(z*) - Z.

Le LEMME 7.3 est fondamental pour nous. Il permet de faire le lien
entre les énoncés de propagation sur T* M, qui s’écrivent en termes des
champs hamiltoniens Z et les énoncés sur T,C™ qui font intervenir la
structure complexe. Par exemple, la PRoPOSITION 6.1 est un corollaire de
ce lemme (voir (8.1)).

Soit o = Z;-lzl ¢jdz; la 1-forme canonique sur T*C", do la 2-forme
canonique (complexe), os la 1-forme canonique sur 7*M. Nous aurons
besoin du lemme suivant :

LemMME 74. — Si¢ : TyC* —» T*C™, j : Ey — T*M sont les
injections, on a : i*0 = 0*j 0.

Démonstration. — Tout est tautologique. Si on note (X — Y) les
applications canoniques, on a pour w € T, C" :

i*o(w) = (THC" - Zu) (By — M)*(M - C™)'w
= 0" (S —» T"M)" (T*M — M)*8(w)
=05 om (0(w)). [

LEMME 7.5. — Dans le THEOREME 7, la variété L est isotrope pour la
2-forme canonique complexe do.

Notons que T;,C" n’est lagrangien que pour Im do.

Démonstration. — D’apres le LEMME 7.4, il suffit de montrer que
L' = 0(L) est isotrope dans T*M. Par définition de £ et le LEMME 7.3,
on voit que L' est contenue dans X et est une orbite d’une famille de
champs locaux de la forme X, X section locale de T° M. Il existe donc une
famille F de fonctions locales lisses f sur T* M, nulles sur £’ et telle que £’
est une orbite au sens de Sussmann de la famille de champs de vecteurs
locaux Hy, f € F. Appliquons le théoreme de Sussmann [19] : le fibré
tangent & £’ est engendré par les champs Hy, f € F, et leurs images par
le “groupe” engendré par les flots locaux des champs Hy, f € F. Un tel
difféomorphisme local ¢ est une transformation canonique qui conserve £’
donc w.Hy = Hyop, f o o] = 0. Les vecteurs tangents & £’ en z* sont
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donc de la forme H¢(z*), f|c = 0. Si Hy, Hy sont deux tels vecteurs,
dow (Hy(z"), Hy(z")) = Hy - 9(27) = 0. []

8. Propagation sur le conormal aux orbites.

Soit M générique de classe C? dans C", 8 : T}, C" — %, Pisomor-
phisme canonique.

DErInNITION 8.1. — Si u est une fonction CR sur M, on note WF'u =
O(WFu).

Nous laissons au lecteur le soin de transporter le THEOREME 7 sur X ;.
Intéressons-nous a la situation considérée dans les THEOREMES 8 et 9 : N
est une variété CR, de méme dimension CR que M, contenue dans M.
Soit Ty M le conormal & N dans M.

On suppose M et N de classe C2. Si X € X est une section de classe C !
de T°M, X est tangent & IV, puisque T°N =T°M |y, et X = Hg(x)lT*
est tangent a Ty M. Compte-tenu du LEMME 7.3, on a démontré la
ProrosiTION 6.1 :

(8.1) T3,C" N iTxC" = 6~ YT} M) a méme

’ dimension et méme dimension CR que M.
On note :
(8.2) x:{X|T§M; Xex}-

Rappelons que l'application X +— X est tensorielle. Choisissons des
coordonnées de classe C2 sur M, soit z = (z',z") € R® x R™, telles que N
soit définie par z” = 0. Soit (z',£") € R® xR™ les coordonnées canoniques

sur TN M. Si
+
g 01:

a;(z',0) = 0 pour tout j = £+ 1,...,£ + m, est un champ de classe C
tangent & N, on a :

J

- , 8
(8.3) Ximym =Y a;(2',0) oz,

Oa;
-2 axj( )@ag

G k=l+1,...0+m

C’est un champ de vecteurs continu, mais d’une forme particuliére.
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On a encore existence et unicité des courbes intégrales. On voit que
si §(t) = («'(t),£"(t)) est une courbe intégrale de X, ~(t) = z'(t) est une
courbe intégrale de X |n tandis que £”(t), qui vérifie un systéme linéaire,
est déterminé par 7 et la donnée initiale £”(0); £”(t) dépend linéairement
de £"(0). L’orbite (’)(i ,x*), z* € T} M, est définie de facon évidente.

Compte-tenu du LEMME 7.3, les THEOREMES 8 et 9 sont équivalents au
suivant (qui précise le sens du THEOREME 9) :

THEOREME 10. — Soit M, générique dans C™ de classe C* (resp. C?)
et N une sous-variété CR de M de classe C® (resp. complezifiable)
de méme dimension CR que M. Si u est une fonction CR sur M,
WF'unNT}M est une réunion d’orbites de X = {X|T*M, X € x}.
Si v est une courbe intégrale par morceauz de T°M, d’origine z; € N,
extrémité xo € N, il existe un isomorphisme linéaire :

c(7) : Ty Mfzy] — Ty Mz
tel que, si a € Ty M(zq] :

a € WF, u <= c(y) -a € WF,,u

9. Propagation non caractéristique.

Classiquement ([9], [16] et dans un contexte CR [22]), la propagation
le long des courbes intégrales d’un champ de vecteurs est équivalente & la
propagation a travers toute hypersurface non caractéristique. Soit {2 un
ouvert de RV, X un systéme de champs de vecteurs sur Q et w C 2 un ou-
vert. Si ¥ = {h = 0} est un germe d’hypersurface C! en z € Q, T est non-
caractéristique si Xh(x) # 0 pour un X € X. Quand les champs X € X
sont de classe C!, les propriétés suivantes sont équivalentes ([9], [22]) :

(9.1) Sizew, 0OX,z)Cw

Pour tout z € , tout germe ¥ = {h = 0} d’hyper-
(9.2) surface non caractéristique en z, si ¥_ = {h < 0}
est contenu dans w pres de z, T € w.

Nous prouverons toujours la propriété (9.2), dans les situations suivantes :
ExeEMPLE 9.1. — (cf. THEOREME 10), Q = T} M, X = X,w= Q\WF'u.

ExEMPLE 9.2. — (¢f. THEOREME 2), Q = M, X, w = {z € M, u est
Wh-prolongeable en z}.
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ExeEMPLE 9.3. — (¢f IV, §1), Q une variété CR M, X, u une section
de Hy au voisinage de M, w = {z € M,uf;O en z}.

Quand les champs X € X sont seulement continus, (9.1) implique
encore (9.2) (dans (9.2) O'°¢(X, z) coupe £_) mais la réciproque est fausse
en général (prendre pour X un champ ayant deux courbes intégrales
tangentes en z, distinctes dans les germes, X = {X}, @ un petit
voisinage de = et pour w le complémentaire d’une des courbes dans ).
Dans la situation du THEOREME 10, quand M est de classe C?, les
champs X € X sont continus, mais de la forme particuliére (8.3). Nous
sommes contraints de vérifier que la méthode des déformations non
caractéristiques s’applique encore :

LEMME 9.4. — (9.1) et (9.2) sont équivalents quand ) est un ouvert de
R? x R?, et avec = (z',2") € RP x RY, les champs X € X sont de la
forme

P p+q
X:Zaj(x + Z aij(z ‘7
Jj=1 5,j=p+1

ot Xo = Y0_; a;(¢')0/0z; est de classe C* et ne s’annule pas, et les a;;
sont continues.

Démonstration. — On suppose donc (9.2). 1l suffit de montrer (9.1)
quand X = {X} a un seul élément, localement prés d’un point (mais
le voisinage ne dépend pas de w!). Un C!-difféomorphisme local en z’
redresse Xq en 0/dz;, et, compte-tenu de la linéarité de X en z”,
un C'-difféomorphisme en (21, ") redresse X|z,=...=g,=0 en 8/0x;. Apres
translation, on est ramené & montrer, en notant x = (z;,2',2") €
R x RP~! x RY, que si :

p+aq p+q
+ E a;(z1,z E a;r(z1,x)T) —6—»
6:(}1 J\T1s j ) 8a:j
j=p+1 k=p+1

avec a;, aj; continues pour |z1| < R, |2'| < R, et nulles quand 2’ = 0, et
si 0 € w, les points (z1,0,0), 0 < z; < R, appartiennent & w.

Pour ry > 0 assez petit, le voisinage
F = {17 = (z1,7',2"), |z1| <710, |2 10, |2"] < ro}
de 0 est contenu dans w. Pour r < rg, on considere :
D.=: 0<z1 <R, |Z'|<r, |2"]| <.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



420 J.-M. TREPREAU

Siz € D, et si (,£) est caractéristique pour X, on a

p+q pte
&+ Z [aj(:v1,z')+ Z ajk(wl,w')xk]ﬁj =0
j=p+1 k=p+1

donc |&1| < e(r)|€"| avec e(r) g 0 puisque les coefficients sont nuls
r—

quand z' = 0. On choisit r > 0 assez petit pour que £(r) < ro/(2R). On
considere alors ellipsoide :

12 "2
x T
50:: 1'1-_—0, —2+—2:1
T Ty

et la famille de paraboloides tronqués, pour 0 < T < R :

z? 2" T-x

Par construction, & est contenu dans w, 7 est contenu dans D, et la
normale en = & &, £ = (1/T,2z'[r?,22" [r2) vérifie |&] > e(r)|€”] :
Er est non caractéristique. La propriété (9.2) donne (c’est la méthode
des déformations non caractéristiques) que £r est contenu dans w pour
0 < T < R, donc aussi les points (T,0,0),0 < T < R. []

II. Constructions de disques

Dans ce chapitre, nous prouvons les lemmes sur la construction
de disques complexes dont nous aurons besoin et nous démontrons le
THEOREME 1. La résolution de I’équation de Bishop est classique (voir par
exemple C. D. HiLL et G. Taiant [13], A. BoGaess et J. C. POLKING (8])
mais nous utilisons I'idée suivante de B. CouPET [10] qui permet d’écono-
miser une dérivée sur la fonction G dans ’équation (1.6) ci-dessous : on
construit des solutions C* par approximations successives dans L?, plutot
que dans C*.

1. Résolution de I’équation de Bishop.

D est le disque unité ouvert de C, S le cercle unité. o est un nombre
fixé, 0 < a < 1. On note C® pour tout espace de fonctions, sur S ou D 3
valeurs dans R™ ou C", vérifiant une condition de Holder d’ordre . Les
normes sur R” et les espaces de matrices sont notées | - |. On note :

[X(7) = X(o)] ,

)

X el |X|=max|X(7)|, [|X|«=|X]+max

|7 — ol
X el |Xla=Xla+|Xa,
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ol X’ est la dérivée (en un sens évident) de X. Pour p > 0, nous posons :

Co(p) = {X € €2, |Xla < p},
Cha(p) = {X € C*, |Xla < p},
R"(p) = {z € R", |z| < p}-

Dans les énoncés de cette section, C' sera une constante, pouvant dépendre
des dimensions, du choix des normes, de la fonction GG, de o mais pas des
autres données (en particulier pas de p). De méme, ¢ sera une fonction qui
tend vers 0 avec son argument, fixe au méme sens que C. Enfin, “si p < pg”
se lit “il existe pg > 0 tel que si p < pg”, pg étant fixé au méme sens que C.

Toujours, ’espace C* considéré sera clair d’apres le contexte. Soit :
(‘1.1) G :R™ — R" de classe C' preés de 0, G(0) = 0.
Pour p < py, G induit une application
G:C%(p) — (7,
G(Z)(r) = G(2()).
On a classiquement ([8], [13]) :

Sip < po, G: C%(p) — C* est continue, avec :
|G(Z2)la <CC(p)|Z]as

(1.2) |G(Z1) — G(Z3)|a < C(C(p)|Z1 — Za|a + pr(|Z1 — Z2])),
ot C(p) = max|,<, |G'(2)| et & est un

module de continuité de G'.

Si G est de classe C? pres de 0, si p < pg,
(1.3) G : C%(p) — C“ est de classe C! et pour tout Z € C¢,
(G'(2)Z)(1) = G"(Z(7)) Z(r).

Si G est de classe C? pres de 0, et G'(0) =0, si p < pg,

G : C1%(p) — C1“ est continue, avec :

IG(Z2))1,0 £ CplZ]1,0;

|G(21) = G(Z2) 1,0 < Cp|Z1 — Za1,a + | Z1]1,06(|1 21 — Z2a)-

(1.4)

Bien siir, quand G est C? et G'(0) = 0, dans (1.2) on peut prendre
C(p) = Cp et (p) = Cp.
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Si u est une fonction sur S, on note Pu le prolongement harmonique
de v & D, T la transformée de Hilbert de u (T est C-linéaire, PTu(0) = 0,
et P(u + iT'u) est holomorphe). Suivant [8], on introduit, pour A € D
Popérateur u +— Thu :

7€ S, Tau(r)=Tu(r) — P(Tu)(N).

Les opérateurs T = Ty, T, P sont bornés dans L?, C*, C»2, uni-
formément en A. Dans les calculs, leurs normes seront cachées dans la
“constante” C. Etant donnée la fonction :

(1.5) G:R™ x R™ - R™ de classe C! pres de 0, G(0) =0, G'(0) =0,

‘I’équation de Bishop s’écrit :

(1.6) Y =T\G(X,Y)+y,

ot X:5—R™ M€ D, yeR" sont donnés, Y : § — R™ est 'inconnue.
Soit C(p) = max|g|<p,|y|<p |G'(2,¥y)|. Par hyppthése C(p) = 0.

Si X, A\, y sont donnés avec |X| < p et si Y7, Y2 sont deux solutions
de l’équation (1.6) vérifiant |Y;| < p, |Y2| < p,on a:

[Y1 = Y2|z2 < CC(p)|Y1 — YaLe2.
Comme CC(p) < 1 pour p < pg, on obtient :

. o
(1.7) { Si p < po et |X| < p, (1.6) a au plus

une solution Y telle que Y| < p.
On résout (1.6) par la méthode des approximations successives :
(1.8) Y9=0; Yo =NhG(X,Y,)+y sin>0.

Sip < po,si X € C%p),y € R*(3p) et ¥,, € C*(p), Yn41 est bien définie
et, d’apres (1.2) :

IYn-Hla S CC(p)(IX|a + IYn|a) + |y| S %,0 + QCC(p)p

si po est choisi assez petit, CC(p) < % et on obtient par récurrence que
la. suite Y, est bien définie et uniformément bornée (par p) dans C?.
Pour p < py, elle converge dans L? puisque :

|Yoi1 = Yalre S CC(p)|Y, — Yo1]L2.
Nous avons obtenu :
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LeEMME 1.1. — Soit G vérifiant (1.5). Si p < po, I’équation (1.6) posséde
pour tout (X,y,A) € C*(p) xR"(3p) x D une unique solution Y € C*(p).
Quand y =0, |[Y]a = | X]ae(|X]a)-

Le LEMME 1.1 définit pour p < pg une application :
(1.9) Y : C%(p) x R*(3p) x D — C*(p).
Dans les énoncés suivants, py peut étre choisi plus petit.

LEMME 1.2. — Si G est de classe C? et p < po, la solution (1.9) est
continue.

Démonstration. — Soit Yy, = T, G(Xk, Y) +yk, k = 1,2. (1.2) donne :
Y1 — Yala < [Ty, (G(X1, Y1) — G(X2, Y2)) o
+(To, — Tn,)G(X2, Y2)|o + |41 — 2
< Cp(1X1 — Xala + Y1 — Yala) + Cp®| A1 — Xa|® + |y1 — v2.
D’ou le lemme, quand Cp < 1. []

LEMME 1.3. — Si G est de classe C? et p < po, la solution (1.9) induit
pour A € D fizé une applicationY : C*(p)xR™(3p) — C*(p) de classe C*.

Démonstration. — On résout (1.6) par le théoreme des fonctions
implicites. D’apres (1.3), si F(X,Y,y) = ThG(X,Y) + y, Papplication
F : C*(p) x R*($p) — C est de classe C* et Dy F(0,0,0) =0. []

LEMME 1.4. — 8i G est de classe C* et p < po, la solution (1.9) induit
une application continue Y : C1%(p) x R™(3p) x D — C**(p).

Démonstration. — On considére & nouveau, pour X € C1%(p) et
y € R"(3p), la suite (1.8). Il est clair par récurrence que Y, € C1*(p)
pour tout n, et par (1.4) :

IYn+1|1,a S CP(IXII,a + |Yn|1,a) + |y|

Quand Cp < %, on en déduit par récurrence que la suite Y, est uni-
formément bornée dans C1'* (par | X|; o + 2|y|). Donc Y € C1* avec :

Ve < |X]a + 2.
Si Yy =T\, G(Xk, Yx) + yk, £ =1,2, on a, toujours d’apres (1.4) :
Vi = V2|1, < | (G(X1, Y1) = G(X2, V2)) |,
+ (T, = T2.)G (X2, Y2) |, + 31 — w2
< Cp(|X1 — Xal,a + Y1 — Yal1,0)
+ (| X1)1,0 + 1Y1]1,0)e (1 X1 — Xala + Y1 — Y2la)
+CP A1 = Xa|* + [y1 — w2l
d’ot le lemme, quand Cp < 1. []
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2. Constructions de disques. — Un disque (complexe) est une
application continue Z : D — C", holomorphe sur D. On note 8Z = Z Is
(le bord de Z). On identifie souvent Z et dZ A leurs images dans C". On
note O* Pespace des disques complexes Z € C*.

Soit M une variété générique dans C™, de classe C! prés de z € M, de
dimension CR p, codimension q. Une transformation linéaire affine raméne
I’étude en 0, avec ToM = CP x R?. Avec z = (2/,2") € C" = CP x C%, on
a alors :

2.1) { M =: Imz" = G(7,Rez"), ol G:CP x R? — RY est

de classe C! prés de 0, nulle & I’ordre deux en 0.
Un disque Z : D — C" s'écrit Z =(2',2"),Z2' : D — CP, Z" : D — C1.

LEMME 2.1. — Soit M la variété générique définie par (2_.1). Sip < po,
pour tout disque Z' € O%(p), tout " € R¥(p), tout A € D, il existe un
unique disque Z vérifiant :

Z=(2',2"); 0ZCM; |Z|o<Cp; ReZ"(N)=2".
De plus, quand " =0, |Z"|o = |Z'|ac(|Z]a).

Démonstration. — Si Z” = X" + 1YY", les conditions dZ C M,
Re Z"()\) = 2" donnent :

X"\s = ~TY"|s +3" = -G (2|5, X"|s) +3".

Le LemME 1.1 (aux notations prés) s’applique et donne X" 5. Z" est
donnée par Z" = P(X" s +iG(Z'15,X"|s). []

Compte-tenu des LEMMEs 1.2, 1.3, 1.4 de (1.3), (1.4) et de la formule
précédente, on a :

LEMME 2.2. — Soit M la variété générique définie par (2.1); on
suppose M de classe C2. Si p < po, le disque Z du LEMME 2.1 induit des
applications continues O%(p) xR (p) x D — 0% et OV%(p) xRI(p) x D —
OL2 et, pour X fizé, des applications O%(p) x RI(p) — O% de classe C*.

Soit maintenant M une variété CR dans C”, de classe C! prés de
z € M, de dimension CR p, codimension r + 2s, avec n = p+ 71 + s.
Une transformation linéaire affine ramene 1’étude en 0 avec ToM =
CP x R" x {0}. Avec z = (2',2",2"") € CP x C" x C*,on a:

M =: Im2" =G(7,Re2"), 2" =g(7,Rez"),
(2.2) ot G:CP xR" - R" et g: C? x R" — C* sont
de classe C! preés de 0, nulles & I’ordre deux en 0.

TOME 118 — 1990 — n° 4



PROPAGATION DANS LES VARIETES CR 425

Soit My la variété générique dans C? x C", de dimension CR p, définie
par :

(2.3) My =: Im2" = G(2',Rez").

Si Z = Y ,a;8/0z est un vecteur holomorphe tangent & M en
z=(2,2",2"), on voit que 37" a,8/0z est tangent & My en (z',2"),
détermine Z et annule § en (2',2"). Comme CR-dim M = CR-dim My,
ona:

(2.4) g, considérée comme fonction g, : Mg — C°
est une fonction CR.

Réciproquement, la condition (2.4) caractérise les variétés CR de la
forme (2.2). Venons-en a la construction de disques. On se donne un disque
Z' € 0%(p), " € R"(p) et A € D. Quand p < pg, le LEmMME 2.1 fournit
un disque Z"” € O* tel que :

8(Z',2") c My, ReZ'(\)=2z".

Posons
z" = P(g|M0(Z’ls,Z”|s)).

D’apres le théoreme d’approximation de BAOUENDI-TREVES [7], gz, est
prés de 0 limite uniforme d’une suite de polynémes holomorphes g,.
Pour p < po et par le principe du maximum, la suite g,(Z',Z"), qui
converge uniformément sur S converge sur D. Donc Z"' est holomorphe
sur D. On a obtenu un disque Z = (Z',2",Z"") € O* tel que

8Zc M, ReZ"(\)=4z".

Compte-tenu de la formule qui donne Z"’ et des LEMMES 2.1, 2.2, on a :

LEMME 2.3. — Soit M la variété CR dans C" définie par (2.2) (2.4).
Si p < po, pour tout disque Z' € O%(p), tout " € R"(p), tout A € D, il
eziste un unique disque Z € O vérifiant

Z=(2',2",2""); 0Z C M; |Z|o <Cp; ReZ"(X) =2".

Quand M est de classe C?, ce disque induit pour p < po des applications
continues O%(p) x R"(p) x D — O% et O*(p) x R"(p) x D — O},

On en déduit (ce résultat est aussi dans BAOUENDI-ROTHSCHILD [6]) :
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COROLLAIRE 2.4. — Soit M une variété générique dans C™, de classe C?
et 2 € M. Si Z est un disque compleze, si z € Z C M et si |Z|, est
assez petit, OZ est contenu dans lorbite locale O'°°(X, 2) de .

Démonstration. — On se rameéne 4 la situation locale qu’on vient d’en-
visager, avec z = 0 et un représentant fixé du germe de variété O'°°(%, z).
Le disque Z est de la forme Z = (Z',Z",Z") avec Z(\) = 0 pour
un A € S. D’apres le LEMME 2.3, il existe, si |Z’|, est assez petit, un
disque Z = (Z’,Z”,Z”’) tel que 8Z C O"°°(%,2) et ReZ”()\) = 0,
donc Z(\) = 0. Par I'unicité, si |Z|q est assez petit, Z = Z. []

3. Démonstration du Théoréme 1. — Le résultat étant local, on
peut supposer z =0 et M définie par

(3.1) M =: Imz2" = G(2,Re?"),

ol G : C? x R? — R est de classe C? prés de 0, nulle & P’ordre deux
en 0. Soit s le défaut local de M en 0, n = p+r + s, N (un représen-
tant de) l'orbite locale de 0; N est une variété CR de dimension CR p,
dimension 2p + r. Fixons «, % < a < 1 et introduisons ’espace :

05(p) = {2 € 0%(p), Z'(1) =0}

Suivant TumaANoOv [23], nous considérons pour p < po l’application

h : OV%(p) — RY définie par :

Wz = < (Pez)s, X" - 1)
dt ’ |t=0

est la solution de : X" = -T1G(Z'|s,X").

N XII
(3.2) ot

h est bien définie et continue (LEMME 1.4). Comme nous verrons, le LEMME
suivant est implicite dans [23].

LEMME 3.1. — Si p < po, il existe v disques complezes Z,...,Z. €
Oy (p) tels que h(Z}), ..., h(Z!) sont linéairement indépendants dans R9.

Nous allons d’abord en déduire le THEOREME 1. On suppose p assez
petit pour que le théoréme d’approximation de [7] s’applique : toute
fonction CR sur M est sur M et pour |z| < Cp limite uniforme d’une
suite de polynémes holomorphes. Soit Z’ un des disques du LEMME 3.1.
On consideére la famille de disques, paramétrée par 2’ € CP(p), 2" € R?(p) :

reD, Z(z,a")(r)=(Z'(r)+2,2"(2,a")(n)),
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déterminée, pour p < po, par les conditions (¢f. LEMME 2.1, avec A = 1) :
|Z(z',2")|a < Cp; 0Z(<,2")Cc M; ReZ'(<,2")(1)=2z".
Considérons, pour p < po‘l’application
3 : C7(p) x R%(p) x [0,1] —— €™,
322", t) = Z(<,2")(1 - t).

Par le LEMME 2.2, on sait que (2',z") — Z(2',2") est continue 3 valeurs
dans OV* et de classe C! & valeurs dans O%. On en déduit que 3 est de
classe C!. Par construction, on a :

3(2,2",0) = (#,2" +iG(',2")) € M,
%—i’(oa 07 0) = ( ttet e +lil(Z,)) € TOCTL = Cn,

Il en résulte que 3 parametre une variété 3 bord de classe C* M , de
bord M, définissant la direction (0,h(Z')) modulo ToM. En répétant
cette construction avec chacun des disques Zj,..., Z. du LEMME 3.1, on
obtient r variétés Ml,...,ﬁr de bord M, définissant en 0 r directions
indépendantes dans T);C"[0]. Il reste & vérifier les propriétés (i) et (ii).

La propriété (i) est donnée par la méthode des disques complexes [8] :
une fonction CRu sur M est limite sur M et pour |z| < po d’une suite de
polynémes holomorphes u,, ; par le principe du maximum, une telle suite
converge uniformément sur tout disque Z tel que |Z| < pg et 0Z C M,
donc, par construction des ]\’/.73', converge uniformément sur chaque ]\7]
vers une fonction CR continue qui prolonge w.

La propriété (ii) est donnée par le COROLLAIRE 2.4 : soit M l'un
des M;; au point z = (2',2" +1iG(2',z")) € M, M définit la direction
03 /0t(2',z",0) modulo T, M, c’est-a-dire la dérivée normale en 1 € S
du disque complexe Z(z',z"”). Par I’holomorphie de Z(2',z"), c’est v/—1
appliqué & la dérivée tangentielle de Z(2',z"),5. Quand z € N, si p < po,
on sait que 0Z(z',z") est contenu dans N. On a donc bien TZJ\N/I C
T,M ++/—=1T,N. La preuve est complete.

Démonstration du Lemme 3.1 : introduisons le noyau de Poisson. On a :

2m _ Y
PO 15X -1 = 5 [ 6(2(Q.X"0) =G @
2T G(z' ,X"
L [OEOTG)

s
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Aux notations prés, h est lopérateur introduit par Tumanov dans
[23, page 132] (page 133 de la traduction). TuMANOV montre que
h: (’)g(p) — R est de classe C' si 1 < B < 1et p < py, et possede
la propriété suivante (voir dans [23] les lemmes 2.3, 2.4 et la fin de la
démonstration du Théoreme 1, pages 136-137 de la traduction) : si ha
en tout point un rang < q — o, il existe une sous-variété CR de M, de
classe C! et de méme dimension CR que M, passant par 0 et de codi-
mension > ¢. Comme une telle variété contient ’orbite locale de 0, une
telle propriété ne [S)eut avoir lieu que si ¢ < s. On en déduit que pour
tout p < po, h: Og(p) — R? a un rang maximal au moins égal & r, donc
qu’il existe Z1,...,Z, € (’)g(p) tels que h(Z}),...,h(Z.) soient linéaire-
ment indépendants. On conclut en remarquant que O1* est dense dans (’)Oﬁ
pour la norme C#', si g’ < 8. []

Quand M est plus réguliére, le THEOREME 1 de ATRAPETYAN [1] permet
d’améliorer le résultat du THEOREME 1. Une sous-variété de C™ de la forme

M= h;>20,j=1,...,7r; hj=0, j=r+1,...,7+s,

ol les h; sont de classes C¥ prés de 0, nulles en 0 et Ohy A...AOh,15(0) # 0,
est appelé un wedge de classe C*, codimension s, en 0, au-dessus de la
variété

M= h;=0, j=1,...,7r+s.

On a le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.2. — Mémes hypothéses que dans le THEOREME 1. On
suppose en plus M de classe C*. Alors il exziste un wedge M au-dessus
de M en z, de classe C? et de codimension s, tel que :

(i) Toute fonction CR sur M est CR-prolongeable d M pres de z.
(i) TM |y = TM |y ++/—1TN, pres de 2.

L’hypothése de régularité n’est évidemment pas optimale. Aussi,
comme nous n’utilisons pas ce résultat, nous esquisserons seulement la
démonstration.

Démonstration. — On applique d’abord le TuEorREME 1. Comme M
est de classe C4, il est facile de montrer que My, ..., M, sont de classe C3.
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Alors le Théoréme 1 de [1] s’applique et fournit un wedge M vérifiant
les propriétés voulues, sauf peut-étre (ii). Pour démontrer (ii), il suffirait
sans doute d’analyser la preuve dans [1]. On peut aussi donner une
démonstration a priori, en utilisant les fonctions singulieres I (4.1). Quitte
a restreindre la variété M, on peut supposer qu'il existe une fonction CRu
sur M telle que WF'u = T3 M, ou encore :

(3.3) WF,u = (T,M + -1 TZN)O, pour tout z € N.

Soit maintenant z € N et # un vecteur tangent rentrant dans Men 2. 11
est clair que u est CR-prolongeable dans la direction 6, donc que WF,u C
(RT6)° (cf. 1(5.6)). Compte-tenu de (3.3),on a § € T,M + /—1T,N et
le résultat. [|

REMARQUE 3.3. — Le théoreme de Tumanov (I(3.1)) a une consé-
quence intéressante sur la géométrie des variétés CR minimales (nous ne
nous en servirons pas). Soit N un germe de variété CR en 0 dans C™,
de classe C? et de dimension CR p, dimension 2p +7, p+ 71 + s = n.
D’aprés (2.2), modulo une transformation linéaire, N est de la forme :

N={ze M, 2" =g4(,2")},
ol g est une fonction CR sur la variété générique (dans C™ ou dans C? xC"):
My =: Im2" = G(2',Rez2").

Comme ToMy = ToN + T§ My, il est clair que si N est minimale en 0,
M,y Vest aussi (’espace tangent & l'orbite locale de 0 contient ToN
et TgMo)

La fonction CR g se prolonge ainsi holomorphiquement & un wedge W
au-dessus de Mp. Soit g le prolongement holomorphe de g. On ob-
tient que N est le “edge” d’un wedge holomorphe N = {z; 2" =
§(2',2"), (2',2") € W} de dimension complexe p + r. On notera l'im-
portance du fait qu’on a supposé N minimale; par exemple, une courbe
réelle dans C", n > 1, n’est pas le bord d’une courbe complexe, en général.

II1. Applications des théorémes microlocaux

Dans ce chapitre, nous démontrons les THEOREMES 2, 3, 5, 6. Ce
sont des applications du THEOREME 10 et, pour certains d’entre eux, du
THEOREME 1. Quelques autres résultats sont présentés.
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1. Comparaison du Théoréme 7 avec le Théoréme d’Hanges-
Sjostrand.

Le théoreme principal de [11] (voir aussi [16]) concerne la propagation
des singularités analytiques des solutions d’un OPD analytique de type
principal. Soit P(x, D) un OPD analytique sur R™, de symbole principal
complexe p(z,€) = a(z,€) + ib(x,€), de variété caractéristique X, =
{(z,¢) € T*R", p(z,£) = 0}, H,, Hy les champs hamiltoniens de a, b,
8/0X = 37 £;0/0¢; le champ radial et, pour z* € T*R™, N(z*) la
feuille de Nagano de z* du systéme H,, Hy, 0/0\. D’apres [11], si u est
une solution de P(z,D)u =0, on a :

(1.1) si * € WF,u et si N(z*) C I, alors N(z*) C WF,u,

ou WF,u est le front d’onde analytique de u.

REMARQUE 1.1. — Le théoréeme de Hanges-Sjostrand est vrai dans
la catégorie des hyperfonctions. On peut le montrer dans ce cadre en
utilisant une transformation canonique complexe qui ramene I’étude de P
a Pétude de lopérateur 9/0z; & la frontiere d’'un domaine strictement
pseudoconvexe (c’est une méthode due & M. Kasniwara, T. Kawai,
T. OsHIMA, voir [14], [20]).

Appliqué aux variétés génériques dans C", réelle-analytiques (alors
WF' et WF, coincident), (1.1) donne le résultat suivant :

THEOREME 1.2. — Soit M une variété générique dans C", analytique,
et L. C T C™ une variété analytique réelle, minimale pour le systéme
{Re Z,Im Z}, ot Z est un champ réel-analytique de vecteurs holomorphes
tangents ¢ L. Si u est une distribution (hyperfonction) CR sur M, on a :

LCWFu < LNWFu#0.

Ce résultat est plus fort que le THEOREME 7, car £ n’est pas sup-
posée CR. On peut le retrouver par la méthode utilisée ici, sous la méme
hypothése d’analyticité, mais il n’est pas clair pour nous qu’un résultat
analogue soit vrai dans le cadre C* (voir Remarque IV.3.2).

Démonstration du Théoréme 1.2 : compte-tenu des résultats de I, § 7,
on transporte la situation sur Xjs. Soit Zi,...,Z, une base (locale)
de T*°M, de symboles analytiques Zi,...,Z,. Comme WF,u est co-
nique, on peut conifier £ et supposer £ minimale pour le systeme
{ReZ,ImZ,8/0)}, avec Z = 3%_ a;Hz,, a; analytique homogene
de degré 0. Alors Z| = Hplg, p = E§=1 a;Z; et (1.1) appliqué a
IOPD P(z,D) = 3°%_, a;(z, D)Z; donne le résultat. []
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2. Propagation de la W-prolongeabilité.

Démonstration du Théoréme 2 : il suffit (c¢f. I, §9) de prouver la
propagation non caractéristique. Soit z € M et ¥ = {h = 0} un germe
d’hypersurface non caractéristique en 2. On suppose la fonction CR u W-
prolongeable en tout point 2’ € ¥_ = {h < 0} suffisamment voisin de 2.
On doit montrer que u est W-prolongeable en 2. Soit N un représentant
de Dorbite locale de z.

Si N = M dans les germes I (3.1) s’applique. On suppose donc N # M
dans les germes. Comme ¥ est non caractéristique, N coupe ¥_ (dans les
germes en z). Montrons d’abord :

2.1) Si 2/ € N, voisin de 2, WF,u est contenu dans le polaire 'Y,
' d’un cone ouvert non vide I',; de T,/ N, contenant T M.

Il suffit d’appliquer le THEOREME 1 et I (5.6) : en 2/, u est CR-
prolongeable dans r directions, dim N = 2CR-dim M + r, v/=16;,...,
v—=16,,0u84,...,6, € T,»N sont indépendants modulo T M. Par I (5.6)
et la définition du front d’onde, on a, si w € WF, u :

w|Te, =03 (w,8;) =Im(6~'(w),vV-16,;) >0, j= L.,

On obtient (2.1) en prenant pour I', l’intérieur du cone engendré par
TiM, 0y,...,0,. Soit 2’ € N, voisin de z. Si WF,,u est saillant, évidem-
ment WF,,u NT{M[2'] Pest aussi. Si WF,,u n’est pas saillant, il existe
a1,...,any € WF,u tels que @y + -+ -+ ay = 0. Soit '+ le cone couvert
non vide de T,y N donné par (2.1). Comme

al[l”z, Zoa"-’aNH"z: 207

nécessairement «1,...,ay sont nuls sur I',/, donc sur 7, N, qui est
engendré par I',.

Donc av,...,ay € WF,unT%M[2']. On a obtenu :

99 Si 2’ € N, voisin de z, WF,,u est saillant si et
(2.2) seulement si WF,,u N T M|[Z'] est saillant.

Nous pouvons maintenant conclure : soit 2/ € NNX_, voisin de z. Par
hypothese, u est W-prolongeable en 2, donc WF,,u est saillant (1(5.5)),
donc WF!,u N T} M[2'] est saillant, donc WF/u N T}, M|[z] est saillant
par propagation (THEOREME 10), donc WFu est saillant ((2.2)), donc u

est W-prolongeable en 2 (I1(5.5)) []
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REMARQUE 2.1. — On pourrait sans doute démontrer ce théoréme par
la méthode des disques complexes, & la Tumanov : cette méthode est mieux
que locale dans les germes et marche dés qu’un voisinage assez petit (en
un sens qu’on contrdle) de z est minimal. L’idée serait, aprés réduction &
la situation qu’on vient de considérer, de céformer M 14 ou on sait que u
se prolonge, et d’appliquer la méthode de Tumanov & la variété déformée.

Démonstration du Théoréme 8. La démonstration est identique &
la démonstration précédente, les hypothéses de régularité étant lautre
choix dans le TutoriME 10. Comme O(X,2) est supposée minimale
en chacun de ses points, si 2/ € O(X,z), lorbite locale OY°(%,2’)
coincide avec (O(X,z) dans les germes en 2’, donc est complexifiable.
Le TaEorEME 10 s’applique.

Le THEorREME 3 s’applique en particulier quand M contient une
variété holomorphe de dimension la dimension CR de M, soit N. Il est
clair que N est minimale en tout point, puisque TN = T°M|n.
De plus, comme Xy = T;‘\}M, si v est un chemin dans N, d’origine z,
extrémité z', le THEOREME 10 donne un isomorphisme C(7) : ¥ [2] —
Y]] : on a aussi propagation pour la relation WF,u = (). Nous retrou-
vons le théoréme de N. HANGES et F. TREVES [12], que nous généralisons
au W-prolongement :

THEOREME 2.2. — Soit M une variété générique dans C*, de classe C*
et A une courbe compleze conneze contenue dans M. Si une fonction CR
sur M est W-prolongeable (resp. prolongeable) en z € A, elle est W-
prolongeable (resp. prolongeable) en tout point de A.

Démonstration. — On se rameéne comme dans [12] au cas ol le
THEOREME 3 s’applique en introduisant (localement) une variété généri-
que M’', de classe C? et dimension CR un, telle que A C M’ C M. Les
considérations précédentes s’appliquent au couple M’, A. Si u est une fonc-
tion CR sur M’, WF,u est saillant (resp. vide) en z € A si et seulement
si WF, u est saillant (resp. vide) en 2’ € A. Quand u est une fonction CR
sur M, on applique (I. (5.7)). [

Quand M est une hypersurface réelle dans C”,
dim M = 2CR-dim M +1

et les orbites locales sont soit M (dans les germes) soit des germes d’hy-
persurfaces complexes. Dans ce cas, la propagation du W-prolongement le
long d’une courbe complexe peut étre démontrée de facon élémentaire (par
exemple par les méthodes de [21]). On obtient la généralisation suivante
d’un résultat de B. STENSONES [18] :
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THEOREME 2.3. — Soit M une hypersurface de classe C2. Si l’orbite de
2z € M est un voisinage de z, toute fonction CR sur M s’étend, prés de z,
holomorphiquement d’un cété de M.

Ce résultat est plus fort que le théoréme principal de [18]. Si N est un
germe d’hypersurface complexe en 2, contenu dans M, B. STENSONES
considére le cas ou N se prolonge en une hypersurface complexe qui
“quitte” M loin de z. Le THEOREME 2.3 couvre des cas ou N “disparait”.

Démonstration du Théoréme 2.8 : on peut supposer M minimale en
remplacant M par Porbite de z. De plus M est minimale en un point au
moins (sinon M serait Lévi-plate et ne serait pas minimale). On conclut
en montrant que la propriété (u est W-prolongeable en z) a la propriété
de propagation non caractéristique, ce qui est clair, puisque si M est
minimale en 2, il y a W-prolongement (d’apres 1(3.1); dans ce cas c’est
le résultat de [21]) en z, et sinon, I’orbite locale de z est une hypersurface
complexe et le THEOREME 3 s’applique. (]

3. Fonctions CR indécomposables. — Soit M une variété générique
dans C™, de classe C*°. On suppose que M n’est pas minimale en 2z
(sinon, par 1.(3.1) toute fonction CR prés de z est décomposable en z);
soit N lorbite locale de z. La recette pour construire des fonctions CR
indécomposables en z est la suivante : on choisit M de fagon qu’il existe
une partie F C T % M|z], non saillante, (en pratique un plan ou un demi-
plan épointé) tel que le THEOREME 10 donne la propriété suivante de
propagation pour les fonctions CR pres de z :

(3.1) FNWFu#0 = F C WF,u.
Considérons alors une fonction CR u pres de z dans M, telle que :
(3.2) WF'u = T%M pres de 2.

De telles fonctions existent d’apreés un résultat récent de M. S. BAOUENDI
et L. P. RoTHscHILD [6] (quand M est analytique, c’est un résultat classi-
que). Siu = Zfil u;, u; fonction CR pres de z, d’apres (3.2) et (I. (5.2)),
F coupe WF,u; pour un i, donc F C WF,u; par (3.1) et WF,u; n’étant
pas saillant, u; n’est pas W-prolongeable en z. On conclut que u n’est
pas décomposable en z. On note la nécessité pour ce raisonnement de
supposer N de codimension au moins deux dans M.

Notre exemple initial de fonction CR indécomposable (1985, non publié)
correspondait au cas p = 1, r = 0, s = 2 dans la généralisation suivante.
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Soit p>1,r>0,8>2 M =CP xR" xR® est muni des coordonnées
2 =2 +iy, Z, 2", t et de la base duale de champs de vecteurs. On
consideére la structure CR formelle définie sur M par les champs :

0
Zi==— j=1,...,p—1
J azj .7 9 ,P )

_ a . a 8 7‘_'_1
Z,,—a—zp+z( x”ax,,+a+w" @),

ou O = tla/atg - tza/atl'

a=1,...,r

Les champs Re Z;, ImZ;, j = 1,...,p, et leurs crochets successifs en-
gendrent 0/0x1,...,0/0Tptr,0/0y1,0/0yp, ©. L'orbite de 0 (qui coincide
dans les germes avec 'orbite locale de 0) est N = C? x R" x {0}. T*M
étant muni des coordonnées canoniques (z',z",t,¢’,€",6), on a :

ToM=: t=0, ¢'=0, ¢ =0;

0 .

7 _ 0 ; a 0 r+10Q
Zp|T;(,M_8_zp+2( Z .’L'pa—xp:'fl'p (“)),

a=1,...,r
oll © = 6,0/86, — 6,0/06;. La variété
c={t=0, (=0, ¢=0, 6=---=0,=0]

est minimale pour le systéme {ReZ,...,Im Z,,0/0)A}. Comme les
champs Z; sont réels-analytiques, cette structure est représentable locale-
ment comme variété générique dans C™, de dimension CR p, défaut s en 0.

Le TurorEME 10 (ici le théoréme d’Hanges-Sjostrand) donne, si £[0]
est la fibre de £ en 0 (c’est un plan épointé) :
LOINWF'u#0 = L[0] C WF'u.
Donc M porte des germes de fonctions CR indécomposables en 0 (une
distribution CR est donnée par u(z’,z",t) = 1(z',2") ® 6(t)).

Démonstration du Théoréme 5 : soit N une variété CR dans C", de
classe C*, minimale en z € N, de dimension CR p > 1, de dimen-
sion 2p+7r, avec p+r +s = n et s > 2. On peut supposer z = 0
et N définie par les équations II (2.2). On choisit 2’ = (21,..., 2p), Z’, &
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comme coordonnées locales sur N. Dans ce systéme de coordonnées, une
base de champs CR pres de 0 est donnée par :

(3.3) VAR + aj (22" — j=1,...,p.
! 6Z.7 k;,r ! ap+k

Les champs Z;’ commutent et le plongement de N dans C" est donné
par (#',2") = 2°(2',2") = (20(¢,2"),..., 23(2',2")), ol les Z2 sont les
fonctions CR. :

Z](.’(z/’([;")zzj, ]‘—‘1,,p,
(3.4) Z), (2, 5") = gpy; +1Gi(2',2"), j=1,...,7;
Zg+r+j(zlvx”) = gj(zlax”)’ .7 = 1a cees S

Dans M = CP x R" x R*, on identifie N & C? x R™ x {0} prés de l’origine
et on considere la structure formelle définie par les champs

0
Zj:_—_‘+ Z ajk(z',w") 9 ’ j:].,...,p—l

82‘7 k=1,...,r axp+k
(3.5) 3
Zy = — + apr(2',x'") +izK@
4 azp kz; . 4 P) P P

oll © = t,0/0ty — t20/0t1, t = (t1,...,ts) étant la variable de R®. Les
champs Z; commutent, sont tangents & N = C? x R" x {0}, de trace
sur N les champs Z?. On choisit K > 1 assez grand, tel qu’on ait une
relation de dépendance :

K-1
(3.5)' (ad X)XV = > a;(ad X9) Yy en (#,2") = (0,0),
7=0

ol a; € Ret ZJ = X +iY est la décomposition de Z) en champs réels.
T M étant muni des coordonnées canoniques (z',z",6), on a :

2,, = )?p + i?p sur Ty M,
avec

0 0

s S KA ~
Xp -——XS, Yp —Yp0+‘rp ("), 6—016_02_0255‘
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Compte-tenu de (3.5)', on a :
K- “ 1 ~
(ad Z ad X,) Yp=2—K'K!@ pour z' =0, 2" =0.
§=0

On a obtenu que dans ’algebre de Lie engendrée par X'p, }A’p, il y aun

champ qui coincide avec ® quand 2 = 0, z” = 0. On conclut comme
dans ’étude des exemples, plus haut, & condition de vérifier la chose
suivante : M, munie de la structure CR formelle Zi,...,Z,, peut étre
réalisée comme variété générique dans C", contenant N (dans les germes
en z). Il s’agit de trouver n fonctions CR Zi,..., Z, indépendantes en 0
et telles que, pres de 0 :

(3.6) Zi(',2",0) = Z;)(z',a:"), j=1,...,n.
On prend, pour j = 1,...,p+7, Z;(z',2",t) = Z)(2',2") indépendante
de t, pour j = p+r+3,...,n, Z;(z',2",t) = 22(2',2") + t;_p_,. Ces

fonctions sont clairement CR et vérifient (3.6). Enfin, on prend Z,,,.;,
j =1,2, de la forme :

Zp+7‘+j(zl: 113”, t) = Zg+r+j<zlax”) + Soj(xpv t1, t2)'
Pour que les fonctions Zi,..., 2, répondent & la question, il faut et il

suffit que ¢;(2p,0,0) = 0, j = 1,2, que det[dy;/0t,(0)];, k=1, soit non
nul et que

ZpZpyrys = (;aa +zzK (tl% — tgaitl)><pj =0, j=12.

Il suffit de prendre pour ¢; la solution de (Théoreme de Cauchy-
Kovalewsky)

G@a T <18? "tzai)) =0, @jlo,=0=t;, J=12

La preuve est compléte. []

Démonstration du Théoréme 6 : On choisit N de la forme suivante :
N =: Zn = 0; Im2' = G(z/),
ol z=(7,2",2,) € CP x C" x C = C", G s’annule en 0 & l'ordre deux.

ToME 118 — 1990 — ~° 4



PROPAGATION DANS LES VARIETES CR 437

On choisit (il n’est pas difficile de construire de telles G) pour G une
fonction impaire, telle que N est minimale en 0. Soit M une variété
générique dans C™, de dimension CR p, contenant N dans les germes en 0.
Le THEOREME 1, ou plut6t sa démonstration dans II, § 3, nous dit la chose
suivante : il existe p > 0 tel que, si Z est un disque de classe C!+®, vérifiant
(0/08 est la dérivée tangentielle sur S orienté positivement) :

(1) \Zl<p 20)=0,02C M, SZ5(1) ¢ TM

alors, toute fonction CR sur M est CR-prolongeable dans la direc-
tion v/=10Z|5/06(1) modulo ToM en 0. De plus, il existe 7 disques
Z1,..., Z, vérifiant (3.7) et définissant r directions §; = \/—_16Zj|5/60(1),
j=1,...,r, indépendantes modulo Ty M. On sait (CoroLLAIRE II, 2.4)
que si p est choisi assez petit, les disques vérifiant (3.7) ont leurs
bords dans N. N étant symétrique par rapport a l'origine, les disques
—Z1,...,—Z, ont aussi leurs bords dans IV, donc dans M et vérifient (3.7).
On en déduit que toute fonction CR u sur M est CR-prolongeable dans les
directions 6y,...,6,, —01,...,—6, en 0. D’apres I (5.6), WFyu est contenu
dans (R6;)°N...N (RH,)° donc dans la réunion disjointe de deux demi-
droites de T%,C"[0]. D’apres I (5.8) u est décomposable en 0. []

REMARQUE 3.1. — Voici un exemple ou il y a propagation sur un demi-
plan épointé. Soit Z = §/0z + ixt,0/0t; dans M = C x R?, muni des
coordonnées z = x + iy, t = (t1,t2). Z est tangent & N = C x {0} et sur
THM = {(z,t,(,0); t=0, (=0},ona Z =0/0z —ix620/00,. Tx, M se
décompose donc en trois orbites du systeme

{ReZ, Im Z, 8]0 = 6,0/86, + 6,8/36, }
définies respectivement par 6 < 0, 82 = 0 et 65 > 0.
IV. Démonstration des théorémes microlocaux

1. Rappels sur la théorie de Sjostrand. — La théorie générale des
transformations FBI (pour Fourier-Bros-Iagolnitzer) est due & J. Sids-
TRAND (voir [16] et [17] pour ’application aux variétés CR). Soit ¢ une
fonction continue sur , ouvert de C™. On note H};C(Q) Pespace des
fonctions u sur 2 x R*, holomorphes en z € Q et vérifiant pour tout
K C Q, compact, et tout € > 0 une estimation de la forme :

z€K, A>0; |u(z,\)| < CeMo(2)+e)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



438 J.-M. TREPREAU
avec C = C(K,¢). Si 20 € Q et u € HP*(Q), on note

u~0 en 2z
¢

8’il existe un voisinage K de zp, € > 0 et C tels qu’on ait :
2€K, A>0; '”(z”\)l < CeMe@)-e)

¢ étant continue, on peut remplacer ¢(z) par ¢(zo) dans la définition.
Considérons la fonction ¢(z,%) = 2i(z — %)? (on pourrait utiliser
n’importe quelle phase admissible au sens de [17]). Le systéme

0
o2 =C 3228 =,

z

définit une transformation canonique (non-homogene) x, a savoir :

(1.1) X : (2,¢) — (2 +1i(, Q).

Soit M une variété générique dans C", de classe C? (resp. C*), qu’on
considére microlocalement pres de z* € Tj{,IC”. Apreés transformation
affine, on peut supposer z* = (0; 0,...,0,1) et que Ty M contient R™
(quand T,C" est identifié & C™). La phase ¢ est admissible pour M au
sens de [17] et 'image par x d’un petit voisinage de 2* dans T3,C™ est de
la forme :

(1.2) L= 7€Q, = %%(z)

ot  est un voisinage ouvert d’un point zp € C™ et ¢ une fonction
réelle sur (2, de classe C? (resp. C*®). A la fonction ¢ (et au choix
d’une fonction troncature, [17]) est associée une transformation FBI
urTu € H};C(Q), u fonction CR sur M, dont la propriété fondamentale

est de caractériser WFu : pour (z,¢) € T},C", voisin de z* on a :

(1.3) (2,¢) ¢ WFu <<= Tur(;O en z+iC.

La relation (1.3) rameéne 1’étude de la propagation des singularités de u
a I’étude de la propagation de la relation u;aO, le point crucial étant

que les propriétés symplectiques complexes de TI’(JC" se lisent sur L.
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2. Démonstration du Théoréme 9. — Soit M une variété générique
dans C", de classe C?, et N une variété CR complexifiable dans C", conte-
nue dans M, de méme dimension CR que M, soit p. Il suffit de prouver
le théoreme localement prés d’un point, soit 0 € M. On peut supposer,
quand TpC" est identifié & C™ = CP x C" x C%, que Ty M = CP x R" x R?,
ToN = C? x R” x {0}, o s est la codimension de N dans M. Si N est
le complexifié de N dans C™, TyN = C? x C" x {0} et il s’agit de prou-
ver la propagation non caractéristique sur £ = T}, C" N T* C™. On sait
(ProposriTiON 1.6.1) que £ a méme dimension et méme dlmensmn CR
que M. Un biholomorphisme tangent & l'identité met N sous la forme :

N = 2z, =0;k=p+r+1,...,p+71+s.
Soit L, Eﬁ, Lo les images de TIQC", TJ%C", L par la transformation
canonique (1.1). £ est donnée par (1.2) et L5 par :
L= Ckzo,k:la---,P'i"";
N 2 —r =0, k=p+r+1,...,n

ou encore, avec H(z) = §(z2,,,, + - + 22), holomorphe :

20H
On en déduit que la variété de classe C! Lo =Ly N L & est de la forme :
. , 20¢
Lo=: ze M, C—laz()

ol M’ est une variété de classe C!, de méme dimension que M,
et 0¢/0z|p = OH[Oz|), est annulé par les vecteurs antiholomorphes
tangents & M’ (on ne sait pas si M’ est CR). Soit

Z= zh+z,,_2az +Zb8<

un vecteur holomorphe tangent a Eo en (z0,Co) : Zp, est tangent & M’ en zg
et Z (¢ —2/i0¢/0z) =0, Zp,0¢/0Z = 0 en (2y,(g). Quand Z, est donné,
la premiére équation détermine Z, tandis que la seconde est toujours
vérifiée. On en déduit que M’ a en chaque point la méme dimension CR
que Lo, donc que M : M’ est générique. Par la théorie de Sjostrand, on
est ramené & étudier la propagation non-caractéristique sur M’ pour la
relation u';O. Sigo =¢— (H+ H), O est nulle sur M’, donc aussi deyo.

Quitte & ajouter une constante & H, ¢y s’annule & l’ordre 2 sur M’. Le
changement de fonction holomorphe v(z,A) = u(z,A\)e"2*#(2) ramene
Pétude au cas ¢ = ¢g. Le THEOREME 9 résulte donc du lemme suivant :
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LEMME 2.1. — Soit M une variété générique dans C", de classe C*
prés de 0 € M et ¢ une fonction réelle de classe C2, nulle a l’ordre deuz

sur M. Si ¥ = {h = 0} est une hypersurface de M non caractéristique
en 0, on a:

U*‘(;O dans £_ ={h <0} = ur‘;O en 0

pour tout germe de fonction Hy en 0.

Pour démontrer ce lemme, nous aurons besoin d’un disque :

LEMME 2.2. — Sous Uhypothése du LEMME 2.1, il existe, pour tout R > 0
un disque compleze Z € O% tel que :

|Z|a<R;0ZCM; Z(1)=0; Z(-1)e X_.
Démonstration. — On peut supposer M définie par II (2.1) et

99 0,0) = 0.

h(z',2") = —Im z, + g(2',2"), 35

On applique le LEMME I1.2.1 avec comme données A = 1, 2"/ = 0 et le
disque Z'(7) = k(0,...,0,¢ — iT). Comme |Z’'|, = 0(k) et que

h(Z'(-1), Re Z2"(-1)) = =2k + ke(k)
le disque Z a toutes les propriétés voulues pour k > 0 assez petit. []

Démonstration du Lemme 2.1 : soit v un germe de fonction Hy en 0.
On peut supposer u définie pour |z| < 2R, vérifiant 14 :

(2.1)  pour tout € > 0, il existe C. tel que : |u(z,A)| < C. eMo()+e),

Soit Z le disque du LEMME 2.2, Z(—1) =2y € £_. On a u;() en 2p :

(2.2) lu(z, )\)| < Coe 0 si |z — 2| < 1.

On note dps(z) la distance de z & M. Puisque ¢ s’annule a ’ordre 2 sur M,
on a, R choisi assez petit, |¢(z)| < Kda(z)? si |z| < 2R. On va montrer
que si

(2.3) { [u(z,A)| < X" pour |2| < 2R et

|u(z,A)| < e7Ae pour |z — 2zo| < 7o,
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alors :
(2.4) |u(z,A)| < e pour |2| <7y,

ot &7 > 0, r;1 > 0 ne dépendent que de g9 > 0, rg > 0, et pas de u.
Le LEMME 2.1 en résulte en choisissant ¢ = }e; dans (2.1) : v(2,A) =
u(z,A)e™*¢/(Cy + C.) vérifie (2.3) donc (2.4); on obtient |u(z,\)| <
(Co + C.)e=*1/2 pour lz]| <71 et ur;O en 0.

Pour démontrer (2.4) & partir de (2.3), Iidée est d’appliquer le théoréme
des trois cercles sur Z et sur ses translatés. Pour se ramener & la situation
standard, on compose Z & droite avec un biholomorphisme ¢ de D qui
envoie 1 sur 1, tel que le disque Z = Zoy envoie un disque {|7| < &} dans
la boule {|z — 29| < iro}. Pour n € C", |n| < 47¢ (on suppose 7o < R),
on considere la fonction sur D :

uy (T, ) = w(Z(1) + 1, ).
Ona:
sijr]=1: lun(r, )\)] < Kl puisque 8Z C M et (2.3);
si|7|=46o: (un(r,/\)( < e 0 puisque IZ(T) +n - zO[ <rg et (2.3).
Le théoreme des trois cercles donne :
bo <] <1: lun(r,/\)l < M)
avec :

Log|T
0(r) = Kl? = (eo + KlnP) T20] < Kp? ~ (1= Ir)et

avec €y = €9 /Log1/8y. On utilise cette estimation quand 7 =1 — &, &
petit & choisir, n = 2z — Z(1 — k). On peut supposer Z de classe C* avec
a>%. On a alors :

66&)1/2

0l < 1] + 1 Zlak® < (55

si |z| < k et K est choisi assez petit. On a obtenu :
2l <k, Julz )] = fug(l - &, 2)] < @02
c’est-a-dire (2.4). La preuve est compléte.
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3. Démonstration du Théoréme 7.

Par rapport au § 2, la démonstration est compliquée par le fait qu’on ne
peut pas réduire autant la fonction ¢ ; on utilise une famille de disques au
lieu d’un seul. Apres application de la théorie de Sjéstrand, on est ramené
a étudier la propagation de la relation “u ;0 en 2” sur une sous-variété
L de T*C™, o

20¢
3.1 L= zeM = -
(3.) L (=2500)
est une variété CR isotrope (cf. LEMME 1.7.5). En général, M’ n’est pas
une variété CR. Nous travaillerons donc sur 7*C" et prouverons :

LEMME 3.1. — Soit M une variété CR lisse dans C™, ¢ une fonction
réelle lisse au voisinage de M. On suppose

(3.2) 1,000 =0;
0¢ .

(3.3) ——  est une fonction CR, k=1,...,n.
6zk | M

Alors la relation u;O a la propriété de propagation non caractéristique
sur M.

REMARQUE 3.2. — Le THEOREME III.1.2 correspond au cas ou l’on
remplace ’hypothese (3.3) par 0¢/0z ), est CR pour la structure formelle
(M, Z) définie par un champ holomorphe Z tangent & M, réel analytique.
On peut donc démontrer ce théoréme en réalisant cette structure par un
plongement convenable de M dans un espace de dimension plus grande et
se ramener ainsi a la situation du LEMME 3.1. Bien siir, une telle réduction
est impossible, en général, quand les données M, Z ne sont pas analytiques.

Démonstration du Théoréme 7 : il s’agit de montrer que la relation
“u;a(] en 2” a la propriété de propagation non caractéristique sur £

quand £, définie par (3.1) est CR isotrope. On applique le LEMME 3.1 dans
T*C" = C"xC"a M = L et lafonction ¢(2,() = ¢(z). Ona d¢/9¢,, =0
et 09/0z), = $i(|,, dou (3.3), i} 806 = —di(3i Y0, (jdz) = O,
d’olt (3.2). Le lemme appliqué aux fonctions u(z,A) indépendantes de ¢
donne le résultat. []

La suite est consacrée & la démonstration du LEMME 3.1. On peut
supposer (cf. II (2.2), (2.4)) que M est définie pres de O par :

(3.4) M =: Im2" = G(<,Rez"), 2" = g(z',Rez"),
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o z=(2,2",2") € CPxC" x C* = C", G et g sont nulles & I’ordre deux
en 0 et g est une fonction CR, quand on la considére comme fonction sur

(3.5) M° =: Im2" = G(2,Rez").

On a donc :

(3.6) Tout vecteur antiholomorphe tangent & M? annule 2"’ — g.
On introduit le systéme de coordonnées tangentielles

(3.7) (t,r,7)=((z",2"),y" - G(z', "), 2" — g(',z"))
€(CPxR") xR" x C°.

Quand on parle de la base duale de (3.7) il faut comprendre que les
coordonnées complexes 2’, 7 sont dédoublées en 2,z et 7,7. On a :

M= r=0;, M= r=0, 7=0.

An=(n",{") eR" xC* on associe 7 = (0,in",¢") € C™. On utilisera
beaucoup les variétés translatées de M :

(3.8) My,=M+n=: r=q", 7=("".
Pour trouver une traduction utile des propriétés de la fonction ¢, nous

allons écrire une base de T%!C™ dans le systéme de coordonnées (3.7).
Les champs 8/0%;, j =1,...,n =p+r + s s'écrivent

0 Orq O 071y O 07y O
%2 a5t (o5 0m 05 0)

1i+z %a+1 <6ra6 61"0,0)

On remarque que les coefficients ne dépendent que de t et que la ma-
trice (0r4/0%;)a=1,...,r; j=p+1,..,p+r €st inversible en 0. Par combinaisons
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linéaires, on obtient une base de T%'C" prés de 0, de la forme :

ij=1...,p: A :——+Z a]a +Z b]a )
a=1,...,r Tpta a=1,. Ter
. 0 0 6
j=1,...,r: Bj= o +Y;(t, at)*;:;‘scja(t)g?a’
0

j=1...,8: Cj=+— Er
j

D’apres (3.6), les champs A;, qui sont tangents & M?, sont tangents & M :
bjo = 0. Finalement, on a la base de champs antiholomorphes :

( 0 )

A =X;(t 5;) J=1...,p
0 0 0 .

(39) T B] = ga‘l‘llj(t, &) -t;-:; sta(t)—aTa 7= 1,“_’1"
0 .

kC]—EE ]—1,...,8

(C’est la base duale de dzy,...,dz,,0r1,...,0r,,0%,...,07s.)

De la forme des vecteurs A;,B;,C; et de lintégrabilité de T%'C™,
on déduit qu’ils commutent; pour j, k = 1,...,p; u, v = 1,...,r
a=1,...,s:

(3.10) [X;,Xk] =[X;,Y,] =Y., V] =0, Xjcua =0, Yicoa =Y cpa.
LeEmMME 3.3. — Si i%,00¢ = 0, il eziste une fonction H prés de O telle
que O0¢ |y = OH | ) et OH |y = 0.
Démonstration. — On a d(3,0¢) = 0 donc 8¢y = dH . [

La réciproque est aussi trivialement vraie.

)

LemME 3.4. — Si H est une fonction prés de 0 telle que 5H| =0
et que 6H/8zk|M soit une fonction CR, k = 1,...,n, il existe une

fonction H prés de O telle que H — H est nulle & ordre deuz sur M,
3H|M =0 et HIMA est une fonction CR pour tout A (dans un petit
voisinage fizé de 0).

Démonstration. — On écrit les choses dans les coordonnées (3.7) :
H(t,r,7) = H(t,r,7) + O(r® + |7]?),
ﬁ(t,’r‘,T) = ho(t) + Z hj(t)Tj + Z (QOj(t)Tj + ’l/)j(t)’l—'j).

j=1,..,r 7j=1,...,8
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On va montrer que H M, est CR en vérifiant que H est annulée par les
champs X1,...,X,. De 0H(t,0,0) = 0, et (3.9) on tire :

th0=0, ]:1’)p?
(311) ¢1=0, s J=1,...,8;
hj+Yiho + Y cjaa =0, j=1,...,r.

a=1

Pour k = 1,...,s, le champ 0/0zpi,4x S’écrit 0/07; dans les coor-
données (3.7). Comme OH /Oy ), est CR, on a :

(3.12) Xrpa =0, k=1,...,p, a=1,...,s.
De (3.10), (3.11), (3.12), on tire :

s
OZXk(hj-f-tho-i‘ZCja(pa) :thja k=1,...,p;7=1,...,r.
a=1

On a bien obtenu X;H =0pourk=1,...,p. []

Résumons : la variété CR lisse M est définie par (3.4). Sin = (n",{"") €
R™ x C®, petit, on note 7 = (0,in",¢"") € C*, M,, = M + 1 et
M,(R) = {z € M,,, |z| < R}. Tout z € C™, petit, s’écrit z = m(z) + ()
avec m(z) € M, n(z) € R"™ x C*; la décomposition est unique quand
on impose & z, m(z), 7j(z) d’étre petits. D’aprés les LEMMES 3.3, 3.4, la
fonction ¢ vérifie, avec H fonction lisse pres de 0 :

(3.13) |2| < Ro, |#(z) — 2ReH(2)| < K|n(=)|",
(3.14) |2| < Ry, |5H(z)| < K|77(z)| i Hip, (Ro) €t CR, tout 7.

Nous devons montrer que si ¥ = {h = 0} est une hypersurface non
caractéristique en 0 € M et si u est un germe de fonction Hy en 0 :

u;;O dans ¥_ ={h <0} = urgO en 0.

Comme dernier préparatif, nous construisons une famille de disques :

LeMME 3.5. — Soit R > 0. Il existe po > 0 et une famille continue
M(po) x [0,1) —» OY* de disques complezes Zy, . (m € M(po), & € [0,1])
telle que

|Zmkla <R, 0Zp . CM,
Zm,rc(l - K') =m+ ﬁ(m’ K/)a ZO,O(_l) € 2—7
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avec n(m, k) € R" x C* (bien sir n(m,0) = 0 puisque 82, , C M).

Démonstration. — La méme que celle du LEMME 2.2, mais en utilisant
le LEMME 11.2.3 et comme données A = 1 — k et les disques

Zyo(1) =€(0,...,0,0 —i1), Z,  =Zy,+72 — Zyo(1—K)

quand m = (2', 2" +4iG(2',2"),9(2',2")). []

Soit donc « un germe de fonction Hy en 0, équivalent & 0 dans £_. On
suppose u définie pour |z| < 2R et on introduit la famille Z,, , de disques
complexes donnée par le LEMME 3.5. Soit zg = Zg0(—1) € £_. Comme
dans le § 2, il suffit de démontrer que si

(3.15) lu(z,A)| < () quand |z| < 2R,

. [u(z,\)| < e #(z0)=%0)  quand |z — 2| < 70,
alors
(3.16) lu(z,A)| < M=) quand |2| < 1y,

ol g1 > 0, 1 > 0 dépendent de g9 > 0, 19 > 0, pas de u. On élargit la
famille Z,, , en posant (on peut supposer ro < R, py < R) :

neER"XC* Inl<po:Zmuy=Zmx+1

On peut supposer R assez petit pour que le théoréme d’approximation [7]
s’applique uniformément pour |z|] < 2R aux fonctions CR H)| M, . Soit
Hpm = H 0 Zy . Puisque 0Zp, 5 C My(2R) et que Hjy, est CR,
il résulte du théoreme d’approximation [7] et du principe du maximum
que la fonction Hp, . n|s se prolonge holomorphiquement & D. On note
Hm xy € O12(D) le prolongement. Les fonctions Z, x.ny Hum,x,ns Hm Ko
sont uniformément bornées dans C1*(D).

LEMME 3.6. — On a, uniformément en |m| < po, 0 < k < 1, |n| < po,
Te€D:
317 |Huwn() = Hopein ()] < Co[Inl + (1 = 7)) (1 = I7]).

Démonstration. — Sur S, on & Hp .y = ﬁmy,w,, 6[?,,@,&,"/67"- =0et
Hm,fc,n/af = (OH)(Zm,r,n) - azm,&n = O(|n|) puisque aZm,'wl c M,
et compte-tenu de (3.14). Hm,”,, H,, ., étant uniformément bornées

dans C'%, on en déduit |d(Hm,x,n = Hm,en)(T)| < C(lnl + (1 = |7))%)
et (3.17) en intégrant. []
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Quitte & diminuer 7¢, on a, par continuité :

(3.18) { 16(2) - #(z0)] < eo,
|2ReH(z) ‘¢(Zo)| < %eo quand |z — 2| < 7.

De méme, par continuité et puisque Zg 0,0(—1) = 2o, ﬁo,o,o(—l) = H(zg):

siim|<p, 9| <p,0<Kk<p|r+1<pona:
(3.19) { Im| < p, n| I +1]

| Zunown(T) = 20| < 70, |Himoein(T) — H(z0)| < Leo

pour p > 0 assez petit. On introduit § > 0 et un biholomorphisme ¢ de
D qui envoie le disque {|7| < 6} dans {|[7+ 1| < p}. On a:

(3.20) c! (1—I|r]) <1—|e(r)| <CQA-]|r]), T€D.

Soit Um, i, (Ty A) = W(Zm,k,n(T), A). Compte-tenu de (3.15), (3.13), (3.17)
et du fait que 0Z, ., C My, 0n a,si|m| <p, 9| <p,0<K<p:

1
|7'| = 1, X LOgl’U.m,N’n (QO(T), /\)l S ¢(Zm,li,’f)(cp(}r))
< 2ReHp o (9(7)) + K|n|?
< 2Re Hpp o (0(7)) + K|n|?.

Par (3.15), (3.13), (3.18), (3.19) et le choix de ¢, on a :
1
lTl = 57 kY LOg'“m,n,n (QD(T)a)‘)l S ¢(z0) — €0

A
< ZRGH(Z()) —£&p
< 2Re fIm,,w] ((,0(7’)) - %60.

Par le théoréme des trois cercles appliqué & wyy, ., 0 pe 2 mwno? on
obtient comme au § 2, avec ef = 1eo/Log1/6, pour § < |7| < 1:

1 7y !
X LOg'“m,n,n (‘P(T)a )\)‘ < 2Re Hm,n,n (SO(T)) + K|77|2 - E0(1 - |T|)

donc, compte-tenu de (3.20), avec €5 = €,/C :

1 ~
3 Log|tm, (7, A)| < 2Re Hpn(7) + K0l — € (1 — |7]).
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On applique cette estimation & 7 = 1 — k. Tenant compte de
Zmkn(l —K) =m+17(m, k) + 1,

de (3.17), (3.13), on obtient :

1 . R ) .
3 Log|u(m +i(m, &) + i, )| < ¢(m +ii(m, k) + )

+ K (Inl* + In + n(m, £)|*)
+2Cok(|n] + &%) — g k.

Comme les disques Z,, «,, sont uniformément dans C1*(D), on a :
lﬁ(maﬂ)l S CIK/-

On a obtenu, pour z = m + 7 + 7j(m, k), m € M(p), |n| < p, 0 < & < p,
une estimation de la forme

lu(z,A)| < eMB(2)—eg m K (In|*+£1F2)
On écrit n = £ — n(m, k), pour |{| < k, k < p/Cy + 1. On obtient
me M(p), €| <r; |u(m +¢, 2| < M B(mt€)—ef rt K" w1 H)

Pour k > 0 assez petit, on obtient le résultat : ur;O en 0. []
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