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SYNTHÈSE SPECTRALE DANS CERTAINES ALGEBRES
DE BEURLING SUR LE CERCLE UNITÉ

PAR

MOHAMED ZARRABI (*)

RÉSUMÉ. — On montre que les ensembles dénombrables fermés du cercle unité F
sont les seuls ensembles fermés de type ZA^ qui sont de synthèse spectrale dans les
algèbres de Beurling Aw(F) pour tous les poids multiplicatifs w sur Z satisfaisant aux
conditions w(n) = 1 pour n > 0 et limn^-oo(LogWyi)/|n|1/2 = 0.

ABSTRACT. — We prove that countable closed subsets of thé unit circle F are
thé oniy closed ZA4" sets which satisfy spectral synthesis in thé Beurling algebra
Aw(r) for ail multiplicative weights w on Z such that w(n) = 1 for n > 0 and
Ïïm^-oo(LogWn)/|n|1/2 = 0.

1. Introduction
Soit w = (wn)nçz un poids multiplicatif sur Z vérifiant les conditions :

(1) w(n) = 1 pour n > 0 et

(2) iim Logw^=0.
v / n^+oo 02

Soit r le cercle unité. Dans l'algèbre de Beurling

A,(r) = { / e c(r) : ̂ \f\n)\wn < +00}
nez

où f{n} est le n16"16 coefficient de Fourier de /, les points sont des
ensembles de synthèse spectrale [1, Proposition 6]. Ces algèbres véri-
fient la condition de Ditkin (voir paragraphe 3). Il en découle que les
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ensembles fermés dénombrables de T vérifient aussi la synthèse spec-
trale [7, Théorème 7.3, p. 230]. Nous considérons maintenant une partie
fermée S de F, non dénombrable et de mesure nulle.

Nous montrons (THÉORÈME 3.1) que si / ç A^F) est de synthèse
spectrale pour 5" dans A^(F), pour tous les poids w vérifiant (1) et (2)
alors / = 0. Il en résulte que si S est de type ZA4', c'est-à-dire s'il
existe une fonction dans A~^(r) non identiquement nulle et s'annulant
sur 5', alors il existe un poids w vérifiant (1) et (2) tel que S ne soit pas
de synthèse dans A^(T). Les ensembles S qui vérifient la condition de
Carleson, soit JQ 7r | Logrf(e^, S)\ dt < -t-oo, forment une classe importante
d'ensembles de type ZA^.

Nous donnons à la fin de ce travail une démonstration simple du
THÉORÈME 3.1 lorsque S vérifie en plus la condition de Carleson. L'auteur
ne sait pas si ce résultat s'étend aux ensembles S de mesure nulle qui ne
sont pas de type ZA+(c/. [3, Théorème 8]).

Je tiens à remercier le Professeur J. ESTERLE pour les nombreuses
discussions que j'ai eu avec lui, discussions qui sont à l'origine de cet aticle.
Je tiens également à remercier le rapporteur pour ses suggestions qui ont
notamment contribué à simplifier la démonstration de la PROPOSITION 2.2.

2. Notations et préliminaires
On désigne par A(T) l'algèbre des fonctions continues sur le cercle

unité F et vérifiant

Y,\f(n)\ < +00, où f(n) = 1 ( '/(e^)e-^dt, n ç Z.
nez 27r Jo

A^~(T) est la sous algèbre de A(F) formée des fonctions / vérifiant f(n) = 0
pour n < 0. On dira qu'une suite de nombres réels positifs w = (wn)nez
est un poids si elle vérifie la condition : Wn+m < ̂ n^m pour n,m ç Z.
On supposera toujours w(0) = 1 et w(n) > 1 pour n C Z. Une telle suite
définit l'algèbre de Beurling

A^r) = {f e C(r) : ̂ \f\n)\wn < +00}.
nez

Cette algèbre sera munie de la norme ||/||w = Z^çz \f{n)\wn' Son dual
est l'ensemble des suites T = (Tn)nez telles que la suite (Tn/Wn)nçï soit
bornée. On définit la dualité par : (F, /) = Z^çz Tnî{n - 1). Si w vérifie
la condition :
/T\ \^ Lo^ w^(I) E TT^ < +00'

nez
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SYNTHÈSE SPECTRALE DANS LES ALGÈBRES À POIDS 243

alors l'algèbre A^(T) est régulière [7, p. 118, Exercice 7]. On s'intéressera,
essentiellement, aux poids vérifiant la double condition :

(ii)
Wn = 1 pour n >.0,

ÏÏm Loëw-n

n-^+oo ^/n

Notons que si w vérifie (II) alors w-n = w-nWn > WQ = 1 pour tout
7i e N et donc Wn > 1 pour tout n ç Z.

Soit 1 un idéal de A^ÇT). Notons par / le plus grand diviseur intérieur
commun à tous les éléments de 1 [6, p. 85]. La fonction / se décompose
en un produit d'une constante c de norme 1, d'un produit de Blaschke B
et d'une fonction intérieure singulière J qui s'écrit

/ 1 /•27r y -L pit \

^=^1 ̂ dfllw)
où jii est une mesure positive singulière à support dans h(I) D F où
h(I) = {z e D : f(z) = 0, / e J}, D désignant le disque unité, soit

f(z)=cB(z)exp(^^ ^-L^d/^)), ^D.

La mesure ^i s'écrit de façon unique comme somme d'une mesure po-
sitive discrète, soit 61, et d'une mesure continue singulière positive 1^1.
Notons par TT la surjection canonique de A^r) sur A^I^/J et a la fonc-
tion z \—> z.

PROPOSITION 2.1. — 6'% 1 est un idéal fermé non nul de A^r), avec
___ T op-"*" ll'Trfn^""71!!

h(I) C F et Si = 0 alors lim ° " v /—11 = 0.
v / n^+oo ^n

Preuve. — Ce résultat a été établi par ATZMON [1, preuve de la
Proposition 8-b] dans le cas où 1 = {/ ç A+(F) : / = 0 sur E}. Le
résultat ci-dessus se démontre de façon analogue.

On voit donc que si on pose Wn = ll^a)71!!, n ç. Z, alors w = (wn)nez
est un poids qui vérifie la condition (II).

On note par H°° l'ensemble des fonctions analytiques et bornées sur D.
Soit J une fonction intérieure sur le disque unité. Soit / ç. J71!!00 pour
tout n G N. Si le facteur de Blaschke B de J n'est pas constant, / admet
un zéro d'ordre infini et donc f = 0. On a en fait le résultat général
suivant, probablement bien connu :
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244 M. ZARRABI

PROPOSITION 2.2. — Soit J une fonction intérieure, non constante
sur D. Si f e J71^00 pour tout n ç N, a/or5 / ^ 0.

Pre^e. - Soit F = Dn>i ^H00 ; supposons qu'il existe une fonction
non nulle dans F. Le produit de Blashke associé à J est alors nécessai-
rement constant. Notons par ^ [resp. v\ la mesure positive singulière qui
définit la partie intérieure singulière de / [resp. J}. On a nv < /z pour
tout n ç N. Ceci entraîne que v est nulle et donc J est une constante de
module 1.

3. Ensembles et fonctions de synthèse
Soit S un fermé de F et w un poids vérifiant (I). Posons

^ = { / e A , ( r ) : / | ^ = 0 } et

^={f^A^r):Suppfns=9}^
où Supp/ est le support fermé de /.

Définition 3.1.
(1) S est un ensemble de synthèse spectrale dans A^(F) si 7^=7^.
(2) Une fonction / ç A^(T) est de synthèse spectrale pour S dans

A^(F) s'il existe une suite (fn)nçN dans A^(r) telle que pour tout n e N,
fn s'annule sur un voisinage de S et lim^_+^ \\f^ - f\\^ = o.

On voit donc que S est un ensemble de synthèse spectrale dans A^(T)
si et seulement si toute fonction dans A^(F), qui s'annule sur S , est de
synthèse spectrale pour S dans A^(r). Il est prouvé dans [1, Proposition 6]
que les points sont des ensembles de synthèse spectrale dans A^(F),
pour tous les poids w vérifiant la condition (II). Ces algèbres vérifient
la condition de Ditkin [7, Définition 5.9, p. 225]. En effet, pour A e F on
pose

z-\
en : z i—> ———-, n > 1.

\ A
z - \- -

n

Un développement en série de Taylor montre que la suite (en)n>i est
bornée dans A-^r) et donc aussi dans A^(r). On a

| | (e , - l ) (a-A) | |^————.0,
n—>--{-oo

où a désigne toujours la fonction z ^ z. Soit / ç A^(T). Si /(A) = 0
alors / = \ïm^^ ̂ ^ f\p)(a? - \P). Puisque E|^|<^ f\p)(aP - \P)
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est divisible par a — A dans A^(F) on a

On ( E ̂ )(^ - >p)} - E AP)(^ - ̂ ) —————— 0
\ —"— / —— n—^+oo
^Ipl^m / |p|<m w

pour tout m e N. Il en résulte que lim^-^+oo \\î^n ~ f\\w = 0. Puisque {A}
est un ensemble de synthèse spectrale dans A^(r), il existe alors pour tout
n > 1 un élément Un dans A^(T) tel que ||e^ —Un\\ < 1/n et A ^ Suppi^.
On a alors lim^-^+oo \\î^n " / l lw = 0 et {A} vérifie la condition de Ditkin.
Il découle de ceci, d'après [7, Théorème 7.3, p. 230] que les ensembles
fermés et dénombrables sont aussi de synthèse spectrale dans A^(F) pour
tous les poids w vérifiant la condition (II). Des résultats analogues sont
valables sur la droite réelle (voir [6] et [8]).

Le résultat suivant montre que les fermés dénombrables du cercle sont
les seuls ensembles ZA^~ fermés de mesure nulle à posséder cette propriété.

THÉORÈME 3.1. — Soit S un fermé de F non dénombrable et de mesure
nulle. Si f ç. A^(T) est de synthèse spectrale pour S dans A^(r) pour tous
les poids w vérifiant la condition (II), alors f =. 0.

Preuve. — Soit fi une mesure positive continue à support dans S (une
telle mesure existe toujours d'après un résultat classique de Lebesgue).
Soit J la fonction intérieure définie par ji. On a :

/ 1 /•27r y + p^ \

^"-(îï/ î±^d'"t))
et J est analytique sur C \ S. Soit

/ 1 /'27r \J(oo)=exp — / d^)
\27T./o /

la limite de J ( z ) quand \z\ —^ +00. On a :

J ( z ) - J(oo) = E dnZ71 pour |^| < 1,
n>0

J ( z ) - J(00) = V^ CLnZ71 pOUr |2;| > 1.

n<0

J [ z ) - J(oo) =
n<0

On a d'après les inégalités de Cauchy :
1^1 ^ j ( 1
-—- < max J -
r77' \z\=r \z

négalités de Cauchy :
M <max J f 1 ) ] (n<0, r < 1)
r71 ~ \z\=r \z)\ v /

< max
V(z)\

If
2TTJO z- e"( 1 /•27r y -L p^ \

où ^——P 2^ ^à^)-
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II résulte de [1, Lemme 5.c] que pour toute fonction / ç H°° ne
s'annulant pas sur D et pour tout e > 0, il existe m, > 0 tel que
max|^l/|/(^)| > m,eW^^-r) ̂  g ̂  ^ ̂ ^ ̂ ^ ̂
mesure singulière définissant le facteur intérieur de / et ||̂ || est sa variation
totale. Comme fi est continue on a :

K[ < m^e81^-^ pour tout n < 0, e > 0 et r < 1.

Pour r = 1 - (e/\n\)1/2 on obtient que K| < k, e^/H)172 pour une
constante k^ dépendante uniquement de e. On en déduit enfin que

lun îf-I^O.
n^-oo |n|1/2

Posons r = (Tn)nçz avec :

T.= an si n > 0,
-dn si n < 0.

Soient pour n < -1, 7^ = sup ^ l ^ l ^ ̂  ^ ^nv^ï, Q^ ^ ;
m<n y—m

v^m = e7n+mv-n-m < e7n+m^72:+^+-v/:r^'

<^ g7n \/—^p7m V—m

< VnVm'

Si on pose w^ = sup^<^<_^ ̂  pour n < -1, Wn = 1 pour n > 0 alors
w = (wn)^z est un poids. De plus Logw^/^n = ^^rn^/^n
avec n < m^ < -1 pour tout n et on en déduit facilement1 que w vérifie
la condition (II). On voit aussi que T est dans le dual de A^(r). Soit
/ e A^r). On a /(e^) = Enez fW^0 ' On obtient par un calcul
simple :

^

/o

i ŷ
 J(re^)/(e^)e^d^= (J(oc)+ao)/(-l)

+^^/(^-l)rn ( 0 < r < l ) .
n>l

II vient de cette égalité en faisant tendre r vers 1~ :^ rJ(eww0) eleàe = (J(00)+ ~^f(-1) + E a^ -1).
n>l
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On obtient de même :

1 / 7r J(re^V(e^)e^ = J(oo)/(-l)
2^ Jo

+ ̂  ànfÇn-l)^ (r>l),
n<-l

et

^ ̂  y 7r J(^)/(e^) e^ = J(cx))/(-l) + ̂  aj(n - 1).

On voit donc que

(rj)=^Tj(n-i)
nez

=^rJ(e^)/(e^)e^
70 27r

- lim -^ /> J(re^)/(e^)e^d(9.

De plus si / e A+(F), JQ^ J(re^)/(e^) e^d(9 = 0 pour tout r > 1 et donc

(1) (^f}=^^ J(e^)/(e^)e^ (/ e A^F)).

Si / ç A^(r) est nulle sur un voisinage de S alors {T,f) == 0. Soit Jjf
l'ensemble des fonctions de A^(T) qui sont de synthèse spectrale pour S
dans A^(r). On obtient par continuité

(2) {T,f}=0 ( /€J^) .

On a alors

(3) 1 F J(eie)f(e^e)etede=0 ( /C A+(F) n J^).
Z7r JO

Si / e A+(F) H J^ alors o^f ç A+(F) n J^ pour tout n C N. D'où

/•27T

(4) / J(e^0)/(e^)e^^+l)d(9 =0 (n > 0, / e A+(r) H J^).
^o

Soit / e A+(r) H Jjf. Il résulte de (4) qu'il existe h ç Jîf00 tel que Jf =h
sur F. Sur F, |J| = 1 p.p. et donc f = Jh p.p. On en déduit que f = Jh
sur D et donc / ç JH00.
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Prenons maintenant / ç A^F), de synthèse spectrale pour S dans
A^(r) pour tous les poids w vérifiant la condition (II). Considérons, pour
n ç. N, la mesure p,n = ̂  ; P^n est une mesure positive continue à support
dans S et la fonction intérieure définie par fin est J71. Il résulte de ce qui
précède que / ç. J71!!00 et de la PROPOSITION 2.2 que / = 0. Ceci achève
la preuve du théorème.

Nous allons donner une démonstration plus simple de ce résultat
lorsque S vérifie, en plus, la condition de Carleson :

/.27T

/ 1̂
Jo

dt < +00,
o ° d^^S)

où dÇe^^S) est la distance de e^ à S. Soient ^ une mesure positive et
continue concentrée sur S et J la fonction intérieure définie par /x. D'après
[6, Théorème 3.3], il existe

ip ç A°°(D) = \f analytique sur D : / continue sur D ;
/(e^ec^r), meN},

extérieure et telle que S = Z{(p) = {z çD : (p(z) = 0} et JV e A°°(D)
pour tout n ç N. Puisque A°°(D) C A+(P), l'idéal In = J71!!00 H A+,
n € N, de A^ est non réduit à {0}. En outre h(In) = S et ̂  = 0.
Pour p ç. N on note par TTp la surjection canonique de A4' sur A~^ / I p et
on pose w^ = (llTr^û^lD^ez. D'après la PROPOSITION 2.1, w^ est un
poids vérifiant la condition (II). Considérons l'application

0, : A,(,) (F) - A+/J,, / ̂  ̂  fW^ar.
nez

On a Op\ ^ = TTp ce qui entraîne que Ip C keïOp et donc h(ker0p) C
h(Ip) = S. Soit / ç A+(^) satisfaisant les hypothèses du THÉORÈME 3.1.
La fonction / est aussi de synthèse spectrale dans A^(?) (F) pour /i(ker Op)
et puisque A^(p)(T) est régulière, / 6 kerOp. On a 7Tp(f) = Op(f) = 0
d'où / ç Jp. D'après la PROPOSITION 2.2, on peut conclure que / = 0.

On a rappelé dans l'introduction que si 1 est un idéal fermé de A^F) tel
que h(I) est dénombrable, alors h(I) Dr est de synthèse dans A^(P) si w
vérifie (II). Supposons maintenant que h(I) C F, que h(I) est dénombrable
et que 61 = 0, les notations sont celles de la PROPOSITION 2.1. L'argument
ci-dessus prouve que 1 = {f ç. A^F) : / = 0 sur h(I)} puisque d'après
la PROPOSITION 2.1 le poids ([[^(Q!)71!!)^^^ vérifie la condition (II). On
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retrouve ainsi un résultat de BENETT et GILBERT [2]. Cette observation,
due à [4], était la motivation de ce travail. Le THÉORÈME 3.1 montre
malheureusement que dans le cas où h(I) C r est non dénombrable
et fii == 0 il faudrait des renseignements beaucoup plus précis que la
PROPOSITION 2.1 sur le poids (l lTrÇû^IDnçz pour arriver à conclure que
1 = {f ç A+(r) : / = 0 sur h(I)} par des arguments de synthèse
spectrale.
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