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SYNTHESE SPECTRALE DANS CERTAINES ALGEBRES
DE BEURLING SUR LE CERCLE UNITE

PAR

MoHAMED ZARRABI (*)

RESUME. — On montre que les ensembles dénombrables fermés du cercle unité I’
sont les seuls ensembles fermés de type ZAt qui sont de synthése spectrale dans les
algébres de Beurling A, (T") pour tous les poids multiplcatifs w sur Z satisfaisant aux
conditions w(n) = 1 pour n > 0 et limp—, — oo (Log wy)/|n|1/2 = 0.

ABSTRACT. — We prove that countable closed subsets of the unit circle I' are
the only closed ZAt sets which satisfy spectral synthesis in the Beurling algebra
Aw(T) for all multiplicative weights w on Z such that w(n) = 1 for n > 0 and
imp— — oo (Log wy ) /|n|1/2 = 0.

1. Introduction
Soit w = (wy)nez un poids multiplicatif sur Z vérifiant les conditions :

(1) w(n) =1 pour n >0 et

— Logw_,
® e T

Soit T" le cercle unité. Dans ’algebre de Beurling

=0.

4u(T) = {f eCT) : Y| fm)|wn < +o0}

nel

ol f(n) est le n'®¢ coefficient de Fourier de f, les points sont des
ensembles de synthése spectrale [1, Proposition 6]. Ces algebres véri-
fient la condition de Ditkin (voir paragraphe 3). Il en découle que les
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ensembles fermés dénombrables de I' vérifient aussi la synthése spec-
trale [7, Théoréme 7.3, p. 230]. Nous considérons maintenant une partie
fermée S de T', non dénombrable et de mesure nulle.

Nous montrons (THEorREME 3.1) que si f € AT(I') est de syntheése
spectrale pour S dans A, (T"), pour tous les poids w vérifiant (1) et (2)
alors f = 0. Il en résulte que si S est de type ZAT, c’est-a-dire s’il
existe une fonction dans A*(T') non identiquement nulle et s’annulant
sur S, alors il existe un poids w vérifiant (1) et (2) tel que S ne soit pas
de synthése dans A, (T"). Les ensembles S qui vérifient la condition de
Carleson, soit f027r | Logd(e*, S)|dt < +oo, forment une classe importante
d’ensembles de type ZAT.

Nous donnons & la fin de ce travail une démonstration simple du
TuEorEME 3.1 lorsque S vérifie en plus la condition de Carleson. L’auteur
ne sait pas si ce résultat s’étend aux ensembles S de mesure nulle qui ne
sont pas de type ZA™(cf. [3, Théoreme 8)).

Je tiens & remercier le Professeur J. ESTERLE pour les nombreuses
discussions que j’ai eu avec lui, discussions qui sont a ’origine de cet aticle.
Je tiens également a remercier le rapporteur pour ses suggestions qui ont
notamment contribué & simplifier la démonstration de la PRoposITION 2.2.

2. Notations et préliminaires

On désigne par A(I') l’algebre des fonctions continues sur le cercle
unité I' et vérifiant

. R 1 2 .
Z|f(n)| <400, ou f(n)=— fetye ™t dt, n € Z.
nel 2m 0

AT(T) est la sous algebre de A(T") formée des fonctions f vérifiant f(n)=0
pour n < 0. On dira qu’une suite de nombres réels positifs w = (wy)nez
est un poids si elle vérifie la condition : w4y < wyw,, pour n,m € Z.

On supposera toujours w(0) = 1 et w(n) > 1 pour n € Z. Une telle suite
définit I’algebre de Beurling

A, (T) = {f ecn): Y |f(n)|wa < +oo}-

nezZ

Cette algebre sera munie de la norme ||fll. = ),z |f(n)|wn. Son dual
est ’ensemble des suites T' = (T),)ncz telles que la suite (T}, /wp)nez soit
bornée. On définit la dualité par : (T, f) =3, 4 T,f(n—1). Si w vérifie
la condition :

L
(I Z og'l::n < 400,
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SYNTHESE SPECTRALE DANS LES ALGEBRES A POIDS 243

alors l'algebre A,,(T") est réguliére [7, p. 118, Exercice 7]. On s’intéressera,
essentiellement, aux poids vérifiant la double condition :

wy, =1 pour n > 0,
— L -
() — Logw_,
n—+00 \/7—1,
Notons que si w vérifie (II) alors w_, = w_p,w, > wo = 1 pour tout
n € N et donc w, > 1 pour tout n € Z.

=0.

Soit I un idéal de A™(T"). Notons par f le plus grand diviseur intérieur
commun & tous les éléments de I [6, p. 85]. La fonction f se décompose
en un produit d’une constante ¢ de norme 1, d’un produit de Blaschke B
et d’une fonction intérieure singuliere J qui s’écrit

J(2) = exp(i / " Leitdm(w)

z — ett

ol pr est une mesure positive singuliere & support dans h(I) N T ot
h(I)={z€D: f(2) =0, f € I}, D désignant le disque unité, soit

1 [?" z+elt
z) =cB(z)exp| — ———dus(t) ), z€D.
1) = B@exn (0 [ S duite)
La mesure p; s’écrit de facon unique comme somme d’une mesure po-
sitive discrete, soit 67, et d’une mesure continue singuliere positive v;.
Notons par 7 la surjection canonique de A () sur AT(T")/I et « la fonc-
tion z — 2.

ProPosSITION 2.1. — Si I est un idéal fermé non nul de A*(T), avec
L + —-n
h(I) CT et 6y =0 alors lim —MLI—l:O.
n—+o0o \/'r_L
Preuve. — Ce résultat a été établi par ATzmon [1, preuve de la

Proposition 8-b] dans le cas ou I = {f € AT(I') : f = 0 sur E}. Le
résultat ci-dessus se démontre de facon analogue.

On voit donc que si on pose w, = ||7(a)”||, n € Z, alors w = (wp)nez
est un poids qui vérifie la condition (II).

On note par H* ’ensemble des fonctions analytiques et bornées sur D.
Soit J une fonction intérieure sur le disque unité. Soit f € J"H* pour
tout n € N. Si le facteur de Blaschke B de J n’est pas constant, f admet
un zéro d’ordre infini et donc f = 0. On a en fait le résultat général
suivant, probablement bien connu :

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



244 M. ZARRABI

ProrosiTioN 2.2. — Soit J une fonction intérieure, non constante
sur D. Si f € J"H*® pour tout n € N, alors f = 0.

Preuve. — Soit F' =), J"H*; supposons qu’il existe une fonction
non nulle dans F. Le produit de Blashke associé & J est alors nécessai-
rement constant. Notons par p [resp. v] la mesure positive singuliére qui
définit la partie intérieure singuliére de f [resp. J]. On a nv < p pour
tout n € N. Ceci entraine que v est nulle et donc J est une constante de
module 1.

3. Ensembles et fonctions de synthése

Soit S un fermé de I" et w un poids vérifiant (I). Posons

Ig":{feAw(I‘):f|SEO} et
J¢ ={f € Ay(l):SuppfnS =0},

ol Supp f est le support fermé de f.

Définition 3.1.

(1) S est un ensemble de synthése spectrale dans A,,(T') si J¥ = I¥.

(2) Une fonction f € A,(T) est de synthése spectrale pour S dans
A (D) 8’il existe une suite (fn)nen dans A, (T) telle que pour tout n € N,
fn s’annule sur un voisinage de S et lim,_, 4o ||fn — fllw = 0.

On voit donc que S est un ensemble de synthése spectrale dans A,,(T")
si et seulement si toute fonction dans A,(T), qui s’annule sur S, est de
synthese spectrale pour 'S dans A,,(T'). Il est prouvé dans [1, Proposition 6]
que les points sont des ensembles de synthese spectrale dans A, (),
pour tous les poids w vérifiant la condition (II). Ces algebres vérifient
la condition de Ditkin [7, Définition 5.9, p. 225]. En effet, pour A € T on
pose

z—A
z—A— A

n

€n 2

’ ’ILZ].

Un développement en série de Taylor montre que la suite (e,)n,>1 est
bornée dans A (I") et donc aussi dans 4,,(T'). On a

lI(en = (@ = Nl ——— 0,

n—+00

ot  désigne toujours la fonction z — 2. Soit f € A,(T). Si f(A) =0

~

alors f = limpm 100 2o pp1<m f(P)(@P — AP). Puisque }° ., f(p)(a? —AP)
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SYNTHESE SPECTRALE DANS LES ALGEBRES A POIDS 245

est divisible par & — A dans 4,,(I") on a

en( X G0 -30)) - X fp)a -0

Ip|<m |p|<m

— 0
w n—+00

pour tout m € N. Il en résulte que lim,_, 4 || fen — fllw = 0. Puisque {A\}
est un ensemble de synthese spectrale dans A,,(T), il existe alors pour tout
n > 1 un élément u,, dans A, (I") tel que ||le, —u,|| < 1/n et A ¢ Supp uy,.
On a alors limp_ 4 o0 || ftr, — fllw = 0 et {A} vérifie la condition de Ditkin.
11 découle de ceci, d’apres 7, Théoréme 7.3, p. 230] que les ensembles
fermés et dénombrables sont aussi de synthése spectrale dans A, (") pour
tous les poids w vérifiant la condition (II). Des résultats analogues sont
valables sur la droite réelle (voir [6] et [8]).

Le résultat suivant montre que les fermés dénombrables du cercle sont
les seuls ensembles Z AT fermés de mesure nulle & posséder cette propriété.

THEOREME 3.1. — Soit S un fermé de I' non dénombrable et de mesure
nulle. Si f € AT(T) est de synthése spectrale pour S dans A, (T') pour tous
les poids w vérifiant la condition (II), alors f = 0.

Preuve. — Soit p une mesure positive continue & support dans S (une
telle mesure existe toujours d’aprés un résultat classique de Lebesgue).
Soit J la fonction intérieure définie par . On a :

1 [*™ 246t
J(2) = eXP(%/O m‘h‘(ﬂ)

et J est analytique sur C \ S. Soit

oo) =exp( 5= [ y (o)

la limite de J(z) quand |2| — +00. On a :
J(z) — J(o0) = Z anz™ pour |z| <1,

n>0
J(z) = J(o0) = Z a,2z" pour |z| > 1.
n<0
On a d’apres les inégalités de Cauchy :

|an] 1
12l < -
w <P Gl m<or<y
max L‘
T la=r 1V(2)
. 1 (2 z+et
ol V(z)—exp(%/0 z—eitd (—t)).
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Il résulte de [1, Lemme 5.c] que pour toute fonction f € H™ ne
s’annulant pas sur D et pour tout ¢ > 0, il existe m. > 0 tel que
max |, 1/|f(z)] > m.eIoI+e)/(1=") oy § est la partie discrete de la
mesure singuliére définissant le facteur intérieur de f et ||6]| est sa variation
totale. Comme g est continue on a :

lan| < mer™e/=") pour tout n <0, £>0 et r < 1.

Pour 7 = 1 — (¢/|n|)"/? on obtient que |an| < ke e2/1")"* pour une
constante k. dépendante uniquement de €. On en déduit enfin que

=— Log" |a,|
S i

Posons T' = (T},)nez avec :

T = an sin>0,
"7l —a, simn<O.

Log™ |T,
Soient pour n < —1, 7, = sup g—lm—l et v, =e”™V~" On a:

m<n v—m
e'Yn+1n v—n—m < e'71z+1n V=—n+Yn4mV—m
< e'Yn vV “ne'ﬁn\/ -m

Un+4+m =

< UnUm.

Si on pose w, = SUPp<m<—1Um pour n < —1, w, = 1 pour n > 0 alors
w = (wn)nez est un poids. De plus Logw,/v/=" = Ym,/—Mn/v/—"1
avec n < m, < —1 pour tout n et on en déduit facilement que w vérifie
la condition (II). On voit aussi que T est dans le dual de A, (T"). Soit
f € A,(D). On a f(e?) = ¥,z f(n)e™. On obtient par un calcul
simple :

1 27

> J(re’®) f(e)e?df = (J(o0) + o) f(-1)
T Jo

Il vient de cette égalité en faisant tendre r vers 1~ :
1 27

— J(e?) f(e?)e?d = (J(00) + o) f(—=1) + Y anf(n—1).

2r Jy

ToME 118 — 1990 — ~° 2
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On obtient de méme :

27
o= [ Tre®)f(e)e%dh = J(o0) f(-1)
2r J,
+ ) anf(n—1)r" (r>1),
et st
27 ) ) ) _ R R
Tl_i)r& % ; J(re?)f(e?)e?dd = J(o0)f(—1) + ng; anf(n—1).
On voit donc que
(T,f) = ZTnf(n_ 1)
neZ
— i o j(eiﬂ)f(eie) ei0d0
T om

2m
~ lim L / T(rei®) f(ei?) eidf.
0

r—14+ 27

2m

De plus si f € AH(T), [;7 J(re) f(e?)e??df = 0 pour tout r > 1 et donc

27
) M) = 5= [ Tnseeran (fearm).

Si f € A,(T) est nulle sur un voisinage de S alors (T, f) = 0. Soit J¥
Pensemble des fonctions de A, (T") qui sont de synthese spectrale pour S
dans A, (T"). On obtient par continuité

(@) (T.f)=0  (fels).
On a alors
@ L[ i)t =0  (feATT)NIE).

2r Jo

Si fe AT(T)N J¥ alors o™ f € AT(T') N J¥ pour tout n € N. D’ott

27
(4) J(e?)f(e)e™Vdg =0 (n>0, fe AT()NJY).
0
Soit f € AT(T')N J¥. Il résulte de (4) qu'il existe h € H® tel que Jf = h
sur I'. Sur T, |J| = 1 p.p. et donc f = Jh p.p. On en déduit que f = Jh
sur D et donc f € JH®.
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248 M. ZARRABI

Prenons maintenant f € AT(T'), de synthése spectrale pour S dans
A (T") pour tous les poids w vérifiant la condition (II). Considérons, pour
n € N, la mesure u, = nu; p, est une mesure positive continue & support
dans S et la fonction intérieure définie par u, est J™. Il résulte de ce qui
précede que f € J*H™ et de la ProposiTION 2.2 que f = 0. Ceci acheéve
la preuve du théoréme.

Nous allons donner une démonstration plus simple de ce résultat
lorsque S vérifie, en plus, la condition de Carleson :

2m
1
+_
/0 Log (e, ) dt < +o0,

ol d(e*,S) est la distance de e* & S. Soient p une mesure positive et
continue concentrée sur S et J la fonction intérieure définie par u. D’apres
[6, Théoreme 3.3], il existe

p € A®(D) = {f analytique sur D : f continue sur D;
fle'y e c™(T), m e N},

extérieure et telle que S = Z(p) = {z € D : p(2) = 0} et J"p € A®(D)
pour tout » € N. Puisque A®(D) c AT(T), l'idéal I, = JPH® N AT,
n € N, de A" est non réduit & {0}. En outre h(I,) = S et 61, = 0.
Pour p € N on note par m, la surjection canonique de A* sur AT/I, et
on pose wP) = (||my(a)"||)nez. D’apres la ProposiTION 2.1, w(P) est un
poids vérifiant la condition (II). Considérons ’application

Op: Ay (T) = AT /I, f ) f(n)mp(a)™

nel

On a Op| ,, = mp ce qui entraine que I, C ker O, et donc h(ker Op) C
h(I,) = S. Soit f € AT(T") satisfaisant les hypothéses du THEOREME 3.1.
La fonction f est aussi de synthése spectrale dans A, (I") pour h(ker Op)
et puisque A, (') est réguliere, f € kerO,. On a m,(f) = Op(f) =0
d’ou f € I,. D’apres la PROPOSITION 2.2, on peut conclure que f = 0.

On a rappelé dans 'introduction que si I est un idéal fermé de A*(T") tel
‘que h(I) est dénombrable, alors h(I) NT est de synthese dans A, (T) si w
vérifie (II). Supposons maintenant que h(I) C I', que h(I) est dénombrable
et que dr = 0, les notations sont celles de la PrRoposiTION 2.1. L’argument
ci-dessus prouve que I = {f € AT(T') : f =0 sur h(I)} puisque d’apres
la ProposITION 2.1 le poids (||m(e)™||)nez vérifie la condition (II). On
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retrouve ainsi un résultat de BENETT et GILBERT [2]. Cette observation,
due & [4], était la motivation de ce travail. Le THEOREME 3.1 montre
malheureusement que dans le cas ou h(I) C T est non dénombrable
et uy = 0 il faudrait des renseignements beaucoup plus précis que la
ProprosiTion 2.1 sur le poids (||7(a)"||)nez pour arriver & conclure que
I = {f € AY(') : f = 0 sur h(I)} par des arguments de synthése
spectrale. '
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