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SUR LA COHOMOLOGIE DES FIBRES
ASSOCIES AU FIBRE QUOTIENT UNIVERSEL
SUR LA GRASSMANNIENNE

PAR

LAURENT MANIVEL (*)

RESUME. — Une filtration convenable de I’image réciproque du fibré tangent de la
grassmannienne d’un espace vectoriel complexe, sur la variété de ses drapeaux complets,
nous permet de calculer, dans la lignée d’un travail de J.P. DEMAILLY, certains
groupes de cohomologie de Dolbeault des fibrés associés au fibré quotient universel
sur la grassmannienne. En particulier, nous établissons un résultat d’annulation de
la cohomologie des puissances tensorielles de ce fibré tensorisées par une puissance
assez grande de son déterminant. Le cas de ses puissances symétriques donne enfin de
nouveaux contre-exemples & un énoncé de FALTINGS et une question de LE POTIER,
tous deux infirmés par PETERNELL, LE POTIER et SCHNEIDER.

ABSTRACT. — Using a suitable filtration of the inverse image of the tangent bundle
of the grassmannian of a complex vector space, on the variety of its complete flags, we
determine, in the continuation of one of J.P. DEMAILLY’s works, some cohomology
groups of the vector bundles associated to the universal quotient bundle on the
grassmannian. In particular, we obtain a vanishing property of the cohomology of the
tensor powers of that bundle tensorized with large enough powers of its determinant.
Lastly, the case of symmetric powers leads us to new counter-examples to a proposition
of FALTINGS and a question raised by LE POTIER, both invalidated by PETERNELL,
LE POTIER and SCHNEIDER.

1. Introduction

Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension d, soient G,.(V) la
grassmannienne des sous-espaces de codimension r de V et n = r(d — )
sa dimension, et soit E le fibré quotient universel sur la grassmannienne :
E est un fibré holomorphe de rang r globalement engendré, donc semi-
ample, et son fibré déterminant est ample. On se propose de calculer
certains groupes de cohomologie de Dolbeault des fibrés associés au fibré

(*) Texte regu le 30 mai 1989, révisé le 13 février 1g9go.
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Cedex, France.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE  0037-9484/1990/67/$ 5.00
© Société mathématique de France



68 L. MANIVEL

universel, calculs qui généralisent partiellement des résultats de LE PoTIER
(7] et de Sxow [9]. On utilisera principalement, pour cela, une filtration
convenable de l'image réciproque du fibré n* A’PT*G,(V) au-dessus de la
variété M (V) des drapeaux de V, dont les quotients sont des fibrés en
droites de cohomologie connue et particulierement simple, puisque donnée
par le théoréme de Bott. On établit en particulier ’annulation des groupes
suivants :

ProPOSITION. — Si k > 0 et ¢ > 1, lorsque £ > min(p,d — 1), on a

HP(G,(V),E®*  (det E)*) = 0.
On pourra comparer ce résultat avec celui qu’implique le théoréme
d’annulation de DEMAILLY ([3, théoréme 0.3]), d’apres lequel

HP(G(V), E®* ® (det E)*) = 0,

lorsque k> 1, p+q>n+1,£>n—p+r.

On obtient également de nouveaux exemples de non-annulation des
groupes H?4(X,S¥F®L) pour p+q > n+r et k > 0, olt X est une variété
projective de dimension n, ou F' est un fibré de rang r sur X globalement
engendré, et L un fibré en droites ample sur X ([8], Introduction, au sujet
d’une proposition de Faltings) :

COROLLAIRE. — Si k >d—7r et 0 <1< 2, alors

HY o= 447=4(G (V), S*E ® det E) # 0.

Enfin, 'on peut déduire de ce COROLLAIRE de nouveaux exemples
confirmant la réponse négative apportée par PETERNELL, LE POTIER et
SCHNEIDER & une question posée par LE PoTiER ([8, Introduction]) : a-t-on

HPY(X,5*F)=0 pour p+g>n+r, et k>1,

lorsque F est un fibré ample de rang r sur une variété projective X de
dimension n?

ProposiTioN. — Pour tout entier k > d — r, il eriste une variété
projective X de dimension n = r(d — r) et un fibré vectoriel F' ample de
rang v sur X, tels que, lorsque 0 <i < 2,

Hn—i,n—d+'r——i(X’ SkF) ?é 0.

Que le rapporteur de ce travail soit remercié de ses suggestions judi-
cieuses, qui nous ont permis de ’améliorer trés substantiellement.
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FIBRES ASSOCIES AU FIBRE UNIVERSEL 69

2. Fibrés associés au fibré universel

Si W est un espace vectoriel complexe de dimension s, les représen-
tations irréductibles du groupe réductif GI(W) sont en correspondance
univoque avec les suites décroissantes de s entiers relatifs : on notera

I'*W le GI(W)-module irréductible associé a la suite a = (ay,...,a,) (on
considérera de telles suites comme des éléments de Z°, dont on notera
(11,...,1,) la base canonique, et I’on posera 1; ; = Zi:z lpet1=1;;).
En particulier,

"W = S*w,

W = AFW,

D AW =T°W @ (det W)°.
Cette derniere égalité permet de noter les représentations iréductibles de
GI(W) sous la forme W ® (det W)*, ot a est une suite décroissante de s
entiers naturels et £ un entier relatif. D’autre part, si a est une suite non
décroissante d’entiers, on posera I'*W = 0.

Soit alors V un espace vectoriel complexe de dimension d; un ins-
trument essentiel de cette étude sera le cas particulier suivant d’un
théoreme de Bott : introduisons sur M(V'), variété des drapeaux com-
plets (V =V, > V; D:-- D V;=0) de V la famille des fibrés quotients
canoniques

Qi=Via/Vi, 1<i<d,
RI=Q1"® ---Q%, a=(ai,...,aq).

TukorEME 1 (BorT). — Soient a € Z% et c(d) = (1,2,...,d) € Z%;
posons @ = (a — c(d))Z + c(d), ot (a — c(d))2 est la suite décroissante
d’entiers associée & la suite (a — c(d)), et soit £(a — c(d)) le nombre
d’inversions strictes de cette suite. Alors

H (1), @) = { TV 50 =t{a—cld),
0 sinon.
En particulier, la cohomologie de Q% est nulle si et seulement si (a—c(d))Z
n’est pas régulier (on dira que a est régulier si ses éléments sont deuz d
deuz distincts).

Soit a une suite décroissante de r entiers, soient £ un entier naturel et
I'E ® (det E)¢ le fibré associé au fibré universel correspondant. Soit ¥,
le groupe des permutations de {1,...,s} qui agit naturellement sur Z°
et qui s’identifie pour cette action au groupe de Weyl de Gl(s,C). Le
point de départ des calculs de cohomologie annoncés sera la famille
d’isomorphismes suivante :
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70 L. MANIVEL

LEMME 1. — Soit a une famille décroissante de T entiers, o € ¥, soient
a’ = o(a—c(r))+c(r) eti(o) le nombre d’inversions de la permutation o.
Soient de méme T € Lg_, et b” = 7(—c(d — 1)) + c(d — 7); soit enfin n
Uapplication naturelle M(V) — G.(V), alors

H?(G,(V),T*E ® (det E)*) =
Hati(e)+i(r) (M(V),n*/\pT*Gr(V) ® Q(a"+l1,b"))'

En particulier, si o et T se réduisent d l’identité,
HP(G,(V),[°E ® (det E)*) =
HY(M(V), " N’ T*G(V) © Q" +12)).

~ Preuve. — Considérons la fibre au-dessus d’un point V. € G.(V), du
k-itme fibré image directe par 5 du fibré n* APT*G,(V) @ Qo +1.b7)
au-dessus de M(V) :

R{’c’* (TI*APT*GT(V) ® Q(a”+21,b7))v

r

_ e a’ 441,67
= H* (71 (Vy), PTG (V) @ Q[ 03 7)) 5
n~ (V) s’identifie & M(V/V,.) x M(V ), le fibré Q(a_ﬁ};’ ) au produit des
fibrés Q'“H L@ QYT et QT L® - ® Q 4" respectivement définis
au-dessus des variétés M (V/ Vi) et M (V ). La formule de Kiinneth donne
donc

Rf}, (’l]*/\pT*GT(V) ® Q(ad+el,b7))v7,
= N'T*G,( Wy,
® Y H (M(V/V,),Q¥ 1) & HI (M(V,),Q"),

i+j=k
et, d’apres le théoreme de Bott,

R,’,;* (n*/\pT*GT(V) ® Q(a”+€1,bT))

_ { NT*G.(V)®T°E ® (det E)! si k =i(o) +i(r),
0 sinon.

La suite spectale de Leray associée dégénére donc en Es, et
H<1+i(a)+i(r) (M(V), n*ApT*GT(V) ® Q(a” +21,b’))

ToME 118 — 1990 — ~° 1



FIBRES ASSOCIES AU FIBRE UNIVERSEL 71
s’identifie & I'unique G1(V)-module

gatile)+i(r)—k.k
= HOHOHO= (M(V), RE (1 NPT G, (V) @ Q7+14) )

non nul, c’est-a-dire & H?9(G,.(V),T°E ® (det E)?).
L’action de GI(V') sur G,(V') induit 'isomorphisme usuel

TG,(V) =End V/W

ou W est le sous-fibré du fibré trivial End V' dont la fibre au-dessus de
V. € G,(V) est l'espace des endomorphismes g tels que g(V,) C V.. La
forme de Killing sur End V' : (g1, g2) — tr(g192) permet alors d’indentifier
T*G (V) au sous-fibré de End V' des endomorphismes g tels que g(V) C V,.
et g(V,.) = 0. Le fibré n*T*G..(V') est donc filtré par les fibrés

Fs(d—r)+t = {g €EndV | g(V,—s) =0, g(V,_s_1)C VT+i})

avec 1 <t<d-r,et0<s<r—-1:9*T*G. (V) D F, D>---DF, =0.
Le fibré gradué correspondant est donné par

Fi1/Fi=Qrt ® Q1 = QU+ 1,

lorsque ¢ = s(d — r) + t. En général, plusieurs filtrations distinctes de
*T*G.(V) sont associées a la filtration précédente : si n*T*G.(V) D
Fi1 D+ D Fn =0 est 'une d’entre elles, on a

p
Fii/Fi=Q" avec u= Z(lrﬂn —-1,_4, € 74,
=1

les couples (p¢, q¢) étant deux & deux distincts. On en déduit le résultat
suivant :

ProposiTION 1. — Si k > 0 et ¢ > 1, lorsque £ > min(p,d — 1), on a

HP(G,(V), E®*(det E)*) = 0.

Preuve. — Le module E®* étant somme de modules T?FE tels que
a; + -+ a, = k, il suffit de montrer que pour toute suite a de r
entiers naturels, H?9(G,(V),[*E ® (det E)*) = 0 lorsque ¢ > 1 et
£ > min(p,d - 1).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



72 L. MANIVEL

Soient ¢ € ¥, et 7 € L4_, les permutations de nombre d’inversions
maximal définies par o(i) =r+1—iet 7(j) =d—r+1—5; d’apres ce qui
précede, le fibré n* APT*G, (V) ® QU@ +*7) admet une filtration (F2)
dont les quotients sont les fibrés en droites Q?, avec v = (a’ +£1,b7) +u,
ol u ==Y, ul + E?;f u;1,,; est somme de p racines positives

1,4p, — 1,44, deux & deux distinctes. Or

vi=a7+1_i—r—1+2i—u;+€,
Vppj = —d+r1— 1425 +ul,

et on vérifie aisément que pour tout couple d’indices (3, j)
u; + v < min(p +1,d).

Il s’ensuit que si £ > min(p,d — 1), on a v; — i > v,4; — r — j pour tout
couple (7,5); donc £(v — ¢(d)) < i(a) + (7). Par conséquent, d’apres le
théoreme de Bott et les suites exactes en cohomologie associées aux suites
exactes de fibrés

0 — Flyy — Fo — Q" — 0,
on a HI(M(V),F#) = 0 lorsque ¢ > i(o) + i(7) ; donc
Fa+i(o)+i(r) (M(V),n*/\”T*GT(V) ® Q(a°+Z1,b’)) -0
si ¢ > 1. Le LEMME 1 permet de conclure.

3. Calcul des groupes de cohomologie pour p=n,n—1

Le fait que I'image réciproque par 1 sur M (V') du fibré déterminant de
G, (V) s’identifie & un fibré canonique permet un calcul direct des groupes
H™(G,.(V),T*°E ® (det E)%) ; cependant la complexité des poids associés
a n* A’T*G,(V) augmente rapidement avec n — p (lorsque p est proche
de n) : si les extensions de modules induites par la filtration précédemment
définie de ce fibré sont encore sans ambiguité pour p = n — 1, il n’en sera
plus de méme pour p = n — 2. On supposera ici que d —r > 2 : le cas de
P’espace projectif sera traité en détails au paragraphe suivant.

ProprosITION 2. — Soient a une suite décroissante de v entiers naturels,
£ un entier relatif :
1) s%l n’existe pas d’entier i tel qued—r+i—a; <€ <i—a;1, alors

H™(G,(V),[*E ® (det E)*) = 0;

ToME 118 — 1990 — ~° 1



FIBRES ASSOCIES AU FIBRE UNIVERSEL 73
2) sid—r+i—a; <{£<i-ai1, alors

H™(G,(V),IE ® (det E)")
_ { I*V @ (detV)! siq=(d—r)(r—1),

0 sinon,
avec
i r
a= (ap +7—d)1p + (k- OLit1 doryi + Z aklg_rik.
k=1 k=i+1

Preuve. — D’apres ce qui précéde, n* A\"T*G,(V) = Q"% et la
ProrosiTioN 1 donne

H"1(Go(V),T°E & (det E)') = H (M(V),Qe4-0+(t+7=d)1),

(a,d—£€)—c(d) = (a1 —1,...,ar—7,d—£€—7—1,...,—F) est régulier si et
seulement si il existe un entier 7 tel que a; —¢ >d—f—ret —€ > a;+1 —1,
auquel cas le nombre d’inversions de la suite ci-dessus est (d — 7)(r — 3).
Enfin, dans ce cas

(a,z\—é):(al,...,ai,d—K—r+i,...,d—£—r+i,
Qit+1 +d—r,...,ar+d—r),

est, d’apreés le théoreme de Bott, le poids du G1(V')-module correspondant.
ProposiTION 3. — Soient a une suite décroissante de r entiers naturels
et £ un entier relatif;

1) sl existe un entieri tel que L =i+1—a;q1, a0, — @41 > d—1—2
et a; 41 — a;42 > 1, alors

H"14(G,(V),[°E @ (det E)*)

B { Ry L4V sig=(d—r)(r—1i) -1,
o sinon,

i
Qi) = Z(ak +l—d+7+ 0k ))1k +ilip1,d—rtit1
k=1

T
+ Z (ak + €+ 6k ) 1a—rik;
k=142
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74 L. MANIVEL
2) s’il existe un entier i tel que £ =i—a;11 et a;—a;11 > d—r, alors

H" Y9(G.(V),["E ® (det E)")
_{I‘ﬂ"V sig=(d—r1)(r—1)—1,
0 sinon,

i

Bi= (ak+L—d+7)lg+ilit1 g riist

k=1 T
+ ) (e +OLapik;
k=142

3) s’il existe un entier i tel qued —r+i—a; <L <i—a;+1 —1 et
a; — ai+1 > d —r, alors
H"Y9(G,.(V),[“E ® (det E)")
_ { P, IV sig=(d—r)(r—1),
“lo stnon,
ol

i

Yir =3 (@ +L—d+1+6)1k +ilig1,driic

k=1 T

+ (@ —Dla—ryi+ Z (ak + €+ 8k 2)1a—rik;
k=it+1

4) sinon, pour tout entier g,

H" (G, (V),T°E ® (det E)*) = 0.
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FIBRES ASSOCIES AU FIBRE UNIVERSEL 75

Preuve. — Le fibré n* A" 'T*G,(V) admet une filtration de module
gradué associé P, <, @“**, avec

Uny = (T =d) L1y +71lrp14+ 15 — 1,

(a +£1,0) + uy,, — c¢(d) ne peut étre régulier que si u = d, auquel cas il
est égal &

(a1+£—d+r+6m—1,...,a,+€—d+6r,,\,
-1,...,—d+r+1,-d+r-1).

D’apres le théoréme de Bott, pour que la cohomologie sur M(V) de Q>4
soit non nulle, le r-uplet formé des r premiéres composantes du poids
précédent doit étre décroissant, et la condition de régularité de ce dernier
implique de surcroit que ’on soit dans I’'une des situations suivantes :

o il existe un entier ¢ tel que

ai+€—d+r—i+6M20,
Giv1 +l—d+r—i—14641)=—-d+r,
a1+2+€—d+r—i——2+6i+2,>\<—d+r—2,

le nombre d’inversions correspondant étant (d —r)(r —¢) — 1 et le d-uplet
ordonné associé

D (ak +L—d+r1+8x)1k

,
k=1 .
+iligtarpitr + 3 (ak+Ola_pik.
k=1+2

La seconde des équations précédentes s’écrit £ = ¢ + 1 — @11 — §iq1,\ =
i+ 1—aj+1 oui— a;41 (auquel cas §;, = 0si j # ¢+ 1), ce qui
correspondra aux cas 1) et 2) (remarquons que si ’on obtient effectivement
une contribution non nulle, il ne peut exister qu’un seul entier i tel que
=i+1—-a;410ut _ai-H)-
o il existe un entier ¢ tel que

Qi+ l—d+r—i+8>0,
i1 +€—d+7‘—i—1+(51+1,)\ >—d+r—-2,

le nombre d’inversions correspondant étant (d — r)(r — ¢) et le d-uplet
ordonné associé n’étant autre que 7; », ce qui correspondra au cas 3).
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76 L. MANIVEL

Notons que ces différents cas sont disjoints et que, a et £ étant donnés,
on n’obtient de contribution non nulle qu’en un seul degré qo; de plus,
il est facile de vérifier que, dans chaque cas, les différents GI(V')-modules
irréductibles obtenus sont deux & deux non isomorphes.

Si lon note & nouveau (F2 = Fp ® Q@+10) la filtration de
*ANPT*G,(V) ® Q(e+10") considérée, les suites exactes

0 — Fiyy — Ff — QU0 — g
induisent des suites exactes longues en cohomologie

c— HI(M(V), Fi,,) — HI(M(V), FE) —
— HI(M(V), QU0 0w) — HIH(M(V), Fiyy) — -

Comme HI(M(V),Qet10)+uau) = 0 si g # gy et comme ces Gl(V)-
modules sont irréductibles et non isomorphes deux & deux lorsqu’ils ne
sont pas nuls, le lemme de Schur implique que tous les homomorphismes
cobords des suites exactes ci-dessus sont nuls. Il vient

HY(M(V),F2) =0 si q#a,
H®(M(V),F¢) = H(M(V), Fipq) © HU(M(V), QU 0% wnn),

et par conséquent,

Hgn-1a (GT(V), T*E(det E)e) = bg,q0

@ H9o (M(V), Q(a+l1,0)+ux_u ),
AL<r<u

modules que nous avons déja calculés.

4. Cas de ’espace projectif

Sid—r =1, les extensions de modules du type précédent sont triviales
pour toutes valeurs de p, ce qui permet d’effectuer un calcul complet des
HP4(P(V),T*E ® (det E)*). On sait a priori, det E étant ample, que ces
modules sont non nuls pour ¢ = 0 lorsque £ est assez grand, ce que met en
évidence le COROLLAIRE 1. Le COROLLAIRE 2 précise le cas des puissances
extérieures et symétriques de E pour ¢ > 1 et £ > 0.

ToME 118 — 1990 — ~° 1



FIBRES ASSOCIES AU FIBRE UNIVERSEL 77

ProrosiTION 4

HP(P(V),T°E @ (det E)!) =
@ H? (M(V), Q(a+e1,p)_1il_..._lip)
1< < <Lip<d—r
Preuve. — n* APT*P(V) admet une filtration de module gradué associé

@ QUirin,

1< < <ip<d—1

avec u;,,..i, = plg —1; —--- —1;,, et Ion vérifie aisément que, £ et
p étant fixés, les modules H?(M(V), Q(e+¢1:»)=1is ==L} non nuls sont
deux & deux distincts. On conclut comme & la PRoPOSITION précédente.

COROLLAIRE 1. — Si £ > p, alors
HP(P(V),T°E @ (det E)¥) = 6,0
@ Fzzzl(ak+f)1k+pld—zz)=l Ly
1<i; < <ip<r
Preuve. — Si £ < p, soit (a + £1,p) — 1;, — --- — 1;, est décroissante,
soit sa différence avec c¢(d) n’est pas réguliere : un tel poids ne peut donc

contribuer 3 un module de H?9(P(V),I"*E ® (det E)) qu’en degré ¢ = 0,
et contribue effectivement s’il décroit.

COROLLAIRE 2

1) HPLP(P(V),S*E @ detE) = S* 'V @ detV si l'on a k > 1 et
1<p<d-1;

2) HPP(P(V),S*E) = S*V sil'onak>0et1<p<d;

3) HP4(P(V), A\*E @ (det E)?=9) = A* "7V @ (det V)P~4 si l'on a
0<p-g<k<r;

4) Ezceptés les précédents, tous les modules

HP(P(V), S*E ® (det E)*)

et Hp»q(P(V),/\kE ® (det E)¢), avec £> 0 et ¢ > 1, sont nuls.

Preuve. — Si a = k1;, on a '*E = S*E. Donc, par la PROPOSITION
précédente,

HPY(P(V),S*E ® (det E)?)
— @ HY (M(V),Q(k+£)11+£12,r+171d_111—'”—1z‘p).

1< < <ip <d—1
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78 L. MANIVEL

(k+£)1;+£15 ,+pl4—1;, — - -—1;, —c(d) ne peut étre régulier que sii; = 1
etij =r—p+jpour2<j<p,out; =r—p+jpourl <j<p,cesdeux
possibilités étant confondues lorsque p = r. De plus, si £ > 0, on vérifie
aisément que l'on obtient un poids régulier de nombre d’inversions non
nul uniquement, dans le premier cas, pour £ = 1 (le nombre d’inversions
et la suite décroissante associée étant p — 1 et k1; + 1, 4 respectivement)
et, dans le second cas, pour £ = 0 (le nombre d’inversions et la suite
décroissante associés étant p et k1;). On conclut par le théoréme de Bott
et 'on procéde de méme pour les puissances extérieures du fibré universel
avec a = 1y .

Il suit du théoréme d’annulation de Demailly, qui n’est cependant pas
optimal, que H?4(P(V),T?°E @ (det E)¢) =0 lorsque p+¢>r+1,k> 1
et £ > 2r — p. Le COROLLAIRE précédent donne une borne inférieure de
Pexposant minimal £, tel que pour tout fibré holomorphe G de rang r et
tout fibré en droites L sur P(V'), tels que G soit ample et L semi-ample,
ou G semi-ample et L ample, on ait HPI(P(V), A*G ® (det G)! ® L) = 0
lorsque £ > £y ([3], paragraphe 0, Probléme) :

by>p—q si p—k<qg<min(p,r —k).

5. Calcul des groupes de cohomologie pour p =n — 2

On supposera & nouveau, dans ce qui suit, que d — r > 2. Soient
TEX4_ret

p
UIZ(IT-HM —1—g,) Z“ 1; +Z“ 1745,
£=1

les couples (p¢,qq) étant deux & deux distincts. On peut associer & u le
poids

P
z r+r=1(pe) ~ Lr— ae) Zu 1, +Z“ Loy,

=1

et si a et b sont des suites décroissantes de r et d—r entiers respectivement,
on vérifie que

((a,d7) +u’) = ((a,muf),

et que si £(u) (resp. £7(u)) est le nombre d’inversions strictes de 1’ordre
dans (a,b) + v — ¢(d) (resp. dans (a,b”) + u” — ¢(d)), alors

O (u) —lu)=L(r(b+u" —c(d—r))) —£(b+u" —c(d-r)).
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Ceci nous met en mesure de traiter le cas ol p = n — 2 : le fibré
n* A" 2T*G,(V) admet une filtration de module gradué associé

@ v(u,m —2)Q",

ueZr

les poids de multiplicité v(u,n — 2) non nulle étant de la forme v =
(r—=d)li,+rl114+1;+1; -1, —1;, pourd,j <r < k,Let (i,k) # (4, ).
De plus, la cohomologie associée a un tel poids est non nulle seulement si
k,£ =d ou d — 1. On peut répartir les poids restants en quatre types :

etypel:u=(r—d)li,+rlp14+1;+1; - 2144, v(u,n—2) =1
avec i < J;

stype2:u=(r—d)li,+rl,114+1;+1; - 214, v(u,n - 2) =1
avect < J;

. type 3:u= (7‘ — d)ll,r + T1r+1,d + 211 - ]-d—l — ].d, V(u,n — 2) = 1;

e typed:u=(r—d)li,+rlpq+1;+1;-14 1 —1g,v(u,n—-2) =1
avec t < jJ.

PROPOSITION 5
H"29(G.(V),T°E @ (det E))
= P o(u,n - 2HI(M(V), QLo+ 0+),

uel"
ol
1 siu est de type 2,
D(u,n—2) = 1 st u est de type 3 avec a; 7é'ai+1,
1 siu estdetyped avec j i+ 1 ou a; # a1,
0 sinon.
Preuve. — Considérons parmi les modules Hq(M(V),Q(aHl,O)) non

nuls un T'?V, ou b est une suite décroissante de d entiers, associé & un
poids u. Remarquons tout d’abord que si ’on considére une filtration
(Fs) de p* A" ' T*G (V) telle que Fi/Fii1 = QY la suite exacte

0—*.7'-k+1—>.7:k——-*Qu—>0

donne lieu & une suite exacte longue de cohomologie qui, puisque les
HY(M(V),Q(++1.0)) sont tous nuls sauf un, se réduit a

0—-)Hq“(M(V),.7:;:+1) ___)qu(M(V),]-',‘:) _;I‘bv—ﬁ-)
R HOM (M(V), Fiyy) — HOTH(M(V), FR) —0
HY(M(V),F) = H (M(V), F{,)
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sig# qo,q + 1, ot go = £((a + £1,0) + u — ¢(d)). Mais, par le lemme de
Schur, 6 est nul ou injectif; donc la suite exacte 3 cinq termes ci-dessus
se scinde en

(b) H“MIV 1) = H® (M(V), Fp),
= HO (M(V),Fg) @ V.

Trois situations éventuelles doivent donc étre distinguées :

1) TV est associé & un unique poids u. On vérifie qu’alors u est
de type 2 ou 3, donc de multiplicité 1. Dans le schéma ci-dessus, il
est alors clair que H%*!'(M(V),F{, ) ne peut contenir aucun sous-

module isomorphe & I'®V : seul le premier cas est donc possible et
@D, H"14(G,.(V),T*E ® (det E)¢) contient donc un unique sous-module

isomorphe & I'*V, correspondant & q = qo.
2) TPV est associé & deux poids u et v qu’on vérifie alors étre de types
1 et 4 respectivement :

u=(r—-dli,+rly14+1i+1; —214_1, v(u,n —2) =1;
U= (T - d)ll‘r +7'1r+1,d + 11 + ].J — ]-d—l - 1d7 l/(u,’n, —_ 2) = 2,

de sorte que

(a+£1,0) +u —c(d)
=(a1—1+0+r—d,....a; —i+Ll+r—-d+1,...,
aj—j+L+r—d+1,...,a, +£—d,
-r—1,...,—d+2,-d—1,-d);
(a+£1,0) + v — c(d)
=(a1—14+Ll+r—d,...;q; —i+Ll+7—d+1,...,
a;j —j+Ll+r—-d+1,...,a, +£—d,
—r—1,...,-d+2,—d,—d - 1).

Donc, si £(u) = £((a+£1,0)+u—c(d)) et £(v) = £((a+£1,0)+v—c(d)),on a
£(u) = £(v)+ 1. Supposons que le cas (a) se produise n4(go) pour la valeur
go de g, et que le cas (b) se produise ny(go) fois : la multiplicité de I'*V
dans H" 14(G,(V),[°E ® (det E)*) est alors m(q) = n.(q) — ns(q — 1).
On peut donc représenter la situation considérée sous la forme du tableau
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suivant, ou go = £(v) :

q ot g—1 g go+1 g+2
na(q) + ns(q) 0 2 1 0
na(q) 0 nalgo) 1 0
ny(q) 0 ns(qo) 0 0
m(q) 0 na(g) 1-m() O,

et deux schémas sont a priori possibles

@-1 g g+1 qg+2

0 2 1 0
(S1) o 2 1 0

0 0 0 0

0 2 1 0
et

@0—-1 g g+1 g+2

0 2 1 0
(S2) 0 1 1 0

0 1 0 0

0 1 0 0

Utilisons alors la PROPOSITION 1, ou o est I'identité et 7 la transposition
(d — 1,d). On obtient

H" (G, (V),["E ® (det E)") =

Hq+1 (M(V), n* /\n—-2T*GT(V) ® Q(a”-i-fl,b"))

et, d’apreés ce qui a été dit plus haut, le module I'®V est & présent associé
au” et v”, avec

() =6u) — 1, £ (v)=60)+1.
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On obtient par conséquent un schéma du type suivant

q o qo—1 o Po+1 g +2
ni(g+1)+nf(g+1) 1 2 0 0
ng(g+1) ng(q) 2 0 0
ny(g+1) n; (qo) 0 0 0
m(q) ng(¢0) 2-nj(gp) O 0,

qui n’est compatible qu’avec le schéma (S;), et pour n’(g) = 1. La

multiplicité de I'°V dans H" 19(G,(V),[*E ® (det E)*) est donc égale
a 1 pour ¢ = £(v), ol v est de type 3, et & 0 sinon.

3) I’V est associé & plus de deux poids : on vérifie que ce ne peut
étre qu’a trois poids u, v, w de types respectifs 1, 3, 4 et de la forme
suivante :

u=(r—-dli,+rl414+1;+ 141 — 2144, v(u,n —2) =1;
u=(r—d)li,+7rlq1a+1i+ g1 — 141 — 1g, v(o,n —2) =2;
u=(r-— d)ll,r +1rl 414+ 214 — 191 — 1g, v(w,n —2) =1;
avec a; = a;41, de sorte que £(u) = {(w) = £(v) + 1. En utilisant la
ProposiTION 1 avec o = (¢,i + 1) et 7 = (d — 1,d), on montre comme
ci-dessus que la multiplicité de T®V dans H*19(G,(V),[*E ® (det E)*)
est nulle.

COROLLAIRE 3. — Posons Z9*¥V = Tk=litlesny poyr 0 < j <
k—1.
1) Sir,d—r > 5, les seuls GI(V')-modules HP?(G,(V), S*E @ det E)
éventuellement non nuls sont, pourp>n—2,q>1, k>1et € >0 les
sutvants :

H™"47(G,(V),S*E @ det E) = S¥~*"V @ det V,
Hrbrmdtr=1 (G (V),S*E @ det E) = S*~4T"V @ det V,
Hr2n=dtr=2(Gq (V),S¥*E @ det E) = 25¥~%*"V @ det V,
Hn,n—d+r(GT(V), SkE) — Zd—r,kV’
Hn—l,n—d+r(GT(V)’SkE) = zd-r-Lky,

Hn—2n—dtr (GT(V), SlcE) - Zd—r—2,kv,
Hn—2,n—d+7‘—1(GT V)’SkE) - Zd—r—l,k+1V_

2) Sir>2etd—r>5, ona H? (G, (V), A"E® (det E)!) = 0 pour
p>n—2,q>1etf>0.
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Preuve. — On procede comme au COROLLAIRE 1 en recensant les poids
qui interviennent dans les PRoposITIONS 2, 3 et 5 et dont la contribution
au groupe de cohomologie considérée est non nulle.

ProposITION 6. — Pour tout entier k > d — r, il existe une variété
projective X de dimension n = r(d — 1) et un fibré vectoriel F ample de
rang r sur X tels que, lorsque 0 < i < 2,

Hn—i,n—d+r—i(X’ SkF) 76 0.

Preuve. — Soit k > d —r. On sait ([8], proposition 3.6) qu’il existe une
variété projective X, un morphisme fini f : X — G,.(V) et un fibré en
droites L sur X tel que

f*(det E) = L®*,

Le fibré L est ample, f*(E) est globalement engendré, donc le fibré
F = f*(E) ® L est ample et

HP(X,S*F) = H™*(X, f*(S*E ® det E)).

Le morphisme f étant fini, et H* "~ "=4(G,.(V),S*E ® det E) étant
non nul, le COROLLAIRE s’ensuit immédiatement.
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