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HOMOLOGIE DES SIMPLEXES PLONGES :
UNE PREUVE NOUVELLE DU
THEOREME DE LALONDE
PAR

J. CERF (*)

RESUME. — On donne une preuve plus simple et de nature plus combinatoire du
théoréme de F. LALONDE : I'homologie des simplexes plongés d’une variété différen-
tiable V est isomorphe & I’homologie singuliére en toute dimension strictement plus
petite que celle de V.

ABSTRACT. — We give a simpler, more combinatorial proof of F. LALONDE’s
theorem about homology groups built with embedded simplexes of a differentiable
n-manifold : these groups coincide with the usual ones for every dimension less than n.

Introduction.

Soit V' une variété différentiable de dimension n, de classe C*°. Pour
tout entier k (1 < k < 00), on note S*¥(V) le sous-complexe du complexe
des chaines singulieres S(V') engendré en toute dimension p > 0 par les
simplexes qui sont des applications différentiables AP — V de classe C*,
ol AP désigne le p-simplexe type. Tout ce qui suit est indépendant du
choix de k; celui-ci sera donc sous-entendu, en particulier S*(V) sera
simplement noté S(V).

L’ensemble des simplexes de S(V') qui sont des plongements est stable
pour les opérateurs de face; il engendre dans S(V') un sous-complexe (sans
opérateurs de dégénérescence) qu’on note S¥(V). Les groupes d’homologie
de SP(V), notés HII,J(V) (p > 0), sont appelés groupes d’homologie des
simplezes plongés de V (il est sous-entendu que les coefficients sont
entiers).

(*) Texte recu le 21 Novembre 1988, révisé le 7 décembre 1989.
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L’auteur remercie Bernadette Barbichon qui a effectué la saisie du texte & l'aide du
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2 J. CERF

Pour p > n, il n’y a pas de p-simplexe plongé, donc Hf(V) = 0.
Puisque V' peut étre muni d’une triangulation différentiable (théoréme
de J.H.C. WHITEHEAD [5]), le morphisme naturel HP (V) — H,(V) est
surjectif pour 0 < p < n : c’est immédiat pour p = n; pour p < n,
cela résulte de I'isomorphisme classique entre homologie simpliciale et
homologie singuliére d’un complexe simplicial.

Dans [3], F. LALONDE démontre la conjecture de J.H.C. WHITEHEAD :

Le morphisme naturel H;D(V) — H,(V) est bijectif pour0 < p <mn-—1.

F. LALONDE démontre un énoncé plus général, suggéré par SHIH WEISHU :
“I’homologie sectionnelle” d’une submersion Vo — Vi est isomorphe &
I’homologie de V, en toute dimension inférieure & celle de V;.

Le but de cet article est de donner (en se limitant au cas de WHITE-
HEAD) une preuve plus simple, et de caractére plus combinatoire, du
théoreme de LALONDE. Voici les grandes lignes de cette preuve.

Le probléme se rameéne aisément au cas V = R", la meilleure méthode
pour effectuer cette réduction semblant celle utilisée par LALONDE, qui
est due & MILNOR, et fondée sur la suite exacte de Mayer-Vietoris (cf. § 5,
LeMME 9). Mais il est indispensable d’avoir auparavant prouvé, pour toute
variété V', linvariance par subdivision linéaire, c’est-a-dire :

Pour toute subdivision linéaire s, tout entier p < n — 1 et
tout cycle vy de p-simplexes plongés, le cycle s(y) — est un
bord (en homologie plongée).

Dans R”, un lemme de C!-approximation polyédrale di a J.H.C.
WHITEHEAD (c¢f. §5, LEMME 10) montre que toute chaine plongée est,
aprés une subdivision convenable, linéarisable par isotopie. On est ainsi
ramené & prouver, outre l'invariance par subdivision linéaire, la propriété
suivante d’invariance locale :

Pour tout p < n — 1, tout cycle v de p-simplexes plongés,
et tout cycle ' proche de ~y et respectant ses relations
d’incidence, le cycle v' — v est un bord (en homologie
plongée).

La méthode suivie ici pour prouver 'invariance par subdivision linéaire
est fondée sur un lemme de décomposition (PROPOSITION 1) qui donne,
pour les cycles s(y) — 7, un systéeme de générateurs, appelés “cycles
stellaires”, qui sont portés par des “I-étoiles” : pour I g {0,1,...,p},
une I-étoile de dimension p est une p-chaine ( telle que d;( = 0 pour
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SIMPLEXES PLONGES 3

tout ¢ € I et que l'opérateur face itéré d; prenne la méme valeur
(appelée “noyau” de () sur tous les simplexes de (. Les cycles stellaires
portés par une I-étoile sont des bords dés lors que celle-ci “est une
base” (cf. §3; “étre une base” est la généralisation adéquate de “étre
base d’un cone de simplexes plongés”). Toute I-étoile est linéarisable
par isotopie (PROPOSITION 2); le fait que toute I-étoile soit une base, et
par conséquent l'invariance par subdivision linéaire, découlent donc de la
propriété suivante : “si (' est une I-étoile de méme noyau que 1'I-étoile ¢,
proche de (, et respectant ses relations d’incidence relatives a ¢ € I,
alors ¢’ — ( est une base”. Cet énoncé, qui est celui de la PROPOSITION 3,
garde un sens dans le cas, jusqu’ici exclu, ou I = {0,1,...,p}, et ce cas
se démontre dans la foulée : c’est la derniere étape d’une récurrence sur
le nombre d’éléments de I. Il se trouve que la ProprosiTiON 3, dans ce
cas limite, implique la propriété d’invariance locale restreinte au cas ou y
est un super-cycle, c’est-a-dire un cycle annulant tous les d;. Mais cette
restriction est sans importance deés lors que invariance par subdivision
linéaire est déja prouvée, et que le passage a la subdivision barycentrique
fait de tout cycle un super-cycle (c¢f. LEMME 2).

1. Préliminaires

Notations. — Pour tout entier p positif ou nul, on note :
AP le p-simplexe type et x, ’application identique de AP;

(p) lensemble {0,1,...,p}, qui s’identifie & celui des sommets
de A?;

S,(V') le groupe abélien des p-chaines singulieres de V.

Tout v € Sp(V') définit un morphisme de groupes gradués S(AP) — S(V);
ce morphisme est noté ..

Pour ¢ € (p), on définit comme suit I'opérateur face d; sur S,(V'). On
définit d;x, comme le (p — 1)-simplexe affine de AP tel que

(0,1,...,p—1) — (0,1,...,3,....p);
puis on pose, pour tout ¥ € S,(V')
diy = vi dixy.

La relation d;o = d;o’ entre simplexes singuliers est appelée relation
d’incidence relative d 1.

Soit I une partie de (p) ayant p — ¢ éléments (avec ¢ > 0). L’opérateur
face itéré d; de S,(V') est par définition le composé d;, od;, o... od; _ _,
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4 J. CERF

ol (29,41, " -,%p—q—1) est Pécriture ordonnée de I. L’opérateur d; est de
degré q — p; la g-face |d;z,| de AP est notée 9;AP. Si q = p, c’est-a-dire
si I =0, d; est 'application identique de S,(V').

Pour tout convexe A d’un espace affine, et pour tout a € A, on
note k, ’opérateur céne au point a de S(A); il vérifie dy o k, = identité.
Exemples : si A = AP, on note k; le cone au sommet i et kg, le cone au
barycentre.

Soit I comme ci-dessus, I'opérateur céne itéré k; de S(AP) est par
définition le composé k;, ok;, o---ok; _ _, ;il est de degré p—q. Siq =p,
c’est 'application identique de S(AP).

Définition. — Une subdivision linéaire (sous-entendu : affine) est une
suite 8o, 81, ... ,8p, ... de chaines affines de A°, Al ... AP ... telles que :

(1) so =zo;

(2) Pour tout p > 0, les images des simplexes de s, forment une
triangulation de AP; i=p

(3) Pour tout p >0, ds, = Z(—l)i(di:cp)* “Sp—1.

=0
On définit une application linéaire s : S(V) — S(V), en posant pour
toute p-chaine y de V :

5(7) = Vs + p-
La formule (3) prend alors la forme :
(3" d(s(zp)) = s(dzp);

d’ou on déduit que s est un morphisme de groupes différentiels :

d(s(v)) = s(dy) “pour toute chaine singuliére 7.

2. Décomposition de vy — s(y) en somme de cycles stellaires
Soit s une subdivision linéaire. Pour tout entier ¢ > 0, on pose :

(q) s(zp) pour 0 < p < g;
$ (x?) = (9)
kg, - s'9(dx,) pour p > q.

LEMME 1. — Pour tout s et pour tout ¢ > 0, s(9) est une subdivision
linéaire.
Démonstration. — Pour p>q+1,on a:

(59 (zp)) = kg, - (59 (dzy)) + 59 (dap);

si (3') est vrai en dimension (p — 1), on a d(s(9(dz,)) = 0, donc (3') est
vrai en dimension p. Puisque (3') est vrai pour p < ¢ par hypothése sur s,
par récurrence (3') est vrai pour tout p.

On dit que s(9) est la g-eme déviation barycentrique de s.

ToME 118 — 1990 — n~° 1



SIMPLEXES PLONGES 5

Propriétés de s(9),

1) Pour p > g, on a (s(9)(®) = 5@,

2) Pour tout s, s() est la subdivision barycentrique. Ceci s’applique
en particulier pour s = e (subdivision identique). Donc, pour toute p-
chaine singuliere v, on a :

a=p

@) s =7 =3[9 = @) = (£D(y) - ey

<
-

3. Propriétés particulieres de e(9.

LEMME 2. — Soit v une p-chaine singuliere. Siq<p—1:

1) d(el?(y)) = do(e!? (7)) ;
2) d;(el?(v)) = 0 pour tout entier i tel quei > 1 eti<p—gq—1.

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses du LEMME 2, il y a équivalence
entre les quatre affirmations :

(a) dy=0;

(b) d(el(7))=0;

(c) do(el?(v)) =0;

(d) di(e'?(v)) =0 pour touti € (p—q—1).

Cas particulier ¢ = 0. — Pour tout cycle =, la barycentrique de ~ est
un “super-cycle”, c’est-a-dire un cycle sur lequel tous les d; sont nuls.

Démonstration du corollaire. — Le LEMME 2 entraine ’équivalence de

(b), (c) et (d). Il est clair que (a) entraine (b). L’implication (b) = (a)
découle du classique théoreme d’invariance par subdivision pour ’homo-
logie singuliere; mais en fait cette implication n’intervient pas dans la
suite de l'article (lequel ne fait jamais usage du théoreme classique d’in-
variance).

Démonstration du lemme 2. — 1l suffit de traiter le cas v = z,.

1) d(e'?(z,)) est une chaine du bord de AP. Si ¢ < p— 1, pour tout
p-simplexe o de el (z,), 'image de d;o est contenue dans AP dans le
seul cas ¢ = 0. Donc

i=p
e(q a:p)) = 0;

-

1=

d’otli le 1).
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6 J. CERF
2) On a
€D(z,) = kg, o (dzy). 00 kg, - dTgir;
donc, pour 1 <i<p—gq—1:
di(e'9(zp)) = kg, o (dzp). 0... 0ks,_,,, 0 (dxy_is1). -do(e!V(z, ).

D’apres le 1)
dO (e(q)($p~z)) = d(e(Q)(‘rp—i))-

Or
d(e'(zp—;)) = e (dxp-;) = (drp_i). 0 e D(zp_ i)
Donc
(dzp—iv1)s 0 (drp—i). = (ddTp—i11). = 0.
D’ot le 2).

4. Décomposition de ¢'9(y) en somme de (p — g — 1)-étoiles.
Soit v une p-chaine écrite sous la forme :

v=Y No;  (J fini, ) €2)
jed
Pour tout I contenu dans (p) et ayant p—q éléments (¢ > 0), on note f;
lapplication j — djo; de J dans S;(V).
LEMME 3. -— Pour tout v comme ci-dessus, et pour tout z appartenant

a limage de f,_q_1), on note :

D Xy =Stpgn(2).

JEFGE 1y ()

Ona :
1) Y= Z St(pfqvl)(z) ;

z€lmagef(,_,—1)
2) Pour touti € (p—q—1) tel que d;y =0, on a :

diSt(p_q—1y(2) =0
pour tout z € Image f(,_4_1)-

TOoME 118 — 1990 — ~n° 1



SIMPLEXES PLONGES 7

Démonstration. — Le 1) est clair. Pour le 2), on observe que
fip—g—1) = d(p—q—2) © fi; donc toute classe de la relation d’équivalence
définie sur J par f(,_,—1) est réunion de classes définies par f;. L’hypo-

these d;y = 0 s’écrit
YN fG) =o0.
JeJ
Donc la somme des A; est nulle sur toute classe définie par f;.

Définition. — Soit ¢ tel que 0 < ¢ < p. Soit I une partie de (p) ayant
p — q éléments. Soit ¢ une p-chaine écrite sous forme minimale

¢=Y Xo; (J fini, )\ €2).
JjeJ

On dit que ¢ est une I-étoile si

1) d;( =0 pour tout i € I;

2) 1l existe un g-simplexe y tel que d;o; = y pour tout j € J.

Sauf si J est vide (auquel cas { est la chaine nulle et y arbitraire), le
g-simplexe y est unique et est appelé noyau de I'I-étoile (. Les I-étoiles
ayant un noyau donné forment un Z-module.

Lorsque ¢ = p, la partie I est vide, et ¢ est multiple entier d’un
simplexe, qui est son noyau.

COROLLAIRE du LEMME 3. —— Pour tout p-cycle v et tout entier q tel
que 0 < q < p, le cycle e'9(v) admet une décomposition en somme de
(p — q — 1)-étoiles, qui sont formées de simplexes plongés s’il en est ainsi
de .

Démonstration. — Si g = p, c’est une tautologie. Si ¢ < p—1, il résulte
des LEniMES 2 et 3 que I'application f,_,_1) relative & el?) () définit une
décomposition du type désiré.

5. Relations entre les déviations barycentriques d’une subdi-
vision linéaire et celles de la subdivision identique.

Notation. — Pour 0 < ¢ < p, on note K(p, q) 'opérateur “suspension
itérée™ S(A?) — S(AP) de degré p — g, défini par :

K(p,q) =kipg-1)© (dip—g-1y2p) -

LEMME 4. —- Pour toute subdivision linéaire s et toute p-chaine
singuliére v, on a :

(5) s'(7) = (e'(7)) o K(p.q)-s(z,) pour 0<q<p;

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



8 J. CERF
(5")  s9V(y) = (e'9(y)), o K(p,q) - s'"" (z,) pour 1<q<p.

Démonstration. — D’apres la propriété 1) ci-dessus (5) s’obtient en
remplacant s par s(9~1) dans (5) pour q # 0.

Preuve de (5). — Pour tout ¢ fixé, on prouve (5) par récurrence sur p.
La formule est trivialement vraie pour p = ¢. Soit p > ¢; on suppose la
formule démontrée pour toute p'-chaine, ¢ < p’ < p — 1; par linéarité, on
peut se borner au cas vy = zp.

D’apres la définition de 5(9) pour p > g, et ’hypothése de récurrence,
on a:

59 (x,) = ks, -S(Q)(dxp) =kg, o (e(q)(dxp))* oK(p—1,q)-s(zq).
On doit donc montrer :
ks, o (¢! (dzp)), o K(p— 1,9) - s(z,)
= (kg -€'9(dzp)), o K(p,q) - s(x,),
égalité qui équivaut a :
kg, © (el (dzy)), = (ks, - (dzy)). o K(p,p—1),

compte tenu de la formule immédiate K(p,q) = K(p,p—1)o K(p—1,q).
Par linéarité, on est ramené & montrer que, pour tout (p — 1)-simplexe
singulier 7 de AP~1, et pour tout (p— 1)-simplexe singulier o de AP, on a :

(kg, 00x) -7 =(kg, -0) 0 K(p,p—1)-7;
ce qui s’écrit aussi :

(6) kg, (coT)=(kg,-0) o K(p,p—1)-T.

Chacun des deux membres de (6) est une application A? — AP qui
envoie le sommet 0 en B, et qui coincide sur GyA? avec I’application
oo70o(dyxp) . En plus, chacune de ces applications est linéaire sur tout
segment d’origine le sommet 0; donc elles coincident.

COROLLAIRE. — Pour tout p-cycle singulier v et toute subdivision liné-
aire s, le cycle s(y) —y est somme de p-chaines du type (. o K(p,q)-0, ou
g est un entier tel que 1 < q < p,ou ¢ est une (p— q — 1)-étoile et 6 un
g-cycle de simplezes affines plongés de A?. Si v est formé de simplezes
plongés, il en est de méme de chacune des chaines de cette décomposition.

ToME 118 — 1990 — n° 1



SIMPLEXES PLONGES 9

Démonstration. — D’apres (4), on est ramené 4 décomposer les chaines
du type 59 (y) — s(4=1)(y), pour 1 < g < p.
D’apres (5) et (5'), on a :

sD(y) = s97V(y) = (7)), o K(p, ) - (s(zq) — s (zy)).

Puisque s et 59~V coincident sur les (g — 1)-simplexes, s(z,) — s(9~ 1 (z,)
est un g-cycle de simplexes affines plongés de A?; et d’apres le CoroL-
LAIRE du LEMME 3, e(?) () est somme de (p — q — 1)-étoiles, formées de
simplexes plongés s’il en est ainsi de 7.

Faces et bord d’une suspension itérée.

LEMME 5. — On a les égalités suivantes entre opérateurs :
(7 dio K(p,q) = (dizp)« 0o K(p—1,q)

pour0<g<p, 0<i<p—q—1;

(7’) di o K(p’ q) = K(p’ q) ° di—p+q
pour1<g<p,p—qg<i<p.

Démonstration. — L’égalité (7') est immédiate. Sous les hypotheses
de (7),on a:

dio K(p,q) = ko, . p—q—1) © (dp—g=1) Tp)+;
de sorte que (7) résulte des deux égalités suivantes :

(8) dp—g-1)*Tp = (doTp), 0 dip—g—2) * Tp-1;
(9) k(O1,.iveip—q-1) © (o), -0 = (dip), 0 k(p—g—2) -0
pour tout ¢’-simplexe o de AP~!, L’égalité (8) est immédiate. Chacun des

membres de (9) est une application AP~1— AP; on vérifie 'égalité de ces
applications aux sommets 0,1,...,p — ¢ — 2 et sur la face 0(p_q_y AP,

COROLLAIRE. — Soit  une p-chaine singuliére et soit 6 une q-chaine
de A1. Sil1<qg<p,ona:

' i=p—q—1
(10) d(G o K(p,q)-60) = G o K(p,g)-d6+ Y (di)xoK(p—1,9)-6.

=0

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



10 J. CERF
Si ¢ est une (p — q — 1)-étoile, la formule (10) se réduit d :
(10") d(C. o K(p,q)-0) = C. o K(p,q) - df.

En particulier, si ¢ est une (p — ¢ — 1)-étoile (avec ¢ > 1) et si § est un
g-cycle de A7 alors (. o K(p,q) -8 est un cycle. Un tel cycle sera appelé
cycle q-stellaire; il a la propriété d’annuler d; pour 0 <i<p—q— 1.

Le CorOLLAIRE du LEMME 5 peut dés lors s’énoncer comme suit :

PROPOSITION 1. — Pour tout p-cycle singulier v et toute subdivision
linéaire s, s(y)—~ se décompose en somme de cycles q-stellaires engendrés
par des cycles affines, 1 < q < p. Si v est formé de simplexes plongés, il
en est de méme de chacun des cycles de cette décomposition.

3. Linéarisation des [-étoiles

Tubes définis par les faces itérées d’un simplexe plongé.

Soient p et g tels que 0 < ¢ < pet I = (io,...,ip_q-1). On note 7y
Iapplication A? x AP~™7 — AP qui est linéaire affine sur toute “fibre”
{u} x AP~7 et qui vérifie

in pour h € (p—q—1);
drxp-uw pour h=p-—gq.

=]

Pour tout € € ]0, 1], on note ¢, la “contraction” de A?x AP~9 induisant
sur chaque {u} x AP~7 ’homothétie de rapport ¢ par rapport a (u,p—gq).
On note 77 le composé 71 o .. On vérifie, pour tout h € (p—¢—1), la
commutativité du diagramme

TI.«

A9 x AP—4 AP

(11) idxdya, -, [ [ d, z,
At x Armet L Ar

ol I, est la partie de (p — 1) définie par

(12) Ih :(io,...,ih_l,ih+1 —1,...,ip_q_1 —1)

En outre, 77 . est un plongement des que ¢ #1, de sorte que pour tout p-
simplexe plongé o, le composé o o7y . est un plongement A? x AP~7 — V

ToME 118 — 1990 — n° |



SIMPLEXES PLONGES 11

dont la restriction & A? x {p — ¢} s’identifie & d;o. On dit que o o 77,
est I'(I,e)-tube de o. Tout plongement A? x AP~9 — V définissant

naturellement un (p — ¢)-simplexe de espace Zf (V) des g-simplexes
plongés de V, on a ainsi défini le foncteur “(7,¢)-tube” de SF(V) dans

Sp—a(X4 (V).

Ezemple. — Soit ¢ = Z]-EJ Ajo; une I-étoile de dimension p, de
noyau y. Fixant € > 0, on note simplement 7;. les (I,¢)-tubes o; o 77 .
I résulte de (11) que I'opérateur face dy, hérité de celui de S, (3, (V))
vérifie pour tout h € (p—q — 1)

(13) (dihO'j/ = dihO']') = (thjl,E = thj,e)~

Donc la (p—q)-chaine de }_ (V') associée a ¢ par le foncteur (I,¢€)-tube
est une (p — g — 1)-étoile (dont le noyau est le O-simplexe de } (V') défini
par y).

Application a la linéarisation des I-étoiles.

Notations. — On note Fj 1, (resp. ff,l’y) I'espace des familles (0;) ¢
de p-simplexes (resp. de p-simplexes plongés) de V' telles que

dro; =y pourtout je€J.

La topologie est celle déduite de la topologie C* ; elle fait du second espace
un ouvert du premier. Par extension de la définition usuelle, on appelle
isotopies les chemins continus dans F fj Ly On s’intéresse aux isotopies
((0j,t)) qui “respectent les relations d’incidence relatives & ¢ € I”, ce qui
signifie

(dl‘O'j,() = diO'j/,O et 1 € I) S (diaj,t = diaj/,t pour tout t € [0, 1])

Ezxzemple : les contractions. — On note oy le plongement linéaire
AP — A9 x AP~ défini sur 9;AP par (djz,)~! x {p — ¢}, et sur la
face opposée par

in— (Bg,h) pour h€(p—g-1).
On a la propriété d’hérédité
(14) di,, agr = (Zd X dhl'p_q)oo']h,
ou la notation I, est celle de (12). On note

TIe OO = Y.
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12 J. CERF

Cette “contraction” 9y, de AP dans son (I, ¢)-tube est I’extrémité d’une
isotopie (1) d’origine z, qu’on définit comme suit. On a

V1. = (r1007) 0 (07! 0 e 0 07);

(Vr,e,t) est le compose de I'isotopie (‘71 0 Y1—t+et © 01) et de lisotopie
(troor)i o (67" o @ 0 ay), olt (77 0 07); est le chemin joignant linéaire-
ment T, & T7007.

Soit alors (0;) € .7-'” ; pour tout € > 0, la famille ((0; 0 Y1, +)) est
une isotopie qui, d’apres (13) et (14), conserve les relations d’incidence
relatives & ¢ € I. L’intérét de cette isotopie est que, pour ¢ assez petit,
les images finales de tous les simplexes sont contenues dans un voisinage
arbitrairement petit de |y|.

PROPOSITION 2. — Soit ]-"fl’y Despace de familles de p-simplezes plon-
g9és de V défini ci-dessus. Tout (o;) € FJ  est origine d’une isotopie
((05,t)) respectant les relations d’incidence relatives a tout ¢ € I, et telle
qu’il existe une carte locale d’un voisinage U de |y|, difféomorphe d R™,
dans laquelle, pour tout j € J, 0;1 soit un plongement linéaire affine
AP — U. Si en plus p < n —1, il existe a € U tel que, pour tout j € J,
ko -0j1 soit un cone plongé.

En particulier, si (=3, ; A;jo; est une I-étoile, alors G = 3 ; Aot
est pour tout t une I-étoile de noyau y ; (1 est une I-étoile linéaire affine
d’une carte locale de V' difféomorphe a R™ ; et si p < n — 1, (; est base
d’un céne de simplezes affines non dégénérés.

Démonstration. — On choisit une carte locale de source R, d’image
notée U, telle que y s’identifie & un plongement affine A? — R? C R"
envoyant le sommet 0 de A? a lorigine. On choisit € > 0 assez petit pour
que les images de tous les (I,¢)-tubes 7;. soient contenues dans U.

On linéarise les 7;. en deux temps :

1) Déroulement. On pose, pour j € J, (u,v) € AIx AP~ % et t € [0,1]

T]",e,t(us U) =Tje ((1 - t)u, ’U) + y(tu),

ol le produit par ¢ d’un élément de A? est son homothétique par rapport
au sommet 0, et ol 'addition est celle de U. Les 7}, sont fixes sur
A? x {p — ¢}; ils ne sont pas a priori des plongements, mais ils sont de
rang maximum en tout point de A? x {p— g}, de sorte que leur restriction
3 un voisinage assez petit de A? x {p — ¢} (indépendant de j et de t) est
un plongement (cf. [1], LEMME 3.3.1, p. 311). Il en résulte, compte tenu
de la formule (immédiate)

(15) Tiet =Tjert © Pejer DOUr € €t € >0,
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SIMPLEXES PLONGES 13

que (7], ,) est une isotopie dés que ¢ est assez petit. En outre, ((7] ,))

conserve les relations d’incidence relatives a tout h € (p— ¢ — 1), et, en
fin d’isotopie, on a

(16) 7 e1(4,) = 756(0,0) + y(u).

2) Mise d plat. D’apres (16), il existe pour tout j € J une application
linéaire Tf,iyl : A?xAP7? > U, tangente a 7; , ; le long de AYx {p—g}. Le
chemin (77, ;) joignant linéairement (au sens de U) 77 _ | & ¢, conserve
les relations d’incidence relatives a tout h € (p — g — 1) et c’est un résultat
classique (cf. par exemple [1], p. 328) que sa restriction & un voisinage
assez petit de A7 x {p — ¢} est une isotopie; il en résulte compte tenu de
(15) (vrai pour 7} ;, donc pour 7/, ;, donc pour 77/, ;) que (7}, ,) est une
isotopie dés que ¢ est assez petit.

L’isotopie de linéarisation des voisinages tubulaires ((7j.:)) est la
composée (au sens des espaces de chemins) des isotopies 1) et 2); elle
conserve les relations d’incidence relatives a tout h € (p —q — 1).

On définit alors I'isotopie de linéarisation ((0;,;)) comme composée des
deux isotopies suivantes, pour lesquelles € est choisi assez petit :

1) Contraction. On pose

!
Jj,t = 0‘] ° wl,s,ta

ce qui, on ’a vu, respecte les relations d’incidence relatives a tout ¢ € I.
2) Linéarisation. On pose
"o
aj,t - Tj1€7t °ojp.

Les relations d’incidence relatives & ¢ € I sont conservées par ((07;)) :
compte tenu de (13) et de la propriété de conservation des relations
d’incidence de ((7.,:)), cela résulte de la formule

diy 07, = dnTjer 001, pourtout he(p—g-—1).
Les isotopies 1) et 2) se composent car

" !
0j0=0;0T[e 00 =001 =0,,.
Enfin, o7/, est linéaire, car 7;.,1 et o1 le sont.
Si p < n—1, il existe des droites (de U) transversales en l'origine &
tous les |7/, |; on peut choisir a arbitrairement (origine exceptée) sur I'une
quelconque de ces transversales.
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14 J. CERF

Etoiles et pseudo-cénes.

Définition. — Soient p et ¢ tels que 0 < ¢ < p. Soit I une partie de (p)
ayant p — q éléments, d’écriture ordonnée (ig,%1,...,%p—q—1). L’ensemble
{0,1+4g,...,14+ip_q_1} est noté I.

Soit £ une (p + 1)-chaine s’écrivant sous forme minimale

€=ZMU (L fini, p, € Z).
(eL

On dit que £ est un f-pseudo-céne si
1) di€=0pouri=1+14p,...,1+ip_gq_1;
2) 1l existe un g-simplexe y tel que dy7¢ =y pour tout £ € L.

Si L #0, le g-simplexe y est unique et est appelé noyau de £.

Les I- -pseudo-cones de noyau y forment un Z-module que 'applica-
tion dg (appelée application base) envoie linéairement sur le Z-module des
I-étoiles de noyau y. Lorsqu’une I-étoile ¢ formée de simplexes plongés est
I'image par dy d’un I-pseudo-cone de simplexes plongés, on dit simplement
que ( est une base.

Ezemple. — Dans un espace affine, tout cone dont la base est une
I-étoile est un I-pseudo-cone.

LEMME 6. — Soit ¢ une (p — q — 1)-étoile de p-simplezes plongés. Si
q#0, et si C est une base, les cycles q-stellaires portés par ¢ et engendrés
par des cycles affines de A7 sont des bords.

Démonstration. — Si ¢ est base du (p — ¢)-pseudo-cone &, il résulte
de la formule (10) que, pour tout g-cycle § de A9, le cycle g-stellaire
C.o K(p,q) -6 est bord de la (p+ 1)-chaine &, o K(p+ 1,q) - 6.

Définitions. — Soit (0j);es une famille de p-simplexes de V. Un
systéme de relations d’incidence de la famille (0;) est une famille (e;);c(,)
de relations d’équivalence sur J telles que

s, j') = dio; = d;oy.
On peut évidemment oublier les e; qui se réduisent a la relation
d’égalité.
Si(0;) € Furyetsi(A));es est une famille de coefficients, la condition

nécessaire et suffisante pour que 3, ; A;0; soit une I-étoile est que le
systéme de relations d’incidence (e;);c; défini par

(17) ei(j,j") <= dio; =d;o;
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vérifie la condition

*) Pour tout ¢ € I et toute classe J' de e;, on a z A =0.
jea

Un systéme (e;);cr de relations d’incidence de (0;) qui vérifie (*) est dit
(A;)-suffisant pour (o).

PROPOSITION 3. - Soitp <n—1etsoit I G (p). Soit (=3 ., A0,
une [-étoile de p-simplexes plongés, de noyau y. Soit (e;)ic; un systéme
Aj-suffisant de relations d’incidence de (o). Soit (0') e une famille de
p-simplexes plongés vérifiant tous dm; =y.

Si (0') est assez voisine de (0;) et respecte le systéme (e;), alors
UT-étoile 3 ;e ; Aj(0; — o)) est une base.

Cet énoncé, étendu de facon a inclure le cas I = (p), sera démontré
au §4. Dans le cas I # (p) considéré ici, il a les conséquences suivantes,
dont la seconde constitue ’invariance par subdivision linéaire :

COROLLAIRE. — Pourp<n—1etIS (p) :
1) Toute I-étoile de p-simplezes plongés est une base.

2) Pour tout cycle v de p-simplexes plongés et toute subdivision
linéaire s, le cycle s(v) — v est un bord en homologie plongée.

Remarque. — Le 1) est en fait un CoOROLLAIRE de la PRoOPOSITION 3
restreinte au seul I considéré; cette remarque est utilisée au § 4.

Démonstration du corollaire. — La PropPosiTION 2 fournit une isotopie
de linéarisation de (; appliquant la ProposiTioN 3 pour tout t € [0,1]
a (; et au systeme de relations d’incidence (17) (systeme de toutes les
relations d’incidence relatives & ¢ € I en l'origine de l’isotopie), on obtient
le 1) par compacité de [0,1] et linéarité de dy. Le 2) résulte du 1), de la
ProrosritioN 1, et du LEMME 6.

4. Démonstration de la proposition 3

On a jusqu'ici (notamment pour la PROPOSITION 2) supposé I # (p).
On cesse désormais de faire cette restriction. La définition d’une I-étoile
et celle d’un I-pseudo-cone gardent un sens pour I = (p) : le noyau est
alors vide et la condition 2) également. Une (p)-étoile de dimension p
n’est autre qu’un super-cycle (un exemple de super-cycle a été donné ci-
dessus, c¢f. CorOLLAIRE du LEMME 2); pour un super-cycle, étre base d’un

<p)-pseud0-(‘,6ne, c’est en étre le bord. La PROPOSITION 3 va étre prouvée
pour tout I C (p); le cas I = (p) constitue I'étape finale de la récurrence;
voici la formulation sous laquelle il sera utilisé au § 5 :
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16 J. CERF

ProposITION 3 (Cas I = (p)). — Soit { = ) ;. ;Ajo; un super-
cycle de p-simplezes plongés, 0 < p < n — 1. Soit (e;)ie(p)y un systéme
Aj-suffisant de relations d’incidence de (0;). Si (0})jes est une famille
de p-simplezes plongés suffisamment voisine de (o;) et respectant le
systéme (e:), alors le super-cycle 3, ; Aj(0; — o) est un bord en ho-
mologie plongée.

Décomposition des I-étoiles (I C (p)).

Notation. — Soit (e;);e(py un systeéme de relations d’incidence d’une
famille (0;);cs de p-simplexes.
Pour I’ C (p), on note ep la relation suivante sur J :
e si I' =0, la relation d’égalité;
o si I' #0, la relation transitive engendrée par la relation “il existe
1 € I' tel que e;i(7,5')”.
Il est clair que ey est une relation d’équivalence, que

(18) (ei(4,7") et ieI') = er(4,5');
et que
(19) eI’(j,j,> - d]lO']' = d[/Uj/.
LEMME 7. — Soit ¢ = 37, ;Ajo; une I-étoile , et soit (e;)icr un

systéme (X;)-suffisant de relations d’incidence de (0;). Pour tout I' G I,
et pour toute classe J' de la relation ey, la chaine ) .., Ajo; est une
I'-étoile, et le systéme (e;)icrr est un systéme (A;)-suffisant de relations
d’incidence de la famille (o) ey -

Démonstration. — D’une part, il résulte de (19) que d; o; est indépen-
dant de j pour j € J'. D’autre part, pour tout i € I’, il résulte de (18)
que J’ est réunion de classes de e;, sur chacune desquelles la somme des
A; est nulle d’apres (*).

Sections locales pour les opérateurs de face itérés.

Soit I' g (p), ayant p— ¢’ éléments; soit wyr une fonction différentiable
AP — [0, 1], égale & 1 sur O AP, dont le support, noté €, soit disjoint de
la face opposée; la donnée d’une telle fonction définit I’ sans ambiguité.
On note pr; la projection de A? sur Oy AP, définie en tout point du
complémentaire de la face opposée : soit a un tel point, pr -a est I'unique
point ol 9y AP est rencontré par le (p — ¢')-plan engendré par a et la face
opposée a Oy AP.
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Soit U 'image d’une carte locale de V', de source R™. Pour tout p-sim-
plexe o de V tel que

(20) o) CcU
et pour tout ¢'-simplexe 2z’ de U, on définit un p-simplexe en posant :

(21) (Pvw, (0,2") ra =

o-a+ (wp-a)x ((z/ —dpo) o (dpzy)toprp)-a
pour a € Qp
o-a poura€ AP\ Qp.

ol les opérations +, — et x sont celles de U, puis on prolonge cette
définition par linéarité (formelle) & toute p-chaine ¢ dont tous les simplexes
vérifient (20). On utilise la notation &, lorsqu’il n’y a pas ambiguité
sur U.

LEMME 8.

1) Pour tout p-simpleze o vérifiant (20), on a

(22) dp®,,,(0,2") =2

(23) di®,, (0,2") = @y, 0diz, (dio, 2') si i €T

(23') diq’w,/ (0’, Z’) = (I)w,/odix,, (diO', di_i(p)z') si 1 ¢ I’;
avec

(24) i(I') = nombre d’éléments de I' inférieurs & i.

2) Pour toute p-chaine ¢ dont tous les simpleres vérifient (20), et
pour tout couple (2',2"") de ¢'-simplezes de U, on a

(25) Do, (Bu, (€, 2),2") = By, (G, 2").

Démonstration. — On se borne & prouver (23'). Puisque ¢ ¢ I, on a
avec les notations (12) et (24)

(26) drugy = dimi(r) © dr = d(rugiy), od;.
La formule (23') résulte de (26) et de la commutativité
pr o ditp = dip 0 Pr(rufi}), -
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18 J. CERF

COROLLAIRE.

1) Pour tout 2', Uapplication o — &, ,(0,2') respecte les relations
d’incidence.

Si ¢ est une I'-étoile dont tous les simplexes vérifient (20), ®,,, (¢, 2")
est une I'-étoile de noyau z'.

Si & est un I'-pseudo-cone de base ¢ dont tous les simplexes vérifient

(20" T(Q3,) CU,

et st wy, vérifie

(27) wy, © doxpi1 =wp,

alors (I{,JT/ (£,2') est un I' -pseudo-cone de base ., (¢, 7).

2) Soit I tel que
(28) I'GIcC(p).
On note z le noyau de I'I'-étoile (. Soit o un simpleze de (; si I # (p),

djo (qui ne dépend pas du choiz de ce o) est une face itérée de z qu’on
note y ; si I = (p), droj est vide; pour i € I\ I', la relation

(29) di_ynz =di_y2
entraine
(30) dﬁIL,],(cr, ZI) :diO'.

St (29) a liew pour tout i € I'\ I', alors ®,,((,2") — C est une I-étoile
de noyau y, et D, (£,2') — € est un I-pseudo-cone de base cette I-étoile.
Il

3) Soient I', I, ¢, z comme au 2). Soit (z;) un chemin d’origine z
dans Zq,(U) ; on note ®,,,(C,21) = (i ; on suppose :
a) 2 vérifie (29) pour tout t € [0,1] et tout i € I\ I';
b) il existe pour tout t € [0,1] un I'-pseudo-céne de simplezes
plongés & ayant pour base (;.
Alors UI-étoile (| — ¢ est une base; si I = (p), c’est un bord.
Démonstration. — Le 1) et le 2) découlent immédiatement du lemme.
Preuve du 3) : Tout pseudo-cone peut se contracter par une isotopie
laissant fixe sa base, sur un voisinage arbitrairement petit de celle-ci
(c¢f. Appendice); on peut donc supposer, pour tout ¢ € [0, 1], que tous les
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simplexes de & vérifient (20"). Pour tout ¢ € [0,1], il résulte alors du 2)
du CorROLLAIRE que ¥, (&, z¢) — & est un I-pseudo-cone de noyau y,
ll

de base @, (Cr, ) — (¢, qui n’est autre d’apres (25) que ¢ — ¢;. Pour

tout t fixé, ®,- (&, zp) — & est formé de simplexes plongés des que t' est
17

assez voisin de ¢. On termine par compacité de l'intervalle [0, 1] et linéarité

de do.

Démonstration de la proposition 3.

L’entier p étant fixé (0 < p < n — 1), on procéde par récurrence sur
le nombre r d’éléments de I (ot 0 < r < p+ 1). Tout p-simplexe plongé
étant base d’un cone plongé, ’énoncé est vrai pour r = 0; on suppose
désormais r > 1, et on suppose I’énoncé vrai pour 0,1,...,7 — 1; il en
résulte d’apres le 1) du CorOLLAIRE de la PrRoposiTION 3 (applicable en
vertu de la remarque qui suit ce COROLLAIRE) que, pour ces valeurs de
#1, toute I-étoile de p-simplexes plongés est une base. On va montrer
qu’il en est de méme, lorsque #1 = r, pour les I-étoiles du type “petite
différence” considéré dans I’énoncé.

La méthode consiste & “grimper sur le I-squelette”. On choisit sur
le produit {parties de I distinctes de I'} x J un ordre noté (I1,j1),...,
(In,jn) tel que

(31) #I > #1, > ... > #1y.
On suppose satisfaite pour un certain M (1 < M < N) la condition

(32M~1) d[M’J‘II'M/ = dIM’UJ'M’ pour 1 S M’ S M — 17
et l'on va construire (07) € j:fl,y proche de (07), respectant (e;), telle
que I'I-étoile 3 ; Aj(o —07) soit une base, et que le couple ((07), (0;))
vérifie (32)). Puisque la condition (32) est vide et que (32y) implique
(o) = (0;), cette construction achevera la démonstration.

On note Jy; la classe de jj; pour la relation ey,,. On choisit une carte
locale de V', de source R", d’image un voisinage Uy de |dy,, 0j,,|, puis
une fonction wy,, dont le support Qy,, -vérifie

o;j(Q,,) CUn pour tout j € Jyy.
Il résulte du LEMME 7 que }° ;. ; ~A;o) est une Ijr-étoile. Les hypotheses
du 3) du CoroLLAIRE du LEMME 8 sont satisfaites par s, I, ZJ-EJM /\ja},
d, 0%, et par le chemin (z;) joignant linéairement (au sens de Up)

dIMU}M ady, 0,, :I'hypotheése b) en vertu de I’hypothese de récurrence;
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I’hypothese a), par linéarité de (z;), doit étre vérifiée uniquement pour
t =1, ou d’apres (26) elle s’écrit

(33) dIMU{i}U;‘M = dIMU{i}a'jM pour tout ¢ € I\ Ip;

si Ips U{i} = I, les deux membres de (33) valent y, et sinon, d’apres (31),
(Ing U{3},7nm) est de la forme (Ipsr, jar) avec M’ < M, de sorte que (33)
résulte de (32p—1). 11 résulte du COROLLAIRE cité que si I’on pose

o = Qu-’IM (U;"Zl) pour j € Jyr;
A pour j € J\ Jur;

I’T-étoile .., Ai(0! — o) est une base. Deux points sont a vérifier :
jeJ MiNYj j p

o La famille (07)jes respecte le systéme (e;)ic1, c’est-d-dire
ei(s,3') et i€l = dio] =do].

C’est clair pour j et j' ¢ Jpr et pour j et j' € Jyr;sij € Jur et 7' ¢ Ju,
on remarque que i € I \ Iy et on applique (30).

o La famille (07);jes vérifie (32m). D’apres (22), on a
(34) A1y 05, = A1y )y

il reste & s’assurer que (32y-1) est conservé quand on passe de (o7})
a (07). Soit M’ < M; on suppose ju+ € Ju (c’est le seul cas non
trivial); si Inyr = Ipy, on utilise (34) et le fait que (o) et (o) respectent

les relations (e;); si Ino # In, il existe d’aprés (31) un élément ¢ de

Iy qui ne soit pas dans Ip; d’apres (30) on a dio';’M, = dioj ,, d’o
n —_ !/ — .
dIM'UjM/ = d]M,O'jM/ = d[M, Tjoer e

5. Preuve du théoréme

Réduction au cas V = R".

LEMME 9. — A tout couple d’ouverts d’une n-variété V est associée
une “suite eracte de Mayer-Vietoris en homologie des simplexes plongés”,
limitée auz dimensions p < n — 1; cette suite s’envoie de fagcon commu-
tative dans la suite exacte de Mayer-Vietoris usuelle.

Démonstration. — C’est celle du cas classique : I'invariance par
subdivision linéaire en dimension p < n — 1, appliquée & une itérée
d’ordre assez élevé de la subdivision barycentrique, montre que, pour ces
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dimensions, I’homologie du sous-complexe de S(U; U Us) engendré par la
réunion de S”(Uy) et SP(Us) s’envoie bijectivement sur HE' (U U Us).

COROLLAIRE. — 1) Soient Uy et U, deux ouverts d’une n-variété
différentiable V. Si la propriété “H},D ~ Hp, pour p < n — 17 est vraie
pour Uy, Us et Uy NUs, elle est vraie pour U; U Us.

2) Si la conjecture de WHITEHEAD est vraie pour R™, elle est vraie pour
toute n-variété différentiable V.

Démonstration. — Le 1) résulte du LEMME 9 par application du
lemme de 5. Le 2) découle du 1) par application de la remarque sim-
ple suivante due & MILNOR : si une classe M de n-variétés sans bord
contient R™, est stable par difféomorphisme ainsi que par union dénom-
brable croissante, et si en plus, toutes les fois qu’elle contient deux ou-
verts d’une variété et leur intersection, elle contient aussi leur réunion,
alors M contient toutes les n-variétés sans bord. [En effet, M contient
toutes les réunions finies de pavés ouverts de R™, donc tous les ouverts
de R™; on passe de 1a au cas d’une variété V', supposée différentiable et
de type dénombrable, & I’aide d’une suite d’ouverts difféomorphes a R™
recouvrant V]

C'-approximation d’un simplexe plongé de R” par un sim-
plexe PL.

Soit o un p-simplexe de R™. Soit a un p-simplexe affine non dégénéré
(non paramétré) de AP; on note £,(0) l’application affine R? — R™ qui
coincide avec o aux sommets de a. Soit s une subdivision linéaire; on note
£5(o) le p-simplexe de R™ qui coincide avec £,(c) sur tout p-simplexe o
de s(AP).

Soit (s;) une suite de subdivisions linéaires; si cette suite est fine c’est-
a-dire si la borne supérieure des diametres des simplexes de s;(A?P) tend
vers zéro lorsque ¢ — oo, alors la suite £, (o) tend uniformément vers o.

En [6], p. 125, WHITNEY associe & tout p-simplexe affine o (non
paramétré) de RP le nombre

_ volume de «
"~ (diametre de a)?

()

Tout ensemble de p-simplexes affines de RP sur lequel 6 est minoré par
un nombre positif est dit régulier. Une suite (s;) de subdivisions linéaires
est dite réguliére si, pour tout p > 0, ’ensemble de tous les p-simplexes
de tous les s;(AP) est régulier.

Il existe des suites fines et régulieres de subdivisions linéaires : les
itérées de la “subdivision standard” de WHITNEY (cf. [6], p. 359) forment
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une telle suite. D’autres procédés ont été donnés antérieurement par
WHITEHEAD [5] et par FREUDENTHAL [2], ultérieurement par THURSTON
[4] et par LALONDE [3].

LEMME 10. — (WHITEHEAD [5], THEOREME 1) Soit o un p-simpleze
plongé de R™ (0 < p < n). Si (s;) est une suite fine et réguliére de
subdivisions linéaires, la suite £y, (o) tend vers o au sens CL.

Démonstration. — Par compacité de AP, on est ramené & montrer que,
pour tout u € AP, et toute suite réguliere («;) de p-simplexes affines de
AP tendant vers u, la suite £,, (o) tend vers I’application affine tangente
en u & 0. Par changement de coordonnées affines dans AP et dans R" (et
par prolongement si u est dans le bord de AP), on remplace ¢ par un
plongement local ¢’ : (R?,0) — (R™,0) tangent en 0 & I'injection naturelle
¥ : RP — R™; (a;) est alors une suite réguliére de p-simplexes affines de
R? tendant vers 0; on doit montrer que ¢,,(c’) tend vers 1.

On note 7; la distance de 0 au sommet de «; le plus éloigné, et u) la
multiplication par A dans RP et dans R™. La suite (7;) tendant vers zéro
lorsque ¢ — o0, il résulte d’un calcul facile (¢f. [1], p. 324) que la suite
()"t o0’ o py, tend vers ¢ au sens C'. On est ainsi ramené & ’énoncé
suivant :

“Soit D la boule fermée de rayon 1 de RP. Soit (0;) une suite de
plongements D — R" tendant vers ¢ au sens C'; pour tout p-simplexe
affine non dégénéré o de D, la suite ¢, (o;) tend vers ¢, de facon uniforme
par rapport & « sur tout ensemble régulier de tels simplexes.”

Par projection de R™ sur ses axes, on remplace (o;) par une suite (f;)
de fonctions réelles définies sur D, tendant au sens C! vers une fonction
linéaire £; on doit montrer que £,(f;) tend vers ¢, avec la méme condition
d’uniformité que ci-dessus. Soit B une base affine de R? portée par « (i.e.
les extrémités des vecteurs unitaires de B sont les sommets de «), soit M
la matrice de passage correspondante, et soit | | une norme sur ’espace
des matrices p X p. On a :

|| < constante x diametre o;

donc q .
iametre )P~
|*AI7'| < constante x (diametrea)’”
volume «

Soient Aj et A} (j = 1,...,p) les coefficients de la partie linéaire de
(. (f;) — € exprimée respectivement dans la base canonique et dans la
base B. On a pour tout j

M| < diametrea x || f; — ¢||,
j
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ot || || désigne la norme C'; par conséquent

Ifi — 4l
f(a)

La majoration du terme constant de £,(f;) — ¢ est alors immédiate.

|A;] < constante x

COROLLAIRE. — Pour toute chaine { de p-simplexes plongés de R",
il existe une subdivision linéaire s telle que s({) soit linéarisable par une
1sotopie respectant les relations d’incidence.

Démonstration. — Soit (s;) une suite fine et réguliere de subdivisions
linéaires. Il résulte du THEOREME 3 de WHITEHEAD [5] et du LEMME 10
que, pour 7 grand, le chemin joignant linéairement ¢ & ¢,,(¢) induit
sur s;(C) une isotopie de linéarisation (qui, visiblement, respecte les rela-
tions d’incidence). On peut éviter le recours a ce théoréme de WHITEHEAD
en remplacant s; par une de ses subdivisions assez fines, remplagant ainsi
par une isotopie un chemin qui est a priori a valeurs dans les immersions.

Preuve du théoréme dans le cas de R".

Soit v un cycle de p-simplexes plongés de R™; on doit montrer que
pour 0 < p < n-—1,~ est un bord en homologie plongée. L’invariance par
subdivision linéaire et le COrROLLAIRE du LEMME 10 rameénent au cas ou ~y
est linéarisable par une isotopie respectant les relations d'incidence; la
subdivision barycentrique b(7y) est en plus un super-cycle (¢f. COROLLAIRE
du LEMME 2). Il résulte de la ProposiTioN 3 (dans le cas I = (p)) que,
pour b(7), “isotopie implique homologie”, de sorte que b(~) est homologue
a un cycle de p-simplexes linéairement plongés; un tel cycle est base
(et donc bord) d’un cone de (p + 1)-simplexes linéairement plongés.

Appendice. Contraction isotopique d’un pseudo-cone
sur un voisinage de sa base

Soit & = Y,y peTe un f—pseudo—céne de (p + 1)-simplexes plongés,
de noyau le g¢-simplexe y. On identifie y a dTAP“ au moyen d’un
systeme de coordonnées locales défini sur un voisinage U de |y| On note
(p+ 1)\ T =1TI*; on note 7 la bijection croissante (p — q) — I.

Le “link” de £ est par définition la (p — ¢)-chaine d+ 7.6 ( Signalons que
le link de £ est un (p — g)-pseudo-cone au sens du §4; sa base, qui est
aussi son bord, est le super-cycle link de dy€.) On désignera par Link £
la famille (d5,7¢)¢er munie du systeme de relations d’incidence (cf. §3)
défini par

en(6,0') < dyn(te —7() =0 pour he(p—gq).
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Une fonction sur Link £ est une famille (fy)scr de fonctions définies
sur AP~ telle que pour tout h € (p — q)

en(6,0') = fo=for sur O AP,

Un sous-compleze K de Link £ est une famille (K;)sc ou les K, sont
des sous-complexes du complexe des faces itérées de AP~9 tels que pour
tout couple (£,¢') et pour tout h € (p— q)

en(l,0') = K, N0 AP~9 = Kp N 9, AP,

On a une notion naturelle de sous-complexe engendré par une famille
(K})eer arbitraire de sous-complexes : c’est la famille (K), ou dp AP~9
est simplexe de K, si et seulement si il est simplexe d’'un K tel que

er(£,0") (cf. §4).

PROPOSITION. — Pour tout sous-complexe K de Link§, il existe
une famille (x¢)eer, de plongements de AP dans lui-méme, respectant
le systéme (en)ne(p—q), conservant la projection orthogonale sur |y| et
diminuant la distance d |y|, telle que ’ensemble des points fizes de xi
soit le joint |Hy| de |y| et de | K|, et que U'image de x, soit contenue dans
un voisinage arbitrairement petit de |Hy|.

Démonstration. — On construit, pour tout ¢ € ]0,1[, une isotopie
(Xt)te[o,1—] de ATt le long de ses projetantes orthogonales sur 9,41 A4t
(identifié & |y|), fixe sur un voisinage de |y|, d’image finale contenue dans
I’e-voisinage tubulaire de |y|. On identifie AP\ |y| & AP~9x (A% \y) par
application 77, (cf. §3), puis pour toute fonction f: AP79 — [0,1 —¢],
on définit xs sur |y| par I'identité, et sur AP™!\ |y| par

Xf(U,U)) = ('U7Xf(v) 'w)'

Pour tout p € (p — ¢), la restriction de x & Bn(h)A”'H ne dépend que de
la restriction de f & ,AP~7; donc pour toute fonction (fy) sur Link ¢, la
famille (xy,) respecte le systéme (ex)re(p—q); Si €n plus fe est nulle sur
|K¢|, alors (xy,) fixe |Hy|.

Il reste & montrer qu’il existe une fonction f : Link{ — [0,1] qui
satisfasse aux deux conditions suivantes : étre nulle exactement sur |K]|,
et étre arbitrairement proche de 1 sur le complémentaire d’un voisinage
arbitrairement petit de | K|. Sila premiére condition est remplie, alors f 1/n
(pour n assez grand) réalise la deuxiéme de surcroit. On est donc ramené
& un lemme de prolongement, qu’on établit sous la forme un peu plus
générale suivante : f étant prescrit (positif ou nul) sur le sous-complexe K,
il existe un prolongement strictement positif en dehors de |K]|.
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Application. — Soit 3, ; A;jo; une écriture réduite de do€. Soit L' C L
la réunion des classes de eg sur chacune desquelles la somme des ¢ est non
nulle; on note @ la surjection qui & tout ¢’ € L' associe 'unique élément
de J qui vérifie dy7yy = 0;. Soit K le sous-complexe de Link ¢ engendré
par la famille (K;)scr/, ot K est le complexe des faces itérées de do AP~ 9.

Soit 2 un fermé de AP*! contenant |y| et qui soit réunion de projetantes
orthogonales sur |y|. On note

(dozpy1)~ (N BAPHY) = Q.

On suppose
o;j(Q) CU  pour tout j € J.

D’apres la proposition ci-dessus, Xe(ﬁ) est contenu dans un voisinage
arbitrairement petit de QN |Hy|. Les simplexes de Hy sont les d,,;)AP*!
tels que 0 € I' et qu’il existe ¢ € L' vérifiant ey (£, ¢'), relation qui
(d’apres (19), cf. §4) implique d,;/)(7¢ — 7¢) = 0. On a donc

Tg(ﬁ n an(]/)Ap+1) = T[r(ﬁ n Bn(I:)A"“) - Ug(g/)(ﬂ) cu.
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