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SUR LES GROUPES COMMUTATIFS DE QUANTITÉS HTPERCOMPLEXES ;

PAR M. LÉON AUTOMNE.

INTRODUCTION.

Dans un groupe de quantités hypercomplexes, un nombre x
sera dit pseudo-nul {terminologie de M. Cartan ; M. Frobenius
dit racine de zéro; M. Peirce dit nombre niipotent)^ lorsque,
sans être nul lui-même, il aura une puissance nulle.

Un groupe est pseudo-nul^ lorsque! ne contient que des
nombres pseudo-nuls.

On ramène assez facilement la construction de tous les groupes
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commutatifs (à multiplication commutative) à celle des groupes (e)
commutatifs et pseudo-nuls.

Le présent travail est une contribution à la théorie des
groupes (e).

Au Chapitre I, j'expose ou je rappelle les démonstrations par
lesquelles on ramène la construction d'un groupe commutatif à
celle d'un groupe (e).

Au Chapitre II, je définis pour la matrice d'un groupe (e) une
forme réduite ou simplifiée que voici.

Les m unités ea, j a, (i, y == i, 2, ..., m \ de (e) sont soumises
aux formules de multiplication

epey=ey£p=^eaaapY,
a

où ac(py== Oayp est une constante réelle ou complexe. La matrice
du groupe est

S(a-)=(^ap), ^ap=^ap(^)=^^yaapY-
T

Par un choix convenable de variables, la matrice S (a*) prend la
forme réduite \ \ y. == i, 2, ..., k ; k^ m ( :

o
Pu o
Pt\ Pït 0

S(^)=
P\t P\t • • • P^y. • • • P\^-t 0

Pk\ Pkt • • • Pk^ • •• Pk,\-l 0

où p\^.=p\y.(a:) est un tableau à^ lignes et g^ colonnes, formé
, d'éléments s^\

m = ^i-+-.. ..-i- ̂ 4-.. .4- g k '

Rangeons les unités Coc (les variables x^) en systèmes £^ (en
systèmes eX^) de la façon suivante, par exemple, pour les Xy.. <Xi
contiendra les g^ premières x^ e)Ca les g^ suivantes , ... ; <XA con-
tiendra les gis dernières. Nommons ̂  le tableau

P\ï p\ï • • • p^ • • • P^,\-i'
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Alors $> : i° ne dépend pas des variables de ^»\, ^x+i» • • • ^-Aî

2° contient chacune des variables de <9C-x_< ; 3°dépend des va-
riables de <Xi, <9C-2, ..., <Xx-2.

De plus, f^ produit d'une unité de C\par une unité de Cy. ne
dépend que des unités de £p, Cp^,,..., C/s, où p est le plus petit
entier supérieur à la/ois à À et à (À.

Si tous les entiers^ sont égaux à Punilé, le groupe (e) a sa
matrice de rang maximum m—i (la réciproque est vraie). Alors
la forme réduite est j s^ == x^_^ s^= o pour a^ [î j :

S(^)=

o
X\ 0

^1 Xt 0

Xfn-i Vm-ï • • • ^î •2*1 0

Au Chapitre III est développé un procédé régulier de calcul,
par lequel on passe d^un groupe w-aire (e) à un groupe
(m-4-i)-aîre (Ç) (commutatif et pseudo-nul). (Ç) se nomme le
prolongement de (e).

Tous les groupes (m -4- i)-aires commutatif s et pseudo-
nuls s'obtiennent en prolongeant des groupes (e) de forme
réduite.

Bien entendu, ne sont pas envisagés comme distincts deux
groupes qui ne diffèrent que par le choix des variables.

Comme application, je prolonge le groupe w-aire (e), de rang
maximum m — i , construit ci-dessus.

Un pareil groupe n^admet que deux prolongements (Ç) :

i° (Ç) a le rang maximum m et est analogue à (e) ;
2° La matrice de (Ç) s^obtient en ajoutant à la matrice de (e)

une (m + i)""® ligne et une (w+i)16"® colonne, composées de
zéros.

Un résumé des présentes recherches a paru dans les Comptes
rendus de V Académie des Sciences de Paris(i3 juin 1910).

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE.

I. FROBENIUS, Théorie der hyperkomplexen Grôssen (Sitzungs-
berichte de l9 Académie de Berlin^ avril igoS).
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II. CARTAN, Sur les groupes bilinéaires et les systèmes de
nombres complexes {Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse^ t. XII, 1898, on çonsulterasurtout les paragraphes
IV à VII)

III. AUTONNE, Sur la fonction monogène d'une variable hyper-
complexe dans un groupe commutatif ( Bulletin de la So-
ciété mathématique de France^ 1909).

La notation (Index, H) ou (II, Index) désignera, par exemple,
le travail de M. Cartan, marqué par le chiffre romain II de la liste
ci-dessus.

Pour la théorie générale des nombres complexes, on renverra à
Parlicle de M. Carlan dans l'édition française de V Encyclopédie
des Sciences mathématiques (t. I, vol. I, fasc. 3, avril 1908,
p. 392 à 443).

CHAPITRE I.

RÉDUCTION DU PROBLEME.

i° Conservons les définitions et notations de mon précédent
travail (III, Index) et rappelons quelques propriétés d\in groupe
commulatif (e), aux n fondamentaux e^ , ..., s/,.

Ces/i unités se répartissent en A" systèmes (G\) ( l^=r, à, . . . ,A') ,
de g\ unités respectivement, avec n=g^ 4-...-h^A- (Gi) com-
prend les g^ premières unités, (Ga) comprend les g^ unités sui-
vantes ; ... ; (G^) contient les gjç dernières. Les g\ unités de (G\)
engendrent un groupe G\ de quantités hjpercomplexes, évidem-
ment commutatif. Le produit d'une unité de (G\) par une unité
de (GpL), y- ~^ 5v, est zéro.

Soient x == x^t^ -{- • • .-+-.z^£/î, y ==y,e, +... deux nombres
de (e). Désignons par X^ et Y^ ce que deviennent x et y quand
on y biffe toutes les unités qui n'appartiennent pas à (G^). On a
évidemment

=2xx, .r-S^.X :

Alors
A À

^^X^YX,

îl
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La connaissance de (e) est assurée par celle des groupes G> dont

chacun est indépendant des autres.
2° Soit G, d'ordre n = m —t- i, un quelconque des groupes G\.

On peut toujours choisir les variables x de façon que la matrice
Sa? == S (a?) de G ait la forme suivante, les n == m + i unités étant
CQÎ e! » • • • î ̂  ^

•TO

3*1 a?o
.TI Su 3*0

•y<x ^ai ^ai .. • ^a.a-i •FO

^//i ^w Sm,m-l ^0

^ap=^a?(^)== ^apia'i-l----+aap,a-i^a-i (a» Pî T = = î » 2 , . . . , w ) ,
^Y=O pour a^p , a^y, a^=a^

| p E — S ( 3 * ) I = = ( p — 3 * 0 î'"'̂ 1! E = n-aire unité ; n = = w - f - i .

3° M. Cartan (II, Index, p. 21) appelle, dans un groupe de
quantités hypercomplexes,/?^Mâfo^«/tout nombre x tel que

|pE—S(a?) |s= p».

Pour qu'un nombre, dans le cas actuel, soit pseudo-nul) il faut
et il suffit que XQ = o.

Les m unités e i , . . . , 6 m engendrent un groupe pseudo-nul,
dans lequel les formules de multiplication son 11 a, (3, y == i, 2,..., m (,

g? 6^=6^6?==^ SaOapy

Ce groupe a donc pour matrice la m-aire

§(^)=

o
Sa 0

Sst sst o

Smt S/nï • • • Sfn.m-t 0

^0?= <arapi-2*i-t-* • •4-aap,a-i*ï'a-i»
aaYp = ^apy === ° pour a^P, a^'y.
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Pour la démonstration de ce qui précède je renvoie au Cha-

pitre 1 de mon travail précité (III, Index).
4° La connaissance de la matrice S(.r) assure celle de la ma-

trice S (a?).
La construction de tous les groupes commutatifs se ramène

donc à celle des groupes pseudo-nuls, dont la matrice a la nature
deS(x)

Dorénavant, (e) désignera un pareil groupe commutatif et
pseudo-nul /n-aire. (Ç) désignera le groupe (m -4- i)-aire dont S (x)
est la matrice.

5° Soit(I, Index, § 9) une matrice /i-aire invertible

C = (Cyk)i | G | 7^ o, Cgk= const. scalaire

g g^ k= o, i, ..., m j . Faisons un changement de fondamentaux
en posant

^=^^Cky ou e==C/[i],
A-

C' == la transposée de G. De là

^^S6^^^^^
s s

et

~xs=^c8k^k, ï==C[a?].
A-

Alors [/oc. cit.f formules (4)]

S(.r)=C-iS(^)C,

les formules de multiplication étant

— — ^k"̂  ~ •"—
^^J^A^A (^,^,A=o, i, ...,/n).

h

S(.r) est construit avec les aghk et les a*, comme S (a?) est con-
struit avec les x et les aghh'

Le groupe (0, dont les e .̂ sont les unités, est le transformé
par la collinéation G du groupe (Ç). Ces deux groupes sont
semblables et peuvent être considérés comme n'étant pas essen-
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tiellement distincts. Les propriétés communes à lous les groupes
semblables, pour une catégorie donnée de collinéalions, seront
particulièrement intéressantes.

6° Montrons que la relation entre la matrice S(;r)(m4- i)-aire
du groupe (!^) et la matrice m-aire S(.z') du groupe conunu-
latif(e) ne change pas quand on effectue une collinéalion G, la-
quelle : i° ne change pas Puni téso; 2° soumet les unités s < , ..., £,„
à une collinéation m-aire D arbitraire.

Il suffi t pour cela de remarquer que la relation mutuelle de Sa.
et de Sa; a sa source dans les relations e^ == £o, So^o^8^ Or, avec
l'hypothèse faite sur la collinéation G, on aura, eu égard à 5°,
£^ = £o, £a£o == £a i a == l , 2, . . ., m j .

11 sera donc licile de soumettre le groupe (£) à une collinéalion
arbitraire m-aire quelconque.

7° Je ne considérerai plus que des groupes (£) m-aires.commu-
tatifs et pseudo-nuls, dont la matrice m-aire sera désignée par

S^= S(x) ==(^ap) (a, P,y = = î , 2 , ...,/n),

5ap= ^ap^) =^ ^apy^ïî aaL^= a9.^'
~ T

8° La relation OaRy = ûtay? montre qu'on a

^^Lit^l,
"^V / 2 àxft

/a(-y) =^»apr.yp^y.
PY

La quadratique fy, n'est pas autre chose que la coordonnée
(x2)^ de la quantité hjpercomplexe x2. La collinéation D du 6°
transforme donc lesya de la même façon que les coordonnées Xy, ;
autrement dit (6°)

î=DM et 7(î)=D[/Oc)].

La connaissance des m quadratiques fg, assure ceNe de la ma-
trice S.r et du groupe (£). On peut donc écrire sans ambiguïté

(^^(/l.A • • • » / a , -..,/w).

9° Soit un groupe m-aire non commutatif, aux formules de
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multiplication

^Y^^^apY (^^T^»"^ • • •»^) î
a

prenons sa matrice S(a-) ==(5ay), s^ == V^paaRy, et la matrice
P

aniisirophe (I, Index, Ier paragraphe)

T(.T) == (<ap), <<xp = ̂ pOO =^^T^apY-
T

Comme la multiplication est associative, on a (/oc. cit.)

SOr)T(y)=T(y)SOr).

Sîle groupe est commulalif, les matrices S etT coïncident et la
condition précédente se réduit à S(a?)S(y) == S(y)S(x). Par
suite :

Les coefficients a^y dans un groupe commutatif sont des
constantes, réelles ou complexes^ assujetties uniquement aux
relations suivantes :

l° aapY==^«Ypî

2° Pour x et y quelconques, les deux matrices S(x) et S (y)
sont échangeables.

On a
^^ap(a*)^(y) =^5ap^).fpp(.P),

P P

^ »apXap^a?X7p. ==^ aapii.apPx^X^.
pXp. pX^

^ <»apX<»ppp.==^OappLappX (p, X, ̂  = ï, 2, ..., w).
o p

CHAPITRE II.
FORME RÉDUITE POUR LA MATRICE D'UN GROUPE COMMUTATIF (e).

10° Soit un système 0 constitué par un nombre fini ou infini
de fonctions <0(, (ûa^ .. • de m variables x^ ..., x^ ..., Xm. Sup-
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posons que dans les (o figurent, non pas les x^ mais seulement r,
r^m, expressions linéairement indépendantes

T/^J^a^ct ( 1 = 1 , 2 , ...,r; a ==1,2, ...,w),
a

tfoc. = const.

On dira avec M. Frobenius (I, Index, § 6) que r est le rang
linéaire du système û.

Le rang linéaire t d*une matrice est celui du système û formé
par ses éléments.

Le t du groupe (e) sera celui de la matrice S (a?).

11° LEMME. — O n a r<w.

Une proposition de M. Carlan (II, Index, 35°) dit ceci : Dans
tout groupe pseudo-nul^ il existe au moins un nombre ̂  T\ ̂  o,
tel que, pour x quelconque^ XT\ === o.

On a alors
0 ==^ ̂ PY^P^S^aP^)»

PY P
4

et, comme x est quelconque, les m2 équations ^ap^) == o doiveul
avoir au moins une solution où les ^y ne sont pas tous nuls. Ces
m2 équations se réduisent à r distinctes et Fon a r< m.

c. Q. F. D.
12° Les nombres T\ (1, Index, § 9) constituent dans (e) un sous-

groupe invariant (ST|), d'ordre m—r. A son tour (2^) admettra
'comme complémentaire un groupe (9<) , d'ordre r, hornomorphe
à (c).

i30 A la similitude près (5°), on peut supposer le groupe (3, )
défini par les X=h équations x^ = ... =XA ==o. Alors les élé-

ments s^(x) =^^a^Xy de S.» ne contiennent que x^ x^ ...,
Y

Xh et ao(pY===o pour y>A. Mais a^=a^=i o et Sy^{x) == o
pour y > A. La matrice Sa? a ses m—h dernières colonnes com-
posées de zéros :

St(x) o \ h^/ 9t(v) o \
c \ <i(^) o )^i(sF) o / m — h

h m—h
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où S^{x) est une matrice A-aire, tandis que <j(.a?) est un tableau
(m — A, A)-aire, c'est-à-dire à m — h lignes el h colonnes.

i4° On sait (I, Index, loc. cit.) que ^ (x) est la matrice du
groupe homomorphe (9i) , aux h variables x^ ..., ̂ .

Comme S(.r) et S'(y) sont échangeables, i l en est de même
de S ^ { x ) , S , (y), car

S(^)=S(^)=S(.)S^)=(^)^(y) ^ )

^/^i(j)^) o'A -

Le groupe (9 , ) est donc commutalif. Son polynôme caracté-
ristique est p\ puisqu'il doit diviser le polynôme caractéristique
| p E — S(^)|= P7" deS(^). Le groupe (^) est par suite pseudo-
nul.

i5° (9,) a les mêmes propriétés que (e) ==(9o) ,et l'on peut rai-
sonner sur (9, ) comme on vient de le faire sur (9o). Soit h^ < h le
rang linéaire de (9,). A la similitude près, on peut admettre que
S^{x) ne dépend que de x^ ..., x^ el que par suite

^ ^ / ^(x) o \ h,
' V ^i(x) o ) h—h,

AI h—hi

Sï(x) est la matrice d'un groupe A<-aire (9a), analogue à (9o)
e l (9 i ) , homomorphe à ( 9 o ) e t ( 9 < ) . On raisonnera sur (9a) comme
sur (9o) et (9,).

i6° Procédant ainsi de proche en proche et changeant légère-
ment de notations, on obtiendra successivement :

Le groupe (9o)==(e) d'ordre h^ = /n, de rang linéaire A, ,
ayant pour matrice S == SQ ;

Le groupe (9i) d^ordreA,, de rang linéaire Aa, ayant pour ma-
trice ^; . . .

Le groupe (9^) d'ordre h^ de rang linéaire ^4.1, ayant ^ pour
matrice.

De plus, AO > A| >... >A^.
On arrivera finalement à un groupe (9^_,) d'ordre A^.i et de

rang linéaire ÀA=o.La matrice e^_ < sera donc s o, composée
d'éléments nuls.

XXXIX, 2
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(£)=(9o)=(^),

(h)={rik-\),

18 —

(e,)==(^-o,
..., (eA:-i)==(irii).

Puis posons

d'où
S)^= ^A-),,

Si = o, S^==^o= =S.

Le groupe (^x) aura S^ pour matrice, t\= h/(_\ pour ordre,
tx-i ===AA->4-i pour rang lîuéaire.

On désignera par g\ la différence positive

St\= hk-\— ^Â-X-H == <"X — rx-i;
rx== r^i-h ̂ === ̂ i+.. .-h ̂ x,

A^.= /n==^i4-...4-^A.

L/indice \ prendra les valeurs

\ =i, 2, ..., Â-.

n0 Sous le bénéfice des explications et notations ci-dessus, on
voit que la matrice S(.r) peut être mise sous la forme réduite
ci-dessous, dont rétablissement est le but de toute la présenie dis-
cussion :

1 ^21 0

Ptl P3Ï 0

0

Ptt
Pti

P^i

D if\f Kl

0

P3Ï

P-^î

D't.»f/Cl

0

. . . p^ . . . p\,\-t

. . . Pk^ . . . . . - •

[formule (o)],

S.=

Pk,k-\. 0

où p\^. = p^(x) est un tableau à g\ lignes et à gy, colonnes em-
pruntées à Sa?, j X, [JL== i, 2, ..., k \ ; p\^.= o pour X^jji.

C'est l'expression simplifiée que nous avions envue .
18° Reprenons dans le groupe (e) les m unités £a [ou les m va-

riables Xy. ; ou les m quadratiques (8°)/a*] et répartissons-les

[puisque m-==. ^.^x] en k systèmes C\ (ou cV"^, ou S\) de la façon
).==!

suivante :
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Ci (011 <Xi, ou ̂  ) contiendra les g^ premières £a (ou x^ ou /a) î
£3 (ou <Xs, ou ^2) contiendra les g^ suivantes £a (ou .Ta» uo/a); • • • î
enfin ÇA (ou <XA, ou ^) contiendra, les gk dernières £a (ou x^
ou/a).

On mettra en évidence les k entiers g\ par la notation

<&)= ^ xlï ' " 1 X ^ ' Î xe^^ • •• î^+^î • • • î \
\a^+...-4-^-14-i, ...,^+...+^; ...,a-,,t/

Autrement dit, on séparera :
1° Par le point et virgule, les différents systèmes cXa^;
2° Par la virgule, les différentes variables Xy. d^in même sys-

tème «X^.
19° Si Fon envisage le tableau ̂ p. comme une lettre unique, la

formule (o) ci-dessus conduit à une matrice Â'-aire,

P= ^i o

que Pon nomme le canevas (III, Index) de la matrice m-aire S.r.
JNommons $> le tableau (^, m)-aire qui correspond à la '\lèmG

ligne du canevas.
Supprimons dans le canevas P les k — \ dernières lignes (c'est-

à-dire dans Sa? les tableaux $^, ̂ -n • • • » ^X+i) et les k — À der-
nières colonnes. On aura une X-aire P\ qui sera le canevas de la
matrice S^ du groupe (r\\) (16°), d'ordre V\ === g^ 4- ... 4- g\ et
de rang linéaire r\.i, avec r, ==s o.

Pour passer de (e) == (i\h) à (r\\) il suffit de supprimer les unités
des systèmes ô^<, £^3, ..., <^.

Par construction, S^ contient chacune des variables de c)G>(, ...,
«V-^-i ; S^_< ne contient que les variables de «Xi, . . . < » < X ^ _ 2 ; donc
le tableau $^ contient sûrement chacune des variables de x\_^

20° Disons que l'entier a, pris dans la suite i, 2, .. .y m appar-
tient à ^indice \^ pris dans Ja suite i, 2, ..., À: lorsque
1 ̂  = g\ 4- gî -+• ... 4- g\ \ ; on a

^--i<a^.

Considérons le coefficient a^= a^^-^éo, où les entiers a, j3,
y appartiennent respectivement aux indices \^ UL, v.
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^ap(^)== ^.^apY^Y "g111'6 effectivement dans le tableau/?)^ du
Y

canevas P de S(a"). On a ̂ ^ === o pour A^ui, donc ^ > y. et, de
même, \ > v.

ep et £y figurent respectivement dans les systèmes ô^j. et <t\. On
a la formule de multiplication

^ï ==^ ^«apy»
a

et OapY "e peut être ̂  o que si \ est supérieur à a et à v.
Donc « le produit d\ine unité du système C« par une unité

de <^v "e dépend que des unités de £\, ..., ̂ , où \ désigne les
plus petit entier qui dépasse a la fois ui et v ».

21° Prenons une matrice invertibte D = (û?ap)î w-aire à coeffi-
cients constants. Admettons qu^elle possède pour canevas une
matrice ^-aire Q = (yx^), où q^ = tableau (g^ ^)-aire, avec
q\y.=o pour [j.>X.

On a
1 Q | = | qn \ • • • | qkk \ ̂  o.

On reconnaît par le calcul qu^en transformant S(a?) par la
collinéation (5°) D, « la forme réduite subsiste comme telle, les
entiers g\ étant des invariants vis-à-vis de la transformation U ».

Je puis donc considérer les transformations D comme indiffé-
rentes à la similitude près.

22° L^analyse précédente ( i2° à 18°) montre que lesnombres^,
ou, ce qui revient au même, les nombres r == g^ +...-4- g\ sont
définis indépendamment du ciloix des variables x. En effet, le
groupe (e)==(8o)==(^)î d'ordre m==t^ et de rang linéaire TA-I
admet le sous-groupe invariant (Si), formé par les nombres ^ tels
que, pour x quelconque dans (ir^), x^=o. (ai) a pour groupe
complémentaire dans (-y^) le groupe ( 6, ) ===(iq^_,) d^ordre r^_<
et de rang linéaire 1^-2- (6<) admet le sous-groupe invariant (3,)
formé par les nombres ̂ (i) de (8<), tels que, pour x^ quelconque
dans (6,), on ait x^)V^=o. (Sa) a pour complémentaire
dans (8,) le groupe (Os) ==(^_a) dWdre r^.a et de rang linéaire
t*-3î et ainsi de suite.

28° Nous allons étudier les groupes (e) où g^ =... =^==; i,
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k=m. Alors(i8°, in fine}

( £ ) = ( a ? i ; a - 2 ; ...; x^ ...;a^).

Les systèmes (18°) 6a, "V-a? ^a n(ï comprennent respectivement
que£a? -^a et/a. En vertu de 9,0°, on a

£p£y= EpOppY -h £p+l ÛEp-t-lpy-+-...-+- £w«wpY,

où p est le plus petit entier supérieur à la fois à j3 et à y.

LEMME. — Pour ^quelconque, on a x"1 7^0.

Un calcul simple montre qu^on a
a7a= ^a Sa-+-£a-»-i Sa, a-+-i-(-...-»- SmSa//i (a = i, 2, . . . , m; Ci == a?i).

Dans le produit a?014'1 -^.x^x le terme ea+i Ça+i "e peut provenir
que de l^expression

P=a

6aSa ̂  ̂ P6? = Sa^ ^pea6p = Sa^ a-p[ea+iaa4-i,a^ 4- £a-»-i(...) -4-...] ;

P=i P P

d'où
P=a

Sa-»-i == Sa ̂  «a-M.ap'27?-
P=l

L^expression /a+i ne dépend que des variables x^ x^ ..., x^
ainsi que ^+< ,Y === ^ ̂  • Donc

P=a

^«a+l.ap^p =='îa+l,a(a'),
P=i

Sa+l == Sa^a+l,aî
et, par récurrence,

Sa== ^aya—i ̂ a-i,a—t» • • • » ^îî ̂ i »

Sw==^m,w—iï .••i^ii^'i»
.pw == £,„ Çw

Or, la quadratique /a contient sûrement l'unique variable Xy^^
du système «X-a-»,

^=l^^o.
2 <Wfll-l

Alors Çoi^o et ç^ 7^0, .c"» 7^0. c. Q. F. D.
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On peut donc trouver dans le groupe (e) un nombre

âf==e iû? i -+-... 4- zmdnt
tel que d"1-^ o.

24° De ce que ^,0-1(^)7^0 (23°) on conclut que le mineur
(m — i)-aire

Sîl

S3i Ssî

S,nt • • • • • • Sm,m—l

du déterminant | S {x)\ est 7^0. La matrice S.y, qui n'est pas
invertible, a donc le rang maximum m — i.

Si donc on prend dans (e) le nombre d tel que dm -yé. o et si
Pon pose D==Srf, Inéquation de moindre degré à laquelle satisfait
D est ^==0.

LEMME. — Les m quantités rf, rf2, ..., d'"- sont linéairement
indépendantes.

Autrement, on aurait

o= ^dr-+./^rfl-^-...-^-^rf/»=/(ûf),
f(u)= /iM-+-...-+-^u^, l^ ..., ^==const.;

°=S[/(^)]=/(D), f(u)=u^ et ^=o,

ce qui est absurde.
On a, par un calcul direct,

(i) ^^^ep^ap (a,?,==i, ...,/n).
P

La matrice (û?ap) est invertible, sans quoi on aurait entre les d^
au moins une relation linéaire et homogène. On peut résoudre,
par rapport aux sp, les équations (i) et prendre pour les m unités
de (e) les m puissances ûf, d2, ..., ûK Les formules de multipli-
cation deviennent rfPûfr === dP+T.

25° Tout cela revient à faire, dans (e), epey == eft^.y.
Comme, en général,

^y^^^aPY.
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o pour a 7^ p -+-Y,
on a

aapy= pour a == j3 -+- y,

^a? = a-a,a-p, /a ==^ ̂ a -j3 ( ? == l, 2, . . ., a — i ),

P
o

*TI 0

S(rr) == a*g a^ o

;r,,t_i .r/M-2 . ... a"î x\ o

Telle est Impression du groupe (e) pour lequel Ions les en-
tiers g\ sont égaux a i .

On a vu que pour un pareil groupe la matrice S(x) a son rang
maximum r =m — i (24°).

La réciproque est vraie.
En eflet, mettons S(*r) sous forme réduite. Dans le détermi-

n a n t lS(.2*) | l 'unique mineur (m — i)-aire

Sîi

S3t ^32

S/nl ^m2 • • • Sm.m—t

== ^21^32 • • • sm,m-l'^

qui ne soit pas identiquement nul, doit être ̂  o, pour que r soit
égal à m — i .

Donc aucun des éléments de la diagonale de S.r, constituée par
les expressions .îa,a-n n^sl zéro. Or, sur la forme réduite (17°),
on s^assure immédiatement que cela est possible seulement si tous
les g"^ sont égaux à Punilé.

26° On va maintenant exposer un procédé régulier de calcul
qui permet de construire tous les groupes (m 4- i)-aires, dès
qu^on connaît la forme réduite de tous les groupes /n-aires.

CHAPITRE III.
PROLONGEMENT D'UN GROUPE.

27° Je dirai qu'un groupe (m+i)-aire (Ç) (commutalif et
pseudo-nul) a la forme Z, si le produit rce^, de la dernière unité
GW+I par un nombre quelconque x de (Ç) est zéro.
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Tout groupe peut être mis sous la forme Z, car tout groupe
peut acquérir la forme réduite, laquelle n'est qu'un cas particulier
de la forme Z.

Un groupe conserve la forme Z après transformation par une
collinéalion (5°) c- r 0 °) m

\ 0 l/ î

m i

laquelle, laissant e,̂  fixe, transforme les m autres unités 61, ...,
Cm suivant la collinéation m-aire quelconque D.

28° Pour que ^m^x === o pour a* quelconque, il faut et il suffit
qu'on ait, § ( x ) étant la matrice de (Ç),

§(£w+i)=o,

(p,Œ=I,2, . . . ,W4-l),
c'est-à-dire

o = a^ff^ft+i == ap^(+i^.

Alors, comme on le voit de suite :

i° •2'w+i ne figure pas dans les éléments de §(.r);
2° La dernière colonne de S(x) est formée de zéros.

La matrice §(^) de (Ç) est

/ S(x) o \ m
§(x)= [W o ) i' -W-^M

m i

où la matrice m-aire S(.r) ne dépend pas de Xm+^ tandis que
^(a?) est un tableau à une ligne et à m colonnes.

29° Raisonnons sur S(.r) comme nous avons raisonné au i4°
sur la matrice ^ (x) et reportons-nous à des théories connues
(Index, I, § 9). On voit immédiatement que S(*r) est la matrice
d'un groupe m-aire (e), aux m unités 600 homomorphe à (Ç).

Je dirai que le groupe (Ç) est le prolongement du groupe (e),
qu^on passe de (e) à (Ç) par prolongement, qu'on obtient (Ç) en
prolongeant (e), etc.

3o° (Ç) reste le prolongement de (e), quand on transforme les
deux groupes par les collinéations C et D du 27°. On peut choisir
D de façon à mettre (e) sous la forme réduite. D^ailleurs (27°)
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tout groupe peut être mis sous la forme Z, et la présente discussion
se résume dans la proposition suivante :

Tous les groupes (m + i)-aires s^ obtiennent^ à la similitude
près, en prolongeant tous les groupes m-air es y mis sous forme
réduite.

On construira ainsi, au moyen du prolongement, par récur-
rence, tous les groupes.

3i° Voici comment on opérera le calcul effectif du groupe
prolongé (Ç), le groupe (e) étant supposé connu et pris sous
forme réduite.

La matrice S (a?) de (Ç) n'a à satisfaire qu'à la condition (9°)
d'être échangeables à S (y), pour x ely quelconques. La matrice
S(.r) de (e) satisfait déjà àla condition d'être échangeable à S(y).
Il ne reste donc plus à écrire que les égalités

^ ̂ n-H,p(a-) îpp(y) =^Sm+l,p(y) S^(V).

P P

c'est-à-dire, identifiant le coefficient de x\y^ de part et d^aulre.

(°) ^«m+i,p^pppi=J^aw4-i,pp.appA,
P P

où \ (A== i, 2, ..., m, tandis que p == jâ 4 -1 , ..., w, puisque
^m4.i,w+i (x) = o et que ^pp(«r)^o, dans une forme réduite,
pour P ̂  P.

Posons a^i^== bç\. On aura

(!) ^^p^pp^^^i.^ppx.
P P

Dans ces égalités ne sont inconnus que les coefficients bo\ delà
forme quadratique fm^\ (^, x^ ..., x,n\

Nommons B la matrice /n-aire symétrique B == (6p^), bp\ == b\o.

On n'a plus qu'à résoudre, par rapport aux^m(m4- i ) in-

connues 6, le système (i)dem3 équations linéaires et homogènes,
pour |3, À, a==i, 2, ..., w.

32° Comme application de ce qui précède, je vais prolonger le



groupe m-aire ( s), de rang: maximum m — i, étudié déjà au
Chapitre II.

S(.r) est sous forme réduite;

(e)== (^i;^î; ... ;^w-i;^w) et (a, p ,Y=i ,2, ..., w),

J o pour a ̂  p -i- y,
^a6Y== o

i pour a == p 4- Y-

Résolvons donc par rapport aux inconnues b le système des m3 équa-
tions (31°) linéaires et homogènes, j j3, X, [JL,?, (T === i ,2,.. . , /nj,

(0) ^^apPp.=^^<T(JL«<Tp>..

p <r

33° Suivant le choix des entiers P, \ et [JL on pourra répartir les
m9 équations (o) en trois sortes :

Première sorte .' j3 -4- X^m, j3 + ui^ w. — Alors on pourra faire
dans le premier membre de (o) p == p + a, et dans le second
(r==jà4-X. Le premier membre se réduit à b\^y. et le second
à b^+\ et

(0 ^,p+pi=^(A,p-4-^

Deuxième sorte : j34- [JL > m (ou (3-^ À :> m) avec p 4-XSm
(ou P + a$/n). — Alors dans le premier membre (dans le second
membre) de (o), il ^existera pas de terme en &p+pL,x (o11 en
èp4-5^). Ce premier (second) membre se réduit à zéro; il viendra

( 2 ) 0 == 6p ,̂(i (OU b^,\ == 0 ).

Troisième sorte : P 4- \ ̂ > m, j3 4- [JL >> m. — La relation (o)
se réduit à une identité, tous tes a qui y figurent étant nuls.

34° Reprenons la matrice inconnue B==(&ap) ^es b. Nom-
mons-j transversale j la file d'éléments, tels que a 4- j3 ==./. Les
transversales sont perpendiculaires à la diagonale principale et se
répartissent en deux catégories :

Première catégorie : y^/n+i. — La transversale a, avec
la première colonne de B, un élément &/-i,i commun.

Deuxième catégorie : j > m -h i. — La transversale n^ pas
d^élément commun avec la première colonne de B. Si on pose
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j == m 4- i 4- A, la transversale y a, avec la dernière ligne de B,
l'élément bm,h-\-\ commun.

On voit que les relations (i) et (2) du 33e n'ont lieu qu'entre
éléments d'une même transversale.

35° Supposons d'abord que la transversale considérée est de la
première catégorie. Je dis que tous les éléments de la trans-
versale sont égaux.

Sur la transversale, les divers éléments b\j-.\=bj-\^ sont
définis par les valeurs X == i, 2, ..., j —- i de l'indice \.

Prenons à volonté deux éléments &p+^,(j. et b^^ avec )v et [A
choisis à volonté. Pour qu'on ait la relation (i) du 33°

^P-+-X,pL== b^,\ ou 6/-p.,p,= ^-^,x (y'== X -r- (Ji -h p),

il suffit de montrer (33°) que

P-hX^w, (i-+-(JL ̂  w, (j—(JL^w,y—X^Tn).

Comme la transversale est de la première catégorie, onay^m-4-i ,
j == m + i — A, A non négatif.

Alors

w 4 - i — h — X ^ w , 7714-1— h—^m ( X ^ i — / i , p . ^ i — À ) ,

ce qui a toujours lieu.
On a donc, sur une transversale de première catégorie,

^-u=Ky.

36° Prenons une transversale de deuxième catégorie, y > m-\-1,
j == /n -4- i + A, A positif.

Les éléments é,_^== 6pL,y_pL de la transversale sont fournis par
les valeurs (JL== h + i, h +2, ..., m ou [JL^A -4- i.

Choisissons à volonté l'élément sur la transversale, c'est-à-dire
l'indice [JL. Pour obtenir la relation (2) du 33°

o == &P+)I,(A= bj- ̂  (j = \ -+- y. -+- p),

il suffit d'avoir deux conditions satisfaites :

(I) p - t - X = y — ( A ^ m ou W-H-+-A—v- '^ .m ^S Î+A,

ce qui a effectivement lieu;

(II) p.+-pi>w, y — X > w, m - h i - t - À — X > m, X < i 4 - A .
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Or

X==y — ? — (JL == /n 4- i + A — ? — ^
et

/n -+- i 4- h — ? — ÎA < i 4- h, (3 > w — pi.

Comme on dispose de rentier j3, on peut satisfaire à cette der-
nîère inégalité.

Donc :

Sur une transversale de deuxième catégorie^ les éléments
sont tous égaux à zéro.

37° La nature de la matrice m-aire B===(&ap) est maintenant
connue. On a

Ky= &/-^,p pour j ^ w-+-i,
o = 6/-p,p pour j > m -4- i.

Alors la quadratique

/W-M == ̂  by^Xy^V^

ap
est

7"==w4-l P :=7—1

/m+l= ^ ̂ ^ ^P^-P»
7==î p==l

c'est-à-dire (25°)

fm-\-\ == Kj(y<i •+-... -4- K/ytJT/n -h K^+i y,
P==w

<{/ == ^ .r̂ n+i-p et /i = o.
p=l

Posons (5°) .2?= C[.r], Xy.=-x^(^ = i, 2, ..., w),

^w+i = ^ffl-n -^ ^, ̂ q'^g»
a

Le groupe /n-aire (£) ne change pas. On a (5°)

7a(ï)==/a(^)=/a(^),

7 -̂M (^) =A+i(^) -+-^Ca/a(î) == K,,,4-i ^(ï) -4-^/a(ï) j Ka-h Ça j.
a a

Or il est licite de choisir les Cy, de façon que Coi+Ka== o« Le
groupe (Ç) est semblable à (Ç).



On peut donc, à la similitude près, faire simplement

fm^-\ == K,,i-n 4'.

38° Si K^^i ̂  o, on peut supposer K^+i == i et

//w+i = ̂ 1 .y/n-4-a'2 a?,»-1-+-...,
^w-n,P==-y/n-M-p-

Le groupe (Ç) est, comme (e), de rang maximum.
Si K.w+i == o, il vient fm^ = o.
39° Toute la discussion se résume dans une proposition unique:

Le groupe de rang maximum et d'ordre m ne fournit^ par
prolongement et à la similitude près, que deux groupes
(m -+- i)-ai/'es :

le groupe de'rang maximum;
le groupe dont la matrice s'obtient en ajoutant, à la matrice

du groupe m-aire, une (m H- i )«'"'<- ligne et une {m +1)16^
colonne, composées de zéros.


