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CONTRIBUTION AU PROBLEME DE LA REPRESENTATION UNIFORME
DES SURFACES;

Par M. Georces Remounpos.

1. 1l est bien connu que le probléme de la représentation
uniforme des courbes a 'aide de fonctions uniformes n’ayant que
des points singuliers essentiels isolés est complétement résolu. La
solution définitive est due & M. Picard (Bulletin des Sciences
mathématiques et Acta mathematica,t. XI, 1883), quia démon-
tré que seulement les courbes de genre zéro et un sont suscep-
tibles d’une telle représentation.

Un probléme analogue se pose pour les surfaces, c’est-a-dire :
Trouver toutes les surfaces telles que les coordonnées z, y, z
puissent s’exprimer par trois fonctions uniformes de deux va-
riables complexes, ayant partout a distance finie le caractére
d’une fonction rationnelle.

En d’autres termes, ces fonctions doivent étre uniformes et
algébroides partout a distance finie, et peuvent s’appeler aussi
méromorphes, comme dans le cas d’une variable indépendante.
Ce probléme, qui est trés difficile, a é1é proposé par I'Académie
des Sciences de Paris (grand Prix des Sciences mathémaliques
pour ’année 1910).

Je me propose d’exposer ici quelques résultals concernant une
classe de surfaces pour lesquelles la possibilité d’une représenta-
tion uniforme méromorphe se raméne a la possibilité d’'une méme
représentation pour une surface de la forme

=0(2,y)

ou bien entraine pour cette surfaee une représentation remar-
quable & points critiques, appartenant 4 un ensemble déter-
miné.

2. Supposons que la surface

(1) fz,y, ) = ao(2, y) + z0((2, )
~+ 32a3(Z, ¥) 4. ..+ skou(z, y) =0
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soit susceptible de la représentation paramétrique

(2) z = M;(u, v), ¥y =My(u, v), 3= M;(u, ¢),

les fonctions M,(u,¢), My(u,¢), Mz(u,¢) étant uniformes
entiéres (c’est-a-dire développables en série de Taylor partout a
distance finie). Supposons que la fonction &, (z,y) soit nulle
w(zy) olzy) . %w(zy)
% (2, )" o(2,¥) % (2, ¥)
soient des polynomes entliers par rapport a z et y, et posons

identiquement et que les quotients

(3) e3=00A3(x, y), o, = 0o A (x, ), cees op= o Ap(Z, ¥)-
Alors, I'équation de la surface prend la forme

(4) ooz, ¥)+ oa(®, y) 32+ 00 (2, ¥)
< [As(z,y) 23+ A(z, y) 2 +... 4+ Ay(x, y) z*] =0

ou bien

(5) qo(u, v) + qa2(u, v) 32+ qo(u, v)
x [Ba(u, 0) 23+ By(u, ¢v) 24 +...+ Byu(u, v) zt] =o,

si nous faisons dans la premiére la substitution z =M, (&, ¢),
¥ =M;(u, v); les fonctions entiéres g0 (u, v), g2(u, ¢), Bi(u, )
sont celles que nous obtenons en faisant la substitution
z = M,(u,v), y =M,(u,v) dans les polynomes s=,(z,¥),

o2(z,5), Ai(2,¥)-
Cela posé, supposons que le systéme algébrique

(6) so(x, ) =0, a(z,y)=0
n'admette aucune solution; alors, il en sera de méme du systéme
(7) 90(", V):O, q)(ua V)=°'

parce que, si le second avait la solution u = u,, v = ¢,, le premier
admettrait la solution

x = xg = M{(uy, vo), ¥ = YYo= My(uy, v).
Considérons une solution u = u,, v = ¢, de ’équation
(8) qo(u, v) =o0;

a ces valeurs des u et ¢ ne correspond que la valeur s =0 de la
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fonction 5 = M;(«, v), comme il résulte de I’équation (5), qui est
évidemment satisfaite par cette fonction. Ecrivons maintenant
I'équation (5) sous la forme

(9) t/qo(“, V) = Z‘/—- q:(u, 9)—qo(u, 9)[332-!- B‘z’+...+ BP.ZI"'_’],

et remarquons que le second membre de cette égalité devient
pourz =0(u, v) une fonction uniforme dansle voisinage de u= u,
et ¢ = ¢,, parce que d’une part nous avons

go(Uo, o) =0, q2(uo, vo) # 0,

et d’autre part les z, By, By, ..., B, sont des fonctions entiéres des
u et v et ne prennent que des valeurs finies a distance finie. Il en

résulte que le premier membre /g, («, v) sera aussi uniforme dans
le voisinage de = uq et v =1y, ; par conséquent, 'annulation de
la fonction ¢, («,¢) ne comporte aucune singularité critique, et,
comme la méme fonctlion est finie 4’ distance finie, nous en con-
cluons que chaque branche de la racine /¢, («, ¢) est une fonction
partoat uniforme (dans tout le plan de u et de ¢), et, par consé-

quent, chaque branche est une fonction entiére (partout régu-
liére).

Nous arrivons dor.c a la conclusion finale que la surface
(10) 2= qo(z, ¥)
admet aussi une représentation uniforme
.z =M(u, ), y=Ms(u,v), z = H(u, v),
H(u, ¢) étant une nouvelle fonction cnti:‘ere.
3. Nous obtenons donc le théoréme suivant, concernant toutes

les surfaces
f(z, y,3)=0

ayant les trois propriétés suivantes :

1° La dérivée partielle f,(z,y,3) est identiquement nulle
pour 3 = 0; 2° le systéme formé var .s deux équations.

f(z',.}’,o)=' :{‘(x'.}’io)—__‘o
XXXIX. 6
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n’admet aucune solution; 3° les quotients

fz”:(xa.y»o) fz‘”%}’»?)
f(=,y,0) " flz,y,0)

sont des polynomes entiers par rapport a z el y.

Tatorkme. — S¢ une telle surface admet une representatwn
unzforme a laide de fonctions entiéres

z=M(u,v), y=M(u,vr), 5= M;3(u, v),
il en est de méme de la surface
= f(@, 5, 0),
qui admet la représentation paramétrique
r=M(u,v), y=Mu,v), z=H(u.v),
la fonction H(u, v) étant aussi entiére. ‘

Il est bien entendu que les trois restrictions ci-dessus imposées
a I’équation de la surface peuvent étre vérifiées pour une valeur
quelconque de 3, puisque toute valeur se raméne a la valeur z =0
par une transformation qui ne change pas la nature de la repré-
sentation paramétrique.

GENERALISATIONS.

4. On comprend bien U'intérét du théoréme ci-dessus énoncé, si
'on tient compte de ce que le probléme de la représentation uni-
forme des surfaces algébriques n’a pas encore eu de solution
compléte. Nous ne connaissons pas, en effet, toutes les surfaces
algébriques suscepltibles d’une représentation uniforme a I'aide de
fonctions méromorphes ou entiéres; en dehors des surfaces hyper-
elliptiques et, en général, des surfaces de M. Picard [voir
E. Picarn, Théorie des fonctions algébriques de deux variables
indépendantes, t. 11, p. 465, note 1], jouissant de la propriété
d’étre satisfaites par des fonctions uniformes méromorphes appar-
tenant a une classe de transcendantes nouvelles [ Voir aussi: dcta
mathematica, .. XVII et XX1II, Sur une classe de transcen-
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dantes nouvelles] découvertes par M. Picard, nous ne savons pas
s’il en existe d’autres; a priori, donc, il faut étudier le probléme
de l'existence de surfaces algébriques, susceptibles d’éire salis-
faites par trois fonctions uniformes entiéres.

Considérons maintenant le cas général ot les polynomes o, (x,y)
et o5(z,y) | voir 'équation (4) de la surface] peuvent s’annuler
simultanément par quelques systémes de valeurs de x et y, par
exemple, par (2o, ¥0), (%4, Y1), (%2, ¥2), ...; dans ce-cas, nous
ne pouvons pas concluré que la surface

(1) 3= 0o(2,y)

est aussi susceptible d’une représentation paramétrique uniforme
a l'aide de fonctions entiéres; mais la théorie exposée dans ce
travail nous permét d’obtenir un théoréme général comprenant
comme cas parliculier celui que nous avons énoncé dans le Cha-
pitre précédent.

TutoriME GENERAL. — S¢ nous appelons (E) Uensemble des
solutions par rapport & u et v des systémes algébriques

zo= M (u, v), zy = M;y(u,v), zy = My(u, v), oy

(r2)
}'0=M:(u1 v)’ .}’:=Mz(U, V)v J’2=M2(u7 V); ceey

la surface (11) est susceptible de la représentation paramé-
trique suivante :

z=M(u,v), ¥ = Ms(u,v), z=P(u,v),

ou la fonction P(u, v) ne saurait avoir d’autres singularités
critiques que les valeurs de u et v appartenant a len-
semble (E).

Pour nous rendre mieux.compte de I'intérét de cette générali-
sation, posons ' '
U = U+ L Us, = vy L0y,

et remarquons que les variables réelles u,, u,, v,, v3 peuvent repré-
senler les coordonnées d’un point de I'espace a quatre dimensions;
ainsi, a chaque systéme de valeurs de « et v correspond un point

de I'espace a quatre dimensions. L'utilité du théoréme général
tient a ce que I'ensemble (E) est dénombrable, tandis que, en
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général,'ensemble des points singuliers d’'une fonction 2= f(u, ¢),
déterminée par une équation

3= 9o(7, ),
ou I'on remplace les z et y par des fonctions quelconques des u

et ¢, est continu.

5. Nous tenons & citer aussi une autre généralisation d’une
autre espéce.
A cet effet, considérons une surface ayant comme équation

%o (Z, ¥) + om(Z, ) 3"+ Opia (2, y) 2MH 4. . .oy (2, y) st= 0

et admettant une représentation paramétrique a I’aide de fonctions
uniformes entiéres

z = M;(u, v), .y=h]2(ur v) z = M;(u, v).
Si nous supposons que le systéme algébrique
“Q(xs}')=°» am(Z,y)=o0

n’ait pas de solulions, notre théorie exposée dans le Chapitre pré-
cédent montre d'une fagon identique que la surface

zm=go(x, y)
admeltra aussi une représentation paramétrique de méme nature,
z = M(u,v), Y =M (u, ¢), z=H(u,v),

H(u, v) désignant une nouvelle fonction entiére, dans le cas ou
7m+l(xry) , °'ln+l(-"'7y.,}')’ vees 0‘“(1‘, J’)

Uo(x,}’) 30(37 }') 60(3'7)’)
nomes par rapport a x et y.

les quotients sont des poly-



