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SUR LA COÏNCIDENCE PRINCIPALE D'UN CERTAIN CONNEXE;

PAR M. G. FOWTENÉ.

Dans une Note précédente (1) j'ai considéré le système
différentiel attaché à la coïncidence principale d'un connexe; ce
système différentiel, très symétrique, comprend naturellement celui
qui est attaché à une équation aux dérivées partielles du premier
ordre; les deux questions diffèrent, en effet, par la forme, non par
le fond. J'étudie ici la coïncidence principale d'un connexe que je
crois intéressant.

En intégrant Inéquation aux dérivées partielles du premier ordre
qu'on trouvera plus loin, j'ai obtenu une intégrale complète.
Je suivrai d'abord la marche inverse, c'est-à-dire que je cher-
cherai l'équation aux dérivées partielles des surfaces auxquelles
j'ai été conduit (quadriques dépendant de deux paramètres);
j'effectuerai ensuite, dans un cas particulier, l'intégration de cette
équation. Pour la première recherche je considérerai d'ailleurs,
au lieu d'une équation aux dérivées partielles, la coïncidence prin-
cipale d 'un connexe, comme il est dit plus haut.

(' ) Bulletin de la Société mathématique^ t. XXXVIII, 1910, p. 164.



1. THÉORÈME. — On donne une quadrique S et un point C
de cette quadrique; soit d le plan tangent en G, soient ÇA.
et CB /^ génératrices issues de G (^/î^. i).

Pour chaque point M rf^ la quadrique S, MP ^ MQ étant
les génératrices issues de M, on considère Vune^ S, des qua-
driques en nombre simplement infini qui contiennent les quatre
droites ÇA, CB, MP, MQ; F une des quadriques S étant fixe à
volonté^ soit So, les autres sont déterminées par la condition
suivante : une quadrique S a en commun avec la quadrique So
les deux droites ÇA, CB et une autre conique quî doit passer
au point C.

Cela étante si l'on rapporte la figure à un tétraèdre de
référence IJKL absolument quelconque^ les équations ponc-
tuelle et tangentielle de la quadrique S étant

/(^,y^^)=o, F ( M , ^ w , r ) = o ,

V équation du plan tangent d et l^ équation du point C étant

UQÎV -h^oy -+-...= 0, d7oM-+-^o^+...=0,

les coordonnées x, y, ^, t dun point quelconque de l'une
quelconque des quadriques S (qui sont en nombre doublement
infini) et les coordonnées M, v, w, r du plan tangent en ce point
vérifient une relation de la forme

f(^y,z,t) F( «..,«., r)^^
(UQX-^-. . •)1 (XQU^-.. .)^

2. Considérons une quadrique S sur laquelle nous prendrons
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deux génératrices fixes, de systèmes différents : en prévision do
cas où l'on rapporterait la figure à un tétraèdre de référence dont
ces deux génératrices seraient deux arêtes, nous désignerons par C
le point où elles se coupent, par d leur plan, et elles seront dési-
gnées elles-mêmes par ÇA et CB.

Soit M un point de la quadrique S, soient MP et MQ les géné-
ratrices qui passent en M, la première rencontrant ÇA au point P,
la seconde rencontrant CB au point Q : soit S une des quadriques,
en nombre simplement infini, qui contiennent le contour quadran-
gulaire MPCQ. (Il revient au même de dire que S est une qua-
drique contenant les deux génératrices ÇA et CB de la quadrique S,
et tangente en M à cette quadrique : l'intersection se compose
en effet des deux droites ÇA, CB et d'une conique qui doit avoir
un point double au point M; ou encore, les deux quadriques
étant tangentes en C et en M, cette intersection se compose de
deux coniques passant par les points C et M, et dont chacune
comprend une première droite, ÇA ou CB. En réalité, les deux
quadriques sont quadrilangentes.)

Pour chaque point M de la quadrique S nous aurons une qua-
drique S parla condition suivante : l'une des quadriques S étant
choisie, soit So, une autre quadrique S aura en commun avec
celle-là les deux droites ÇA, CB, et une autre conique qui devra
passer au point C. Il suit de là que les coniques d'intersection
des deux quadriques So et S par un plan quelconque passant en C
sont osculatrices en G, d'où il résulte en sens inverse que deux
quadriques S prises à volonté auront en commun, outre les
droites ÇA et CB, une conique qui passera au point C. (Le plan
de la seconde conique d'intersection passe d'ailleurs par la droite
d'intersection des plans tangents aux deux points M qui corres-
pondent aux deux quadriques.)

Rapportons la figure à un tétraèdre de référence absolument
quelconque, dont ÇA et CB ne sont nullement deux arêtes, et
soity===o l'équation ponctuelle de la quadrique S$ affectons de
l'indice o les coordonnées du point C et celles du plan tangent d.
Les coordonnées du point M et celles du plan tangent en ce point
étant affectées de l'indice i, l'équation de la quadrique S corres-
pondante est de la forme

/-^ kt(u^X-^...){Ui X •+-... )=s0;
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pour un autre point M, afïecté de l'indice 2, Inéquation delaqua-
drique S correspondante est de la forme

/-h kî(UQX +...) {U^X -+- .:.)= 0;

le plan de la seconde conique d'intersection de ces deux quadriques
devant passer en C, on doit avoir

Â-i(^i.ro-^...)=/'î(M2a'o-t-...)î

on devra donc avoir
C

Mia?o-t-...

C étant une constante. Inéquation de la quadrique S est ainsi

(i) /(^y^,04-C(^^+...)^J^';;^==o;

ces quadriques dépendent de deux paramètres, puisqu'elles dé-
pendent du point M.

La condition qui achève de déterminer une quadrique S étant
une condition d'osculalion, on peut prévoir que le fait corrélatif
a également lieu, c'est-à-dire que le sommet du second cône
circonscrit à deux quadriques S est dans le plan d (sur la droite
joignant Jeà deux points M qui correspondent aux deux qua-
driques); on le vérifie aisément en rapportant la figure à un
tétraèdre de référence CADB, tel que le contour quadrangu-
laire CADB (comprenant les droites ÇA, CB) appartienne à la
quadrique S. L'équation f = o étant alors

vy -h zt == o,

l'équation de la quadrique S est

^+^+C(^±^l-î-^t^ =0;
W\

l'équation tangentielle est alors

-, a?i u -+- yi v -h Si w -+- ti rMp+wr+C'w————ÎL-———-———— == o,
tt

avec
C+C^CC^o;

la forme de cette équation démontre le fait annoncé.
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Dès lors, l'équation tangentielle de la qaadrique S est, dans le
cas général,

(2) F(^, p, ,̂ r) + C'^u +... ) ( ^ u + " ^ = o,
^a/i UQ-T- .. .^

F === o étant l'équation tangentielle de la quadrique S.
La constante G' dépend de la forme exacte qu'on donne à la

fonction F.
Des équations (i) et (2) on déduit

m ^xî y' Z1 ̂  -= (: ^o^-^'" Mi.y-+-... x-iup-}-...
F (a, (/, w, z) ~~ C' XQU -+-... x^u -+-... UtXQ-\-... f

et nous supposerons que, dans cette relation, les coordonnées u^
v^ w, r sont celles du plan tangent au point dont les coordonnées
•^y» ^? t figurent dans la relation.

Soit y === o Féquation ponctuelle (i) de la quadrique S.
Le point G, le point M, le point courant (.y, y, 5, t) étant des

points de cette quadrique, on a

"o= A<p^, ^o==A<p^,

^1= K?^ ^1== ^y,»

" ==M<pa;, p = M^, ...;
on a dès lors

et

UjX -h. . . __ MQ 37 4-. . . B

x^u 4-... .roM-1--*. A'

^1 MO 4-... _ A ^
^i^o-4-- • • B^

la relation (3) peut donc s'écrire

ou encore

(4)

f(x,y, z, t) ^ (^ (Mpa?-h...)2
¥(u, v, w, r ) G' (,coM4-...)2>

f(x, y, z, t) . F(M, y, w, r ) _ G _
(^ +.. .)2 • (^ ̂ -+-...)2 " C' '" •

Le théorème est démontré.

3. Supposons la relation (4) donnée a priori. L'équation/== o
représente une quadrique S, dont l'équation tangentielle est F = o ;
d'ailleurs, ^oyYo? • • • sont les coordonnées d'un point G de la sur-



face, point dont réc|iiation estXoU-^ ... == o, et UQ, (̂  ..., sont
les coordonnées du plan d tangent en ce point, plan dont l'équa-
tion est ^o^-h ... ===o. On doit chercher les surfaces pour
lesquelles les coordonnées d'un point courant et les coordon-
nées du plan tangent en ce point vérifient la relation en ques-
tion (1 ) .

Si l'on fait, comme on le peut,

sans être obligé pour cela de prendre des coordonnées carté-
siennes, u et v sont les dérivées partielles de z par rapport à x
ety, et l'on peut alors remplacer u et v par/? et y; la relation

ux + vy -+• w z 4- rt == o,

qui a lieu entre les coordonnées d 'un point et celles du plan tan-
gent en ce point, devient

px-^- qy= -S-+- r;

on pose, en somme,

(3) r = p x - \ - q y — z ,

comme dans la transformation de Legendre. L'équation (4) est
alors, en conservant les symboles/ et F,

(6) /(^.r^) . F(p,y^)
(pox -+- q^y — z — 7y)î • (x^p -4- y^q — ZQ— r)ï ~ const^

c'est une équation aux dérivées partielles du premier ordre. On
peut employer pour l'équation (4), prise dans toute sa généralité,
le langage des équations aux dérivées partielles.

a. La quadrique S étant connue, ainsi que le point G, avec le
plan tangent rf, les quadriques S définies dans le théorème
ci-dessus, en partant d'une quadrique convenable So qui dépend

( !) La relation (4) considérée en elle-même représente un connexe; si on lui
adjoint, comme ici, la relation ux + vy -^ wz-{- rf=o qui représente le connexe
identique, l'ensemble des deux relaiions représente la coïncidence principale
du connexe; on considère les surfaces pour lesquelles un point M et le plan m
tangent en ce point font partie de la coïncidence en question.
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Gnde la valeur de la constante p^ forment une intégrale complète
de l'équation (4), puisqu'elles dépendent de deux paramètres.

b. Si l'on déplace le point M le long d'une courbe tracée sur la
quadrique S, l aquadr ique S varie et l'enveloppe de cette quadrique
est une intégrale générale,

c. Du fait que deux quadriques S ont en commun, outre les
droites ÇA et CB, une conique qui passe en C, el du fait corré-
latif, résultent les conséquences suivantes, obtenues en considé-
rant deux quadriques S infiniment voisines. Tout plan k passant
par une droite CM issue de C {fig. a) coupe la quadrique S qui

Fig. 2.

correspond au point M suivant une conique qui est une caracté-
ristique du système intégral de l'équation (4); les caractéristiques
dépendent ainsi de trois paramètres. Tout point K de la droite PQ
ou (rf, m) est le sommet d'un cône circonscrit à la quadrique S,
et ce cône est une développable caractéristique. La trace sur le
plan d du plan de la conique (tangente à la conique) et la droite
qui joint le point C au sommet du cône correspondant (généra-
trice du cône) sont conjuguées harmoniques par rapport aux
droites ÇA et CB; ce fait est un cas particulier d'un fait général
qu'on obtiendrait en considérant deux quadriques S quel-
conques, tandis que l'on considère ici deux quadriques S infini-
ment voisines, nous aurons d'ailleurs l'occasion de le vérifier, par
le calcul, au cours du paragraphe II.
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Les coniques caractéristiques sont doublement tangentes à la
quadrique S, d'une part en un point fixe G, d'autre part en un
point variable M; elles sont osculatrices en G à une même qua-
drique, qui est l'une quelconque des quadriques S. Dans un même
plan passant par le point G, M variant, on a des coniques qui sont
osculalrices entre elles au point G.

Les cônes caractéristiques sont doublement tangents à la qua-
drique S, d'une part en un point fixe G, d'autre part en un point
variable M ; etc.

d. La quadrique S constitue V intégrale singulière de l'équa-
tion (4). A priori^ toute quadrique S (surface intégrale) est tan-
gente à la surface S (intégrale singulière) en un point M; du fait
que ces deux surfaces ont en commun les droites ÇA et CB, i l
résulte alors, comme on l'a déjà observé, qu'elles se coupent
suivant quatre droites; en réalité, la surface intégrale S et la sur-
lace S qui constitue l'intégrale singulière sont quadruplement
tangentes (aux points G, P, Q, M).

4. Les surfaces intégrales de l'équation (4) sont en même temps
lieux de coniques et enveloppes de cônes du second ordre, les cônes
étant circonscrits le long des coniques. Les surfaces qui possèdent
celle propriélé oni élé étudiées dans toute leur généralité par
M. E. Blufcel dans sa Thèse de Doctorat (1890). On obtient de
telles surfaces en considérant l'enveloppe d'une quadrique dépen-
dant d'un paramètre et qui reste circonscrite à une quadrique
fixe; plus particulièrement la quadrique variable peutpasser par
une conique fixe, être une sphère par exemple; pour les sur-
faces S considérées ici, cette conique est formée de deux droites.
Si la quadrique dépend de deux paramètres, elle forme l'inté-
grale complète d'une équation aux dérivées partielles dont les
caractéristiques sont des coniques, dont les développables carac-
téristiques sont des cônes du second ordre, .... Le système des
quadriques S considérées ici me semble digne d'attention par la
nature de l'équation aux dérivées partielles à laquelle il corres-
pond.

II.

5. Inversement, l'intégration de l'équation (6) doit donner
comme intégrale complète la quadrique S du théorème énoncé au
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début de ce Mémoire. Celte intégration est facilitée lorsque le
point (*z*o»yoî^o) est le sommet G du tétraèdre de référence, le
plan tangent (/?o, yo? ^o) étant en outre le plan CAB ou d\ Inéqua-
tion (6) est alors

ou

arc2-h ibxy •+- cy2-»- ifx -+- tgy -4- ihz -+- k
a b f -h- /IJD
6 c g -\-hq

f~^~ hp g -^- hq k — 'îhr

arc2-h ibxy -h cy2-+- ifx-^igy -+- 2À-5 -4- A:
ay2 — 2 bqp -h c/?2 4-...

= const.

;const.

Je ferai le calcul en supposant en outre que la quadrique/=== o
passe par les arêtes ÇA et CB du tétraèdre de référence {fig. 3).

On observera que le point C et le plan d (non opposés) jouent
des rôles analogues, de même le plan c et le point D; nous rappro-
cherons également le point A et le plan é, le point B et le plan a :
on a rencontré ci-dessus

ax1 -4- 2 bxy -h cy2, aq* — 2 bqp cp2;

signalons encore les groupements (M,7yz), (P,^), (Q,yo). Les
deux contours quadrangulaires ABCD et PCQM sont dénotés à la
fois par leurs sommets et par les plans de leurs angles.

xxxix. 5
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L'équation (6) devient

{axy-\- bz) •+- (fx -^ gy-\- h) _ j_
(bqp-^-ar)^-(fq -+- ^o-+- A:) ~ w

/?;r-+-^==^-4- r,

(7)

avec

sous la condition

(8) , ah 4- 6Â: == fg.

La transformation de Legendre donne une éqaation du même
type, les analogues de z, x^ y étant 7', jo, q\ les analogues des
coefficients

a, 6, A, w
étant

b^ a, À:, 7^== — ym

sans permutation des coefficients/et g.
Si Pon pose i". ^-'•.

la relation (8) donne

(9) ^T/;^—' /c=•^f£-h''Lb -\- a i a -h o

Péquation (^) prend alors la forme

(10)

fs
a x y ^ b z ^ - f x - ^ g y - ^ ^^^ ^

fg rnbcfp -\-ar -^ fq ->r gp-\-

[En généralisant Péquation bien connue/^ === mz^ j^ai considéré
précédemment Inéquation aux dérivées partielles

axy -4- bz 4- fx -+- ̂ y _ i
6y/? -{- ar -\- fq -\- gp "' /yi?

qui est Péquation (^ ) pour /r === mA, mais réduite^ et ^ai proposé
Pintégration de cette équation dans les Nouvelles Annales
(question 2121); ayant cherché ensuite les équations ponctuelle
et tangentielle de Pintégrale singulière, j'ai été amené à mettre
cette équation sous la forme (10), avec 1= m, c'est ainsi que je
suis arrivé à Ridée générale que je développe dans ce Mémoire.]
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6. Étant donnée Inéquation aux dérivées partielles

F ( z , x , y , p , y ) = = o ,

le système différentiel qui détermine les suites (Vêlements de
Pintégrale, les ensembles formés d'une courbe caractéristique et
d^une développable caractéristique, avec correspondance des points
de la courbe et des plans tangents à la développable, esly comme
on sait,

dx _ dy dz dp _ dq
T = "Q" == P/?-+-Qy == —(X4-/?Z) == -(Y-^Z/

en posant
à¥ àF à¥

L = —-f X = = - — » • • • ^ r == -—? • • • •
as àx àp

Nous écrirons ici, en nous préoccupant d^obtenir une intégrale
complète, et en faisant attention au sens de r,

dx dy
bq 4- ax -+- g ' bp -+- ay -h /

_ dq __ ____dy_____ _ dt
~ m ( bq + a x -h g) """ m ( bp 4- aj^ -+-/) ~~ M < f

dz == /? û?.r -+- y <fy,

M étant une constante que nous choisirons plus lard (1). On a
d'abord
(n) q === w(3*—a),
(12) p ^ m ( y — p).

Le système différentiel devient
______^_____ _ _____dy_____ _ dt,
mb(x—x) 4- ax •+- g n^b(y—p)-+-ay4-y M^

— =(^--P)^-+-(a?—a)û^,

( l) L'équalton aiix dérivées parlielles élant donnée sous la forme

/(.r,y, z, p, q, r) = o,

on a, d'une manière générale,
dx dy dp dq

P +a7K == Q -4-yH = ' " ^ —(X+pT.) := — ( Y ^-^y.)'

on se rend bien compte ainsi du résultat obtenu.
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ce qui conduit à supposer/né 4-û^o; en prenant alors M ==m6-f-a,
on obtient comme équations des caractéristiques

a a -4- g a P—t- /x — a 4- —T——~ y — 8 -+- —;——s—/ „. ___ mb -+- a l/ • mb-\-a(13) —————^—————==—————g—————=,,

âtap-+-/a-+-^P-+-/ i——
(14) ^- ==(a-—a)(y-p)————————-————————^;

w v ' v 1 / mb-^a '

les numérateurs des rapports (i3) se présentent d'abord sous la
forme

mb a — ç w6 B — /
^p ___ _ _ _ _ _ t - 7 y ^__ i v

mb 4- a •' mb -{- a 7

qui sera également utile.
La relation ( i4) est naturellement une intégrale complète de

Inéquation proposée; la constante a été déterminée par Péquation
elle-même. Les numérateurs des rapports (i3) sont les dérivées
changées de signes du second membre de l'équation (i4) par rap-
port aux paramètres a et ^; la relation ( i4) étant

V(rr,y,5,a, p)==o,

la relation (i3) est donc

à\ à\
~àî' ~à^ •• const.;

or, d'une manière générale, si Inéquation V ==--o est une intégrale
complète d^une équation aux dérivées partielles du premier ordre,
la seconde équation des caractéristiques est

d\ d\
-7- : -^- == consl.;di dy

on aurait donc pu se contenter de former l'intégrale complète (i 4),
et l'on en aurait déduit la seconde équation des caractéristiques
sous la forme même qui a été obtenue, je veux dire sous la
forme (i3).

La surface (i4) contient les droites ÇA et CB.

7. Les formules (i i) et (12 ) donnent q dp en fonction de x et
de y, pîir suite en fonction de /; on aurait /• par la relation (5);



on peut transformer ce résultat. Sî l'on pose

( R ) P ' = = — w a , a ' = = — / ? î p ,

les formules (i i) et (i 2) prennent la forme

x=m\q-y),
y^m'(p—a1),

et l'on a encore

z =/?a7-+- q y — r == m'p(q -— p') -h m ' q ( p — v!) — r.

Les relations (i3) et ( i4) donnent alors

g, , bp+^ W+/q — p -+- —•————r p — a -t- —:————î"ï r m a -+- b r m a -t- 6
(i5) —————^—————=—————g—————=mt '

&P'a'.+/p'-4-^a'+A-^
(.6) ^-(y-P')(P-a')-—————^ï^-TA——————î

on a ainsi les équations des développables caractéristiques.
Les formules (i3), ( i4 )? ('5) et ( I ( ))î en tenant compte des

relations (R), donnent les suites d'éléments de l'intégrale lorsqu'on
fait varier t.

8. L'intégrale singulière s'obtient en éliminant a et p entre les
équations

., àV àV
v=o î •^=01 •5p-==oî

la première est l'équation ( i4)» ^es deux autres sont

av.-\-g Q a3-i-/a._a-4-—;——— = o, r—04-— -——— = o,mb-^-a î " • mb -h a

de sorte que l'intégrale singulière est, au point de vue géomé-
trique, le lieu des points M qui correspondent à la valeur t == o du
paramètre.

L'équation (i4) pouvant s'écrire
k

/a-+-P(aa-h^)+A— „
^(.-a)(y-fi)-——————^-^—————,m

le plan
aa-4-^
w6 •+- <»'x — a
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qui est le plan p de la figure, coupe la surface ( i4) suivant la
droite CB et suivant une autre droite QM située dans le plan

^ (CT(X4-^)^4-/a4-/i~ —

m mb 4- a '

cette droite est indépendante de p. Le plan

v fl «P-^/
^-^^^-Fa'

qui est le plan q de la figure, coupe de même la surface ( i4 ) sui-
vant la droite ÇA et suivant une autre droite PM qui ne dépend
pas de a. La surface S qui représente l'intégrale singulière est dès
lors le lieu des droites QM, le Heu des droites PM. Si l'on cherche
son équation en la considérant comme le lieu des droites QM
définies par l'avant-dernière équation et par la précédente, on a
d'abord (en éliminant aa+ g)

(mb 4- a)z — m(mb -+- a) (a? — v.)y -4- m/y. -+- mh — k = o
OU

(mb -h a) (s — mxy) -4- /na [(mb 4- a)y -+- /] 4- mh — k == o,

et comme on peut écrire

mbv. — g
:r== mb -h a °" (/^ 4-a);r-^ == w6a,

l'élimination de a donne

6(/n6 4- a)(z— mxy)

4- [(m6 4- a).r 4- ̂ ] [(/n^ 4- a) y 4-/] 4- m6A — bk == o,

ou, en tenant compte de (8) et en divisant par mb -+- a,

axy 4- 6-s 4- fx 4- ̂  4- h = o,

m disparaissant. On obtient donc l'intégrale singulière en égalant
à zéro le numérateur de l'équation (7).

Celte équation est celle d'une quadrique S passant, comme on
l'a supposé au début, par les arêtes ÇA et CB du tétraèdre de
référence. Cette même surface, considérée au point de vue lan-
gentiel, représente l'intégrale singulière de l'équation aux déri-
vées partielles fournie par la transformation de Legendre; elle est
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l'enveloppe des p lans tangents aux surfaces ( i4) qui correspondent
à la valeur t == o du paramètre dans les formules ( i5) et (16),
plans w de la f igure; son équation langentielle est

bqp -4- ar -4- fq -+- gp 4- k •== o.

9. La quadrique S dont les équations ponctuelle et tangentielle
sont les équations ( i 4 ) et (16), et qui représente une intégrale
complète particulièrement simple, peut être définie géométrique-
ment en partant de la quadrique S qui représente l'intégrale
singulière. Si l'on prend sur la quad r ique S un point M, et si MP
et MQ sont les deux génératrices issues de M, parmi les quadriques
en nombre simplement infini qui contiennent le contour quadran-
gulaire CPMQ, il s'en trouve une qui est une intégrale com-
plète S; elle est caractérisée par le fait suivant : deux qua-
driques S, correspondant aux valeurs o^ et 81, ocg et ^3 des para-
mètres a et [3, ont en commun les deux droites ÇA, CB, et se
coupent encore suivant une conique qui passe au point G; en
efiet, si l'on retranche membre à membre les équations ( i4) de ces
deux quadriques, on obtient une équation de la forme

Aa- -4-By -4- G = o,

sans terme en z. On retrouve donc bien les quadriques S du
théorème énoncé en commençant.

Relativement aux faits signalés au n" 3 (a, 6, c, d), nous pou-
vons montrer ici que la trace sur le plan d du plan k d'une conique
caractéristique et la droite qui joint le point G au sommet R du
cône correspondant sont conjuguées harmoniques par rapport aux
droites GA et CB; la première est en effet dans le plan

x y
T - 7 -

et la seconde est dans le plan

8a?-4-Yy==o.

Observons encore que l'on peut choisir comme quadrique So,
à laquelle les caractéristiques sont osculatrices, celle qui corres-
pond aux valeurs a == o, jî == o. Elles sont d'ailleurs osculatrices à



— 7â
la quadrique qui a pour équation

3*r==—.•' m

10. Pour établir les formules (i3) et ( i 4 )» on a dû supposer
mb -4- a 7^ o ; examinons l'hypothèse

/7î& -+• a == o, m == —T— •o

L'équation (7) devient

a(Œ;ry4- 6-3 -4- fx 4- ^-y 4- A) -h b(bqp -\- ar -^ fq->r- gp 4-Â-) = o,

ou, en remplaçant z 4- r par /?.r 4- yy, et aA -h bk par /^,

(6y + aa*4- S)(bp-^ay +/) == o;

elle se décompose.
Mais voici un autre point de vue. L'équation (7) étant écrite

dans le cas général sous la forme

m( axy -+- bz 4- fx -+- g y ) — {bqp 4- ar -h fq 4- gp ) -+- G = o,

où G est une constante, si l'on cherche à déterminer A et k de ma-
nière à obtenir la forme (7), on doit avoir

mh—k=C,
ah •+• bk = fg,

et l'on obtient pour h et k des valeurs finies si mb 4- a n'est
pas nul. Lorsqu'on suppose mb 4- a == o, on doit garder la rela-
tion sous la forme ci-dessus, avec C quelconque; elle devient
naturellement

(17) (Ày •+• ax 4- s) (bp 4- ay -+-/)== G'.

On a encore les formules (i i) et (12),

q = m(v — a),
/?=m(y-.p),

d'où le système différentiel
dx

aa-h^

•̂  =(^—P)^-+-(a?—a)ûf7;
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cela donne (sans introduire ici la variable auxiliaire t)

(18) x r ^}.
aa-4-^ apd-/ '

('9) ^=m(.y-a)(^-p)-h^,

avec m === -^-; l'équation elle-même fourni t entre a et [3 la rela-
tion

(20) (aa-4-^)(ap+/)=C';

on a encore une intégrale complète, avec deux paramètres a et a,
des caractéristiques avec trois paramètres a, y., À. Les quadriques
qui représentent l'intégrale complète contiennent les droites ÇA
et CB, et la seconde conique d'intersection de deux quelconques
d'entre elles passe au point C; elles ont encore une autre pro-
priété, exprimée par la relation qui lie a et p. L'une de ces qua-
driques étant choisie, de sorte que a et ^3 sont déterminés, les
plans k des caractéristiques (qui passent tous au point G) sont les
plans qui passent parla droite

_ x __ y
~ ' ay.-^- g ~ a(î+/ '

située dans le plan CAB; le point M du cas général est ici au
point G. En même temps, les sommets K des cônes caractéris-
tiques (qui sont tous dans le plan d) sont situés sur la droite qui
est la conjuguée harmonique de la précédente par rapporta ÇA
et CB; le plan m est ici le plan d.

III.

H. L'équation (7) est un exemple d'une équation aux dérivées
partielles du premier ordre donnant lieu, dans des cas particu-
liers, aux diverses singularités qui se présentent dans les rela-
tions mutuelles des caractéristiques et des développables caracté-
ristiques.

Lorsque a et b sont différentes de zéro, les caractéristiques et
les développables caractéristiques dépendent les unes et les autres
de trois paramètres, et se correspondent une à une.

Si l'on suppose b == o, l'équation (7) est linéaire et il n'en est
plus ainsi. Ce fait, qui se présenterait de lui-même en appliquant
le traitement ordinaire des équations linéaires, se retrouve aisé-
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ment sor les relations ( i 3 )e t ( » 4 ) , que l'on peut remplacerpar
les suivantes en modifiant ( i4) d'après (i3) :

^^L y ^ L ^^3L^mh__l
C 2 i ) ___2. =: ___a — rn ma _

T S ~" 8a-+-Yp -"'

les deux constantes a et [3 ne figurant ici que par la combinaison
ôa+yji, les coniques caractéristiques dépendent seulement de
deux paramètres.

Examinons les choses de plus près. L'équation (7) devient, en
observant que la relation (8) donne ah =fg,

L (atg4•^)(ay•4-/) ̂  _^.
a fq -|- gp -+- k -\- ar ~ mf

en égalant le dénominateur à o, on a l'équation d'un point M dont
les coordonnées x, y, Zy t sont

-^ -/ k _^
a ' a ' a9 f

en égalant le numérateur à o, on a les équations des deux plans p
et q qui se coupent suivant CM. Si l'on prend le point de vue du
paragraphe I, au lieu d'une quadrique S, il faut donc se donner
deux droites fixes ÇA, CB et un point fixe M. Pour obtenir les
quadriques S, on mène des couples de droites MP, MQ dans les
plans MCA, MGB, et l'on opère comme dans le cas général.
Chaque caractéristique est obtenue par une infinité de qua-
driques S; les plans k de ces caractéristiques passent par la droite
fixe CM; elles rencontrent cette droite fixe en deux points fixes,
à savoir le point C où elles sont tangentes au plan rf, et le
point M; elles sont osculalrices en C à une même quadrique qui
est l 'une quelconque des quadriques S. Les formules (21) les
définissent anal j t iquement; le numérateur du troisième rapport
peut s'écrire, en remplaçant h par7^,

a
k
a

^/"""m""^{"-ï}-
ir t == o, on obtient le point M. On peut prendre comme qua-
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drique So la quadrique
A"

/^_4^!_i=o;\ •/ a2 / w

cela revient à faîre a===o, jî == o dans Inéquation ( » 4 ) î pi115 sim-
plement, les coniques caractéristiques sont osculatrices à la qua-
drique qui a pour équation

z
xy ~~ ~m

En même temps, chacune de ces caractéristiques est associée à
une infinité de développables caractéristiques qui correspondent
aux quadriques S passant par la caractéristique. Si l'on écrit,
avec (3' et a',

,^£ y ^ t ^^-4)-(.-^
___a^ _ ^__a^ _ \ J a* f \ a/ __
~~~~T'^-W^ T a ' ) - ^

on voit que, la caractéristique étant

v-^-iL y-h7 m(xy— ^i-\ --...
___a _•'__a __ \'y a« / _
~~ """ —s" ~ ————e———— "tî

les développabies caractéristiques correspondantes sont fournies
par la relation

(IV) op'-hYa'-4-e==o,

qui lie jî' et a'.

12. Si Pon suppose a == o, Inéquation aux dérivées partielles
donnée par la transformation de Legendre est linéaire, et Pon a
des résultats corrélatifs des précédents. Les formules (i5) et (16)
donnent, en modifiant (16) d'après (i5),

g f r m'k-h
. , ^-h ^Ï ^^-——n7^-(„) ____ = _^_ ̂  ____^^———— ̂  ̂

de sorte que les développables caractéristiques dépendent seule-
ment de deux paramètres.

Inéquation ('7) devient

1 (^-^^(bp-^f) ^ j_.
ï} fx •+• s y -+-h -<- b^ m9



— 76 —

en égalant le dénominateur à o, on a l'équation d'un plan m;
en égalant le numérateur à o, on a les équations des deux points Q
et P. Si l'on prend le point de vue du paragraphe I, au lieu d'une
quadrique S, il faut se donner deux droites fixes ÇA, CB (mieux :
d, b et o?, a) et un plan fixe m. Pour obtenir les quadriques S,
on mène dans le plan m des couples de droites passant par les
points fixes P et Q, et l'on opère comme dans le cas général.
Chaque cône caractéristique est obtenu par une inf ini té de qua-
driques S; les sommets K de ces cônes sont sur la droite fixe PQ
(mieux : û?, m) ; ces cônes sont tangents à deux plans fixes passant
par PQ, à savoir le plan d qu'ils touchent au point C, et le
plan m; ....

En même temps, chacun de ces cônes est associé à une inf in i té
de coniques caractéristiques, qui correspondent aux quadriques S
inscrites au cône. Si l'on écrit, avec a et jî, et en remplaçant k
par*—^ pour avoir une forme plus élégante,

i_i "_î '••(^-^)-(-Ê)
Y 8 -(ôa-h-rP)

on voit que, la développable étant

= mt.

^f ^t w'^-^ î ^,-#)
Y " ô " 6'

== mt,

les coniques caractéristiques correspondantes sont fournies par la
relation

8a-4-YP-h6 '==o
qui lie a et (3.

13. Reste le cas très particulier où a et b sont nuls tous deux.
Ici, comme au n° 10, on doit considérer l'équation

f(q — mx) -+- ^(p — my) = G,

m étant d'ailleurs quelconque; nous prendrons, pour simplifier les
calculs,
(a3) f(q -— mx) -h ^(p — my) == o.

L'équation étant linéaire, et restant linéaire quand on prend
comme variables p et q avec x === ,-> y== —, on pourrait em-
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ployer le système différentiel

dx _ rfy dz dp dq dr
"P' = "Q" == 1T == ̂ ~\ == ^T == ^7*

Nous conserverons le système différentiel déjà employé, qu i est
ici

dx dy dq dp

^ ~ f ~ ̂ S~ m/'
dz == p dx -l- q dy^

et nous Fétudierons directement. On a d'abord

q == w ( a 7 — a ) , p == m(y — ^),

avec la condition
/a 4- ̂  p == o,

la constante G étant nul le . On a ensuite

(î4) fx—^y-=^\ z == mxy^- (JL,

P.c4-ay étant proportionnel à fx—^y, donc constant. On en
déduit

(25) fq—SP-^^. '^^W^t^

avec
m\—\'^m{f^—g^\

[j.-^-^==—m^

et la condition fcf. 4- ^ [î == o donne la re lHt ion

(a6) (/^X — X' ) 2 — 4 mfg(\s.— ^ ) == o.

Les coniques caractéristiques dépendent de deux paramètres \
et [JL, les cônes caractéristiques dépendent de deux paramètres )/
et u/, pour une conique et un cône qui se correspondent, on a la
relation (26).

En remplaçant jî^-l-oy par une constante dans Inéqua t ion de
la quadrique S, on a obtenu (a4) une quadr ique un ique pour
chaque caractéristique; on a de même (23) une quadrique u n i q u e
pour chaque cône; l'une de ces quadriques ne détermine pas
Pautre.

Les plans k des coniques caractéristiques passent par une droite
fixe issue du point C dans le plan d\ les sommets K des cônes
caractéristiques sont sur une droite fixe qu i est la conjuguée har-
monique de la précédente par rapport à ÇA et CB.
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Une conique et un cône étant choisis, on peut calculer a et (3
par les équations

/a-+-^p=o,
/a-^p===X -m'\',

et avoir p et y (Taprès x et y. Si Fon a pris u/== — y. (auquel cas
les deux quadriques ci-dessus sont identiques), on a

V == m\^ a = o, ? === o, g == /nrc, /? == my.

IV.

14. Si Fon excepte le cas où a et b sont nuls tous deux, l'équa-
tion (7) se ramène aisément à la forme canonique

(^7)
axy -h ̂  _ i
bqp -}- ar m

Lorsque a et b sont différents de zéro, le sommet D du tétraèdre
est alors un point de la surface 5, le plan DAB ou c est le plan
tangent en D; si a est nul , avec b -^=. o, ce qui donne Féquation

(28) qp = mz,

le plan c est le plan m dont on a parlé au n° 12, le point D est un
point de ce plan; si b est nul, avec a^é. o, ce qui donne Féquation

(29) x y ^ m ' r ,

le point D est le point M dont on a parlé au n° 11, Je plan c est un
plan passant par ce point.

Par exemple, tant que b n^est pas nul , on peut poser

bz -4- fx -4- gy -+- h = 6Z,

ce qui revient à garder les plans de référence a, 6, à prendre
comme nouveau point D le second point où la droite (a, b) ren-
contre la surface S, ... ; de même, tant que a n^est pas nul, on
peut garder les sommets de référence A, B, prendre comme nou-
veau plan c le second plan tangent à la surface S mené par la
droite AB, ....

Mais, lorsque a et b sont nuls, il n^en est plus de même, et c'est
Fune des raisons pour lesquelles on ne s^est pas contenté de consi-
dérer la forme canonique (27).


