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SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT INTERIEUR
D'UN SOLIDE ELASTIQUE ISOTROPE DE REVOLUTION;

Par M. L. ZorerTI.

Les équations du mouvement d’un solide isotrope sont les

sulvantes :
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u, v, w désignant la vitesse de déformatlon au point z, ¥, 5 au
temps ¢.

Si I'on suppose le corps de révolution autour de Oz, et si les
conditions initiales et aux limites sont les mémes tout le long
d’un parallé¢le quelconque de la surface, on peut admettre que la
déformation en un point rencontre l'axe de révolution. Si donc
Pon pose

& = rcosg,
y =r sing,
on peut supposer que w dépend de r, de 5 et de ¢ seulement et
qu’on a aussi
u= f(r, 3, t)cosep,
v=f(r, 3, t)sing.

Le systéme initial devient, en éliminant §, un systéme de deux
équations aux fonctions inconnues f et w. Des calculs élémen-
taires donnent le systéme ci-dessous :

O[22 2 (LD el 2L Ly=e 2,

orosz or r or =P o’
(In 2w f af itw
*‘Aw"‘()‘**‘)[ozz +0r< dr)J T

A f, Aw se rapportant aux dérivées par rapport a r et z. Remar-
’ PP p pPp
quons alors que les termes

rfLr oS

dr’ ror rt

qui figurent dans la premiére équation, désignent la dérivée par
U

rapport & r de la fonction == + <. Il sera donc bien naturel de
poser

f S,
b= o
Nous aurons alors les trois équations suivantes :
af
Y= '-£+ d—{’
2 WO 0
(I11) ()\+21.L) + (A + P')drdz B =Pga’
‘w0 aw
"“’*“"‘*‘)(oza oi’)*f’ T



— B4 —

Nous allons essayer de les intégrer dans le cas -particulier
obtenu en assujettissant f & une condition supplémentaire, visi-
blement choisie dans le but de simplifier la deuxiéme équa-
tion (IlI). Supposons que f vérifie I'équation

af _ s,
|y 032 P ot

La deuxiéme équation (1Il) nous indique alors que I'expression
(vt ap) o+ () X

est indépendante de r. Or I'équation de condition & laquelle f
est assujettie donne, en posant

u=z\/§——t;/}_1.,
v=z\/§+t\/l‘:)

f(ry z,¢)=F(u, r)+ G(v, r),

F ev G é1ant des fonctions arbitraires de leurs arguments. Nous
poserons ensuite

0
(4) QA+ g+ A+ p) ST =83 0),

£ étant également une fonction arbitraire.
La premiére équation (1II) donne ¢. La deuxiéme donne

alors 5 est-a-dire w a une fonction arbitraire prés de 7 et de ¢,

soit A(r, ¢t). Il reste simplement a voir si ces fonctions arbitraires
permettent de salisfaire identiquement a la troisiéme équation (ILI).
Gardons provisoirement ¢ dans le calcul et développons la troi-
sieme équation (1II). Elle donne d’abord

oy orw

*w
A +oap)om + + (A ) as=p 5

y.dl

puis, comme on a

aq, I g I*w
0z )\+zp[ +P')dz’J'
elle donne encore, aprés réductions,

(5) H(ﬂ+3p) +H(l+2f1) —pO 21 5 5 +(l++t)-——0
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L’équation (4) donne ensuite
() [w—A(n 0] = [8(z ds—A+2p) [y

Tirons de la les expressions des trois dérivées secondes qui

figurent dans (5) :
()‘+}L)—z—-=——()\+2p)—% (déja obtenue),
O+ E¥ ot -(Hw)qu’dz
()\+(.L)d;—::-=()\+p)dd: dz—(7\+2u)f 4’dz

Portons ces valeurs dans I'équation (5). En réduisant, on
obtient

i) 02A 2
6) o=0ramE —uehswSE+ 0w (0Ss - %)

oar? _p_oTz
f dz—(7\+?y.)f(p.dl, pdﬂ)dz.

Considérons la partie qui ne contient pas A, c’est-a-dire les
deux premiers et les deux derniers termes. Ecrivons queladérivée
par rapport a z de ces quatre termes est nulle : ils ne dépendront
alors que de r et de ¢. Cela donne la condition

02 02 02 g
(7) ()‘+2H)‘()z—f—p(2)\+3p)—(§—p—&é—
o2 P
_()\—i—zp)( df——p(ﬂ?):(),
Nous choisirons d’abord g (s, ¢) de fagon que -
g
(8) ()\+2}l)-0z—2—P FTD = 0.

Pour simplifier la suite du calcul, posons encore

F oF
7+T);'=B(I u),
G dG
;+‘)—'=(J(’ v)

Doncon a

y=22C LFic)=Bg,
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Remarquons aussi que
0
=V (%~ %)
0 0 0
==Vo (%)
On en déduit les valeurs suivantes pour les dérivées secondes
de ¢ : ‘

9y 0B 0:C.
ot = ort 'dr_t’

aq, 9B oG 0B
~Vi(m+%)  S=vE(EH-R)

a*q»_ 02B 02C X ﬂ _ 02 C 2B

9z (d_uﬂ—"d—vz)’ dt!‘”(?@'"‘ﬁﬁ)'

Et I’équation (7) devient, en tenant compte de (8),

2B G

B oC
py(27_\+311)<-‘-;'-‘—,-+ dv,)"—}‘-()“"ﬂ‘)( )

ot + om

02B 092G
_py(l—i—‘zp)(m—l— d"’)—-o,

ou encore
p()\—i—p)(du’ dv,)+()\+2p.)<dr,+-‘-)—ﬁ

qu’on peut vérifier en prenant

0tB 02B d’C)
=0’

* B
9(l+n)9—B+(l+m)‘-’}; =o,

(9) :C
90\-'—#) +()\+'2P~)'——0

Connaissant B et C, on calcule aisément F et G, car on a

F oF
B= oy -+ o’
d’ou
oF 0
rB = F+r3; = s;(FI‘)
Donc on a

Fr =frB(r, u)dr+ Fy(u),
et de méme

Gr =frC(r, 0)dr + Gy(v).

Le probléme est-donc ramené a I'intégration des équations (8)
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et (9), et de I'équation (6) qu’on peut supposer se réduire &

J92A 9zA
(10) Bog =P =%

ce qui détermine la fonction arbitraire de r et de ¢ qui figure dans
I'intégrale f ‘i:—gdz par exemple.

L’équation des cordes vibrantes, a laquelle on est ramené, se
rencontre, comme on sait, dans la solution grossiére, mais prati-
quemenl bonne, et surtout trés simple que M. Aliévi a donnée au
probléeme des coups de bélier. Le calcul précédent, qui introduit
un certain nombre de fonctions arbitraires, permet peut-étre
d’étudier la déformation de I'enveloppe en considérant la solution
de M. Aliévi comme fournissant des conditions aux limites pour
ce dernier probléme.



