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SUR LES SYSTÈMES EN INVOLUTION D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PAR-
TIELLES DU SECOND ORDRE A UNE FONCTION INCONNUE DE TROIS
VARIABLES INDÉPENDANTES;

PAR M. E. CARTAN.

INTRODUCTION .

Le présent Mémoire a pour but de donner un aperçu d'ensemble
sur une catégorie assez étendue de systèmes différentiels à trois
variables indépendantes. Comme tout système différentiel (compa-
tible) peut se ramener à un système en involution, j^ai borné mon
étude aux systèmes différentiels en involution, et, parmi ceux-là,
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à ceux qui sont constitués par une ou plusieurs équations aux
dérivées partielles du second ordre à une fonction inconnue. Ce
n'est pas que la classification des systèmes différentiels suivant le
nombre des fonctions inconnues et l'ordre des dérivées partielles
qui v figurent soit la plus logique, loin de là; mais les résultats
auxquels on est conduit dans l'étude des systèmes que j'ai choisis
présentent assez d'intérêt par eux-mêmes et assez de variété, pour
donner une idée des particularités qui peuvent se présenter dans
le cas le plus général d'un système différentiel en involution à
trois variables indépendantes.

Je me suis surtout préoccupé, une fois obtenue la classification
des systèmes en involution, considérés d'après ce qu'on pourrait
appeler leurs formules de structure^ de déterminer leurs caracté-
ristiques (au sens de Monge). Ces caractéristiques, quîpeuvent être
i\ une ou deux dimensions, existent dans tous les systèmes consi-
dérés, sauf dans ceux qui sont constitués par une seule équation

V(xi,z,pi,pik) =o,
le déterminant

à¥
àpik

n'étant pas n u l .
Dans tous les autres cas, les caractéristiques sont indiquées, et

mention est faite de l'usage éventuel qui peut en être fait pour la
réduction de l'intégration par la méthode de Monge; il est presque
inu t i l e d'ajouter, bien que je n'en fasse mention que dans un
cas (49-35), que la méthode de M. Darboux s'applique comme
dans le cas de deux variables indépendantes.

Parmi les résultats les p lus sail lants, je signale les deux sui-
van ts :

i° Tout système en involution de deux équations aux déri-
vées partielles du second ordre s'intègre par des équations
différentielles ordinaires ; c'est un théorème qui se généralise
d'ailleurs pour un nombre quelconque de variables indépen-
dantes.

2" Les systèmes en involution de plus de deux équations dont
I ' 1 intégrale générale ne dépend que de r fonctions arbitraires
d^un argumenta admettent r familles de caractéristiques
à deux dimensions^ quelques-unes de ces r familles pouvant
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être doubles ou multiples. Ce théorème s'étend aussi aux sys-
tèmes différent ie ls quelconques en involution, à un nombre quel-
conque n de variables indépendantes, pourvu que l'intégrale géné-
rale ne dépende que de fonctions arbitraires d'un argument : dans
ce cas générale les caractéristiques sont à n — i dimensions.

Les cas où les caractéristiques dépendent seulement de con-
stantes arbitraires sont étudiés spécialement.

Je signalerai, en particulier (IV), certains systèmes en involution
de. trois équations, lorsque les trois familles de caractéristiques à
deux dimensions sont confondues et lorsque la famille unique
dépend seulement des constantes arbitraires, dont le nombre est
7 ou 8. L'élude de ces systèmes présente des particularités
intéressantes; elle est liée, au moins en ce qui concerne le cas
où les caractéristiques dépendent de 8 paramètres, à la théorie des
équations de Monge dans l'espace à cinq dimensions. Elle touche
aussi à la théorie générale de l'équivalence des systèmes différen-
tiels (42-55).

On peut d'ailleurs, lorsque les caractéristiques dépendent seu-
lement de constantes arbitraires, appliquer à la recherche de ces
caractéristiques la méthode générale d'intégration que j'ai déve-
loppée ailleurs ( 1 ) , pour les systèmes en involution de deux équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre à deux variables
indépendantes.

Les principaux résultats de ce Mémoire ont fait Fobjet d'une
Communication à la Société mathématique de France, dans sa
séance du 28 j u i n 1911.

I. — GÉNÉRALITÉS. DETERMINATION DES SYSTÈMES EN INVO-

LUTION D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND

ORDRE.

1. Considérons une fonction inconnue z de trois variables
indépendantes^, x.^^ ^3. L'intégration d 'un système quelconque
d'équations aux dérivées partielles du second ordre en z revient à

( ' ) Les systèmes de Pfaff à cinq variables et les équations aux dérivées
partielles du second ordre (^Annales de l'École Normale^ 3e série, l. XXVIL
1910, p .109 -192 ) .
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l'intégration du système d'équations aux différentielles totales

rss == dz —pi dx\—pî dx^•—ps dx^ == o,

TOI— dpi—piï dx^—p^dxî—p^dx^^ o,

nr, == û?p2 — pu dx\ — /?22 dxî — p^s dx-^ — o,

J3^==- dps——?3i dx\ —p3î dXî——/?33 dXy, =0,

où x^ x^ x^ sont les variables indépendantes, et où z . p ^ p ^ ^ p z ,
pik= phi sont les variables dépendantes supposées liées entre elles
et aux variables indépendantes par une ou pliisiein s relations.

Les covariants bilinéaires des quatre équations ( i ) peuvent se
mettre sous la forme

•as' ==toiTni -(- 0)2^2 -+-^3'^3î

Tîy^ = tjûi CTit + tt)2CTi2 -+- (^3 OTI 3,

CT^ === (OiTîÎ2i.+ iîî^T3^-{- (03^2.1^

CT^ == t0i CT3i -+- 1^2 TCT32 -+- t»>S ^331

où l^on a posé
tri,= ûîa?/, TîîtA:== TiUf== û?p .̂

D'une manière plus générale, les pu, étant regardés pour le
moment comme des quantités indépendantes entre elles et indé-
pendantes des x^ z et pi, on peut, d'une infinité de manières,
choisir des expressions de Pfaff, CT, TO(, co,, rsfk = ̂ ish de façon :

i° Que le système

TST == CTI == CTj == TîT3 == 0

soit algébriquement équivalent au système (i) ;
8" Que l'on ait

i v s ' == (OiTîTi +0)2^2 -+-^3^3 (modm),

^ CT^ ̂  0)1 rS5\i -+- (Ji)iCTi2-+- t*>3CTi3 (inodTîT, TîTi, nT2. ^3^

( CTç ̂  0)1^21 + (ï)2'^22+ ^3^23 (modTn, ZiTi, CTS, ^3),

Tn^ ̂  0)1^314- (02Tîy32"+~ ^a^ss (modOT, CTI, ^2? ^s}-

II suffit, pour cela, de poser d'abord

CT == dro,

CT^ == tlj j TO^ -+- (li2l3T2 "+" ^13^3 + Ci\ TCT,

CTg=== anOTi -4- 0221^2-4- <lî3Tîyâ-r- Cl^VS^

nyg == <%3^ 13?! -+- 032 TîTs + ̂ 133 CT} -+- (^3 nr,
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où les a, a/, dik sont i3 fonctions arbitraires des variables considé-
rées, a étant différent de zéro, ainsi que le déterminant des a^.
Les co, sont alors, à des combinaisons linéaires près des n^etde TO,
des formes linéaires de co/ telles que, abstraction faite des termes
en CT, la forme (o< CT( -4-^2 ^2 "4-<*>3 ^3 (où les produits sont des
produits algébriques ordinaires) devienne égale à la forme

a(o)i CTI -+- 0)3^2-4- 0)3 CTa).

Quant aux w^, à des combinaisons linéaires près des o^, désuet
de OT (arbitraires par rapport aux vsi et à m), ce sont des formes
linéaires des CT/^ telles que, abstraction faite des termes en rssi-et^î,
la forme

^11 ̂ l + ̂ ^^a -*"" ^3-1 ̂ 3 ~ '̂ ^'^.l ^2^3 -+- 9. TTT.-î | '03 ri) i -+- ).OT).2(1)1 (D.)

devienne égale à la forme

a(7îTn W'^ -+- Tîîâî^l -<- ^33 ̂ J -+- ':ICT230)2(J034- 2 ̂ 31 ^3 0)i -|- 2CTi2 (QI C02 ) •

Pour toute solution du système (i), les expressions de Pfaff
(t>i, (o^i ^3 doivent rester indépendantes, les expressions TÎT, OT/ sont
nulles, et les expressions rs^ sont des combinaisons linéaires
des co/.

S'il s^agit d^un système d'équations aux dérivées partielles du
second ordre à la fonction inconnue z de x^ x^ x^^ les expres-
sions CT/^, CT(, ro, (0, sont liées identiquement entre elles par un cer-
tain nombre de relations linéaires, si Ion tient compte des rela-
tions qui existent entre les variables p^y n^ 5, .r/.

On pourra profiter de V indétermination qui existe dans le
choix des expressions CT^, OT<, TS, o^ pour réduire ces relations
linéaires aux formes les plus simples possible,

Dorénavant, nous supprimerons les traits horizontaux sur ces
expressions de Pfaff, sans qu'il puisse y avoir là une cause d'équi-
voque.

2. Rappelons brièvement la détînition et les propriétés essen-
tielles des systèmes différentiels en involution ( 1 ) . Soit un système

( ' ) Voir E. CARTAN, Sur la structure des groupes infinis de transformations
{Annales de l'École Normale^ 30 série, t. XXI, chap. I, 1904, p. i53).
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différentiel qu'on peut supposer ramené à un système de Pfaff de
r équations

61 == 0^ ==...== 6,,== o,

à r 4- n + p variables, dont n indépendantes et r 4- ? dépen-
dantes.

Considérons, avec les 0, n -+- p autres expressions de PfafT,
( •>{ , .... (o,,,o),^, .... ^fi^p-i indépendantes entre elles et indé-
pendantes de 0, et soient

1,2, . ..,n+p

6/== V Cp^cDpœ^ (mod9i, ...,6,-),

les covariants bilinéaires des 9. Dans l'espace a /' -4- n -4- p dimen-
sions, un élément linéaire E,, c'est-à-dire l'ensemble d'un point
et d'une droite passant par ce point, peut être défini par les coor-
données du point et les rapports mutuels des 6 et des a), quand on
se déplace sur la droite ; l'élément linéaire est dit intégral si les 9^
sont tous nuls. Un élément plan à h dimensions E^, c'est-A-dire
l'ensemble d'un point et d'une multiplicité plane à h dimensions
passant par ce point, peut être défini par h éléments linéaires qui y
sont contenus ; l'élément E/i est dit intégral si chacun de ces
élémentsiinéaires est intégral et si, de plus, deux quelconques

d'entre eux ((o^) et ((o<) sont en insolation, c'est-à-dire satisfont
aux /• relations

2Cp<7/(t0p(x^— (x^OAp) =0 (t == 1 , 2, . ... /•).

Le système de PfafT considéré est dit en involution si, par un
élément linéaire intégral arbitraire E<, il passe au moins un élé-
ment intégral Ea ; si, par un élément intégral Ea arbitraire, il passe
au moins un élément intégral Ea, etc. ; si, par un élément intégral
E/2_< arbitraire, il passe au moins un élément intégral E^. Le degré
d'indétermination des intégrales d'un système en involution se
déduit d'une manière très simple des degrés d'indétermination des
éléments intégraux E^i, qui passent par un élément intégral arbi-
trai re E/ (/== i, 2, ..., n — i ).

En particulier, supposons n === 3 ; supposons que nous ne con-
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sidérions que les intégrales pour lesquelles (o<, (1)2, (03 restent
linéairement indépendantes, et écrivons TCT/ au lien de (o:̂  ; sup-
posons enfin que nous avons

1,2,3 1, .

O/-^^ V Op^œpCTa. (modOi, ...,0/.; i==i , î, ...,/').

P <T

On peut reconnaître de la manière snivanle si nn te l système est
en invointion. En désignant par u^ ?/:i, //:{ ; u'^ f//.^ u\ ; u\, u".,^ u\
neuf indéterminées, on forme la matrice a // colonnes et à 3r lignes

Oui Ui -T-rt2nM2-+-a;în «3, ai.2i Ui -4-0321^2-4-0321^3,

^112" l - r -<^212^2 -+-^312^3» ^ 1 2 2 ^ 1 + ^222 ^2-+-«322 ^3 i

..., ai,,i «i 4-0^1 M2-+- as^i Ma,

.,., Clip^Ut -4-02^,2 M2+<^3^2 ^3»

ai i,. MI + 03 irUî -l-^31r^3,

aniîA\+a,n^4-<a3ii^,
<2i 12^1+0212^-h 0312 Î/.3,

ai2/.Mi + a^rUï -4- a32r «3,

a^u\-^-a^ii'^a^u'.^

^122 '̂1 -^- (Ï322 ^2 -+- «32-2 ̂ 3,

..., Cl\prU'\ -\-aîprU^— a^pr ^3 5

..., a^i^i-i-û^iaii 4- a^piii^

..., ai^i-^ûs^Ms-^^spa^»

an^Mi+^îi/.M^+^lr^a, al2^^^l4-a22/•"2-ha32^M3, ai,,,.Mi+aâ,,rM2-i-rt3/,,.M3.

On désigne par ^i ^3 le rang de la matrice formée par les /' pre-
mières lignes, par s^ -{-s^^^s^ le rang de la matrice Formée parles
9.r premières lignes, par 5< 4-^2 + ̂ 3 $ A'/+ 2^2 le rang de la
matrice formée par toutes les lignes. On cherche ensuite de com-
bien de paramètres dépend Félément intégral Ë3, le plus général,
passant par un point arbitraire de Fespace ; ce nombre de para-
mètres est au plus égal à î p — 2 ^ 1 — s ^ . Pour que le système
soit en involution^ il faut et il suffit qu'il soit exactement égal
à ce nombre limite 3 p — 2 s^ — s^,

L/élément intégral £3 le plus général s^obtient d'ailleurs en
posant

TOP == api (ui-hapî (*)2-4- ap3t*)3 (p = 1,2, ...,/?),

les coefficients ap^ étant assujettis à satisfaire aux 3 r relations
k-.p
'\~^\j^. (^pÂ/a^— a^/a^p) = o (/= i, %, ..., /'; p, <r == i, 2, 3).
k-=\

Le système de PfafT est en involution si le rang de ce système
d^équations linéaires est

9.Si 4- S^.
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L'intégrale générale dépend alors de p—s\ —s^ fonctions arbi-
traires de trois arguments, s^ fonctions arbitraires de deux argu-
ments et .ç< fonclions arbitraires d'un argument.

Le nombre s^ peut être regardé comme le nombre des formes
indépendantes (en CTI, ..., vsp) :

à^ à^ à^
Ui-— -4-^2-.— -^ us—— (i==i, 2, . . ., r),

OCOl ÔtÛ^ Ok03

le nombre s^ comme le nombre des formes indépendantes entre
elles et indépendantes des précédentes :

, àQ- , au, , àQ, .u —— -+- u1 —— -4- u^ —— (i = i, 2, ..., r).1 àtùi î àtù^ - àws

3. Appliquons d'abord ce qui précède au système (î), où x^ ^,
pif pik "^ sont supposés liés par aucune relation. Un tel système
est en involution.

En etfet, une subslitulionlinéaire effectuée sur les (A)/ permet
toujours de Faire en sorte que l'on ait

Ui == I » Uî = 0, Us == 0,

U\ ==0, U^ = l, U 3 == 0,

u\ == o, u^ ==o, i4 == î ;

on en déduit immédiatement

^==3, ^2=2, ^ 3 = 1 , P==6,

3/» —— 2^i —— 5s = 10.

Or, l'élément intégral le plus général est fourni par les équa-
tions

^•A= a^i (x)i 4-0^2^2 -I- a,/,3 0)3 (t, A:= î , 2, 3),

où l'on peut permuter d'une manière quelconque les indices de
y.ijk ; il dépend donc exactement de 10 constantes arbitraires.

Comme/?—.s ' i—s^== ï^ l'intégrale générale dépend d'une
fonction arbitraire de trois arguments, ce qui est évident, puisque
z est une fonction arbitraire de x^ x^^ ^3.

4. Passons maintenant au cas d^une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre.
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Remarquons d'abord, cl cette remarque nous servira dans la
suite, que les formules ( a ) ne cessent pas d'être valables si l'on
remplace CT/^ par

CT^-h a,/. 1 ^ 1 - 1 - a/^-2^2-H ̂ 3^-4- [3,^Tîî,-+- jî^CT2-h p^3^3-^ ?//.CT,

où les ^Ap et les jî^ sont arbitraires et où les a/^/ sont assujettis
aux conditions

^ i j k = ^ j t k = 31/7,7 = O/A./ == a/,/y == GL^ji-

( ^ c l a étant, une rcl.ition entre les variables ,r/, 5, pi^ pik établii\i
une relation linéaire entre les T^, o)/, T^( et r^, relation qui, d'après
ce qui précède, pourra toujours être réduite »'» la forme

( 3 ) ^A^CT^+^B/œ,== o.

Si 1 on ellectue sur ^i, n ,̂ ^3 une substitulion linéaire, les
coefficients A^ de la relation précédente subissent aussi une sub-
stitution linéaire, et de telle manière que l'équation algébrique

^Ai/,T3iT3/c ==- 0,̂A,7,m,

reste mvariîmie. 1 1 résulle de là et de la théorie des formes qua-
draliqucà que la reLtion (3) peut supposer être ramenée à l'une des
trois formes

THu-h în22-+- ?n33-(-^B^OJ/== 0,

0512-+-^^ BÎ-OLI; == 0,

ron-+-^ B/tx)^==o.

On peut enfin disposer des quantités a,^ de manière à réduire à
zéro les coefficients B/.

On a donc le résultat suivant :

Toute équation aux dérivées partielles du second ordre éta-
blit entre les expressions CT, TO/, (u/^ rv^ une /'dation qUon peut
ramener à Vune des trois formes

d} CTH -+- 73322-+- ^33 == 0,

b) CTl2== 0,

C ) TOU = 0.
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On peut démontrer enfin facilement que dans chacun de ces cas
le système de Pfafl (i) est en involution. On voit d'abord, en
effet, (|iie les 1 0 constantes a^, qui définissent Pélément intégral
Es le plus général (qui passe par un point donné), sont liées par
trois relations indépendantes, à savoir

a) ^lll -+- ai22-+- ^SS = ̂ ilî-^- ^îîî-^- ^233= ^113-+- ^S-^- ^âS = 0«

b ) a n 2 = a i 2 2 = a i 2 3 = = o ,
c ) am== an2=an3=o.

L/élément E3 dépend donc de 7 constantes arbitraires.
D'autre part, en faisant

Ut ==0, ^2 = 0, Us = 1,

l̂  == I , M'2 == 1, U'^ == 0,

on voit que Von a

^1==3, S 2 = = 2 ; /? = 5, 3 / ? — 2 ^ i — S 2 = 7 ,

ce qu'il fallait démontrer.

3. Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, à la détermina-
tion des systèmes en involution de plusieurs équations aux déri-
vées partielles du second ordre. Nous ferons à cet égard deux
remarques générales.

Si un tel système introduit entre les vs^y to/, m/, OT un certain
nombre de relations linéaires indépendantes, on peut d^abord
supposer ces relations de la forme

^ Â{/c rssjk 4- ̂  Ai (x)f == o,

^ Ki/ctSik -<-^, B^U>( = o,

^ ̂ ik^Sik +^. L((y, = o.

Or, le système étant en involulion, il existe des élémenis inté-
graux £3 ; un d'entre eux^ pris d'ailleurs au hasard, sera défini par
les équations

P=3

CT/A=^,a,^p(x)p ( l , Â - = I , 2, 3);
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autrement dit, on aura
1.2,3

^A^aïA-p-l- Ap=
/,*

p=o

1,2,3

^ B^a/A-p -h Bp == o
i,k

'^L^a^p-^- Lp= o

(P==l ,2 ,3) .

<,^

II résulte de là qu'en remplaçant, ce qui est permis,

rsi/c par CTIÂ-+ a^i(o i-l-a^-g 0)2 4- a^a^s»

les coefficients A,, B,, ..., L( disparaissent. O/i /^^^ donc se bor-
ner au cas où les relations entre lesvs^ a),, rsi, rs ne contiennent
que les rs^'

La seconde remarque est la suivante : Si Fon a un système en
involution de h équations aux dérivées partielles du second ordre,
il existe h relations linéaires indépendantes entre les rsi/s ; on a par
suite

p = 6 — h\
on a, d^autre part,

Si^-Sî^p, Si^3, 2Si-h52^p-4-3,

3p — îSt — Sî ̂  ïp — 3 = 9 — a h.

L'élément intégral £3 le plus général doit donc dépendre au
moins de 9 — a h constantes arbitraires, c'est-à-dire qu'il doit
exister entre les a^, au plus^ 10 — (.9— 2 h) = 2 h 4- i relations
indépendantes. En définitive, si le système en involution introduit
les A relations suivantes entre les rsih :

VA^CT^ == ̂ , B^ V5ik = . . . = ̂  ̂ ik VSik = 0)

il faut que les 3 h relations suivantes, entre les a^A,

^A,Aa^p=^B^a^p =.. .=^L^a//,p= o (p == 1 ,2 , 3)

se réduisent à 2 h -h i indépendantes au plus.
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Celle dernière remarque peut encore s'exprimer de la manière
suivante : Si Von désigne par v^ v^ v^ trois variables quel-
conques^ par F,, Fa, ..., FA les h formes quadratiques

VA,AP^A, ^.QikVt^k, • • • î ^LihVjV^

les 3 h formes ternaires

t^iFi, ^iFi, ^âFi; ^iFî, .... ^sP/i

doivent être reliées au moins par h — i relations linéaires
indépendantes à coefficients constants.

6. La détermination des systèmes en involution de deux équa^
fions aux dérivées partielles du second ordre résulte immédiate-
ment de ce qui précède. Il correspondra à un tel système deux
formes quadratiques F,, Fs de trois variables v^ v^ ^3, et l'on
devra avoir une relation linéaire à coefficients constants entre les
six formes

PI Fi, ^Fi, ^Fi; <>iFî, VtF», ^Ft.

Autrement dit il existera deux formes linéaires l^ et /a telles
que l'on ait identiquement

^Fi-^iFî==o.

Ces formes linéaires sont nécessairement indépendantes, sans
quoi les deux relations entre les vsik ne seraient pas indépen-
dantes. Comme une substitution linéaire effectuée sur les CT(
fournit la même substitution linéaire sur les vi, on peut faire en
sorte qu'on ait

^Fi—^iFi=o ,
et par suite

Fi== Pi(Ai^i-hA2^t-+-A^3)ï Fî==^(Ai(/i-hA»(^-4-A3p3).

On peut enfin se réduire à l'un des deux cas

O) FI ==^3, F2==(^3»

b) Ft==^, Fs==ViPf

En conclusion tout système en involution de deux équations
xxxrx. 25
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aux dérivées partielles du second ordre conduit à Vun des
deux systèmes de relations linéaires

a) CTl3 == V5î3 == °î

6) TîTn === Ï Ï Ï12 == 0.

Réciproquement chacun de ces deux cas correspond effecti-
vement à un système en involution; une vérification directe
montre en eflet qu'on a

^1=3, ^2== i, 3p— 2 5 i — ^2=5 ;

d'autre part les relations entre les a^ sont au nombre de 5 et
l'élément intégral E.i dépend de 1 0 — 5 ==5 constantes arbi-
traires.

7. La détermination des systèmes en involution de trois équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre conduit à la consi-
dération de trois formes quadratiques F,, Fg, F 3 t^les qu'on ait
deux identités distinctes de la forme

^FI-T- lî^\-^ ^3^3="'

mi Fi -+ m2 F2 -r- 7^3 ¥3 = o,

où ^, /a? ^3? m^ ma, m^ désignent six formes linéaires.
Déterminons la constante p par la condition que les trois formes

linéaires
^1-t-pWl, / ï - t -pWî, ^34-?W3

soient dépendantes; p s'obtient en annulant un déterminant du
troisième ordre et est par suite donné par une équation du
troisième degré. On peut toujours supposer que celte équation
admet la racine p === o, et aussi par suite que l'on a

/1==^, ^2==^2î ^3=0.

Soit alors

mi == avi-^-bv^cvs, m^ = a'Vi-+- b'v^c'v^ m^ = a" vi 4-^(^2-^ c" ^3 •

L équation en p est

i -+ -ap &p cp i-i-ap ép cp
a'p i-4-6'p c'p = p a'p i-4-è'p c'p == o.
alfo ^p c'p ^ b" .c"
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Cela é tant , plusieurs cas sont à distinguer :
i ' U équation en p a trois racines distinctes; on peut sup-

poser que ces racines sont o.oc, i .
Le coefficient de p étant c", il faut que d1 ne soit pas nul; on

peut alors réduire m^ à ^3 et même, en changeant Fa, on peut
supposer c == c == o. L'équation en p se réduit alors à

(ab'— b a ' ) ̂ -r- (a -+- b') p2-^- p = o.

Comme ab'— ba' est nul on peut supposer, par une substitu-
tion linéaire effectuée sur (^ et (^2, que l'on a

^==6'==o,
et par suite

a = — i .

Les deux relations entre F(, Fa et Fg se réduisent donc à

^Fi- r -^F2==0,

•—^lPl-+-a^lF2•4-t ;3F3=== o.

On peut enfin changer Fi ~- a'V^ en F < , ^ 4- a'^ en ^2 et l'on
obtient

^ iF i==—,^F2= ^^3,
d'où

Fi ^ F; ^ Fa
^2 ^3 — Vt Vï Vt Vî *

Ce premier cas correspond donc aux trois relations li-
néaires

V5î3 == CTSI == CTIS == 0.

2° L'équation en p a ^ .̂z* racines doubles et une racine
simple. On peut supposer que la racine double est oo et la racine
simple o. On arrive, comme dans le premier cas, à supposer

puis
ab'— ba' == o, a -+- b' = o.

La première des deux dernières équations permet de sup-
poser

b=b'=o,
d'où
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On a donc

et par suite

366 —

/ni==o, m.2==Pi» W3==?3.

VlFi4-P2F2==0,

PlF2-hP3F3==0,

FI ^ F» _ F a
PI PS — — P ï P 3 (??

jCe deuxième cas correspond donc aux trois relations h»
néaires

TOÎ» == CTIÎ == CTH == o.

3° Inéquation en p a une racine triple; on peal supposer que
cette racine est o. On a alors d ' = o, ce qui permet, comme 7^3
ne peut pas être identiqaement nulle, de supposer

m3=pi.
L'équation en p étant

(bc' — cb'Y^—c^^ o,

c =s o, bc'y^o.
il faut

On a alors
PI FI-h PîF2== 0,

6pîFi-+-c'(P3-4- -7^2) Fa-h Pi(F3-4- aFi-+-a'Fa) == o,

ou, sans nuire à la généralité,

d^où l'on déduit

PI Fi -+- PÎ Fa == o,
PÎ FI 4-?3 F»-r-PI F3 == 0,

F, F, F3
PiPî ——PÎ PlP3——P|

Le troisième cas correspond donc aux trois relations li-
néaires

TSit == CTH == CTi3 — CTIÎ == 0.

4° U équation en p se réduit à une identité. En raisonnant
comme dans le cas précédent, on voit qu'on peut supposer

ma==Pi, c==o, 6c'==o.

Ce cas se décompose donc en deux autres.
4^. b = o. Alors on peut supposer, sans nuire à la généralité,
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PI FI -h Vf FI = 0,

PS FÎ-+- (»i Fa == o,

F| F, F,
PI PS ——V\ PlP.3

Ce ca^ 4a correspond donc aux relations

V5tt == Ti?iî == CTi3 == 0.

4^. c':::̂ . On peut supposer que Von a

ce quî donne

PtFi-+-PaFi== o,
PîFi-f-piF3==o,

Fi ^ Fi _ F,
PiPî —PÎ — p j '

Ce ca5 4& correspond donc aux relations

t3t l == CTH == CTgt == 0.

Réciproquement les cinq cas obtenus correspondent tous à des
systèmes en involution. On voit d'abord immédiatement que dans
le cas 4a on a

5i ==2, 5 î = = I , / > = = 3 ; 3 / ? — 2 ^ i — ^ = 4 ;

or les a/y^ sont reliés par les relations

^m = «iiî == «113 = aiîî = ans = «133 == o»

de sorte que l'élément intégral Es dépend bien de quatre con^
stanles arbitraires.

Dans chacun des autres cas, on a

si =3, ss = o,

comme on peut s^en rendre compte immédiatement en faisant

K I = = I , M Î = = Ï , w s = = i .
On a donc

3 / ? — 2 S i — S 2 = 3 ,

et en effet dans chaque cas les dix constantes a/,^ sont liées par
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sept relations, a savoir :
10 ^112== ai22== ai23== an3==: «133== 0223 = 01233== o;
20 ^ll == aM2 = ^HS == «123 = ÛtiSS = a223 = <2233 === 0 ;

^° ^ll == all2= ^ 1 1 3 = aij2= «123 = <2222= «133 — »223 = 0;

\ alll == all2== <Xi i3 = «122 = Oll23 = »222 = a223 == ^•

// existe donc cinq types de systèmes en involution de trois
équations aux dérivées partielles du second ordre caractérisés
par les relations
a) TOIS == ^13== CT23==0,

^) CTH == TOI 3 == T3î23= 0,

c) ®11 == Wjj== CTi3—TaTjg == 0,

</) Wn == CTH== OT(J==O,

e ) ^11 ï^ TïTiî== nTo == 0.

8. Nous abandonnerons les méthodes précédentes pour déter-
miner les systèmes en involution de quatre équations aux dérivées
partielles du second ordre. Dans ces systèmes on a p === 2. Or, on
démontre facilement que pour tout système en involution pour
lequel p == 2, on a des relations de la forme

^i^^iXi' Q^^y^, %^o, ..., 6^=0 (modOi. ...,€,.).

ou de la forme

^i^^i/i» ^^^ÎOs+^sy.i, ^—o, ..., 0;.==o
(mod9i, ...,0,),

ou enhn de la forme

e^crii/i-htos/^, 02==o» ..., 9;.—o (modôi, ...,6^).

Ici les xsik seront des coml)inaisons linéaires de Y< et Y.) et l^on, , . /-1 • /w-6

aura dans le premier cas
V5\ == ffi tO, y j + ̂  (02 /.^

în2==^2^l7.1-^2(0272,

CT, ̂  03 (Oi ̂ i -1- 63 0)2 7.2,

c^est-à-dire
TOU == ai-/i, CT2o=62^2, ^33=0,

^53= 63/2== 0, 7731== CT,/i == 0, ^tî = ^1 ^2 = âÎ2 %t,
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d'où enfin les relations

CTH == CT(3 ==CTî3 ==^33 == 0.

Dans le deuxième cas on a

V5\ == ai t0i ̂ i -h bi (fa)i X2 + <02 Xl )î

CT, s 02(0171 4-62(^1 7.t + <^î7j ),
TOg == ^3 0) 1 y i -+- bs ( t0i ̂ 2 -1- ^•2 Xl )'

c^st-à-dîre

T7n== ai/^+/?iy^, ^ 2 2 = = ^ 2 X l < TîT33==0,

^23== 63/,l= 0, Tîî3i= 03/^4-637,2= O» TOi2== ^1/.l = ̂ /.l-^ ^2/,2l

d^où enfin les relations

TîTj ̂  ss VS^ 3 =3 CTj 3 == T!T3 3 ==s 0 •

Dans le troisième cas on aurait

m'i==ai(^i^i-ht02^2),
^ = 02 ( (Oi 7,14- coî 7^2 ),
Tn3=a3(«>i^i 4-0)2^2),

c'est-à-dire

^ 1 1 = ^ 1 X 1 ^21=^2X2, TîT33=0,

TÎTî3== 03^2= 0, TîT3i ==03X1= 0, ^12= Ol Xî === ^îX* ^

cela est impossible, car on aurait

0?! == ds == 03 === 0,

et tous les r3ik seraient nuls.

Il y a donc deux types de systèmes en insolation de quatre
équations aux dérivées partielles du second ordre, caracté-
risés par les relations

Cl) VSiî == CTi3 == Zn23 = CT33 == 0,

&) ^21 == ^13 == ^23 === ®33 :== (^"

9. Dans le cas d'un système en involution de cinq équations
aux dérivées partielles du second ordre, on ap == i ; dans ce cas
chacun des covariants bilinéaire? vs^ peut être supposé de la forme
a/co^y. On voit facilement comme dans le cas précédent que cela
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donne un seul type, caractérisé par les relations

T3\^ == ^13 == ^11 3= ^23 == ^33 == 0.

10. Enfin un système en involution de six équations aux dé-
rivées partielles du second ordre est caractérisé par les relations

V5\\ ss ^11 === ^13 == ®tî =3 ®t3 =!= ^33 ̂ =; 0 \

c'est un système d'équations de Pfaff complètement intégrable dont
Fintégrale générale dépend de constantes arbitraires.

II. — LES SYSTÈMES FORMÉS D'UNE SEULE ÉQUATION.

H. Nous nous proposons d'étudier les caractéristiques des
équations ou des systèmes d'équations aux dérivées partielles du
second ordre à une fonction inconnue de trois variables indépen-
dantes. Les caractéristiques sont des multiplicités à une ou deux
dimensions pouvant dépendre de constantes ou de fonctions arbi-
traires, mais telles que chaque multiplicité intégrale soit engen-
drée par une famille de ces caractéristiques dépendant seulement
de constantes arbitraires (deux ou une).

12. Occupons-nous d'abord d'une équation aux dérivées par-
tielles; cette équation peut être du type a)^ b) ou c) (4) . Les
équations du type a), dont la plus simple est l'équation de La-
place, n'admettent pas de caractéristiques au sens qui vient d'être
donné à ce mot.

L'intégration d'une équation du type b) revient à celle d'un
système de Pfaff

Vf == TSt == CTÎ == VS^ == 0,

avec les conditions

tar'stjûiCTi H—tOjCTj "+-(A»3CT3 (finodcy^,

vs1^ s faïiTiïii-+- 103013 (modtSf TOI, CT^, ^3).

®2 S 0(2 OT»-+* 003 CT^ ( mO.dCT, T?TI , BÎ2, ^3 ),

Zo3 S fa)^ CTIS ~(~ tUtWl3 -+- (^3 t?33 ( lïiodzïî, T3Ji, Z3'2, ̂ 3).

Considérons sul* une multiplicité intégrale la famille de courbes
(à une dimension) définie par les équations

(0^ =s= 0)3== 0 ^
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ces courbes dépendent de deux constantes arbitraires et elles
engendrent la multiplicité, intégrale, puisque par chaque point de
celle-ci il passe une de ces courbes et une seule.

Dans l'espace (x^ x^ ^3, z, p ^ i p î f p ï ) on obtient ainsi des
multiplicités à une dimension, appelées caractéristiques du
premier ordre^ satisfaisant aux équations de Pfafi

(a) CT == TBi a= CTS =^ Vis == 0)i == (03 s= 0.

Dans l'espace (;T(, z, p^ pih) on obtient des caractéristiques du
second ordre qui satisfont aux équations de Pfaff

(3) vs == ®i == TOÎ == 12x3 == t0i === (0( == is î === CTIS == o,

en effet les équations d'un élément intégral Es contenant en parti-
culier les deux suivantes

l̂l = OlHiCOi -4- «us (ris,

®13 == ^IIS ̂ l-+-^ÎS <*>3ï

les équations Tsy^ ==TÎÏ| 3 ==o sont, sur chaque multiplicité inté-
grale, des conséquences des équations (Oi == 0)3 === o; elles sont
donc vérifiées par chaque caractéristique du second ordre.

L'équation aux dérivées partielles considérée admet une
seconde famille de caractéristiques définies par les équations

( 4 ) HT ==s TOI- == CTji ==? VS^ == <rij == (<)3 == CT<gj| ==3 Z3Tjs == 0.

On peut se servir de la considération des caractéristiques pour
intégrer dans certains cas l'équation aux dérivées partielles, comme
dans le cas d'une équation à deux variables indépendantes. Il en
est ainsi par exemple lorsque les équations (2) des caractéris-
tiques du premier ordre admettent trois combinaisons inté-
arables indépendantes. En tenant compte des équations (a) on
a d'abord

^=o,
®,==o,
CT,==œiCTt2,

w a =0)1^3,

ce qui prouve que les seules combinaisons intégrables possibles
sont des combinaisons linéaires de CT, rs^ to, + awa -̂ - ^^3,
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to,-}- a'^2 + (^3? oli encore, à cause de l'indétermination du
choix de o)i et (03, des combinaisons linéaires de CT, z^, (o<, 0)3.
D'autre part, on a

CT'5=(*)tCT2 (modzîy, TOI, coi, (03);

donc il n'y a que trois combinaisons inlégrables indépendantes au
plus, qu'on peut supposer dépendre linéairement d e T n , , o),, 0)3.
S'il y en a trois, soit

du, dv, dw^

Inéquation w< = o sera de la forme

dw — \du — [j. dv = o,

X et u. étant obtenus par des différentiations, et, sur chaque multi-
plicité intégrale, w est une fonction de u et de (\

Si Pon se donne cette fonction, l'équation rs\ == o est vérifiée
d'elle-même, et le système de Pfaff à intégrer se rédui t à

avec
VS ==s CTI == CTj === 0

rs' ^ tOîTETa -4- (<)3T!ï3 (niodnï),

•n5\ ̂  (*)jTîy22-+- (^3^28 )

TîTg ̂  <)i)tW2î~^ (*)3®33 j
( inodny, CTJ, ^sl^3 ).

L'intégration d'un tel système revient à l'intégration d'une équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre. La recherche des
caractéristiques de cette équation peut dans certains cas être
simplifiée^ et quelque fois effectuée sans intégration.

Si les équations de Pfaff de chaque famille de caractéristiques
admettent trois combinaisons intégrables, on peut se donner arbi-
trairement deux fonctions arbitraires de deux arguments et l'on a
alors à réduire à sa forme normale une équation de Pfaff par deux
opérations d'ordre 3 et i; cette réduction esta son tour susceptible
de simplifications dont l'étude serait un peu longue ici.

13. Une équation aux dérivées partielles du type c) se ramène à
un système de Pfaff

rs •==• CTI == CTÎ == vas == o
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avec les conditions

» m' == ()DI TOI -h (OsCTî -+-(»)3îîT3 (modo),
TET^ ̂  (OjCTl2-4-(^3^13 (ïSlOÛVSf 13^^ VS^f T3^ ,

j TH, ̂  COiCTi 2-t-(OîCTîa-t-(03^23 (modCT, CTI, ̂ î ^3 )î

i TO'3 == (U'i Z!3Ti3 -h <*)2 ̂ 23 "+" ̂  ̂ ^ ( mod CT, ISTi, TîFa, ^3 ).

Ici il y a une seule famille de caractéristiques à une dimension
définie par les équations

(x)2 == (03 == 0,

lesquelles entraînent, sur chaque multiplicité intégrale,

^lî== TîTi»= 0.

Pour que la méthode d'intégration de Monge réussisse ici, il
faut qu^une équation de la forme T^< 4- arîT == o soit réductible à la
forme

dw — X du. — (JL dv == o.

S^il en est ainsi on peut supposer que le système de Pfaff dont les
intégrales premières sont M, ^, w, ^, (JL est

CTj s=s (ji)̂  == t»)3 == CTH == CTIÎ === 0 ,

on a alors

TïT, ̂  (Oç ̂  (x), ̂  CT^ ss ^13 ̂  0 (modiCTi, (x)2» ^3/^11. CTia).

Or, les équations (5) montrent qu^on a

VS' ̂  V5\ ̂  ̂ 2 s ̂ 3 ̂  ̂ î ̂  ̂ S ̂  ̂ t 2 ̂  ̂ l 3 ̂  °

(modOT, CTI, Z^t, CT3, CO,, 0)3, CTK, THia).

Autrement dit les équations de Pfaff des caractéristiques du.
second ordre sont complètement intégrables.

14. Réciproquement supposons que les caractéristiques du se-
cond ordre (et par suite du premier ordre) dépendent seulement
de constantes arbitraires (au nombre de 8). Considérons le système
de Pfafi

CT == TOI == 0.
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On a des équations de la forme

' vs' == (QÎ n?2 -+- 0)3 CT3 (modny, zni),

1 CT^ ̂  (^2Tarl2'~^- ^S^ia -+- t3^a\W\ 4- ûtîOùi-l- 03<X>3-t- 0^4'GTn

/ ç \ ] -+- <ïs ̂ 13 + c^QVSîî -4- ajzsTîa 4- ag^as)
1 -t- 7^3(^1 (Oi -+- by 0)2-+- 6301)3
^ + 64^12-^- 6573BTi3-+- es Cyjî 4-67 TÏT23 + 63^33) 4- CVSîVS^
1 (modCT, mi).

On peut d^bord remplacer rs^ 2 et ^3 par

T35i2+^2®2 ~^~ 62^31 ®13 ~+~ €t^T3^-+- 63 1ïT3

ce qui revient à supposer

02 = 62 = 03 = 63 -= o ;

on peut ensuite remplacer (o^ et (03 par

0)2 -t- SWî + jîia'3, (1)3 = ^^2 -1- Y^î»

ce qui permet de supposer

04 == 64 == 65 =£: o.
On a donc

V5' === t02 T3T2 •+• ^ï ®3 ( modTO, CTI ),

/fi'\ l̂ == ^Î^H-+- œ3nîi3+ CTî(aî(JUi 4- 05^134- 06^224- 07^234- Og^33)

-+-103(61 toi-h 68^22 4-67^23 4~ 63 i!T3s) "+'cny^^a
(modw, CTi).

Nous allons montrer que tous les coefficients a, 6, c sont
nuls.

Appliquons l7 identité fondamentale^) au covariant rn^ en ne

( l ) L'identité fondamentale est la suivante. Si

^«.k^i^t

est le co variant bilinéaire d'une expression de Pfaff quelconque, on a identiquement

^{da^i^+a^'^—a^^ == o,

où le premier membre est une forme trilinéaire symbolique.
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conservant que les termes en ù)i (03 ^22 ; ces termes ne peuvent
venir que de

—tOsTn^ et a iT îT^(Oi ;

or CT^ ne contient pas de termes en o>{ ro^, puisque par hypothèse
c^g est nul en tenant compte des équations

® === TOI == CT$ === TS^ === (l>2 == (*>3 == ^12 == ^13 == 0 ,

de plus CT^ contient le terme 0)2^23 ; donc le premier membre de
l'identité fondamentale contenant le terme a\ (A>| 02^22? '1 f31111 clue

ai soit nul. On démontrerait de même que b\ est nul.
En considérant de même, dans l'identité fondamentale, les

termes en
COi T3i2®22î ^l^lî^^SSï 0 )1T 3 T12C T33Î

(i)lTîTi3CTj$, ^l^iîlS^îa» ^I^IS^^S»

on démontre que les coefficients

06» a-^ ûtg. ^61 &7î ^8

sont tous nuls.
Restent les coefficients aç et c. Pour démontrer que 05 est nul,

appliquons encore l'identité fondamentale à rs\ en ne conservant
que les termes en 0)1^2^13 ; ces termes proviennent de

trijWt-î-hûûgWlâ-l-^sîiyjWla.

Soit donc

on aura
tOç == aO)iZîTi3-+-..., O), = jîtûiCTiî-+-...;

— a •+• ? •^- «s ==• o.

Appliquons l'identité fondamentale à CT' en ne conservant que
lestermes en (Oi^^is» et <»>4^sCTi2; on obtient

—as—a==o , — p = o ;

des trois relations qui viennent d'être obtenues il résulte

a&= a == P == o.

Appliquons enfin l'identité fondamentale à®',, en conservant
les termes en tù^rSïTS^^ et (OiWsTiîis ; on en déduit

(1)3 == COJitîÏ3 -{-..., t*Ï3==—CttfiTCT2-+-. . .,
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appliquons l'identité fondamentale à TU', en ne conservant que les
termes en co< CTS ^3 ; il vient

3c = o,
d'où

C == 0.

Finalement on a les formules

( CT'ES 0)2^2 4-tOîCT3
(7) î , (naodro,®i).

( V5^ ̂  œsTOis-t- (^3^13

15. Les formules précédentes montrent (<) que Inéquation CT(== o
peut s'exprimer au moyen de x^^ x^ ^3, ^, /?<, p^^ ps et deux
quantités indépendantes entre elles et indépendantes des précé-
dentes, soit

dpt — u dx^ — v dx^ — di dx\ — a^ dpî — a^ dps = o

où a^ rta, 03 sont certaines fonctions des neuf quantités

X\, X^ .2*3, S, 7?i, /?î, ps, U, V.

Le système rs == OT< == o ^^ /?a/' ^^^^ équivalent à C équation
aux dérivées partielles donnée : il en est en effet une conséquence ;
d'autre part de ce système on déduit les équations

1 7 ? 1 1 — — « 1 — « 2 / ? 1 2 — « 3 / ? 1 3 = = 0 ,

{8) . Plî—U ——a27?22—«3jD23==0,

( Pi3-—V —^ïPîS—ûa/?33==0,

d'où l'élimination de u et v conduit à une seule équation aux
dérivées partielles du second ordre, qui ne peut être que l'équation
donnée.

Les fonctions a<, a^ 03, de x^ z, p^ M, v ne sont pas arbi-
traires ; il faut en effet que TCT' et rs\ s'annulent en même temps

( 1 ) Cela résulte de ce que les équations o = c^= o {voir la note du n° 16)
peuvent s^exprimer au moyen des intégrales premières du système complètement
intégrable

T3 == Cîj == d^ == CJq == ti), == (1)3 = O<A == CLi == 0

et que parmi ces intégrales deux sont indépendantes des x^ s, /?,, intégrales
elles-mêmes du système

CT e= CT^ == Cî.j == CT.( == (0( == (1)3 == (Og == 0.
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que TO, OT^ et deux certaines combinaisons linéaires de

rfa-i, dx^ dx^ dp^ dp^

Ces combinaisons linéaires ne peuvent être que

, àa\ , ôa^ , ôa^ ,d^+^d^^^dp^^d^
, àûi , àa^ . àa^ ,
d3c^-^dx^^dP^-^dP^

En exprimant d'abord que xs' s'annule dans ces conditions on
trouve que a^ a^ 03 sont de la forme

/ ^ ,, à¥ àF à¥ àF(9) a,=.F-^^-^, a.==^, a3=^,

où F est une fonction de u^ v^ x^ x.^x^ ^, P \ ^ p ^ p ^ En expri-

mant ensuite quew^ s'annule, on trouve que la fonction F satisfait

aux trois équations aux dérivées partielles du second ordre sui-
vantes :

àas àa3 àaî àa^ àa^/àas àas àas\
^^aîàp;^^^a3ô^^t^(à^+^^^U^J

àas/àa^ àas àas\ àa^ /àas àa^ àa^\
^(^+^^+M^~^te^3^+^)

^/^-,^^^^)^o,
àv \àVf " as àp\j

àat -i- n àaî ->- àat da* da< ^1 /<)a» ^t ^<*»\
^ -*- pt-àT ^ a • àp[ ~~ •0p. - <l1 ̂  - ^- ̂  + P1 -^ + u ̂  )

Cm'» dd,/()0î <)ffî d<i,\ daî/dai dai <>ai\(IO) -'5.r^dï;+/'î•5^^^/+^-Y^;-l-^-a^+<(^}
-t-^/^l+^^+.^^o.

àv \Ar3 ^ ^i/

^as -L- r. àa3^.^ àa3 àa^ àa^ àa^ /àas ^3 àas\^^P^+^^-^-^-^(^^P^^u^

àat /àas àa^ àas\ , àa^ (àa^ àa^ àa^
- ~^\àxl ^^-à! ^'àp,) ̂  ̂ (à^ -h^ -dT ̂  "^

<)a3 /<)ai ^ai ^ai \
-+- -r~ ( 7— +^3 -T- -+- v —— ) = o.àv \àx^ - ^ api/

16. ^e^ équations aux dérivées partielles ainsi déterminées
s9 intègrent par des équations différentielles ordinaires. En
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efîet les formules

CT =5 W^TOî -t- (OsTn.i

TîT^ 2S ti»2®l2"~^' ^S^IB
(modo, ®i)

montrent (1) que les équations m = = C T i = = o peuvent s'exprimer
au moyen de huit fonctions indépendantes des x\^ ^, /^', M, v et de
leurs différentielles; ces huit quantités sont les intégrales du
système complètement intégrable

(il) ro == CTI == Gîj == ®3 == (1)2 == 0)3 == TOtj == ®i3 == 0,

en les égalant à des constanles on a les caractérisa ues de l'équa-
tion aux dérivées partielles. L'intégrale générale de cette équation
s'obtiendra en associant les caractéristiques de manière que les
équations rs == CT< === o soient vérifiées (équations où l'on suppose
n'avoir laissé que les huit paramètres des caractéristiques). Or, si
l'on prend pour paramètres des caractéristisques les intégrales
principales du système (i i) relatives à j ?<==o , et si l'on désigne
ces paramètres par

X,, X3, Z, P,, Ps, Fa, U, V,

le système à intégrer s'écrit

d7. — Fa dXî — PS d\3 == o,

dPi — U dXî — V dXs — a^ dP^— ag dPs === o,
(12)

où l'on désigne par a!p Œ^, ce que deviennent les fonctions a^ 03
quand on y remplace

a?i, *r», x^ z, pif /?2, /?3» u, v

( 1 ) Gela résulte du théorème suivant, qui sera souvent utilisé dans la suite :

Si 6p O,, ..., 6y, <i)p ..., û) so/i( /'-+-7? expressions de Pfaff indépendantes
et si Von a

^JE^^^ (modei,...,e,),
p,ff

^< système

Oi=Ô3==...=0,=^c^;^==û (a =1,2, ...,^; i==i,2, ...,r)
P

est complètement intégrable et les équations (̂  =... = ô^== o peuvent s'exprimer
au moyen des intégrales premières de ce système et de leurs différentielles.
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par
o, X^, X3, Z, Pi, P., ?3, U, V.

On assemblera donc les caractéristiques de la manière la plus
générale possible en posant

( l 3 ) Z=/(X,,X3), P2==/X,, Pâ-/^ P l=-9(X2,X3) ,

et en déterminant U eï V par les deux équations

( » 4 )
( ?x,-^-</x, -^/x.x,-^
» ?x,--V--</^-a^ =o.

Les fonctions / et y sont donc absolument arbitraires et l'on a
Fintégrale générale de Féqualion aux dérivées partielles sans aucun
signe (Fintégration, une /ois connues les caractéristiques,

17. Les équations aux dérivées partielles dont il vient d'être
question constituent une généralisation des équations à deux va-
riables indépendantes que j'ai proposé d'appeler équations de
M. Goursat. Elles sont déterminées par les équations (8), (9)
et (10). On peut aussi les faire correspondre aux systèmes de
Pfaff formés de deux équations à huit variables

( i 5 ) O i = = o , 62=0,

telles que les covariants 6^ , 6I» soient de la forme [identique à (7)]

d6) P;-^-^ ^
( ^=/.ix^-+-y.tX6

En effet, si Fon introduit une 9e variable auxiliaire 5. et si Fon
pose

on a
xs == 61 -t- AÔS,

m'=/J(/^-^-À/J,)-+-X2(/^-^--XX^î)-+- ^X. (modm),

où ^ est de la forme d\ 4- a» 7,1 -h a^ y 3 -h 03 y$ 4- ... + ae ye. Il
résulte de là que Inéquation rs === o peut se ramener à la forme
normale

dz —pi dxt — pi dx-î— ps dx^ == o.

Quant à 82 c'est une combinaison linéaire de ®, rf-c<, dx^ dx^^
xxxix. 26
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dp^ dpï, dps ; par suite le système considéré (i5) peut s'écrire

CT == dz — /?i 6?.pi —p.i dx^ —ps dx^ == o,
CTI ̂  û?/?! — u dx.i — v dx-i— a\ dx\ — 03 dps— 03 dps== o,

où les coefficients â?i, 02, 03, fonctions des neuf variables indé-
pendantes Xi, z^ pi, u, v, satisfont aux relations (9) et (10).

On démontre que toutes les équations aux dérivées partielles du
second ordre qu'on peut ainsi faire correspondre au système
9 , = = 9 ^ = = o sont équivalentes entre elles vis-à-vis du groupe des
transformations de contact de l'espace (x^ x^y ^3, z).

18. Les considérations du n° 16 montrent que tout système de
PfaflF ( i3) satisfaisant à des relations de la forme (16) peut se
mettre sous la forme (12). Si donc Fon connaît tous ces systèmes
(12) on pourra, par Fintégration d^équations différentielles ordi-
naires (à savoir la réduction de l'équation 9i 4- ^9-j= o à sa forme
normale), déterminer toutes les équations aux dérivées partielles
du second ordre qui viennent d'être étudiées, c'est-à-dire en
somme on pourra intégrer le système (9) ( ïo) . Et pour que le
système (12) soit de la forme voulue, on trouve sans difficulté
qu'on doit avoir

0 à¥ 0 ÔF

^^àV9 ^^-àV'

où F est une fonction de X<, Xa, Z, Pi, P^, Pa, U, V, satisfaisant
à l'équation aux dérivées partielles du second ordre

/^F ()F f^F ^F (^F <^F
JV^PT "̂  Jll à\ ^P, ~ àUW^ ~ 5V (ATWi

aï F / ^ F ^F ^F
à{]^\à\àXî + î à\ à'L -+" à\ àpj
d^F / ^F à^ F

-r- JuTv \Wà\î 'T' 2 JiT^z
^F ^F _ ^F _ ^F \

rJU ^Pi ' <>V ô\s •{ c/V ^Z r/V f/Pi /

^ /_^F ^F ^ ^F __
^V^ \^U r)\3 ^U ^Z (^U ^Pi/ ""

Telle est l'équation dont dépend, en dernière analyse, la déter-
mination de toutes les équations aux dérivées partielles du second
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ordre à trois variables indépendantes qui sont l'objet des numéros
précédents, c'est-à-dire qui admettent une famille double de carac-
téristiques dépendant seulement de constantes arbitraires.

Ajoutons que la détermination des caractéristiques d'une de
ces équations supposée donnée peut être simplifiée par une
méthode identique à celle que j'ai indiquée pour les équations
de M. Goursat.

111. — LES SYSTÈMES EN INVOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS.

19. Il y a deux types de systèmes en involution de deux équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre à une fonction incon-
nue de trois variables indépendantes.

Pour les systèmes du type a) on a

(0 1 rs' == tûi TOI -+- (tfj m; -+-(^3^3 (modTO),
vj\ = ̂ 1^11 (modc^, vs^/j fs^y 1^3),

( CTg == (<){ n^s-h (DS mf3 (œodro, TOI , CTÎ, vjs ),
V5^ =S (Oî CTjj3 -+• a»3 »îT33 (modCT, OTI , TOj, VS-j )•

Un tel système admet une famille de caractéristiques à une
dimension définie par les équations

(î) 0)2= (»)»== 0,

qui entraînent

( 3 ) CTl2 == ®23 == ®a3 == 0 î

mais (7 admet en outre une famille de caractéristiques à deux
dimensions. Considérons en effet une multiplicité intégrale; on a
sur cette multiplicité

OT sss XS\ ss Tîïj == ©3 ss 0,

et l'on peut toujours supposer (n° 1) que l'on a aussi

TOU == BÏ22 ==: ®23 == ^33 =::; 0.

L'équation de Pfaff
û>( == 0

est, sur cette multiplicité^ complètement intégrable. Sinon, en
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effet, on aurait une relation de la forme

tù\ == ao)2(03-h. .• (a^o),

les termes non écrits s'annulant avec ( o < , C T ( , ©2, ^3, CT^, CT^, ^23,
^33-

Or l'équation
j3\ == tjûi OTH (inodCT, ro-i, nr^, ̂ 3)

entraîne/diaprés l'identité fondamentale,

^i ®t i ~~ ^i ̂ i i ^= o (inod TÎT. CTI, nïg, 053, îî?^ , ©3, CTg ) ;

on aurait donc

ai02t03OTn ̂  o (modnr, CTI, ^2, ^3, a»i, (»»2TîT22+ <^3®23i 1^2^23-^-1*13^33 ) »

ce qui est impossible si a n'est pas nul.
Il existe donc une famille de caractéristiques à deux dimensions

sur chacune desquelles on a

(4 ) CT === CTt == CTg === OT3 == (Oi == TOU == 0.

Par chaque point d'une multiplicité intégrale il passe une carac-
téristique à une dimension et une caractéristique à deux dimen-
sions, la tangente à la première notant pas tangente à la
seconde.

20. Nous allons montrer que le système en involution consi-
déré peut toujours s'intégrer par la méthode de Monge.

L'équation
r3\ =5 (x)iîiyit (inodcr. cri, GTîî ^a)

peut s'écrire

(5) T3\ ̂  (x)i ron-t-nTs^l Ùh+a2to2~'^"a3ttJ3"+"'ortT!T22"'^''"aâzîT23~+- a6®33•+-a7CTll)

-4-^3(61(^1 -4-Ô2(il)2'+'^3(J03~+~^4<CT22•+• ^5 CT23'+'^6 ̂ 33 -+- b-;Wn)

-4-CCT2TO3 (modnT,CTi),

où les a(, &( et c sont des fonctions des variables Xi^ ^, p i k ' On
peut toujours remplacer

ttfl -t- Ci 7 CTj -+- b'jVSQ Ct TOII—Cl\V5^——61^3

par
0)1 et GTii,
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ce qui revient à supposer â<, b^ a-i et bi nuls, en changeant la
valeur du coefficient c.

Appliquons Pidenlité fondamentale au cova riant vs\. La considé-
ration des termes en

^î^tî^fîSi ^î^îî^SSf (^2^23 ̂ âS

donne respectivement

û t s — À 4 = O î 06=0, &6==0;

celle des termes en

(.03^2^23» ^3^22^33, 103^23^33

donne
a-, == o, &4 = o, ag—&6==o ;

celle des termes en

C02t)Û3'GTj2, (^20)3^23, t02 (03^33

donne
03 == o, û4 •— 63 == o, 62:=:: °'

On a donc une formule de la forme

f6) ÏÏT( ̂  0)1^11-1-a ((x)2W2~t~ ^3^3) ~t~ ^^a^s (modrïT, OTI ).

Si nous remplaçons-maintenant, ce qui est permis, C T ( — a r s
par TOI, on a

B^ == tx)iWn-+- €^2^3 ( inod CT, roi ) ;

l'identité fondamentale appliquée à vs\ en ne conservant que les
termes en (02^3^22 donne alors c == o.

On obtient finalement les équations

T3' '= tOîCTa -+- t03TïÏ3
(7) , (modCT,CTi).

®l ̂  tOl^ll

On en déduit, en appliquant un théorème général sur les sys-
tèmes de Pfaff (n° 16, note), que. les équations

T3 == CTI == Wg == ZCT3 == (*)i == 0)2 == t»Ï3 == Tnit == 0

forment un système complètement intégrable. Autrement dit il
existe une certaine fonction u des x^ z, pi elpik telle que les
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équations rs == TH, === o puissent s'exprimer uniquement au moyen
des ;y<, ^,/^ et u.

On peut aller plus loin. On a en efiet une équation de la forme

m'i == o)iCTn-+- vs(oiiWi-{- a2tx)2-+- 0,301)3-4- o^ma-h asTï^-t- (XfiTOii) (modnîi),

où l'on peut tout de suite supposer a< == ag == o. Appliquons
l'identité fondamentale au co variant rs'^ en conservant les termes
en

û>2tri3^î, 0)3 0)3^3, W^JB^VS^, (x)3CT2TO3;

on obtient successivement

«3 =o, a^ = o, ag =o, a^ == o.

On a donc finalement la formule

8) js\ == (Oiznii (modïSi) ,

qui montre (n° 16, note) que le système

ro^ == (rî  == CT^ == o

est complètement intégrable. Autrement dit [équation TO, == o
^^^ réductible à la forme

d\ — w rfU == o,

où U, V, W sont des fonctions de x^ z., pi et u.

21. Le résultat précédent montre tout de suite comment on peut
intégrer le système en involution donné. En éliminant u entre les
deux équations

V = = / ( L J ) , W=/ ' (U) ,

on obtient une équation aux dérivées partielles du premier ordre
dépendant d'une fonction arbitraire d'un argument (et de sa déri-
vée); l'intégration de cette équation fournit l'intégrale généraledn
système en involution donné. Les caractéristiques à deux dimen-
sions s'obtiennent en donnant à U et par suite à V et à W des va-
leurs constantes.

Si le système û>< === vs^ ==o est complètement intégrable, on peut
supposer que U el V ne dépendent <pe des x^ z etpiy le système
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en involulion admet l'intégrale intermédiaire du premier ordre

V-/(U),

dont l'intégration fournit l'intégrale générale du système. Les
fonctions U et V sont d'ailleurs arbitraires. Le système en inyo-
lution s'obtient par les formules

/ à\ ô\ ôY ()\ ()\
^•+•^^^ /?^^4- /?12^+/?13^
à\] àV àV àU àV
^+^^+/?11^+JP12^+JP13^
à\ àV à\ à\ àV

< - ̂ ^2^^it^^22¥2^23^
V 9 / i oHJ M àV àV àV

à^P^^^'ôp^^-ôp^^^

à\ àV àV à\ à\
àT^^^^^àp^^àp^^àp,
àV à\] à\] àV à[] '
^ + P. -^ +^13 ̂  -4-^3 ̂  +/.33 ̂

Si le système a)< == rs^ = o n'est pas complètement intégrable,
on peut supposer U == u\ comme l'expression ne contient pas de
terme en du, on pourra prendre pour V une fonction quelconque

de x^ z, pi et u, à condition de prendre W === -r—- L'équation aux

dérivées partielles du premier ordre à intégrer s'obtiendra alors en
éliminant u entre l'équation

V=/(^),

et sa dérivée prise par rapport à Uy f désignant une fonction arbi-
traire. Les équations du système en involution s'obtiennent alors
en éliminant u entre les trois équations

. à\ à\ à\ àV à\
^+^^^ l ld7l+^^-'/?13^3==01

' à\ à\ à\ àV àV
( } 0 ) > ̂  -^ +JP12^ ̂ ^ôp^^àpl- oî

/ à\ à\ à\ àV àV
' 5Ï3 +/?s ̂  ̂ 13 àp, ̂  ̂  4-^33 ̂ 3 == 0-

22. Considérons maintenant les systèmes en involution de deux
équations aux dérivées partielles du second ordre du type.fr). On
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a pour un tel système

(il)

TS'- == a>inri -+-C02CT2 4-(^3^3 (modCT),
CTI :s: <*)3TOi3 (modcy, CTI, ^2, ̂ 3),

CTç^ cûaTîTsa-t-(^3^2.3 (modTar, CTI, Tiygî ^3)1
nTg ̂  (0( CTi3 -+- tx^CTas 4- (^3^33 (mod TîT. T34, GT^, 7^3 ).

Ce système s'intègre par des équations différentielles ordi-
naires.

Avant de démontrer ce théorème important, introduisons les
éléments caractéristiques. Il y a d'abord en chaque point d'une
multiplicité intégrale un élément caractéristique à deux dimen-
sions satisfaisant aux équations

TSS == js\ == vsy == CTâ == (-03 == ^13 =:= o,

puis un élément caractéristique à une dimension contenu dans le
précédent et satisfaisant aux équations

VS == T3\ == TîTç == TS^ == tû.̂  == (1)3 == TOI 3 == TiTag === 7^33 == 0.

Chaque multiplicité intégrale peut être regardée comme engen-
drée par une famille de multiplicités caractéristiques à une dimen-
sion (dépendant de deux paramètres) telles qu^n chaque point la
multiplicité caractéristique qui passe par ce point admette pour
tangente l^élément linéaire caractéristique correspondant à ce
point. Mais on ne peut pas toujours regarder la multiplicité inté-
grale comme engendrée par des multiplicités caractéristiques à
deux dimensions (dépendant d^un paramètre), telles que par chaque
point de l'intégrale il en passe une et uneseule tangente en ce point
à l'élément caractéristique à deux dimensions correspondant à ce
point.

Il y a donc toujours des multiplicités caractéristiques à une
dimension^ mais pas toujours des multiplicités caractéristiques
à deux dimensions.

23. Pour voiries choses d'un peu plus près, posons

(l 9,) TOI === l»J3roi3-|-TîÎ2(aitUi-(-03(1)2-h 030)3-1-04 nyi3-+-03l5y22-+-06CT-23-4-07OT33)

-(- VSs (bi (l) i -+• b^ tUg -+- b^ (03 -1- ^4 THi 3 -+- h y TSS^ -+- Ôç ̂ 23 -h 67 ̂ 33)

-+- c'ç5^rs3 (modxSy vs^ ).
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On voit d'abord que, par des changements de notations permis,
et en changeant au besoin la valeur du coefficient c, on peut
supposer

03 = bs == 04 == bi, == o.

Appliquons Pidentilé fondamentale au covariant v5\. La considé-
ration des termes en

OL»! tjO-jT3^ et t0l tjûg^âa

donne
^r, == o et 61 = o;

celle des termes en

^Î^-Î-Î^S'Ï e^ to2TÎT•13m3:î

donne
a-, == o et b-, == o.

La considération des termes en (01^3^23 donne

^3 . _ /, .
àfwirn^ )

d'autre part ridentité fondamentale appliquée à rs' donne, en
considérant les termes en (o^ ^3^23,

. •2&g == o.

De même la considération, dans Pidentité fondamentale appli-
quée à G^, des termes en w^Ts^rs^^ et celle, dans l ' identi té fon-
damentale appliquée à w7, des termes en (0^37322 donne

b, = o.

Enfin la considération des termes en 0)2^22 ̂ 23 dans Pidentité
fondamentale appliquée à vs\ donne

Ofi= 0.

On peut aller plus loin. La considération des termes en o^Oa^o
dans Fidentité fondamentale appliquée à rs^ donne

cw3 -/» •
"——: ==°2»à(^^)

celle des termes en 0^0)^3 et (0/^2^22 dans Fidentité fonda-
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mentale appliquée à vs' donne

cWg _
à(^iV5s)

ckog
à(tûiWîî)

•2^2,

-^5 ;

enfin celle des ternies en (0^3^22 dans l'identité fondamentale
appliquée à rs\ donne

6205 = o.

Cela étant il y aura trois cas à distinguer suivant qu'on aura

bt) bî ==o, os^o;
bî) ^27^0, 03=0;

63) bî =o, a» = o.

24. Systèmes en involution du type b^). — On a dans ce cas

vs\ == 0)3^13-4- CTî(a(02-(- 6®22-1- crjs^) ( mod CT, CTI )
avec

b ̂  o;

on peut d^ailleurs toujours supposer 6 == i et aussi a == c == o, ce
qui donne

(i3)
T3'=S 0)i CTI 4-tx)} CTJ} 4-t0| Wa (mûdiSï),

ZCT^ S t»)3 CT13 -4- TîTj ̂ 12 ( nOûdro, TîTi ).

Inapplication d'un théorème général (n" 16, note) au système de
Pfaffîn == OT< == o montre que le système

TCT == OT^ ==; TSTg == Tïîj == (O^ == 1*^3 == ^13 == ^22 == ^

est coaiplèlement intégrable. Donc les caractéristiques (du pre-
mier ordre) à une dimension dépendent de huit- constantes
arbitraires.

L/équalion
àw.^ ,

——————— =±: ^2 - 0,à(WiWy)

démontrée au numéro précédent, montre qu^Ïya des caracté-
ristiques à deux dimensions; mais elles dépendent dé fonctions
arbitraires.
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Posons

VSy r== €1)2 Î3T22 4- ^3 ̂ 23

-»-Tïy.3 ( Oi 0)i 4-ag tOî 4-0.3 (Us-t-a^ TOI 3 4-a.-» ̂ 22-^ ̂  ̂ 23-1-^tï ̂ 33 )

(ïnodzîî, TOI. 7^2).

On peut d'abord supposer 03== o en changeant ^23 — as ^3 en
CT23. L'identité fondamentale appliquée à rs^ en considérant les
termes en

0>1 ny.3Til22i (OaTïT.îTCTjî, ^3 CT-;»^ Tî?23» TO3l3'î2®83i

donne
«1=0, ot2==o, a( == o, a-== o.

L'identité fondamentale appliquée à CT, donne, en conservant
les termes en 0)4 ̂ 13^22,

à(wirsts) =--28;

puis l'identité fondamentale appliquée à TO' donne, en conservant
les termes en o)« «92^13)

Us = o.
Il reste donc finalement

rs' ==(i)iCTi -h (02^2 4- (y3CT3 (modin),
( 1 4 ) î == (*)3Tîïi3-(—ÎSytTî?22 (modCT,TîTi),

Tiïg ̂  (OçCT22-+- 4)3^23"^" 01^3^13 (rnodCT, TîTi, VSî)-,

et ron voit facilement qu'on peut supposer

a == o ou a ==-1.

25. Les formules précédentes montrent que les équations
CT/== ̂ 2 == o peuvents'écrire de manière a ne contenir, outre les
a*/, 2, pi^ que trois fonctions indépendantes M, v^ pp, des /^, x^
z^ pi. Le système de Pfaff rs ===TÎT( === ^2 === o peut donc s'écrire

û?-s —p\ dx\—.p^dvî—pncLc^-=o^
(15) û^i-hXi </3 l^-4-X2rfr2-^X2Û^3-^-X4 â?/^3== 0,

ûÇp2 -+- l̂ ̂ l -+- ̂  rfa'2 4- ^3//3"3 4- ^4 <//?3 — 0,

où les X et les y. sont des fonctions données des x^ z, /?/, M, ^, (^.
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Comme on a d'autre part

^==(03^3 ( mod ny, OTI, CTj)
et

CT'^— dx^\^dxî -4-X3 dx^ 4- X.(, dps )

—— ̂ 2 ( ^1 ^1 -+- ^3 •̂3 -+- F» <7/D3 ) 4- <tei 0?/?3

(naodTiy, roi, n^),

il en résulte que le carré (symbolique) du second membre de la
dernière formule est nul, ce qui donne

( I6) — ^ 3 ^ - + - ^ 3 ^ — — ^ î -I- ^| = 0.

Le système (i5) est équivalent au système en involution
donné ; en effet toute intégrale du système en involulion donné
est intégrale du système (i5) ; d'autre part, le système (ï5) revient
au système obtenu en éliminant ^, v^ w entre les équations

P\\^- ^l -+-À4/Î|3 = 0, /Î12-1-X.2 - l-^4^23= 0, />13+^3 -4- ^4/?33 = 0,

PIÎ-+- ^l4- ^4^1.,== 0, P21-h (A2-+- ^/?,3== 0, /?23-+- ^3-h ^4^33= 0,

équations qui se réduisent à cinq d'après la relation ( 16). Le sys-
tème ( ï5) revient donc à un système de deux équations aux déri-
vées partielles du second ordre qui ne peuvent être que les deux
équations du système en involalion donné.

Or les formules ( î4) donnent

1 VS' == 0)3 W3

^ ' î ' ) , TO'i ̂  0)3^13 ( mOfiTO, OTI, TOç),

\ CTj ̂  W^tS5^ -h (030133 -r- aiSTjTiJo

ce qui montre que les équations

(l7) CT == OTI == Tiî.> = txJî ^=: Ct»3 == 7îÎ3 == r-S.^ == TO,;, == CT^ =_ o

sont complètement iniégrables. Les équations ( ï 5 ) peuvent donc
s'écrire de manière à ne contenir que neuf fonctions de x^ z, p^
u, ^, w (et les différentielles de ces neuf fonctions). Ces fonctions
égalées à des constantes fournissent les caractéristiques (à une
dimension) du système (ï5). Si \'on choisit les intégrales princi-
pales du système caractéristique relatives à x^ = o ,e t si l'on dé-
signe ces intégrales principales par

\2, X^, Z, P,, F,, PS, U, V, W,
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le système ( 15 ) s'écrit

( dZ -P^X2-P3^X3==0,

(i5') ^ dP^U dX^-{-\i dX^^dP^o,
( rfP2-+- ^§ d\^ ̂  ^Xa-t- fJL; rfP3= o,

où les \^ et les (JL? se déduisent des ̂  et [A( en remplaçant j7< par o
et les petites lettres par les grandes lettres correspondantes.

Si donc l'on connaît les caractéristiques à une dimension don-
née par le système (17), l'intégration du système en involution
revient à celle du système (i5'). Or pour intégrer ( i S ^ ) on peut
poser

Z==/ (X , ,X3) , P2==/X^ P3=/X,;

PI est alors une fonction de Xa, Xa obtenue en intégrant une
équation aux dérivées partielles du premier ordre, celle qu^on ob-
tient en éliminant U, V, W entre les équations

03) (1fe-^Wx.=o, ^.-X^X^o,

^ fiî -^-^^^/x,X3=o, /x,x,-+-^-+-^/xr=°-

Z/ intégration du système en involution donné est ainsi
ramenée à V intégration d^ équations différentielles ordinaires.
On peut remarquer en outre que si l'on connaît les caractéris-
tiques à une dimension du premier ordre, données par

TCT == V3^ ~^ CÎ2 =:= ^3 :=: ^2 :== ^3 == ^13 == ^22 == ^î

les caractéristiques du système ( i5) s^en déduisent par des difle-
tiations.

26. Les fonctions \^, (JL^ des formules ( iS^ ) ne sont pas arbi-
traires. L'utilisation des formules (i4') conduit à écrire le sys-
tème (i5') sous la forme générale suivante :

/ (H. - \\ d\.— PS dXs = o,
(15^) }dPi—udP^—vdP3-^^ndXî-+-^dK.s=o,

( ^Ps — 4»^ dXî — <ï>^ dXs -+- w ( û?P3 — «t»^p rfXa — 4»^ rfXa ) = o.

Dans ces formules (i5") ^ désigne une fonction de u\ v^ X^,
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X3, Z, P,, Pa, P3, assujettie à satisfaire à Punique équation

à'2^ à2^ _ <y24> _ à'2^ _ à^ à^ à^ 024»
àv à\^ î ôv àZ du 0X3 ~ 3 ou ÔL ~ ou ôv àl\ ~l~ ~àv àuà\\

àî^. 1 àî^ àî^ \
^ ~àu^ \ à7àî^ "4" " àïTàP, )

à1^ î à^ ^4> ^24» ^24, .
~" àuàv \àu àP^ ^~ u àuàPi ~ àvàPs ~~ v àvàpj

à^ ( à2^ ^^ \ _
T^ [àuàPs ̂  v 'àuàP'^ / = = 0'

Les caractéristiques à deux dimensions sont données par les
équations

dv — w du, ==o,

dXs— w <a?X2= o,.
dZ —(P2-+-wP3)ûîX^=o,

dPi- (F^.-h wF^) rfXs = o,

dPz - (F^+ wF^) rfXs ==0,

î-^ [FL- "F^- ̂ F^4- w(F,- u¥'^- vF^)] rfX2= o,

et elles dépendent de deux fonctions arbitraires d'un arguinent.

27. Le système (i5") est un système de Pfaffà neuf variables
pouvant se mettre sous la forme

(^9) e i=e ,=63==o,
avec les relations

\ ^XlXâ

(20) < 62-7^/3 (mode,, 62,63),

f ^ - Xi X» + Xs X6 + rn 7^X3

et la condition supplémentaire que les expressions linéaires d^,
àQ' 3

jç1 soient indépendantes entre elles et de 61, 83, 83, ̂ , ̂ .

Partons réciproquement d'un tel système. On peut lui faire
correspondre'd'une infinité de manières un système en involution
du type è<) et tel que les équations (19) indiquent comment les
caractéristiques à une dimension de ce système doivent être asso-
ciées pour engendrer Fin tégra le générale.
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On a cTabord en effet des formules telles que les suivantes :

e l=XlX2^93(a lXl+a2X2+a3X3+^4X4--^-aoX54-a^X6) ^ ^

^^î = Xl X3-1-^(^l Xl- }-^^-+-^3/.3-+-^X*-4-^o/.S-4-^X®)

On peut d'abord supposer

ai= 02= bi = o,
en remplaçant

^1-4-0263, /2——^l63 , XS— 6 !^

par
X « ' ^2. /3.

L^identité fondamentale appliquée à 9^ , en conservant les termes
en

donne
T:1/,''/.^ /^"/.sXû'

03 = o, ^^ = o.

L'identité fondamentale appliquée à 9g, en conservant les termes
en

donne
X2XsX6. 7:^7^

b^ =o, 64== o.

L/ identité fondamentale appliquée à 9^, en considérant les termes
en 73757.6, donne

^X î _ i, .
.,/.. .. N — — — — 0 3 ,
<^X6)

d^autre part l'identité fondamentale appliquée à 9 ^ , en considé-
rant les termes en ^275705 donne

63=0.
Il reste donc

6^^+ 63(03^ aexe) (^e,,6,).
^-Xi^+^^oXs^^Xe)

Par hypothèse Os fre — 65^6 n'est pas nul ; on voit facilement
qu'on peut.supposer

( ^i^XiXs-^sXs (mod9i,e,),
(%i) \^X^-^Xs (mod6i,62),

^^xix^-^xsye-^ ^ /̂.̂ ^ ("30081,62,63).
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Cela étant introduisons une dixième variable auxiliaire 5. et
posons

® ==6i-+-X62,
TOI = 0^
OT2 == 63 ;

on a

^^X^'/.â-^/jO-^- ̂ (/ji-^/S)-^/, (modCT).

Cette dernière formule montre qu'on peut réduire l'équation

TTT =--= 0

à la forme normale

dz——pidXi—/?2 dx^—p^dx^=0\

CTI et OTS sont alors des combinaisons linéaires de c/s, dx^ dx^
dx^^ dp^ û?pa, rfp3, qui dépendent des oC,, z, pi et trois autres
quantités M, ^, w. On retrouve d^ailleurs les formules ( i 4 ) en
posant

CT-i = / 2 -^- )./3, (DI = —— / , tUs = — ( /g -4- //., ;, (U3 == / i,

^IS^^/.^i ^îâ^^/,^ ^S^/^»

a --=r / /A,

On est donc en somme ramené ainsi à un système de Pfaff

T3 == lOi == T3^ == 0

avec les conditions ( i4)* Comme nous l'avons vu ce système de
Pfaff est équivalent à un système de deux équations aux dérivées
partielles du second ordre ; ce système est d'autre part en in vol u-
lion parce que pour toute intégrale de ce système on a CT' = o et
par suite

®s== p<i)3,

où p est une nouvelle variable auxiliaire.
En remplaçant 733—p(03 par ^3 les formules ( i4) ne sont pas

essentiellement changées (il suffit de modifier ^33)» le système de
Pfaff entraîne donc

T3 === TOI == ÎSÎjj == VSs =: 0, \

et ridentité fondamentale appliquée à vs' donne

®3 s (<)l®H-+- tOjWi3 (modTO, TOI, CT<(, 1^3, 0)3),
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d'où enfin

w SSO^CTI -*-(^CT.2 -h 0)3^3 (moda).

^i = ^3^13 (modro, TOI, ©2, ms).

^2-55 0)2^2-2-1- ^3^23 ( mod m, TOI , CT2, 0$ ),

©3 == 0)1 ©13-t- o^ny23-+- t^3 CÎ35 ( mod CT, CTI , ©3, ©3).

On arrive donc bien à un système en involulion qui est évi-
demment du tjpe 61).

On peut démontrer que tous les systèmes en involulion qui
peuvent se déduire d'un même système (19) sont équivalents entre
eux vis-à-vis du groupe des transformations de contact de l'espace
( X ^ .3%, A'3, Z}.

Les considérations des n08 2o et 26 montrent de plus que tout
système de Pfaff^p) satisfaisant aux conditions (20) peut se
mettre sous la forme ( i ^ ) , où <î> satisfait à l'équation indiquée
plus haut.

28. Comme exemple de système en involution du tvpe 6<)
citons le suivant :

Pn=^Pl^ ^12= ̂ h-

L'intégrale générale de ce système est donnée par les formules

^3= Ï,

^-P-/^,,

. =/(a,|J)^^(a)-.^/^-^^^ (/^^j^+^(^)3^

P^^^^fff^^-^W^

^2==/p- ^./3^1.

/^-/a+^'^^y./;.^:^]^,

où/(a, P) est une fonction arbitraire de ï et de (B, et <s (a) une
fonction arbitraire de a. Les caractéristiques à une dimension
s'obtiennent en faisant A et [î constants, les caractéristiques à deux
dimensions en faisant a constant.

XXXIX. y,
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29. Systèmes en im'olution du type b^. — On a dans ce cas

(n°23)
T3\ ^S 0)3^13 -|- tO^aZîî^-h b'GSs) -+- COT2TO3 (lïlodCT, OTi),

le coefficient b n'étant pas nul . On peiil d'ailleurs supposer b
réduit à l'unité et a à zéro, ainsi que c. Il reste alors

l m' = ojiîDi -4- a)9OT2 -t—ti^QTa (rnodTb),
( 22 ) ^ , ^ .

( TH, = CU3tn 13-4-(X4OT3 ( 1 1 1 0 ( 3 m, Wl).

L'application d'un théorème général (n0 16, note) au système
de Pfaiï m = TÎÏ, === o montre que le sysième

( '23 ) Vf == CTI == 13-2 == CT3 == (Jl)̂  == (ï)3 === T3l3 = 0

e'st complètement intégrable. Donc les caractéristiques (du pre-
mier ordre) à une dimension dépendent de sept constantes
arbitraires.

L'équation ( n° 23)
-^—=-i
à(wiWî)

montre au contraire qu'^7 ny pas de caractéristiques à deux
dimensions.

Les formules (22) montrent (n° 15, noie) que l'équation ^ = o
dépend outre les x^ 5, pi^ d'une seule fonction u des /^A? x^ z^ pi.
Le système rs •==. CTI = o s'écrit donc

! CT == dz — pi dx\ — pï dx^ — ps dx's == o,

CTJ[ -= dp\ — ai dx\ — 02 dx<i— M o?.T3 — 62 ûÇps — ^3 ^Rs = o»

où les ai et 6^ sont certaines fonctions des huit quantités x^ z^ pi
et u. Toute intégrale du système en involution donné fournit na-
turellement une intégrale du système (a4) ; mais réciproquement
toute intégrale du système (a4) satisfait aux équations obtenues en
é l iminan t u entre les trois relations

PU — ^\— ^2 /?12— ^3/^13= °,

P\t — ^1—— ^îPîî — ^SPîS == ^^

/ ? 1 3 — ^ — 6 2 / ? 2 3 — ^ ^ 7 ? 3 3 = = 0 î

c'est-à-dire satisfait à deux équations aux dérivées partielles du
second ordre qui ne peuvent être que les équations du système en
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involiitiol) donné. L'intégration du système donné est donc ra-
menée à celle du système (a4^-

Or, les formules

\ î3 ==(02CT2 -4-t^3CT3 . , .
(22) . , (modOT,OTi)

f CTI == (^3^13-1- tOgCîg

montient que ies intégrales du système (^4) sont engendrées par
les caractéristiques à une dimension données par les équa-
tions (a3). Si l'on connaît ces caractéristiques, si en particulier on
ci déterminé les intégrales principales du système (a3) relatives à
x\ -== o, ces caractéristiques, pour engendrer une surface intégrale,
doivent être associées de manière à satisfaire aux équations (a4),
équations qui peuvent s^écrire de manière à ne contenir que les
intégrales principales. On aura donc en définitive à intégrer le
système à deux variables indépendantes

( dZ -P^X2-P3^X3==0,
(24 ) ) dPi—a^dX^—Vd^—b^dP^b^dP^o,

ou a^, èî, b^ se déduisent de 03, 6^, 63 en remplaçant x^ par o et
les autres lettres par les intégrales principales correspondantes
(représentées par les mêmes lettres majuscules).

Or, l'intégration de (a4') est immédiate : on pose

Z^/(X,,X3), P2=/X^ ^^/^

et^on a P< par l'intégration d'une équation aux dérivées partielles
du premier ordre obtenue en éliminant U entre les deux rela-
tions

^^a^-bif^ -^y^==o,

^-^-bif^-bU'^ -o.

En définitive Vintégration du système en involution revient à
Vintégrationda système complètement intégrable (23) et à
celle a" une équation aux dérivées partielles du premier ordre.

30. Le système (^41) es^ ua système de deux équations de Pfafï
à sept variables. Prenons réciproquement un système quelconque
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de deux équations de Pfaf fà sept variables

l 23 ) 9i = 65== 0.

On démontre et non» admettrons que 9^ et 9^ peuvent être mis, en
général, sous la forme

(.6) (ô^xiX3-^ ^6^).
f ^ ̂ /.i 7^-+-7,27.5

Nous allons montrer qu'on peut déduire de ce système un système
en involution du typeé.j) tel que le système (a5) indique comment
doivent être associées les caractéristiques de ce système en involu-
tion pour engendrer une multiplicité intégrale.

Posons en effet, en introduisant une huitième variable auxi-
liaire À,

® = 61 -»- X9.2 ;
on y

( 27 ) m == /1 ( / „ -+- Ây^ ) -+- /^ ( /, -+- X/^ ) + y^i ( mod m ),

où r^ est de la forme

-- d). -(- ai ̂ i -h a,/jî-4- 03/3 -+- ̂  ̂  -4- ̂ Xs -̂ - a6e2.

L'équation OT === o est, diaprés la formule (27), réductible à la
forme normale

( 28 ) ^5 — /?i dx\ — pî dxî — pî (îx^ = o ;

celle réduction étant supposée effectuée, les expressions 9^, y, y, ,
/a» 73 4- ^y^» yi^-^/s sont des combinaisons linéaires des rfjc^, rf^
et dpi. On a, en particulier, pour Inéquation 9a== o :

( ^.9 ) dp\ — a i û?.ri — ag rf^ — <^ dx^ — 63 ̂ 2 — ^3 (^os == o?

où les coefficients a^ a,>, 62, 63 sont certaines fonctions des x^ ^,
pi et M. Le système formé par les équations (28) et (29) est équi-
valent à un système de deux équations aux dérivées partielles du
second ordre, z étant la fonction inconnue de x^ .2*3, x^. Ce
système est en involution du type éa)? car on retrouvera les for-
mules (22) si l'on pose

CT== 6 i -4 ->e-2 . OTI= 6,. CTS= T^^X^^S^ ®3== /.4^>7jh

Wi3==yj , , ^ l^T.^ ^ 2 = = X i - ^â==Xi—^y. i .
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On démontre que tous les systèmes en involution qu'on peut
déduire d\in même système (iS) satisfaisant aux relations (26) sont
équivalents entre eux vis-à-vis du groupe des transformations de
contact de Fespace {x^ x^^ ^3, s).

Il résulte de ce qui précède que tout système de Pfafl de deux
équations à sept variables peut se mettre sous la forme (î^)? °ù
aîp b\ et b\ sont des fonctions quelconques de Xa, Xa, Z, Pi, Pa,
?3, U. Par suite on peut par l'intégration d'équations différen-
tielles ordinaires déterminer tous les systèmes en involution
du type 63).

31. On peut prendre comme exemple le système en involution

P33 ==0, /?i == {V3-^-Pî3)Pi^

dont l'intégrale générale est

Z == .T3/(a-i, X ^ } -+- 9(^2) -h j f'x^f'v^i

avec une fonction arbitraire/de x^ x^ et une fonction arbitraire
î5 de ^2* ^es caractéristiques à une dimension s^obtiennent en fai-
sant .2*1 et .2:2 constants. Les éléments intégraux caractéristiques à
deux dimensions sont donnés par l'équation non intégrable

, f'.dx,
^^ï^A"0'

Les équations des caractéristiques à une dimension sont

;ri==ffl, .^•2=a2l a==^3a?3+C,

p^ == -1 (^3-^03), pî=a^Xz-^bî, /?3==^3.03

3î2. Systèmes en involution du type 63). — On a dans ce
cas(n° 23)

TOI == 0)3^1.3-1- 00)2^2-+- b'Gs^'vs^ (modro, TîTi).

En prenant rs^—OCT comme nouvelle expression C T < , et en
changeant Wi s, on a

rs'^ ̂  o)3roi3 -»- b'as'iiss (modCT,Tîy^).
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Le coefficient b est nul ; il suffit, pour le voir, (rappliquer l^den-
tité fondamentale à^ en ne considérant que les termes en ̂ ^rs^rs^.
Par suite on a

T3' === (OiTiTi -1- 0)2^2 •+- ^3^3 (modCT),
(3o)

?^= 0)3^13 (modnr,'CTI ).

Ces formules montrent que le système

TU == CT^ ==•.-012 ==s. 731.3.== OJg == 0)3 == ^13 =:=: 0

est complètement intégrabic, autrement dit que les caractéristi-
ques à une dimension (du premier ordre) ne dépendent que de
sept constantes arbitraires^ comme dans le cas du tvpe ^a).J\ïais
d^autre part il, existe des caractéristiques à deux dimensions.
comme dans le cas du type b^ ).

Le système rs =rs^ ==: o est équivalent au système en involution
donné; l'intégration s'effectue comme dans le cas du type 62)-

A chaque système de deux. équations de Pfafï à sept variables

61 ==63= o,

tel que l'on ait des équations de la forme

^^Xi/J+Xa/^

^==XiZ.
(mod6i,e2),

on peut faire correspondre un système en involution du type b^)
en introduisant une variable auxiliaire \ et posant

CT = 6i-t- X6j, roi === 62.

Citons comme exemple le système

pu = p\i = o

dont l'intégrale générale est

z == ^ifÇy-î) -+- <î>(^i, a"2),
et le système

^11==/>12^- ^Î3==°»

dont l'intégrale générale est donnée par les formules

^3==/'(a)—aa?2,

z^x^ / (a)—a/ /(a)•+• ^a2^ == ^i [ /(a)—a / /(^)•+• ^a2*r2 +(p(a,3-2).
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Dans le dernier exemple les caractéristiques à une dimension

sont obtenues en faisant a et x^ constants, les caractéristiques à
deux dimensions en faisant a constant.

33. Dans tous les systèmes en involution des types 6) \\ existe
des caractéristiques à une dimension dépendant de sept ou huit
constantes arbitraires. D'après la méthode générale quej^ai appli-
quéeen détail aux systèmes en involulion de deux équations aux
dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes,
la nature des opérations nécessaires pour obtenir ces caractéristiques
dépend de la structure du plus grand groupe de transformations de
contact qui laisse invariant le système en involution donné. Les
opérations nécessaires pour ramener Pun à l'autre deux systèmes
équivalents sont d'ailleurs les mêmes. C'est ainsi que si un système
en involulion est réductible par une transformation de contact à la
forme

/?ii==/?r2-+- ^L=°.

cette réduction (et par suite l'intégration du système) s'effectue
par dix quadratures. Ces mêmes quadratures donnent les carac-
téristiques.

IV. — LES SYSTÈMES EN INVOLUTïON DE TROIS ÉQUATIONS.

34-. Il y a cinq types de systèmes en involution de trois équations
aux dérivées partielles du second ordre.

Pour les systèmes du type a), on a

d)

m' == oiCTi -i- 0)2^.2-1- (A)âCT3 (modw),

1 Vf\== 0)1 wn (modriT, mi, CTg, TîTs),

TOg = 0)2^22 ( ITIodïSy, CTI, TCTg, ^3 ),

TS'^ = ^3^33 (modCT, îîTi, VS^, VS^).

L4ntégrale générale dépend de trois fonctions arbitraires d^n
argument.

Il y a en chaque point d^une multiplicité intégrale trois éléments
intégraux caractéristiques à deux dimensions définis respecfcive-
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ment par les équations

JJS == T3\ "̂  Gîg == TÏT:{ == (JD'i ==•' ISTn == 0,

TîT == 03^='= TiT'» =^ 7î5_«{ ==; (x>^ == ^22 === ^*

TÎJ == mi == ïSTa == ro3 == 0)3 == ^33 == o.

Il existe sur chaque multiplicité intégrale des multiplicités ca-
ractéristiques à deux dimensions telles qu^'l en passe une et une
seule par chaque point de l'intégrale, cette multiplicité étant tan-
gente à Pun des trois éléments intégraux caractéristiques relatifs
à ce point. Il suffit en effet de remarquer que sur la multiplicité
intégrale, l'équation

0)1 = o,

par exemple, est complètement intégrable. En effet on peut sup-
poser que sur cette multiplicité intégrale CT«, CT^, ^33 sont nuls ;
il suffit alors de démontrer que le coefficient de 002(03 dans co", est
nul. Or, si l'on a

W\ = ac*)2C034-. . .,

l'identité fondamentale appliquée à 'GS\ donne

œ, CTn —— ûh^u 5== 0 (lïlodCT, TnJi, CTS, TOS, TO', CTI, TOg, CT^ ) ;

la considération des termes en (o^coanr^ donne immédiatement

a == o.

Il existe donc trois familles de multiplicités caractéristiques
à deux dimensions^ et chaque multiplicité intégrale peut être
regardée comme engendrée par une infinité (dépendant d'une
constante arbitraire) de caractéristiques de chacune des trois
familles.

33. La méthode d^intégration de Monge supplique au système
en involution donné si, par exemple, l'équation vs^ == o est réduc-
tible à la forme

^ y — W ^ U = = o ;

cela arrive si les équations de Pfaff des caractéristiques de la pre-
mière famille admettent trois combinaisons intégrables (il ne peut
pas y en avoir plus de trois). On a dans ce cas, par un choix con-
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venahie de rs^, œ, , CT) < ,

CT^=O)(CTII ^lï lodWi).

S'il en est ainsi, pour intégrer Féa nation on pose

V = / ( U ) , W^/'d;);

CTI devient identiquement nul et le s ys le me à intégrer se réduit à

VS === OTa == T33 == 0,

avec
T3'== (U.^GT.î + a»3Tî53 (modTCT),

T3^ 5= (j^TîTaî (mod®, CT2, T33),

CT3 === ^3^33 ( modiB, TB;2, CTs).

L'équation TS =-- o se réduit à la forme

dZ — Pa ^X, — Pa t/Xa == o,

et le système à intégrer revient à une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre à une fonction inconnue Z des deux va-
riables indépendantes X.^, Xs; les deux familles de caractéristiques
de cette équation sont distinctes.

Si la particularité qui vient d'être envisagée se présente pour les
deux premières familles de caractéristiques, on posera

V ==/(U), W ==/ '(U),
V i = = œ f U i ) , Wi=<? ' (Ui ) ,

et l'intégration se ramène à la réduction de Féquation vs = o à sa
forme normale, ce qui exigera deux opérations d'ordre 3 et i.

Si enfin la particularité se présente pour les trois familles de
caractéristiques, on sera ramené à une quadrature, comme on
pourrait le démontrer.

36. Systèmes en involution du type b). — On a dans ce cas

l ro '===o) i ro i -4- tû^vs-î -+- 0)3^3 (modro),
} ju\ ==. ^îVSiî (modzîT, TOI, rs^ ^3),
\ W^ = a»i TS'12-4- tU2ZCT22 (inodïiiy, TBfi, ©2, VS^ ),

( 73'^ ̂  ^3^33 (modiîT, •G5^ •G5^ ^3).
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L'intégrale générale dépend encore de trois fonctions arbitraires
d'un argument.

Il y a en chaque point d'une multiplicité intégrale deux élé-
ments caractéristiques du second ordre définis par les équations

TS == CTI = VS^ === Vfs == (rig ..== TîTl2 "^ 0;

nr == 734 == vs^ == ^3== .̂s = ̂ 33 == <^ î

il y a également deux éléments caractéristiques à une dimension
définis par les équations

HT == TîTi == TîT^ =:: t«Î3 == (rii == (03 == ^12 == ^22 == ^7

JS == nTi == TîTg == ZîT3 =::: t*)^ == (03 == ^12 === ^33 == ^•

II y a donc deux. familles de caractéristiques à une dimension ;
mais // y a aussi deux familles de caractéristiques à deux
dimensions,

D'abord en effet, sur une multiplicité intégrale donnée, on peut
supposer CT^Î ^22? ^aa; identiquement nuls. L'équation 0)3 = o
est complètement inlégrable : cela se démontre comme pour le
type à); II en est de même pour l'équation

0)2 = o.

En effet, supposons qu'on ait

h/g = a (.1)1003 -+-. . . :

l'identité fondamentale appliquée a r3\, en considérant les termes
ena^^CT^ donne

^TCT«* __ /j, '
à((3î^}~~ i

en considérant les termes en (Oao^CTaâ^ on obtient alors

^1-2 ^ .̂̂
()((A)3CT2t)

enfin l'identité fondamentale appliquée à rs'^ donne, en considérant
les termes en o>i 0)3^22»

a == o.

Il existe donc deux familles de caractéristiques à deux di-
mensions, Chaque multiplicité intégrale peut être regardée
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comme engendrée par une infinité (dépendant dune constante
arbitraire) de caractéristiques de chacune des deux familles.
I l existe aussi deux familles de caractéristiques à une dimen-
sion: celles de la première famille sont situées sur les carac-
téristiques à deux dimensions de la première famille; celles de
la deuxième famille sont les intersections des caractéristiques
à deux dimensions des deux familles différentes.

37. Si les équations de PfafT de la dernière famille de caracté-
ristiques à deux dimensions admet tent trois combinaisons inté-
grables, c'est-à-dire si l 'équation ^3 == o est réductible à la forme

d\ — W d\] == o,

on posç, comme précédemment,

V = / ( U ) , W=/ ' (U),

et l'on est ramené, par la réduction de l'équation Tn==o a sa forme
normale, à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du
second ordre à deux variables indépendantes, admettant une
famille double de caractéristiques.

Si c^est l'équation CT, = o qui est réductible à la forme nor-
male

^ V — W ^ U = o ,

on est ramené encore à une équation aux dérivées partielles du
second ordre à deux variables indépendanles, mais à caractéris-
tiques distinctes.

Si les deux cas qui viennent d'être considérés se présentent
simultanément, on est ramené à'la réduction de l'équation CT== o
à sa forme normale rfZ— PgrfXg == o.

37. Systèmes en involution du type c). — On a, dans ce cas,

zn'=a)iTîTi 4-cOîTîî2 -hû^CTa ( moàjs),

CTI = 0)3^13 (modin, CTI, zîî'2, ^3),
(3)

^2= ^^la "+~ ^svSîï (inodro, CTI, CTg, roa),
TOg = tx)iCTi3-4- tx)2Wj3-+- W^TS^s Çmodvj, CTI, VS^^ ^3 ).

L'intégrale générale dépend encore de trois fonctions arbitraires
d'un argument,
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Par chaque point d'une multiplicité intégrale, passent un élé-
ment intégral caractéristique à deux dimensions défini par les
équations

VS ==• fSS i :== VS^ == tS^ -==• (03 == TSÎ13 •== 0

et un élément intégral caractéristique à une dimension, contenu
dans le précédent et défini par les équations

T3 -== TJS{ =- T3^ == HT 3 == Ci.) 3 •=^ (.03 —=- T«5i3 -— TO-»:} :==- U,

II existe ici une famille de multiplicités caractéristiques à deux
dimensions. Sur une multiplicité intégrale donnée, on peut, en
effet, supposer roi 3, ro^, ^33 identiquement nuls ; soit alors

0)^ == à O.)i tua-h. . . .

L'identité fondamentale appliquée à 73^, en considérant les
termes en (0,0)20313, donne

'Jro. ans.
———— - ———-— -|- a == o :

à(r3^M^) 0(133^}

en considérant les termes en 0)30»^ ^.^3, on obtieni

tï(ajiZïï2x ) (^(ni2a)i)

en considérant les termes en co2<A>3^33, on obtient

^13 ^ ^i ^ ^
^((j^âCTas) t)(CT3(x»2)

L'identité fondamentale appliquée à ro',, en considérant les
termes en œ, (02^23^ donne

^13 ., , ^2———— • • a -¥- ————- == o :
o^œiWîî) (^(^(Oi)

en considérant les termes en (03 ù^ ^33, on obtient

^(t0i®33) (?(CT30)i) "

L'identité fondamentale appliquée à ^3, en considérant les
termes en co^ œa^o, donne

C^TîTl 'j ÔVSy t
___ _ _ _ _ * J ^ z J , ^y ^^ o

^(^2^3'î) ^(t*>1^33) ~
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En ajoutant enfin, membre à membre, les six relations qu i
viennent d'être obtenues, il vient

3 a == o.

Autrement dit, sur la multiplicité intégrale, l'équation (0.3 == o
est complètement inlégrable.

I l existe donc une famille de multiplicités caractéristiques à
deux dimensions telle que chaque multiplicité intégrale soit
engendrée par une infinité (dépendant d'une constante arbi-
traire) de ces caractéristiques.

38. Il existe des simplifications dans l'intégration analogues à
celles qui ont été examinées dans les cas précédents. Mais i l y a
ici u n cas particulièrement intéressant, c^est celui où les équations
de PfaflT des caractéristiques à une dimension

( 4 ) CT == TOI == CTç == CT,3 •==• (jl»2 == tt)3 == CTi3 == Î3^ == 0

sont complètement intégrantes; ces caractéristiques dépendent
alors de huit constantes arbitraires.

Posons, dans ce cas,

V5\ === (ri3CTi3 4-103(^1^1 -+- <l2^2-4- <^3(y3•+• ^+^13 4- ÛE{»CT23-+- O^tîT^ }

CTg == (t)2CTi34-tt>3®23-^W8( 61 (DI -+- Ô^W^ 4- 630)34- 6^CTi3-4- 651023 4- 6(^33 )

( niod w, Wi, ©2 ) •

On peut d^abord, en changeant de notations pour 0)2, (0.3, r« î ,3 ,
^23? supposer que Pon a

03 s= CL\ •==• 63 === 64 == 0.

L'identité fondamentale appliquée à rs'^ en considérant les
termes en (o^ (1)3 r»T23 et 002 ^23 ^ss» donne

CL\ == ô, ag == o.

On a, par hypothèse,

<Wg3 _

<^((t)lW33)
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les équations obtenues dans le numéro précédent donnent alors

c^m.3 àv3\

c'est-à-dire
^(©3(1)1) û)(CT3tx)2)

61 == a.> = o.

L'identité fondamentale appliquée à c^, en considérant les
termes en 001^3^33, et en tenant compte de ce que, par hypo-
thèse, co^ ne contient pas de terme en (^^33, donne

6g == o-

L'identité fondamentale appliquée à CT^, en considérant les
termes en 0^ ^3^23, donne

àtû^
"'^^^â)'1"^''05

l'identité fondamentale appliquée à W, en considérant les termes
en (o^ ^3^23, donne ensuite

on en déduit

On a finalement

—— - ^3 _
0>(œiCÏ23;) '

a.== o.

v5' ^ ̂ i ®i-i-^2,W2-+-(tfaCTâ (mod®),
(5) ro 1=11)3^13 (modro, Gî^rog),

^2 ̂  0)2^13-}-0)3^34-1^3(0(1)2-h ^ïijîs) (modin, roi, Tïïa);

réciproquement, les formules précédentes entraînent la complète
inlégrabilité du système

( 4 ) CT == G3i == CTÎ = CjOa == (jO^ •== ©3 == CTi3 == ©23 = 0.

39. Le système en involution donné est équivalent au sys-
tème

îïî = TOI = CTa == o,

lequel s'écrit sous la forme

dz — /»i dxi — p^ dx^ — ps d^3 = o,
c^i — a dp^— bi dxi — b.i dx^,— 63 dx^ == o,

dp^ — a dps — pi dx^ — p, ̂ 2 — (̂  ̂ 3 = o,
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où les coefficient? Œ, a, b^ j3/ dépendent, oatre les x^ z et /?/, de
deux quantités nouvelles u et v. L^élimination de u et v entre les
six équations

piî—ap3i— bi== 6 (i == ï , -2, 3),

^2/—a/?3,—p,=o (i==l, •2, 3),

qui se réduisent à cinq, conduit à trois équations aux dérivées par-
tielles <^Ui ne peuvent être que les équations du système en involu-
tion donné.

Les équations rs === CT< == rs^ === o peavent s'écrire de manière à
ne contenir que les intégrales premières du système (4). Si Fon
introduit les intégrales principales relatives à x\ = o, ce système
devient

dL — Pa d\^ — PS dX^ == o,
dPi — a" dP^ — bi €i\î— b^ d\^ ==. o,
dP\— ao dPs — PS ^Xs - ?§ ^Xs == o.

On voit Facilement que ^intégration de ce système revient à
celle cV une équation aux dérivées partielles du troisième
ordre à une fonction inconnue Z de deux variables indépen-
dantes X.j et X3, et à celle d'une équation aux différentielles
totales compté femeni intégrable.

40. Les formules (5) peuvent être ramenées à Fune des formes
suivantes :

^-XîCt
(6) Q^X/^ (mod6i, 63, 63),

^-Xi/J»-^/^

e^xxi
(7 ) ^==1^ (mod6i, 62, 63),

^==7X^7^

avec la condition complémentaire que le système 61 ==62 === o ne
puisse pas s^exprimer au moyen de moins de sept variables.

Réciproquement, un système de Pfaff

(8) 9 i = 6 2 = 6 3 = = o ,

satisfaisant aux conditions précédentes, peut toujours être regardé
comme provenant d'un système en involution du type considéré.
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Considérons cTabord les formules (6), et posons

j 6^^ 63(0^+a^a^ 03X3^X0
ky / (6,-77^63(^+éiXt+^-^-2X3+^) v lî 2/

L'identité fondamentale appliquée à 97, donne, en considérant
les termes en y 2 7 3 ^ 4 ,

Oa == 0 :<»3 == 0 :

&4 == 0.

on a de même

On trouve de même
^y7 ^/' ,-—'-—-4-a4=o, Tr——r — 03 == o,ôv/^) ^^ /^X*)

ce qui donne
63=— 04.

Par hypothèse, la valeur commune de 63 et de —a» n'est pas
nulle, et on peut la supposer égale à i . On peut, de même, en
changeant les notations, supposer

CL == OL\ == <ij == b == 61 == bv === o.

On a donc finalement

t 91=7,7,1 — 6374 (mod 61,62),
( 6 ' ) . ^ -XXî - 4 - ^ (mod6i ,62) ,

f ^^Xi/.s-4-/^ (modei , 62, 63).

Cela étant, posons
CT == BI-T- AOî»

en désignant par \ une variable auxiliaire nouvelle. On a

^ ' ^ / . ( / J~^- x /^)-+-63(X^3—7^)-4-6î(—<3^X -4-...) (modor).

L'équation ro== o est donc réductible à la forme

dz -— pi dx\ —pî dvî — ps dx3 = o.

Si les équations (8) sont vérifiées, on aura l3s équations

t3 == Gîi == tiÏ2 === ®3 == O»
en posant

tiîl ==63, CT3=6a, ^3= yCl4"^/^"4'W»

tUi =: ^A — . . . , fa)2 == 74 —- X^3, 103 == 7^.
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II en résulte

CTi=== 0)3^2

CT,:E=--t*)2X2-- ^<*>3X»
(modw, Wi, mi, 12x3),

et, par suite,

^3^ t^iX»" ̂ ^iXa^^t— Û?ÎA-+-...) (modcy, TOI, CTÎI Wa).

Les formulés précédentes prouvent que z satisfait à un systèm-e
en involution pour lequel on a

CTH == Vfiî == CTia 4- V5ït s= 0,

et qui, par suite, est du type c). De plus, le système de Pfaff des
caractéristiques à une dimension est

e i=6 î=e3==x=x i=X2=X3=X4=o î
ces caractéristiques dépendent de huit constantes arbitraires, et les
équations (8) indiquent comment elles doivent être associées pour
engendrer une multiplicité intégrale.

«H. Dans le cas des formules (7), le raisonnement est identique.
Les coefficients a<, bi des formules (9) satisfont aux conditions

àv' , ày'
-——^——-—^3=0, 03==0, T7—-——;==0;
^(X3X*) ^(X3X4)

et Pon peutsupposer qu'on a
ei=== XX1-+- ^(^Xî •4- a^-^ a^) (modOi, 6,),

(7') e^sBXX2+e3(^lXl-+- ^Xî-^X*) (modèle,),
^-XXa+XiX* (mode,,6,, 6,);

les coefficients 04 et 64 notant pas nuls tous les deux.
Citons comme exemple, dans Je cas des formules (6), le système

en involution obtenu en éliminant u entre les équations

Pti= ,"^33ï

7?H== l^a-i-l-^ M^3—'«î^,
L| z 2

3
/?13-t-/?ît== U^Xt-^ -^pss— 2M3?3,

Pu == , " î •+- upu — a-3.

XXXIX. 38
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L^intégration de ce système revient à celle de Inéquation

X3-+-3P,3p . P23(X3-hP23),. . p . P^X^P^
1 2 2 2 — ———p————— r^ -+- —————^—————— ( 1 -»- P233)—— ——————o^——————— » 3 3 3 = 0,

-'^ ' • 3 3 ' 3 3

où les variables indépendantes sont X^ et X3.

42. L/intégration du système (8) se simplifie, dans le cas des
formules ('7), si l'une des équations de ce système est réductible
à la forme

dV—WdV ==o;

cette équation peut toujours être supposée

61 = o ou 63= o.

Dans le second cas, une fois intégrée Inéquation Og == ° P311* ^es

équations
V = / ( U ) , W=/ ' (U) ,

on est ramené à intégrer le système

61 =63=0
avec

9 '==y y,
; A/-1 (mode^).

°3=XX3^-XlX4

LHéqualion 9^ :== o est réductible à la forme

dZ — P d\ — Q cTi == o

et Inéquat ion Qg === o à la forme

rfP -4- M rfQ -+- a rfX + ? rfY == o,

où a et p sont des fonctions u, X, Y, Z, P, Q. On a finalement à
intégrer une équation aux dérivées partielles du second ordre, à
caractéristiques confondues.

Dans le premier cas, on a, dans les formules (7^),

et le système
a^ ==a^ == o

i==e2=ô,=^=^=o

est complètement intégrable.
Considérons, d\ine manière plus générale, le cas où, parmi les
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équations

(JO) Oi= 62== 03==^==^i==^2=0

rf^ caractéristiques à deux dimensions^ il y a cinq combinai-
sons intégrables^ un tel nombre ne pouvant d'ailleurs pas être
dépassé. Nous allons voir que, dans ce cas, le système en involu-
tion ^intègre par des équations différentielles ordinaires.

43. Prenons d'abord le cas des formules ( 6'). On a, dans ce
cas,

à-y^' _ à^\ _ à^ _

^X^)"11 ^ (X3X4) "~^X3X4) "~ 0 '

La première équation a été démontrée plus haut; les deux
autres s'obtiennent en appliquant l'identité fondamentale à 9^ et à
9,, et en annulant les termes en 773'Y/r

II résulte de là que, parmi les quatre équations (10), les seules
combinaisons intégrables possibles sont

(11) e i = e 2 = = 0 3 = = ^ i = = ^ , = o .

Supposons donc le système (i r) complètement iu^égrable.
Le système en involution est équivalent au système

(12) e,===62== 6.3 =6^=o,

où Fon a posé
^Xs-^Xi»

\ désignant une nouvelle variable auxiliaire. On a, d'ailleurs,

^i-XXi

( 1 3 ) e2==xxxl , ^ (mode^e^ 6,, 64).
e3===Xl rXs-+-^C4)

e,=^(^+...)

Il résulte de là que, en désignant par X^, Xa, Xs, X4, X cinq
intégrales premières indépendantes du système (11) ( * ) , le sys-

( î ) L'intégrabilité complète du système (n.) est d'ailleurs une conséquence des
formules (i3).
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terne (12) est de la forme

û?Xi — YI <a?X = o,
Û?X2——Y2^X=0,

0?X3 — x^ ûfX ==0,

r fX4—Y4rfX=0,

où les X et les Y sont des fonctions des intégrales premières du
système complètement inlégrable

.6, ==©,== 63= 64= 7,1= %= %.3-+-^4= ̂ -+-...= o.

Il y a donc une relation entre les X et les Y. Autrement dit,
V intégration du système en involution donné revient^ une fois
intégré le système (n), à l'intégration d'une équation de
Monge

/ / ^ F/Y Y Y Y Y ^l ^î â^» d\i,\(14 ) F^X, X,, X,, X3, X4, ^-, ̂  -^ -^) == o.

44. Réciproquement, partons d'une équation de Monge (i4),
c^esl-à-dire au fond d^un système de Pfaff

(15) n = 111=112=113= o,
avec les équations

[ n'-o
1 iri==ûûi

rl6) jn^Qû, (inodn,n,,n,,n3).
(n^ûû,

Les variables X, Xi, Xa, Xs X^ soni, avec ces notations, des
intégrales premières du système complètement intégrable

n = n, = n, = na = û = o
qui jouera le rôle du système (i i).

Posons

D'sss Ui (a ioQ d- anûi-+- anûs-h aisûs) 4-. ..-4- ̂ îl^-^ p,n,IIi4- FsHin,
(modH).

L^dentilé fon<Lnaentale appliquée à II', en négligeant tous le»
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termes en II, II, , lia, lia, montre que Von a

a/Â-= v.ki (i, A : = = i , 2 , 3 ) .

De plus, la forme quadratique

^==2a^u/MA

est covariante pour toute substitution linéaire effectuée simultané-
ment sur n < , lia, 113, su r î^ , Û2, Û3 et sur ̂ , ^2, 03. Or, dans le cas
des formules ( i3) , il est facile de voir que celle forme quadratique
a l in discr iminant différent de zéro ; c'est donc une première con-
dition pour que Inéquation de Mon^e ( i4) corresponde à un sjs-
tème en involut ion du type étudié dans le numéro précédent. On
peut encore exprimer cette condition en exprimant que le hessien
du premier membre F de l'équation de Monge^ regardé comme
fonction homogène de dX, rfX^ dX.s, rfXa, dX^ n'est pas iden-
tiquement nui^ en tenant compte de cette équation,

II résulte de là qu^on peut supposer

(17) n '=niûi-+-n2Q2+n3Û3 (modn),
car on peut aisément, en changeant de notations, mais sans alté-
rer les formules ( 16), annuler les coefficients a/o et jB,.

Cela étant, cherchons à remonter aux équations

QI == Q)== Qt== o.

D^abord, le système

sera de la forme
& i = = e , = o

n=o, D»-t-iAiii4-pn2==o;
on pourra prendre la troisième équation de la forme

n i — w 113= o.
Nous allons exprimer qu'en tenant compte de ces trois équa-

tions, les covariants bilinéaires de 9< et de 83 n'introduisent que
irois expressions de Ptaff (^, ̂ , ^3), combinaisons linéaires des
II et des û, et que le covariant de 63 introduit , en outre, deux nou-
velles expressions de Pfaff(y^, ^4), dont une seule (ys-t-^T») est
une combinaison linéaire des II et des Q.
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Posons donc

O i = = n , 62= na+MUi- t -^n î , 63=111—^113.
On a

(18)
( I | 1LW \

îi==Il3 Û 3 4 - W Û 1 — — — - — — Q î ) (mod6i. 62, 63),

9,= û(Û3-h MÛI-+- PÛi)-î- n3(— (VÛ?M + ————"w^ 4-. . .
. . _ / , i4- MW - \
2î) -+- ÏÏ3 ( — w du -+- ———— Û?P 4-... ) .

[I faul d'abord que 9, s'annule en même temps que Ils et
Û< + ̂  —JLt^Q^ I| en résulte

1 -+- MWu == w, ç» ;

c'est-à-dire

(19 ) ^+u»-+-i=o, w •=. u.

Tl faut encore exprimer que 83 n'introduit que deux expres-
sions de Pfaff.

Pour cela posons

ni == QQt -+- Oi un -h ïïî un + D3 ûi3
(20) na===QQ2+IIiQ,i-hU2Ûî2-hIl3Q23 (rnodH),

Il3== QÛ3-4-IliQ3i-HIîQ32-h 113^33

où les Q/A sont des combinaisons linéaires de Q, ^, ûa» Ûg, tli,
n^, lia.

On a alors

6^===Q(Q3-^-MQl-^-PÛ^)-^-^3[M2Ûll-^- MP(ûi2+ûn)
+^QÎÎ-+- tt(ûi3-+-Q3l)

-4- o(Û23-l- Û3î) -+- ûs3] (mod9i, 62, 6»).

I l faut donc que, en négligeant dans les Û(A les termes en
û, IIi, lia, Ils, l9 expression

««un -h M0(ûi2+ û,i) -h- Pîûï^4- lA(ûi3-+- Û3î) -t- P(ûî3-+- û,2) •4- Q33

soit, quels que soient u et v satisfaisant à u2 4- v2 4- i === o,
proportionnelle à

uQi-^-vûï-}- Us.
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En cTantres termes, si Pon pose

û« = diit ûi •+- ûf«2 Û2 -+- ^/IS Û3»

Q/y 4- Qji = 2 a/yi Qf 4- 2 a,yt fia •+- 2 a^ us,
on aura

( a/» == ^-+- w,
^ ^ j j i = a î = •̂

( 2 1 ) ^ i (1,7, A: = 1 , 2 , 3).
a^y= v.ikk= 7^

ai7A:==o

Dans ces formules î, y, ^ désignent trois indices différents,^
et w< des quantités arbitraires.

Il résulte de là certaines restrictions nouvelles pour F équation
de Monge (i4)- Si elles sont réalisées on aura

6'iEE=Il3(Û3d-MÛl-+-PÛ2) (mode,, 62,6:0.
63= [û -h (W3-+- M/yii+PW2)Il3](Q3-+- uQ^-{-vQ^)

On aura enfin

63 == Q(Qi — uûs) -+- n3(rfM +...) (mod6i, 6g, 63),

et ces formules sont effectivement de la forme (6). De plus le
système (i i) correspondant est

61=63= 63=0 =Ds= o,

c^est-à-dire le système complètement intégrable

n = IIi = II, = H» = û = o.

Donc toute équation de Monge (i4)/ à hessien différent de
zérOy et satisfaisant aux conditions (21) , donne naissance à un
système en involution du type considéré. En réalité il y a une
infinité de ces systèmes qui correspondent à la même équation de
Monge, mais on peut toujours passer de Vun à l'autre par une
transformation de contact.

En définitive on formera le système en involution, d'après ce
qui a été dit au n° 40, en posant

rs = ri34-^ni-i-pnî-+-xn,
wi = n,
TO2 == HI — MIÏ3,

TO,== û+XlIa-t- (A(û(-+-iAÛi-4- fû»),
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où u, v^ X, [A sont quatre variables auxiliaires, les deux premières
étant liées par la relation

a'-h p'-t- i == o.

Citons comme exemple l'équation de Monge

d\ dX,, = dXi d\^ 4- -!- ̂ Xj,

qui donne naissance au système en in vol u lion

Rti——P3s(PîîP33-^Pl^) = 0,

i
Pïî^PîîPS3-^- ^PÎ3=0,

Pi3-^-PïSP33= 0-

L'intégrale générale est donnée par les formules

.»i==a.ri-+-/(a),

^==;.ri<p(a)4-.r3<Ka)-+-^|a-t- y /'(a) ̂ (a)^ ^^(a)! û?a,

où Xî et ^ sont exprimés en fonction de x\^ ^3, a.

48. Passons maintenant aux formules (7'). On a ici

àjj à'y^\ à^
à^^)^01 50C»^)=a4î à^^)^ 4Î

et par suite, si le sjstème (10) (n° 42) admet cinq combinaisons
intégrables, elles ne peuvent être que

61 =62 = 63 == ^ == 64^1—04^, = o;

la forme de 93 montre que cela n'est possible que si 0.1, est nul.
Supposons donc le système

(22) 6i =62=63== ̂ =^=0,

complètement intégrable.
Le système en involution est équivalent au système

33) ôi = 6, =63== 64 ===o,

où l'on a posé
^^Xi-^X»
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^ désignant une nouvelle variable auxiliaire. On a (Tailleurs

e;==o

(24) ^34-^) (mode^e3^
e,±=^À+...)

ce qui prouve que l'intégration est ramenée, encore ici, H celle
(Tune certaine équation de Monge ( i 4 ) -

Or dans les formules (^ /) (n° 41) le coefficient 03 est nu l comme
le prouve l'identité fondamentale appliquée à 9,, lorsqu'on y
considère les termes en r^ ^3 ^/,. On peut .uissi supposer a, n u l ,
de sorte qu'on a

6 i==^6 t (modèles).
Posons

8 i=X e*+ 92( aX-+ - a lX2- 4 - a2X3- ( - a3X4-+- a4Q3-t-a5e4) (mod6i ) .

L'identité fondamenta le appliquée à 9^ donne, en considérant
les termes en ̂  ^3 et ̂  ^4,

Oî= 03= 0;

puis, en considérant les termes en ^3^/2 '/4,

ai ===o.
On a donc

(i5) e'i == (^ -+- 0562) (64—062) -h ^6,63 (mod6i ).

On peut d'ailleurs changer les notations de manière à supposer
a^ et ag nuls, quant à (à on peut le supposer égal à o ou à i.

46. Supposons d''abord [â==o. Le système (23) peut se mettre
sous la forme

n == ni==i i2== 113== o,
avec les formules

i r==ûn i (modn),
ÎL\=== Qui (modn, IIi,Il2. 03),
n,=ûû2 (modn,ni ,n2,D3) ,
na^ûûa (modn,ni ,nî ,n3).
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L'équation de Monge (i4) se réduit ici à

dX,
~dX === xîï

et son intégration est par suite immédiate.
Les équations (a3) sont donc ici de la forme

û?Xi — Xa dX == o,
rfX2—Y,^X==o,
d\^ — Y3 <s?X == o,
^X4—Y4^X==0.

Réciproquement partons de ces équations et tâchons de re-
monter au système

61 =•= Os == On = o.
On aura d^abord

(26) 6i == H == d\i — X, d\.

Posons ensuite

(^7)
63 = û%4 4- î  0^X3 -|- v û?X2 -h w û?X,
63== ^i â?X3-+- ^i â^Xa-t- Wi <a?X.

Il faudra que u, ^, w, ^ » "̂  soient des fonctions de X, Xi, Xa,

Xs, X4 et trois autres variables, d'après la forme même que doi-
vent avoir les covariants 6^.. On a

61 = d\ rfXï,

6, = dudXs-^dvdX^dwdX - ̂ — ̂  du\ dX^ (dw — w^ du\ dX

(mod6i,62,63).

Pour que 83 soit de la forme voulue ^3, il faut qu'en annu-
lant û?X, rfXa, 81, 82, os, il y ait une relation linéaire entre

dy — -1 du et dw •— —^ du. Autrement dit on doit avoir uneu\ MI
relation

(28) 4>(^, p, w, X, Xi, Xi, Xs, X^) = o,

et l'on doit avoir de plus

(•29) Mi^»tf-+-Pi«ï>'(,-+- wi4»H,=o.
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II ne peut pas d'ailleurs y avoir plus d'une relation indépen-

dante entre Uy v^ w et les X, car alors les équations Oi === 82 === o
pourraient s'écrire avec six variables seulement, ce qui, d'après
les formules (n'), est impossible.

Finalement on choisira 9^ Oa? ^3 d'après les formules (26)
et (27), les quantités X, X/, u, v, w, u\, v^ w\ étant liées par
les relations (28) et (29) dont lapremière est absolument arbi-
traire^ sauf la restriction, facile à démontrer, qu'elle ne soit pas
linéaire en u^ v^ w.

On remontera enfin au système en involution en posant

Tîy==6i+Xe2,

et procédant comme il a été dit au n° 40.

Pour tous les systèmes en involution ainsi obtenus, les
équations des intégrales dépendront (V un paramètre o^ de
trois fonctions arbitraires f(a), îo(a), ^(a), de leurs dérivées
premières f (a), y7 (a), A' (a) et de la dérivée seconde f" (cf.).

Ces systèmes ne sont pas tous équivalents entre eux vis-à-vis
du groupe des transformations de contact, bien qu'on puisse
établir une correspondance univoque entre les caractéris-
tiques de deux quelconques d!'entre eux, de manière qu^à
toute famille de caractéristiques engendrant une intégrale du
premier corresponde une famille de caractéristiques engen-
drant une intégrale du second.

Citons deux exemples. Le premier est fourni par le système

( 3o ) pu = /?n == 7)13 — /?„ = o,

dont l'intégrale générale est

( 3 1 ) z =yif(^3)-^- ̂ Ln^)-^^?^)--^^).

Le second est fourni par le système

(32) Pii==Pïî-^ ^/?Î3=/?22+2^i3/?î3—2^i27?s3=0,

dont l'intég^le générale est déterminée par les équations

l 3-3 = a ̂  -+-/'( a),
/ 00 \ 1

z= ^a2a7i.r,-4-[a/'(a)—/(a)].»i4-<p(a)a*24-+(a).
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Les deux systèmes (3o) et (82) ne sont certainement pas équi-
valents entre eux vis-à-vis du groupe des transformations de
contact, car le système (3o) admet l'intégrale intermédiaire du
premier ordre

Pl=f(^\

et le système (3a) n^en admet pas.

47. Supposons enfin^ dans les formules (a5), j3 == i, c'est-à-
dire

Q\=s ^64 -4- 6263 (mode,).

Le système (a3) peut alors se mettre sous la (orme

rr =00,4-0^3 (modn),
[Tissûûi (modi i ,n i ,n î .n3) ,
n^ûû, (modn,iii, 112,113),
n^Qûa (modn ,n» ,n2 ,03) ,

et l'on voit immédiatement que l'équation 11 === o s'exprime au
moyen des cinq intégrales du système complètement intégrable

n == ïïi = n, = ÏÏ3 = û = o.

Autrement dit ^équation de Monge ( i4 ) est linéaire par
rapport aux dérivées et réductible à ta forme

rfXi— X, ̂ X3— X^ dX == o.

Si nous voulons revenir au système

61 = 9t = 63 = o,
nous aurons à poser

61=^X1— X^dX.-X^dX,
62 = dX^ u dXs + v dXf, -+- w dX,
63 === dX^ -+- Ut dXi, -h v\ dX.

On montre comme précédemment que u^ v^ w doivent être
reliés par une équation non linéaire de la forme

F(M,^W,X,X, ,Xî ,X3,X4)=0,

et que l'on a alors

Fy-+-MiF^4-^iF^==o.
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On remonte ensuite au système en involution comme il a été

expliqué plus liant.
Tous les systèmes en involution ainsi obtenus peuvent ne pas

être équivalents entre eux vis-à-vis du groupe des transfor-
mations de contacta comme il a été dit dans le numéro précédent.

Citons comme exemple le système en involution

Pî3= ^Plî^

7^33= ^P?2,

1 •> l 9
Pt 3— PlîPîî-^- -^îPtî-^- ^Î^ZpîS-^- - ̂ lP33^- ^ — Pî^t— /?3•z'3= O»

dont 1'Jnlégrale générale e;;t donnée par l'équation

z == <K.ri)-+-.r2/(.yi)+^3 f [^(a'iV^i)-- ̂ {v\)}dx^

-1-^.r|(p(.ri)-+-^.r».r3<p2(a-ï)-+- ̂ x\ (p3^).

48. On peut remarquer que les cas qui viennent d^être étudiés
(42-47) sont ceux où les équations de Pfaff des caractéristiques
à deux dimensions

(34) TîT =- TOI == TS^ == Vfs == (»)3 ==131(3 == 0,

admettent cinq combinaisons inlégrables; les caractéristiques dé-
pendent alors de huit constantes arbitraires.

Réciproquement si les équations (34) admettent cinq combi-
naisons intégrables les équations

( 35 ) T3T == T3i == T34 == VS^ == (Û2 == ^3 :== ^18 == ®23 === 0

des caractéristiques à une dimension sont complètement inlé-
grables. Eu effet on peut toujours changer les notations de
manière que les cinq combinaisons intégrables du système (34)
soient

TCT == Vf^ == CTji == (1)3 == CTO ï== 0.

Pour démontrer que le système (35) est complètement inlé-
grable il suffit alors de démontrer que Fon a

<Wg _ àrs^

^(tt)iW3a) à(WiX33s)
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Or Von a

^'î'== ^i^i3-+-1*>3®23+ CT3(a(»)3-+- 8^13) (modro, TOI, T^),

et l'identité fondamentale appliquée à rs'^ en considérant les termes
en (o< ^13^33 et (Oi 0)3^33, donne précisément les deux équations
à démontrer.

Nous avons donc, en définit ive, étudié dans les paragraphes
précédents tous les cas où le système (34) admet cinq combinai-
sons intégrables.

Nous avons d'autre part (n° 42) considéré le cas où l'une des
équations Oi == o ou Og == o, c'est-à-dire en somme m = o ou
CT, = o était réductible à la forme

d\ - \V d\] == o,

en supposant au préalable que les caractéristiques à une di-
mension dépendaient de constantes arbitraires. Réciproque-
ment si l 'une de ces équations, qui ne peut pas être vs == o, et qui
par suite peut être supposée TOI == o, est réductible à la forme
précédente, on peut supposer

TOI ==0)3^13 (modnri).

En posant alors

^2 === ^a^lS-t- ^3^23-+- ^3(^.1 t*>l +- a2t*>2-T- a3 0)3-4- a4CTi3-h V.sVS^-^ OiQt3^)

(modisr, TîTi, CTji),

l 'identité fondamentale montre, en considérant les ternies en

COi 0)2^23 et ti)2CT23^33,

qu'on a
OEl == Olg == 0.

Par suite, comme

Gy'== 0)3^3 (modm, CTI, n?2),

le système (35) est complètement inlégrable.

49. En définitive les cas de réduction de l'intégration qui ont été
étudiés sont les suivants :

i° Le cas où le système des caractéristiques à une di-
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mension
TîT == TîTi == TîT^ ::== ^3 =:= ^2 =-:= ^3 == ^13 == ^23 =:= ^

est complètement intég râblé ;
2° Zy<? ça.? o^ Inéquation vs^ = o est réductible à la/orme

^V-W^U =o;

3° Le cas où, en choisissant convenablement les notations,
le système des caractéristiques à deux dimensions

VS == T3[ == VS^ == €03 == ^13 == 0

est complètement inté^ râblé.
Les cas 2° et 3° sont des cas particuliers du cas i°. L'intégra-

tion, dans le cas 3°, se ramène à des équations différentielles
ordinaires; dans le cas i° et '<°, à un système à deux variables
indépendantes. '

On peut se demander si l'application de la méthode de M. Dar-
boux ne conduirait pas à des cas plus généraux où se présente-
raient des simplifications analogues. Nous allons voir que cela
ne peut arriver que pour la réduction 2°.

Remarquons d^abord que la méthode de M. Darboux consiste
essentiellement à prolonger le sysième de PfafT donné. Le pre-
mier prolongement fournit le système de Pfafr

( 30 ) V51 == T3\ == T3^ == TS5^ == ^1S ==:: ^23 == ^33 == ^«

en posant
t 7^13 == CTi3— ^1(1)3.

{ ^ 7 ) • V5î3 == TO-23——Ui^ î—^ l ( J ( )3 ,

f ^33=== GT33—ï<it)ùi — ^ i ( jL>2——^1^3,

et l^on aura, en tenant compte des équations (36), des équations
de ta forme

ta ^7a?^ï=i:în^^nT3^o,

CT^ == (1)3^133,

TO, 3 ̂  CtJ^GTi 33 -+- (^3^-233,

^33 :;== ̂ l ̂ m"'!" (*)2CT233 ""'"" a)3T;T333 ?
on a

OTl33 = û?^i -4-. .

CT233= ̂ i 4-..

^333 :== Û?^l -T- • .
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les termes non écrits étant des combinaisons linéaires des w,
(X),, CT^.

On aura un deuxième prolongement par le système

VS == TOI === T3^ == T1Î3 == TîTi3 == TÎT23 == ^33 == TîTi33 == ^233 == ^333 == 0,

en posant
Wi33==T!Ti33—Mî(U3,

CT233==®î33—^2t«>2—^2<*>3»

CT»»3== ®333——Uî^f— V^t—— W20)3;

et ainsi de suite.
On voit d\ine manière générale que le système de Pfan' pro-

longé un nombre quelconque de fois est de la forme

n(D ̂  n(2) =... = n(*) = ni == n2 = n3 = o,
avec

(n(i)y=5 (n^y=.. .= (nwy= o
n, -co3n, (modn^...,n,).

1 n; ==œ2lli3+(i)3n23

f H^ == 0)iIIi3-+- tx)2lÏ23-+- <^3ll33

50. Cela étant, montrons d'abord que si l'équation

ni= o
est réductible à la forme

d\ — W d\] == o,
le système

(3g) n^==iio ==. . .= n^= n t = n î = = n 3 = a ) 2 = û ) 3 = n i 3 = n î s = = o
est complètement intégrable. Si en effet le système

IIi == 0)3 == IIi3== o

est complètement inlégrable, on montre d'abord que

à(n^)' _ à(n^)1 _
à(n^)~~ à(n^) •~'oî

puis, comme plus haut, que l'on a

an, (m, _
àçn^i) à(n^) ~~ 0*
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La considération du système

n^ ==.. .= n^ == rii == ïi2 == o
montre alors que le système (3Q) est complètement intégrable.

On montrerait de même qu^il en est ainsi si le système

no) ==. . .= 11^== ii i= 112= 0)3== n i3==o
est complètement intégrable, où Fon a supposé 0)3 susceptible
d'être additionné d'une combinaison linéaire quelconque des IÎ ,
n ^ n ^ n s .

Donc les réductions que peut faire espérer la méthode de
M. Darboux n'ont lieu que si, pour l'un des systèmes pro-
longés^ le système (3g) est complètement intégrable.

SI. Montrons maintenant que si pour le système prolongé
considéré, le système (3p) n^st pas complètement intégrable, le
système (3Q) correspondant à un prolongement de plus ne sera
pas non plus complètement inlégrable.

Le système prolongé une fois de plus est

Q^==^.=n^==Tli==:n^==:ï[s==îlt3— M0)3
== IÏ23—— UW^—— t»t*>3== IIaa—— ^<rii—— PtUa—— Wt03== 0,

et Fon aura

11^33 == du - + - . . . , 11233 — dv - + - . . . . 11333 == dw -+- . . . .

Le système (3g) correspondant sera

(39)' n^ =.. .== n^ == rii = 112 = ri3 = 1113 == 1123
== JU»3 — UtÙ\ == trig === 0)3 ==• Û?M -4- A 0)i == <:/̂  -+- B (Jûi == 0.

En tenant compte de ( î ^ ' ) les covariants des premiers membres
sont tous nuls, excepté peut-être ceux des deux dernières équa-
tions. Pour que ceux-là aussi soient nuls, il faut que

àA_ __ àB_ _
àw ~ àw ~~

Or on a

(ni3— u^y^^du ̂  Atoi ) (mod ii^, Ui, ih, lia, 0)2, iîi3,1123, n:^),
et les termes en w dans A ne peuvent provenir que des termes en

xxxix. 29
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( o < n 3 3 dans 11̂  el co^ il faut donc que ces termes coexistent pas.

11 en est de même pour 11̂  et co^, ce qui prouve que le sys-
tème (3g) est complètement intégrable.

Les réductions que peut faire espérer la méthode de
M. Darboux n'ont donc lieu que si le système

J3 == 7^1 =^ 7îT2 == CT3 == COj == (.U3 == ^13 == ^23 == ^

^5^ complètement intégrable.

32. S^il en est ainsi le système en involution donné est équiva-
lent au système considéré n° 40,

( 8 ) 61=62=63=0 ,

avec les Formules (6} ou (j}j et Fon est ramené à chercher si les
simplifications qui se produisent dans les deux cas étudiés plus
haut peuvent encore se produire dans d'autres cas en appliquant
la méthode de M. Darboux. Mais ici, qu'on parte des formules (6)
ou des formules (^) , un quelconque des prolongements du sys-
tème (8) conduit à un nouveau système de la (orme

(4o) e^^ e^==. . .==e(^=== €1== 62=03=0,

avec
i (e^/-o
} 81 - XXi

( 4 « ) ; 1 Yv (modèle,, 82,63).i e-3 === \\î
f 63 = = X X 3 - h X t X 4

11 est facile de voir qu'on peut toujours poser

f (e^y:=e3(a ( ( )x-4-p ( ( )Xl)
(4.^) ) e^ —XXi- t - e3 (aX, -h 01X1-^-02X2) (mode^. 61,02).

02 =XX2+03(6X4-+- 61X1-4-61X2)

et l'on a alors

^ _ à\\ _ ^X, _
^X^I)."05 dCXaX,)'"0 ' ^(XaX,) ~" * .

Si main tenant l'on prolonge te système (4o) e0 ^ui ajoutant les
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équations

X i — u X = o, X a — p X = o , X 3 - + - M X 4 — w X = = o ,

les nouvelles expressions X et X.^ ne changent pas et l'on voit
sans peine que les nouveaux coefficients aetb ne changent pas
non plus.

33. Supposons d'abord que pour le sysfèirc prolongé de (4°)
les équations des caractéristiques à deux dimensions, sauf une,
forment un système complètement intégrable. Cela ne sera pos-
sible que si a est nul, et le système complètement intégrable sera
de la forme

6(''=6i=62=63= X = Xi=X2=X3-+-MX4== ^4-AX4=0.

Il faudra pour cela que
àA_ _ àA. _
àv ~ àw ~*

Or Pon a
(Xi—uX)'==X(du-+- AXJ

(mod6^, 61, 63, 63, X i—MX, X2— ^X, X3+ uXi,— wX).

Les termes en w dans A ne peuvent provenir que des termes en
XgX^ dans X^ et X'; or ces termes n'existent pas. Les termes
en v proviennent des termes en XaXa et XaX4 dans X^ et X' et
l'on a

àA _ , à\' [ ^x/! àx-' 1 àx^
^-u à(X^)~ "1^X2X3) ̂  à(X^)]~^à(X^

1 (/yv i u^\. j

11 faut donc que l'on ait

àX' __ àX.\ àX' _ à\\ _
1 t / Y,' V v ——— \ / •V •V \ ~~' — •à(Xî\s) àiX^Xs) à(X^) à(X^)

D'autre part l'identité fondamentale appliquée à Og donne, en
considérant les termes en XaXaXi,

àX1 à\\ •= o.à(X,X,) à(\,X,)

Finalement les équations précédentes montrent que le système

6^ == 61 == 62 = 63 = X = Xi = o
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est complètemeni intégrable. La propriété supposée au système
prolongé de (4o) appartenait donc déjà à ce système lui-
même.

54. La démonstration précédente ne supplique pas au système
prolongé de (8), dans le cas des formules (6). Ce système prolongé
est

Oi = 6, = 03 = ̂ — U^ == / — V^î = )C3 -+- ^yC4— W)Cl = 0.

On a donc ici

°i==X2— MÎCI, ^^—^Xi» ^^Xs-r-u^- w^i,

et l'on a

^i^Xi^-^/.O
^2 — Xi(^ -+- B^) (mod9i, 82, 6.3, ei, 0,, 63).
e3=(^+A/4)^4+/^(û?W-4-C^4)

Par soi te ici

X = ^ i , Xi=^M4-A^, X2==^-r-B^4, X4=^4.

D^autre part le terme en 63X4 dans 6^ provient des termes
en ^3^4 dans ̂  — u^ et ces termes n'existent pas. Par suite le
système complètement intégrable à considérer est

e, == e, == os = ei = ©2 = 63 == ,<i == du + A^t = o
ou

61 == 63 == 63 == ^ == 7^1 == ̂ , ;= ^3 + M^ == rfM + A/.4 = 0.

Pour que ce système soit complètement intégrable il faut que
Pon ait

àA_ _ àA_ _
àw àv

Or on a
Xi — ^X/i -+- Xi Û?M — X.i(^ -+- -^XO

(mod6i, 62, 63, ^a— "Xi> X — ^Xi' Xs-^ ^X*— ^Xi )•

Les termes en w dan^ A ne peuvent par suite provenir que des
termes en '^3^4 dans ̂  et ̂  : il n'y en a pas. Quant aux termes
en ^, ils proviennent dans ̂  et ̂  des termes en ̂ 3 et ̂ 4. On a,
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(Tune manière plus précise,

rfA = ̂  -^— - u r-^- + -^—} + -Ai- - o
^ ^(X30>) 1^(303) ^ (XX4)J ^(XXt) '" •

el l'on démonl-re, d'autre part, comme dans le cas général, que

-AL__?x_-o^(XX3) à(^) - °-

II en résulte la complète inlégrabililé du système

61=62= 63== ^==^==o.

En résumé, si les caractéristiques à deux dimensions dun
ordre suffisamment élevé dépendent seulement de constantes
arbitraires^ ou^ d'une manière plus précise^ si les équations

TCT == T3'( == JSik == ' ^ i j k ==.. .== t*)3 === CT133...3 == 0

admettent le nombre maximum de combinaisons intégrables,
il en est de même pour les équations

T3 = T3\ == TOI == f3^ 3== (1)3 == TîTi3 == 0

et les caractéristiques à deux dimensions dépendent de huit con-
s tantes arbitraires.

55. Il resterait à voir si, dans le système prolongé un nombre
suffisant de fois, une des équations de Pfaff est réductible à la
forme

<^V _ \y rfU == o.

Cette circonstance peut fort bien se présenter sans qu'elle se pré-
sente pour le système lui-même. Citons comme exemple le système
en involulion défini par les équations

^11 ==o,
^ Pï—Pt

a?iPIS--

P33==Pl 3+^1/^12»

qui admet l'intégrale intermédiaire du second ordre

P^ \ -/>i^i==F(^).x\
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L'intégrale générale du sjsleme est

z ==/02, ^3) 4- Xi J 4- 9(^2),

où y est âne fonction de x^ el où / désigne l'intégrale générale
de l'équation

^Z^-y.
àv^ àx^'

56. Systèmes en involution du type d). — On a dans ce cas

) rs'== wirsi 4-0)2^2 -(-O^T^ (modnr),

/ ^ \ CTI== (03^13 (modiCT, CTI, CTa, ZîT3),

i ^^ ^3^23 (modTîT, CTI, ^2, ^3),

f ^3= 0)1^13-+- t*>2^23+ t*)3^33 (modOT, OTI, ^3, TîT.» ).

L'intégrale générale dépend encore ici de trois fonctions arbi-
traires d'un argument.

Posons

CT^ ^3Wl3-+-CT3(aiœi4-a2(Oâ4-a3t*>3+^4CTl3-+-<lsCT23-+-ar.TÎT..ts)

( mod ïn, TCTI, TIT^),

Tï^2=t03T,T23 4-^3(61 (Oi-h ÔgCO,-- 63(03-!- 64^13 4- b^m^-\- 06^33 ;

( modTCT, CTI, TîTa).

On peut d'abord, en remplaçant rs^ 3 — a^ ^3, ^3 —-63^3,
^-1-^4^3 parTiETo, ro^î, 003, supposer

a3 == ^3 == <l4 == 0.

L'identité fondamentale appliquée à TS\ et n^, en considérant
respectivement les termes en 0)2^23^33 et 001^3^33, donne

Oe == o, 6e = o ;

en considérant respectivement les termes en (0,0)2^23 el œi (1)0^13
on obtient

a, =o, 62 = o.

L'identité fondamentale appliquée successivement à rs'^ rss^ et CT' ,
en considérant respectivement les termes en (OiC^^s, co, (02^2.1
el (0(0)2^3, donne

àw's _ à^ ^(o,
^((0,0),)-âr2-0 ' J^O^^61-0' JC^)-^2---^0'
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d'où l'on déduit
Oj =o, b[ == o.

L'identité fondamentale appliquée successivement à vs\ et n?7,
en considérant les termes en ^7^3^23 et (OI^TH^, donne

(W, (W,
—————— — a?, == o, ———-—— -+- a.-; == o.
à(wins^) " ' <K ̂ 1^23)

d'où l'on déduit
«5=0;

on démontre de même qu'on a

64 == o.

Enfin l'identité fondamentale appliquée successivement à TO.Î
et TSF7, en considérant les termes en (O^TO^CTSS et (o^ ^3 CT^ 3, donne

^3 .A __ ^S—'-65== o, ———3—— == o,
à(wiV5ts) ' à(tûiTss^)

d'où l'on déduit
65== o.

On a donc finalement

TO ^ tûsVSît

( 4 4 ) ^i ̂  (*>3^13 (modCT, CTI, CT2^.

TET^ ^S (<)3Î!T23

Soit alors

t»>3 ̂  a^l'37îïl3+ ^^3^23 -+~ Y7ÎT13ÏiiT23 ( lïlodTïT, TîTi, CTI, (1)3) ;

l'identité fondamentale appliquée à TCT^ 73?^ Tn^ montre qu'on a

^ = P == T - o.
Z-^ système

( 45 ) TîT == nTi = TOg == (t»3 = 0

^ ûîo/ic complètement intégrable.
Soient U, Ui, Ûa, U3 quatre intégrales premières indépendantes

du système (45); les équations

TCT === J3\ == TîTq === 0

expriment que ces quatre intégrales sont fonctions de l'une d'entre
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elles :

(46) Ui=/i(U), U2=/2(U), U,=/3(U).

Ces formules fournissent Cintégrale générale du. système en
involution donné, qui s7 intègre par suite par l'intégration du
système (45).

Remarquons que les équations

U == a, U i=a i , U2=a2, U3=a3,

entraînent comme conséquence rs === o ; elles définissent une famille
de multiplicités dePespace à quatre dimensions. Les formules (46)
montrent alors que tout système en involution du type d) admet
comme intégrale générale les multiplicités qu'on déduit par
une transformation de contact déterminée de l'ensemble des
courbes de l'espace à quatre dimensions.

Tous ces systèmes sont donc réductibles l'un à l'autre par une
transformation de contact. L\in d^eux est

^11 ==Plî ==/?22==0,

dont Pintégrale générale est

z == Xif(xs) -+• x^ ̂ (vs) •^ 'K^a).

87. Systèmes en involution du type e). — On a, dans ce
cas,

T3' == (0 iWi-4- iDjOya -h^cra (modro),

CTI ̂  o (modw, rsi, vs^ ^3),
(47)

r3^== œ^CTas-l- €1)3^23 (modTîT, VSti ^îî ^3)1

TOg ̂  w^r3^3-+- 0)3^33 (modTîy, Tari, tara, ^3).

L^inté^rale générale dépend ici d'une fonction arbitraire de
deux arguments, car on a

51=2, 52=1, /?=3.
Posons

^1=3= ra2(aiWi-+- 02 0)2 -+- 03 0)3 4- ^4 ̂ 22 -+- CTg ®23 + ̂ 6^33)

-4- TO3(6i(*)i-+- &2^2 +- ^S^-t- ^^^22-1- ^6^22-^ ^6^33) -h 00^2^3

(modw, wi).
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L'identité fondamentale appliquée à rs\ donne, en négligeant les
termes qui contiennent TU, T^, T^, ^3,

((jD2nT22-+- ^3^23)(û4^1-+- ^2 tO 2 -+- ^3 t^3 -+- ^^22 -+- 0^5 ̂ 134- agT^)

-+- ( 0)2 TÎT23 -+- ^3 ̂ 33 ) ( ̂ 1 t0l 4- ^2 ̂ 2 -+- ^3 ̂ 3 + &4 ̂ 22 -h 65 ̂ 23 -t- ^6 ̂ 33 ) = 0.

On déduit de cette identité

CL\ == 03 == <Z4 == Og == Œg == ^î = 63 = 64 = 6g = hç = 0,

6i = a,.
On a donc

CTJ = 0(0)27^2-4- ^03^3) -l- c^^a ( mod CT, r3i).

En remplaçant maintenant ^4 —a^rs par Tn^, on obtient

TïT'i ̂  c CTg •G!^ (nnodTiîr, CTi),

mais l'identité fondamentale appliquée à zn,, en considérant les
termes en (03 ^3 ^22? donne

c = o.

rs\ ̂  rs^ ( mod OTI ),

l'identité fondamentale donne

Posons enfin

(0)2^2-1-0)3^3)^ =" o (modw,wi),

ce qui exige
')^=== ' ) ( inodzîy, 7^1).

Donc, on a la formule importante

rs\ === o (mod TOI )

qui montre que l'équation rs^ === o est complètement intégrable.
L'intégration de celte équation conduit à une équation de la

forme

(48) U(a-i, a-,, .2*3, s, pi, p^ ps) == a,

et cette équation est équivalente au système en involulion donné,
car elle conduit à trois équations du second ordre

à\J àU W àV à\J
^Pi^+Pti^+P.i^P^^O (^==I , -2 ,3) . .
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On intégrer a donc complètement le système donné en inté-
grant ^équation complètement intégrable TS^ === o, et en inté-
grant ensuite U équation aux dérivées partielles du premier
ordre (48).

Tous les systèmes du type e) sont manifestement réductibles
Pun à l'autre par une transformation de contact.

V. — LES SYSTÈMES EN INVOLUTION DE QUATRE ÉQUATIONS.

58. Il y a deux types de systèmes en involution de quatre équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre.

Pour les systèmes du type a), on a

(i)

m'== (QI CTI -+-(jûîTîTî -4-0^3^3 (modTn),
r3\=== u)iCTn (modro, m^ TOS, ^3),
TOg == (^2^22 (modny, TîTi, ^2. ^3),
^3 == 0 (modTTT, TCTi, 7^2,^3).

f/inlégrale générale dépend de deux fonctions arbitraires d'un
argument.

Comme Pon a

ry' ==s o (monTTT, nri, Wj, ^3),
le système

(2) TîT == TîTj| == OTg == OT^ == (»)i == (Og == TïT^ == TîTsa =:= (^

est complètement intégrable. Les multiplicités intégrales sont
donc engendrées par des caractéristiques à une dimension dépen-
dant de huit constantes arbitraires. Si Pon a intégré le système (2)
et si Pon a déterminé huit intégrales premières indépendantes, on
peut écrire les équations

TBT == ta'i == CTa == 13^ ==o,

de manière à ne faire intervenir que ces huit quantités. Si, en par-
ticulier, on a pris les intégrales principales .relatives à .z*3==o, le
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système à intégrer devient

i dZ — Pi ^Xi — P2 rfX, == o,
1 ^p,_ p,, cl\,— Pi2 </X2 = o,

( 3 ) 1 ./PS —— Pl2 d\i —— P.22 ^Xâ == 0,

f ^P3- Pi3 ^Xi—— ?33 rfXi == 0,

où Pia , P^, Pas désignent trois certaines fonctions de Xi, Xa, Z,
P,, ?2, PS, Pu , P22- Pour intégrer ce système à deux variables
indépendantes, on peut remarquer que la fonction Z de X<, Xa
satisfait, en général, à deux équations aux dérivées partielles du
troisième ordre obtenues en écrivant que les équations (3) sont
compatibles par rapport à la fonction inconnue Ps.

Le système (3) admet deux familles de caractéristiques définies
respectivement parles équations

7TT == CTI == TîT^ ^^ T3:i =- t0i :== 77T( \ == 0,

TTT == T3\ == VS^ == TîT3 == (D^ == TiT-j.^ == 0 ^

elles constituent^ par suite, pour le système en involution donnée
deux familles de caractéristiques à deux dimensions.

On pourra appliquer la méthode de Monge lorsque, par
exemple, Inéquation vs^ == o sera réductible à la forme

d\ - W d\] = o,

ou lorsqu'on aura, en choisissant convenablement r^ i ; ^3, ( O i ,

r3\ =S tOiTîTil
( modTTÎ j . TS^ ).

r3^==o

Daiis ce cas, on sera ramené à l'intégration d'équations différen-
tielles ordinaires.

39. Les trois relations qui existent dans le système (3), entre
X < , X^, Z, Pi, PÎÎ PS, Pn, P < 2 ? P22î ^i3r P23 ne sont pas arbi-
traires. Elles dépendent, comme on peut le voir assez facilement,
d 'une fonction de huit arguments assujettie à satisfaire à une cer-
taine équation aux dérivées partielles du troisième ordre. Cette
fonction étant choisie, on peut inversement, par l'intégration
d^équations différentielles ordinaires, remonter au système en
involution primitif par un procédé identique à ce lu i qui a été
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souvent indiqué précédemment. On peut ainsi déterminer tous les
systèmes en involution du type a).

Citons comme exemple le système en involution défini par les
éouations

D\'i i
^ 1 1 = = — ——— VPi3p23 (Pl3Pî3——^3),

P23

Pî3,
/?22 ==-— ———\/Pl3pî3(pi3Pî3——^3),

P33 = — - log[2/?lî7?î3 — .TS + 2 \/Pi3Pt3(pi3pî3——^3)],

Plï^ P3—^3p33—— -a'3-

L^intégrale générale de ce système est donnée par les formules

^^-inh^ ^P-omr ^-Ï-^+B-^-^A-)-
5 = ^ a 2 p 2 4 _ l a B 4 - ^ p A - + - ^ a Ç M^dy.—^ faA^a-4- ^ P Çw^d^

-^J^^^Çr^ î^ï^^i/^2^)
Y Ia2p+lA-+-iaB f4-^ fB^rfs)
\4 > 2 îî 4./ ' /a-HB-^' ^ ^ î ^ ^ î ^ ^ ^J

^I^^^^^^^^a+B^p^A^^BC^B-y^A^
[(a-+•B / / ) (p -4-A y )—Y]»Y2 ^

4 ( a - + - B ¥ ) 2 ( p + A y ) 2 l o S ( a - + - B / / ) ( p - ^ A f f ) *

Dans ces formules, A et B désignent deux fonctions arbitraires^
la première de a, la seconde de p.

60. Systèmes en îhyolution du type 6). — On a, dans ce
cas,

V5' == (jUiTCTi -4- txïs CTS. -t- (^3 TiîTs (modCT),

w'i ̂  ^î^t? (modin, tE?i, CTS, CTa.),(4)
CT; ̂  (OiTîTn-t- t02^12 (HlodTîT, CTi, 7^2, ^3),

^3^° (modw, TOI, OTÎ, ^3).

L'intégrale générale dépend encore de deux fonctions arbitraires
d'un argument.

Le système

(5) ^ ?= Tîîji == TO2== TîT3==(x)i == (i)2== TOi2== CT22== 0
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esl complètement intégrable, et Fon peut répéter ce qui a été dit
au sujet du sylème a).

Il y a une famille de caractéristiques à deux dimensions définie
par les équations

Ô) TCT ==: T34 ==- TîTg '=- CÎ3 == (A)â == ®12 :== ^'

Un cas particulièrement intéressant est celui où le système (6)
est complètement intégrable, c'est-à-dire où les caractéristiques à
deux dimensions dépendent seulement de constantes arbitraires.
On a, dans ce cas,

(ki/, àvs\ g
()(a»lOT22) à(WiV5^)

Posons
T3 S (jûgCTg

n5\ === (Ji)2TîTi2-4- TCT2(ai(JDi-(- CTa^î-t- ^3^i2-+- «^4 ̂ 22) (lïlodTîT, CTI, ^3).

mg === Tîy2( ^1 ̂ l-+-^2^2-^-^3^12 + ^4^22)

On peut d'abord supposer a^ et 03 nuls. L^identité fondamen-
tule appliquée à n^, en considérant les termes en (o< (02^22 € t

(01^12^227 donne
a\ == o, a4== o

On trouve, de même,

b\ =o, bi, == o.

En écrivant enfin ^3 à la place de ^3 — b^ TS, on obtient les for-
mules

TS '=. tù^TS^

(n) TSJ'^ •= 0)2^12 (rnodïîî, TOI, ^3).
CT^ == OTET^TîT^

L'intégrale générale du système (7) dépend de deux fonctions
arbitraires d'un argument, et elle est identique à l'intégrale géné-
rale du système en involution donné.

Les équations de ce système, si Pon utilise les intégrales princi-
pales de (6) relatives à x^ = x^ = o, s^écrivent

^Z—PÎ Û?X2==0,

(8) dPi — Pis d\î = o,
dPs— P^dXî==. o,

où Paa est une fonction de Xa, Z, Pi, Pa? 1^3? P < 2 -
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Pour intégrer le système (3), on peut se donner arbitrairement

Z et P< en fonction de Xa. Lci fonction Pa est alors donnée par une
équation différentielle du premier ordre.

61. On peut inversement passer du système (8), où Paa est une
fonction quelconque de X < , Z, P,, Pa, ?3, P^, au système en
involution donné. Soit, en effet, un système de trois équations de
Pfaff* à six variables

(9) 61=62=: ( )3==o

avec
l ^ï— Xi/J»»

(10) 63= ^3,

On posera
^-aX2X3-

m == Oi-i-ÀOs-;.- ^03

en désignant par ). et [JL deux nouvelles variables auxiliaires.
L'équation TO === o est réductible à la forme

f/z — pi dx^ — p.i dxî — ps dx^ == u.

Il y a maintenant, grâce à l'introduction de X et [JL, trois variables
indépendantes, et z satisfait, comme on le vérifie facilement, à un
système en involution du type 6).

On peut donc ainsi déterminer^ par ^intégration adéqua-
tions différentielles ordinaires^ tous les systèmes en involution
du type considéré.

Citons, comme exemple, le système

^1==0, /? l î==~/? 23^ /^22== P 1 3 ^ 2 3 ? Prà'^-Pi3p33i

dont l'intégrale générale est donnée par les formules

x^—- a — x^ îp ' (a) ,

z =/(a}-^a; i ;p(a)—^ j f ' ^ ) ^(a^a— -'-^i 2-2 y'2 (a),

avec deux fonctions arbitraires y (a) et es (a) de l^argument a.
Les caractéristiques du second ordre s'obtiennent en faisant a

constant.
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VI — LES SYSTÈMES EN INVOLUTION DE CINQ ÉQUATIONS.

62. 11 y a un type de sj ternes en involution de cinq équations
aux dérivées partielles du second ordre. On a, pour ce type,

Vf' ^ (t)] 734 -+- tO:îTîÎ2-+- <03<ET3 (lïlodOT),

Tni == t0iznii (modCT, CTI, ®2, ®3),
^2 == o (inodw,®!,^,^),
^3=0 (mod®, Wi, rsîf ̂ 3).

0)

L'intégrale générale dépend d'une fonction arbitraire d'un argu-
ment.

Le système

( 2 ) VS == TS^ == TîT^ == T3^ == tx)i == ^11 == 0

est complètement inlégrable et définit une famille de caractéris-
tiques à deux dimensions, dépendant de six constantes arbitraires
et engendrant les multiplicités intégrales.

Si l'on introduit les intégrales principales du système (2) rela-
tives à ^2 ==a-3 == o, le système de Pfaff à intégrer prend la
forme

dL —Pi ^Xi==o,
û?Pi~Pnû?Xi=o,
dP^— Pi2û?Xi==o,(3)

â?P3—Pl3Û?Xi=0,

où P < 2 î PO sont deux fonctions, d^ailleurs quelconques, de X^, Z,
PI, PS, P3, Pu. Les caractéristiques étant connues, on aura donc
l'intégrale générale en intégrant le système (3) ; on prendra pour
Z une fonction arbitraire de X^ ; les fonctions inconnues P^ et P^
seront données par un système d'équations différentielles ordi-
naires simultanées du premier ordre.

63. Réciproquement, on pourra passer de tout système (3) à
une infinité de systèmes en involution à cinq équations aux déri-
vées partielles du second ordre, tous équivalents entre eux vis-
à-vis du groupe des transformations de contact. D'une manière
générale, quand on aura quatre équations de Pfaff à 6 variables
non complètement intégrables,
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on pourra toujours poser

e'.-o

(4) 2^0 (modèles, 63,04).
u^ == 0

^XiXz

Supposons alors que le système 9, == 9^ = 63 = o ne soit pas
complètement intégrable; on posera

CT==6i4-X624-ÎJie3,

en désignant par À et y. deux variables auxiliaires nouvelles.
L'équation TS == o est alors réductible à la forme

dz —/?i dx^ — /?2 dx<i — ps dx^ == o,

et le système donné entraîne pour la fonction z de x^ x^, Xs
cinq équations aux dérivées partielles du second ordre formant
évidemment un système en involution.

On peut donc déterminer par l'intégration ^équations dif-
férentielles ordinaires tous les systèmes en involution de cinq
équations aux dérivées partielles du second ordre,

64. [^exemple le plus simple est fourni par le système

P\î = Piï = Pîî = ?23 == Pîî = 0,

dont l'intégrale générale est

z=-f(x^)-\-axï->r-bx^.

Un autre exemple, moins simple, est donné par le système

pn= '-x^x^xl^^- ̂ ^cû^2 ^x^
1 a ., u — sin u cos uPîî==— -^1 x^x^— x^z -4- xipï— —————————,

'>- 2.273
cos % u/?12== ~^r9
\ •^ 3
pi Xî sin u

/?13== — — + — — - + — — — ,
373 î-rj x\

/^
/»2 >gl COS M

a;3 '2.2-1 a-jj
P3 •S ^^33 = — n. -,- -- ,
x:i .r̂  |̂
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L'intégrale générale de ce système esl donnée par les équations

cos A cosu
y -^ ————— _ —————,

a .r3

si 11 A SIH u
a .v;{

.-^ f5 '"^ ^ f ILf^î^f"
"- 'L tjha- 8 y. " ^ / '+' 8 a/

cos A / ' s i il A si il A / 'cos A ~|
-(- ————— 1 ——— dy, —— ————— 1 ———;—— dy,

a ./ a* a ./ a* j

/ <'o?»A , /* si il A ,
-h ^ 1 1 1 // / - aa - cosu I - - rtx

t7 a'( .' a4

+cûs(A-»,,(i/-la/'-^y)

sin^^ cos A (-2 cos2 A + 3 sil^A) — sin A cosu('\ sîi^A 4- 3 cos2 A)
-h iïïs

siii9,Aco^ Mt ?in ^cosA(sin2^—3cos2^) --(•osfAsiiiA^cos2^-^ ts in2^)
Sx 2 .r̂  ^ c 1 9 . a .r |

^ s in 4 //
~ Sir] '-+- "r^TT '

Dans ces torinntes, x\^ x^ cl 3 sont exprimés au moyen de Jt'3 et

de deux paramètres a et u. La lettre /désigne une fonction arbi-

traire de a, et A désigne la quantité

A == ay—a^/'—aV'.

Les caractéristiques s obtiennent en faisant a constant.


