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SUR LES SYSTEMES EN INVOLUTION D'EQUATIONS AUX DERIVEES PAR-
TIELLES DU SECOND ORDRE A UNE FONCTION INCONNUE DE TROIS
VARIABLES INDEPENDANTES;

Par M. E. Cartan.

InTRODUCTION.

Le présent Mémoirc a pour but de donner un apercu d’ensemble
sur une catégorie assez ¢tendue de systémes différentiels a trois
variables indépendantes. Comme tout systéme différentiel (compa-
tible) peut se ramener a un systéme en involution, j’ai borné mon
étude aux systémes différentiels en involution, et, parmi ceux-la,
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a ceux qui sont constitués par une ou plusieurs équations aux
dérivées partielles du second ordre a une fonction inconnue. Ce
n’est pas que la classification des systémes différentiels suivant le
nombre des fonctions inconnues et 'ordre des dérivées partielles
qui v figurent soit la plus logique, loin de la; mais les résultats
auxquels on est conduit dans I'étude des systémes que j'ai choisis
présentent assez d’intérét par eux-mémes et assez de variété, pour
donner une idée des particularités qui peuvent se présenter dans
le cas le plus général d’un systéme différentiel en involution a
trois variables indépendantes.

Je me suis surtout préoccupé, une fois obtenue la classification
des systémes en involution, considérés d’aprés ce qu’on pourrait
appeler leurs formules de structure, de déterminer leurs caracté-
ristiques (au sens de Monge). Ces caractéristiques, qui peavent étre
4 une ou deux dimensions, existent dans tous les systémes consi-
dérés, sauf dans cenx qui sont constitués par une seule équation

¥ (x4, 3, pi, pik) = o,
le déterminant
oF
ko
n’étant pas nul.

Dans tous les autres cas, les caractéristiques sont indiquées, et
mention est faite de I'usage éventuel qui peut en étre fait pour la
réduction de I'intégration par la méthode de Monge; il est presque
inutile d’ajouter, bien que je n’en fasse mention que dans un
cas (49-35), que la méthode de M. Darboux s’applique comme
dans le cas de deux variables indépendantes.

Parmi les résultats les plus saillants, je signale les deux sui-
vanls :

1° Tout systéme en involution de deux équations aux déri-
vées partielles du second ordre s'intégre par des équations
différentielles ordinaires ; c’est un théoréme qui se généralise
d’ailleurs pour un nombre quelconque de variables indépen-
dantes.

2" Les systémes en involution de plus de deux équations dont
Uintégrale générale ne dépend que de r fonctions arbitraires
d’un argument, admettent r familles de caractéristiques
a deux dimensions, quelques-unes de ces r familles pouvant
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étre doubles ou multiples. Ce théoréme s’étend aussi aux sys-
témes différentiels quelconques en involution, & un nombre quel-
conque n de variables indépendantes, pourva que I'intégrale géné-
rale ne dépende que de fonctions arbitraires d’un argument ; dans
ce cas général, les caractéristiques sont a n — 1 dimensions.

Les cas ou les caractéristiques dépendent seulement de con-
stantes arbitraires sont étudiés spécialement.

Je signalerai, en particulier (IV), certains systémes en involution
de trois équations, lorsque les trois familles de caractéristiques-a
deux dimensions sont confondues et lorsque la famille unique
dépend seulement des constantes arbitraires, dont le nombre est
5 ou 8. L’étude de ces systémes présente des particularités
intéressantes; elle est liée, au moins en ce qui concerne le cas
ou les caractéristiques dépendent de 8 paramétres, a la théorie des
équations de Monge dans I'espace 4 cinq dimensions. Elle touche
aussi & la théorie générale de I’équivalence des systémes différen-
tiels (42-55).

On peut d’ailleurs, lorsque les caractéristiques dépendent seu-
lement de constantes arbitraires, appliquer a la recherche de ces
caractéristiques la méthode générale d’intégration que j'ai déve-
loppée ailleurs ('), pour les systémes en involution de deux équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre a deux variables
indépendantes.

Les principaux résultats de ce Mémoire ont fait I'objet d’une
Communication a la Société mathématique de France, dans sa
séance du 28 juin 1g11. ‘

I. — GéneraLiTEs. DETERMINATION DES SYSTEMES EN INVO-
LUTION D’'EQUATIONS AUX DRERIVEES PARTIELLES DU SECOND
ORDRE.

1. Considérons une fonction inconnue z de trois variables
indépendantes x,, x,, x3. L'intégration d’un systéme quelconque
d’équations aux dérivées parlielles du second ordre en 3 revient a

(') Les systémes de Pfaff a cing variables et les équations aux dérivées
partielles du second ordre (Annales de I’Ecole Normale, 3¢ série, . XXVII,
1910, P. 109-192 ).
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Pintégration du systéme d’équations aux différentielles totales

w =ds —p, doy— py dzy—p; dry=o,
) w, = dpy — p11 dx;— p1s dx2— py3 dz3 =0,
By=dps— ps1 AT — s dzy— P23 drs==o0,

wy= dp3;— P31 ATy — P32 ATy — P33 dzs=o,

ou xy, X3, &3 sont les variables indépendantes, et ou 3, p,, p2, ps,
Pk = pri sont les variables dépendantes supposées liées entre elles
et aux variables indépendantes par une ou plusieurs relations.

Les covariants bilinéaires des quatre équations (1) peuvent se
mettre sous la forme

g
|

= W{T + Wy + w3 w3,
Wy = W By + W+ W3 T3,
Wy = W) Wey.—+ Wy Wyy —+ W3 Wiy,
) Wy = W1 W31+ Wy W3g + W3W33,
ou 'on a posé
w; = dw;, Wik = Wii= dpix.

D’une maniére plus générale, les p; étant regardés pour le
moment comme des quantités indépendantes entre elles el indé-
pendantes des z;, z et p;, on peut, d’une infinité de maniéres,
choisir des expressions de Pfaff, @, w;, w;, ®;x = ws;, de facon :

1° Que le systéme

E—'——;‘ZE,:E;;———O
soit algébriquement équivalent au systéme (1) ;
2° Que l'on ait

T =07 + 0Ty + W33 (modw),
(2) s T, = 0B+ 0 B+ 03313 (modw, By, By, T ),
( E";Ez;x;n—'-;z;’zrf‘;s;za (mod;, Eh Ez» Es)»
Ty = G- Ga e Gsmss (mod, B, may Ba).

Il suffit, pour cela, de poser d’abord

W3 = A31 T+ A3 Wy + A3 B3+ A3 ©,
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ou les a, a;, a; sont 13 fonctions arbitraires des variables considé-
rées, a étant différent de zéro, ainsi que le déterminant des a.
Les w; sont alors, 4 des combinaisons linéaires prés des w; et de w,
des formes linéaires de w; telles que, abstraction faite des termes
en w, la forme ©) By 4 0g By + W3 Ty (ou les produits sont des
produits algébriques ordinaires) devienne égale a la forme

a(L B+ W B+ W3 B3).

Quant aux @ik, & des combinaisons linédaires prés des w;, des m; et
de w (arbitraires par rapport aux ®; et a ®), ce sont des formes
linéaires des wy telles que, abstraction faite des termes en w; et w,
la forme

-2 . —2 . -2 . -

T W, -+ TaaWye + W3zWy + AWz W W3+ 23 300 -+ 2T () 0y

devienne égale a la forme

A(B1 0]+ w4+ B3303 + 2B W W3+ 2W3; W3W; + 2T Wy 3).

Pour toute solution du systéme (1), les expressions de Pfaff
W, Wi, Wy doivent rester indépendantes, les expressions ®, m; sont
nulles, et les expressions i sont des combinaisons linéaires
des -(—c.)i.

S’il s’agit d’'un systéme d’équations aux dérivées partielles du
second ordre a la fonction inconnue z de x,, x,, z;, les expres-
sions 5,7,, z;i, z;, w; sont lides identiquement entre elles par un cer-
tain nombre de relations linéaires, si I'on tient compte des rela-
tions qui exislent entre les variables pu, p;, 3, 2.

On pourra profiter de Uindélermination qui existe dans le
choiz des expressions ik, Gi, ®, w; pour réduire ces relations
linéaires aux formes les plus simples possible.

Dorénavant, nous supprimerons les traits horizontaux sur ces
expressions de Pfaff, sans qu’il puisse y avoir la une cause d’équi-
voque.

2. Rappelons bri¢vement la définition et les propriétés essen-
tielles des systémes différentiels en involution (*). Soit un systéme

(') Voir E. Carran, Sur la structure des groupes infinis de transformations
(Annales de U’Ecole Normale, 3° série, t. XXI, chap. I, 1go4, p. 133).
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différentiel qu’'on peutl supposer ramené a un systéme de Pfaff de
r équations
01:—02: — 0,-:— o,

I\

a r+ n—+ p variables, dont n indépendantes et r—+ p dépen-
dantes.

Considérons, avec les §, n + p autres expressions de Pfaff,
Wiy ovny Woy Wayyy . ovy Wayp, indépendantes entre elles et ndé-
pendantes de 6, et soient

1,2,...,n+p
0 = 2 cosiwgwg  (modOy, ..., 0,),

0,0

les covariants bilinéaives des 6. Dans 'espace & » + n + p dimen-
sions, un élément linéaire E,, c’est-a-dire I'ensemble d’un point
et d’une droite passant par ce point, peul étre défini par les coor-
données du point et les rapports mutuels des § et des w, quand on
se déplace sur la droite ; I’élément linéaire est dit intégral si les'§,
sont tous nuls. Un élément plan a 4 dimensions Ej, c’est-i-dire
I’ensemble d’un point et d’une multiplicité plane a 4 dimensions
passant par ce point, peut ére défini par 2 éléments linéaires quiy
sont contenus; I'élément E, est dit intégral si chacun de ces
éléments linéaires est intégral et si, de plus, deux quelconques
d’entre eux (w;) et (;,-) sont en involution, c’est-a-dire satisfont
aux 7 relations

Ecpm'(“’p;;d_‘”d‘:p)=“ (t=1,2,....7).

0.

Le systéme de Pfaff considéré est dit en involution si, par un
élément linéaire intégral arbitraire E,, il passe au moins un élé-
ment intégral E, ; si, par un élémeunt intégral E, arbitraive, il passe
au moins un élément intégral E,, etc.; si, par un élément intégral
E._, arbitraire, il passe au moins un élément intégral E,. Le degré
d’indétermination des intégrales d’un systé¢me en involution sc
déduit d’'une maniére trés simple des degrés d’indétermination des
éléments intégraux K., qui passent par un élément intégral arbi-
traive E; (i =1,2,...,n —1).

En particulier, supposons n = 3 ; supposons que nous ne con-
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sidérions’ que les intégrales pour lesquelles w,, w,, w; restent
linéairement indépendantes, et écrivons w; au lieu de wy,;; sup-
posons enfin que nous ayons

1,2,3 1

3 eeny

,)
-3
0’,-.——:2 Zapciwpma (mod0y, ...,0,;i=1,2,...,7).
p o

On peut reconnaitre de la manicre suivante si un tel systéme est
en involution. En désignant par w,, wa, wy; 1), uy, wy; ), wy, wy

neuf indéterminées, on forme la matrice a p colounes et & 3rlignes

A1y Uy Qgyq Uy + Ay U,
Q12 Uy + Qpa Uy + Q312 U3,

Ay Uy +Ag1 U+ A3y p U,

! ! !
Ay U+ Qe Uy Q31 Uy,

! ’ !
angut—f—aglzu._,—i—(l:“z Uy,

. ceey

” " "
allrug“*'azlruz"}'aiﬂrua,

A2y Uy + Qa2 Up + A3y U3, |

Qg2 Uy = Agoally + Q395 U3,

Agp Uy + Aagp Uy~ A9, Us,

Ao Uy~ @ayy Wy~ gy )y,
Ao Wy~ Qagy Uy~ Ayps 1Yy,

Ceresees e e sty

Aop W)+ Qagp Uy~ Azep Uy,

ey

Aipr Uy +Aapr Uz +A3p Ug,
Aipalty +agpe Ug+azpslug,

S e et it et s e .y

AprUy+Qrprls +—QzprUs,

! L
Ay pr Uy Qapy Uy—+ Agpy Uy,

A pr Ut + Aaps Uy —+ Qypa Uy,

A pr U+ QaprlUy+ Qzp,pUsy.

On désigne par s, <3 le rang de la matrice formée par les r pre-

miéres lignes, par s, + s, S 25, le rang de la matrice formée parles
or premiére5 lignes, par sy + s, + 5358, + 25, le rang de la
matrice formée par toutes les lignes. On cherche ensuite de com-
bien de paramétres dépend I’élément intégral E;, le plus géne’ral,
passant par un point arbitraire de I'espace ; ce nombre de para-
métres est au plus égal a 3p—2s, —s,. Pour que le systéme
soit en involution, il faut et il suffit qu’il soit exactement égal
a ce nombre limite 3 p — 2 s, — s,.

L’élément intégral E; le plus général s’obtient d’ailleurs cn
posant :

Wp = dpy W1+ Gpy We —+ Ap3 W3 (p=12,...,p),

Y

les coefficients apy; étant assujettis a satisfaire aux 3 r relations
k=p

-
2‘ (@pri%ke — Qoki%kp) = O
k=1 '

(i=1,2,...,7r;0,6=1,2,3).

Le systéme de Pfaff est en involution si le rang de ce systéme

d’équations linéaires est
28|+ Sq.
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L'intégrale générale dépend alors de p — s, — s, fonctions arbi-
traires de trois arguments, s, fonctions arbitraires de deux argu-
ments et s, fonctions arbitraires d’un argument.

e nombre s, peut étre regardé comme le nombre des formes
indépendantes (en w,, ..., @,) :

90 08 a0’;

Uy —— Uy —— + Uz —
! 9w, % O, 3 dwg

(I=1,2,...,71),
le nombre s, comme le nombre des formes indépendantes entre
elles et indépendantes des précédentes :

. 08;

90 96’;
et ! ] ! ]
uy 00)1 -+ u

,m+ % 3y (i=1,2,...,r).

3. Appliquons d’abord ce qui précéde au systéme (1), ot z;, 3,
Piy Pik ne sont supposés liés par aucune relation. Un tel systéeme
est en involution.

En effet, une substitution linéaire effectuée sur les w; permet
toujours de faire en sorte que Pon ait

U =1, Uy = 0, Uz = 0,
u) =o, Uy=1, uy = o,
uy=o, uj=o, uy=1;

on en déduit immédiatement

s1=3, S2= 2, s3=1, p =6,
3p—251— s9=10.

Or, I'élément intégral le plus général est fourni par les équa-
tions
Wik = Akt W1~ Ljke We —+ %jj3 W3 (6 k=1,2,3),

ou P'on peuat permuter d’'une maniére quelconque les indices de
ajk ; il dépend donc exactement de 10 constantes arbitraires.

Comme p — s, —s, =1, Dintégrale générale dépend d’une
fonction arbitraire de trois arguments, ce qui est évident, puisque
z est une fonction arbitraire de z,, z,, z;.

4. Passons maintenant au cas d’une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre.



Remarquons d’abord, et cette remarque nous servira dans la
suite, que les formules (2) ne cessent pas d’étre valables si I'on
remplace m;; par

N N n )
Byl 2w LifaWa + Ligy W3 Bk + Bika®a+ Bursws b Pirw,

ot les 3k, et les Bk sont arbitraires et ol les 2, sont assujettis

aux conditions

Lijhe = Qjik= Rjjj= Xjji = Qfij = Lkjj-

Ccla étant, une relation entre les variables z;, 3, pi, pix établira
une relation lindaire entre les my, w;, ®; et m, relation qui, d’aprés
ce qui précéde, pourra toujours étre réduite a la forme

(3) Zr\u.ﬁm. +2Bi‘”i= o.

Si l'on ellectue sur =,, @y, w3 une substitution linéaire, les
() 29 3 )

coefficients Ay de la relation précédente subissent aussi une sub-

stitution linéaire, ct de telle maniére que 'équation algébrique

—
Z A wwp =0

reste invariante. |l résulte de la et de la théorie des formes qua-
dratiques que la relation (3) peut supposer étre ramence a Uune des
trois formes

—~
™+ Wy —+ Wyy —+ B[U),': 0,

\W
(o) +‘_‘ Biw;=o,

©, -+ E B;w;=o.

On peul enfin disposer des quantités a;;; de maniére & véduire a
zéro les coetficients B,.
On a donc le résultat suivant :

Toute équation aux dérivées partielles du second ordre éta-
blit entre les expressions w, w;, wi, ©i une relation qu’'on pewt
ramener a Uune des trois formes

a) By —+ W+ Wy3 = 0,
b) Wiy =0,

c) Wy = 0.
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On peut démontrer enfin facilement que dans chacun de ces cas
le systéme de Pfaff (1) est en involution. On voit d’abord, en
effet, que les 10 constantes a;j4, qui définissent I’élément inLégral
E; le plus général (qui passe par un point donné), sont liées par
trois relations indépendantes, a savoir

a) Agqq -+ Ggge -+ %133 = Aqyg —+ Az —+ X933 = dy13—+ Ag23—+ %333 = O,
b) Aj1g = U123 = Q123 = O,
c) ) %1q1 = Ay19 = %313 = O.

I’élément E; dépend donc de 7 constantes arbitraires.
D’autre part, en faisant

uy == o, us = o0, Uz =1,
uy=1, Uy =1, uy=o,

on voit que l'on a
s1=3, Sg=2; p=275, IJp—2s1—s2=7,

ce qu’il fallait démontrer.

3. Nous nous bornerons, dans cé qui va suivre, a la détermina-
tion des systémes en involution de plusieurs équations aux déri-
vées partielles du second ordre. Nous ferons & cet égard deux
remarques générales.

Si un tel systéme introduit entre les @i, w;, ®;, & un certain
nombre de relations linéaires indépendantes, on peut d’abord
supposer ces relations de la forme

ceceaseserany

ZLMEU; +2 L,~w,~ = 0.

Or, le systéme étant en involation, il existe des éléments inté-
raux E, ; un d’entre eux, pris d’ailleurs au hasard, sera défini par
g 3, ) )
les équations

p=3
wikr—EaM‘pmp (i’k=ly2’3);
P—l
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autrement dit, on aura

1.2,3
2>Ailrailrp+ AP= o

ik

1,2,3

Enga;kp+Bp=o (p=1,2,3).
ik

ZLU““M‘P -+ LP =0
ik

Il résulte de 1a qu’en remplagant, ce qui est permis,
Wik  PaAr  Wip - Lify Wy kg Wy = Ajk3 W3,

les coefficients A;, By, ..., L; disparaissent. On peut donc se bor-
ner au cas ot les relations entre les wix, w;, ®;, ® ne contiennent
que les w.

La seconde remarque est la suivante : Si I'on a un systéme en
involation de & équations aux dérivées partielles du second ordre,
il existe A relations linéaires indépendauntes entre les w;x; on a par

suite
pP = 6 — h;

on a, d’autre part,

si4s2Sp, 5153, 251+ Sp+3,
3p—a2sy—ss22p—3=9g—ah.

L’élément intégral E; le plus général doit donc dépendre au
moins de 9 — 2 h constantes arbitraires, c’est-d-dire qu’il doit
exister entre les a;jx, au plus, 1o — (9—2 h) = 2 h + 1 relations
indépendantes. En définitive, sile systéme en involution introduit
les A relations suivantes entre les wy :

EAilumik =2 Buwu=... =2 Lixwix = o,

il faut que les 3 A relations suivantes, entre les a;jy,

ZAikaikp—:z Bikairp =... =2Lt/.~1ikp =0 (p=1,2,3)

se réduisent a 2 & + 1 indépendantes «u plus.



Cette derniére remarque peut encore s’exprimer de la maniére
suivante : S¢ l'on désigne par vy, v, vy trois variables quel-
conques, par F,, Fa, ..., F} les h formes quadratiques

ZAMW Yk, E Bukvivr, cens 2 Lixvivk,

les3 h formes ternaires

o1Fy, vaFy, o3Fy; o Fsy .., 03Fy

doivent étre relices au moins par h — 1 relations linéaires

by

indépendantes a coefficients constants.

6. La détermination des systémes en involution de deux équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre résulte immédiate-
ment de ce qui précéde. 1l correspondra a un tel systéme deux
formes quadratiques F,, F, de trois variables ¢,, ¢,, 03, et l'on
devra avoir une relation linéaire & coefficients conslants entre les
six formes

01Fy, 0aFy, 03Fy; 01Fs, 0aFs, o3 Fy.

Autrement dit il existera deux formes linéaires [, et [, telles
que lon ait identiquement

11F1+ lgFg =o0.

Ces formes linéaires sont nécessairement indépendantes, sans
quoi les deux relations entre les wix ne seraient pas indépen-
dantes. Comme une substitution linéaire effectuée sur les w;
fournit la méme substitution linéaire sur les v;, on peut faire en

sorte qu’on ait
VgFi'— U]ng 0,

et par suite
Fi= 01(A1v1+ Aavs+ Agvs), Fa=0a(A1v1+ Agos+ Ajey).
On peut enfin se réduire a I'un des deux cas
a) Fi=0190;, Fa=930,
b) Fy=yv}, Fo=.0y0,.

En conclusion tout systéme en involution de deur équations
XXXIX. 25
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aux dérivées partielles du second ordre conduit a lun des
deux systémes de relations linéaires

a) W13 = B33 = O,
%) Wiy = Wig = 0.

Réciproquement chacun de ces deux cas correspond effecti-
vement & un systéme en involution; une vérification directe
montre en effet qu'on a

s$1=13, Se=1, 3Ip— 2851 —Sa=23;

d’autre part les relations entre les a;jx sont au nombre de 5 et
I'élément intégral E, dépend de 10— 5=15 constantes arbi-
traires.

7. La détermination des systémes en involution de trois équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre conduit a la consi-
dération de trois formes quadratiques F,, Fy, F, telles qu’on ait
deux identités distinctes de la forme

l|F1-'r— lgFg—Q- 13F3=0,
myFy+ maFy+ m3F;=o,

ou ly, Uy, U3, m,, ma, my désignent six formes linéaires.

Déterminons la constante p par la condition que les trois formes
linéaires

l|+ pmy, lg-{— omy, 13+ gmg

soient dépendantes; ¢ s’obtient en annulant un déterminant du
troisiéme ordre et est par suite donné par une équation du
troisitme degré. On peut toujours supposer que cetle équation
admet la racine p = o, et aussi par suite que l’'on a

l|=(’h lg= Vo, 13= 0.

Soit alors

my = avi+ bog+ cv;, my=a' v+ b'va+c'vy, m3=a'v;+b"ve+c"v;.
[’équation en p est

1+ap bp cp 1+ap bp cp
a'p 1+bp cpl=p| ap 1+bp p|=o0.

| a'p o  c"p S a” b’ <’
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Cela étant, plusieurs cas sont a distinguer :
1" L’équation en ¢ a trois racines distinctes; on peut sup-
poser que ces racines sont 0,cc, 1.
Le coefficient de p étant ¢”, il faut que ¢’ ne soit pas nul; on
peut alors réduire m; 4 v; et méme, en changeant F;, on peut
supposer ¢ = ¢’ = o. L’équation en g se réduit alors a

(ab'— ba')p3+(a +b")p2+p=o0.
Comme ab’' — ba' est nul on peut supposer, par une substitu-
tion linéaire effectuée suv ¢, et vy, que 'on a
b=b=o,

et par suite
a =-—I.

Les deux relations entre F,, F, et F; se réduisent donc a

2] F‘—'r‘ 02F2= o,

—91F1+a’01F2+ 03F3=0.

On peut enfin changer F, — @'F, en Fy, v, + a'v, en ¢, et 'on
obtient

o1 Iy =—vaFy= 03 Fy,
d’ou

¥, F, _ K

V903 — V1V3 V102

Ce premier cas correspond donc aux trois relations li-

néaires
W3 = W3} = W13 = 0.

2° L’équation en ¢ a deux racines doubles et une racine
simplé. On peut supposer que la racine double est et la racine

simple o. On arrive, comme dans le premier cas, & supposer
puis
ab'— ba' = o, a—+b'=o.

La premiére des deux derniéres équations permet de sup-
poser

d’ou



par suite

On a donc

et par suile

Le deuxiéme cas correspond donc aux trois relations li-

néaires
Wiz = Wy = Wy = 0.

3° L’équation en p a une racine triple; on peut supposer que
cette racine est o. On a alors ¢’ = o0, ce qui permet, comme m,
ne peut pas étre identiquement nulle, de supposer

nmg = 9q.
L’équation en p étant
(bc' — cb')p3—cp2=o,

il faut
¢c=o, bc'# o.

On a alors
01 Fy+ 03 Fp = o,
r

bv:Fg—Pc’ (03—|— 'g—,'(’;) Fg-’— 01(F3+ aF1+a'F,) = o,

ou, sans nuire a la généralité,

01F1+ V:Fg: 0,
. veFy+ vgFg+ ¢sFy= o,
d’ou Pon déduit

Le troisiéme cas correspond donc auxz trois relations (i-
néaires
Ty = Wy = W13 — Wa2= 0.
4° L'équation en p se réduit a une identité. En raisonnant
comme dans le cas précédent, on voit qu'on peut supposer

my= vy, c=o, be'=o.

Ce cas se décompose donc en deux autres.
4a- b=o0. Alors on peut supposer, sans nuire a la généralité,



que l'on a
o Fy+ 0,F,= o,
93F,+ (<1 F3 =0,
d’ou 'on tire

Ce cas 4, correspond donc auz relations
Ty = W12 = B13 = 0.

4. ¢ = 0. On peut supposer que l'on a
P PP q

o Fy+ V,Fg =0,
veFy+ 0y F3= o,
ce qui donne

Ce cas 43 correspond donc auz relations
Wy = Wy = Wea = 0.

Réciproquement les cinq cas oblenus correspondent tous a des
systémes en involution. On voit d’abord immédiatement que dans
le cas 4, 0n a

s1=2, s3=1, r=3; 3p—as;—sa=4;
or les 2;;; sont reliés par les relations
%111 = Hqqg == A1q3 = Gggp = G193 = d133 = O,

de sorte que I'élément intégral E; dépend bien de quatre con-
stantes arbitraires.
Dans chacun des aulres cas, on a

s1=3, s2=0,
comme on peut s’en rendre compte immédiatemeut en faisant

Uy=1, Usg=1, Ug=1.
On a donc
Ip—2s1—s3=3,

et en effet dans chaque cas les dix constantes 2k sont lides par
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sept relations, a savoir :

1° Apgr == %yp3 == U133 == %13 == G133 = Agp3 = Og33 = O
2° Ayqq = Gy2 = Ag13 = Qyg3 = dy33 = U293 = X333 =0}
3° Apgq == Gyqg == X113 = Nyg2 = Olg93 = Xpgp == U133 — Og93 = O]
i Ay == Aq12 == A3 == Aygp == Qy93 = Ageg = X393 = O.

Il existe donc cing types de systémes en involution de trois
équations aux dérivées partielles du second ordre caractérisés
par les relations

a) Wie = W13 = W3 =0,
b) Wy = Wy3 = Wa3 = 0,
c) Ty = Wy = W3 — Wy = 0,
d) Ty = W13 = G = 0,
e) W= T = B13= 0.

8. Nous abandonnerons les méthodes précédentes pour déter-
miner les systémes en involution de quatre équations aux dérivées
partielles du second ordre. Dans ces systémes on a p = 2. Or, on
démontre facilement qne pour tout systéme en involution pour
lequel p = 2, on a des relations de la forme

9] = w1, 0y = waYs, 0, = o, ceny 0,=0 (modfy,...,60,),
ou de la forme

0= w;yy, 0 = w2+ Wa Y1, 0, =o, ceey 0.=o
(mod@y, ...,0,),
ou enfin de la forme

0 = w1+ waYa, 9, =o, ceey f.=o0 (modby, ...,0,).

Ici les w;x seront des combinaisons linéaires de i, et 7y, et I'on
aura dans le premier cas
/ — . b

Ty = a1 )1+ 01weYy,

Wy = A0y Y+ by,

m’, = aswi ) -+ b,w, Y2y
c'est-a-dire

Wi = A )1, Wyo = bz)’,h W33 = 0,

W3 = b;,‘yf,::n, W3 = AsY = O, W= b:){,z,= A2 Y15
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d’ou enfin les relations
By = B3 = W3 = W33 = 0.
Dans le deuxiéme cas on a

o= ajwy 1+ bt(wl)(_r*- Wa Y1),
By = Ay 1+ ba(wy Y2+ wa)1),
oy = azw 1+ bs(wy Y2+ w2 1),
c'est-a-dire
Ty = at‘/_l-i-bl)(z,- Wea = bzXh W33 = O,

Way= b3y =0, W31 = a3)1+ b3y =o, Wia=byy1= @Y1+ bafa,
d’ott enfin les relations
W?:= Wiz = W3 = W33 = 0.
Dans le troisiéme cas on aurait

oy = a (w1 + wY1),
By = a3 (W1 )1+ W2 )2),
s e @y = as (W1 Y1+ WaY2),
c’est-a-dire
By = Q11 Wae = A2 )2, W33 = 0,

We3 = A3) 2= 0, W3y = A3 ) 1= 0, Wie= A1 )Ys= A2,
cela est impossible, car on aurait
ay = As= A3 =0,

et tous les ;% seraient nuls.

Il y a donc deux types de systémes en involution de quatre
équations aux dérivées partielles du second ordre, caracté-
risés par les relations

a) By = B3 = W3 = W33 = 0,

b) TIgy == Wy3 = Wa3 = W33 = 0.

9. Dans le cas d’un systéme en involution de cinq équations
aux dérivées partielles du second ordre, on a p = 1; dans ce cas
chacun des covariants bilinéaires w; peut étre supposé de la forme
ajw,y. On voit facilement comme dans le cas précédent que cela
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donne un seul type, caractérisé par les relations

Wiy = Wy = Wy = W3 = W3 = O.

10. Eofin un syst¢éme en involution de six équations aux dé-
rivées partielles du second ordre est caractérisé par les relations

By = By = B3 = Wy = W3 = W33 = 0;

¢’est un systéme d’équations de Pfaff complétement intégrable dont
I'intégrale générale dépend de constantes arbitraires.

II. — Lgs sysTkEMES FORMEsS D'UNE SEULE EQUATION.

11. Nous nous proposons d’étudier les caractéristiques des
équations ou des systémes d’équations aux dérivées partielles du
second ordre 4 une fonction inconnue de trois variables indépen-
dantes. Les caractéristiques sont des multiplicités 4 une ou deux
dimensions pouvant dépendre de constantes ou de fonctions arbi--
traires, mais telles que chaque multiplicité intégrale soit engen-
drée par une famille de ces caractéristiques dépendant seulement
de constantes arbitraires (deux ou une).

12. Occupons-nous d’abord d’une équation aux dérivées par-
tielles; cette équation peut étre du type a), b) ou c) (4). Les
équations du type a), dont la plus simple est I'équation de La-
place, n’admettent pas de caractéristiques au sens qui vient d’étre
donné & ce mot.

L’intégration d’une équation du type b) revient a celle d’'un
systéme de Pfaff

W=W = W= W3 = 0,
avec les conditions

B =W W, Wy + w3wy (modw),

1) mjlgwiwu'*" w3y (modw, @, &3, B3)-
Ty = We Wag + W3 Wag (mod®, oy, B, B3),
;= W W3+ WeWyg + W3 W3 (mod w, ®, Wy, T3).

Considérons sur une multiplicité intégrale la famille de courbes
(4 une dimension) définie par les équations

W)= W3= 0,
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ces courbes dépendent de deux constantes arbitraires et elles
engendrent la maltiplicité intégrale, puisque par chaque point de
celle-ci il passe une de ces courbes et une seule.

Dans l'espace (z,, i, #3, 3, py, p2, ps) on obtient ainsi des

multiplicités 3 une dimension, appelées caractéristiques du
premier ordre, satisfaisant aux équations de Pfaft

(2) T =T = T = B3 = W)= W3= 0.

Dans P’espace (z:, 3, pi, pix) on obtient des caractéristiques du
second ordre qui satisfont aux équations de Pfaff

(3) B=W =W = W= 0y = W= Wy = Wy3=0;

en effet les équations d’un élément intégral E; contenant en parti-
culier les deux suivantes

Wy = K190y + Agq3 W3,

Wiy = Aq13 W1+ A133 W3,

les équations w,, = w,3 = o0 sont, sur chaque multiplicité inté-
grale, des conséquences des équations w,=w; =o0; elles sont
donc vérifiées par chaque caractéristique du second ordre.
L’équation aux dérivées partielles considérée admet une
seconde famille de caractéristiques définies par les équations

(4) B =B = W)= W3 = Wy == W)y = Wyy == Wa3 = 0.

On peut se servir de la considération des caractéristiques pour
intégrer dans certains cas I'’équation aux dérivées partielles, comme
dans le cas d’une équation a deux variables indépendantes. Il en
est ainsi par exemple lorsque les équations (2) des caractéris-
tiqgues du premier ordre admettent trois combinaisons inté-
grables indépendantes. En tenant compte des équations (2) on
a d’abord

w =o,
@), =o,
Ty = Wy Wy,

/
Wy = Wy Was,

ce qui prouve que les seules combinaisons intégrables possibles
sont des combinaisons lindaires de w, w,, w, + 2wy + By,
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Y

w3 + o @y + B'w;, ou encore, & cause de l'indétermination du
choix de w, et w3, des combinaisons linéaires de @, w,, w,, w;.
D’auatre part, on a

B,Ewlmi (modm, Wy, Wy, (“’3);

donc il n’y a que trois combinaisons intégrables indépendantes au
plus, qu'on peut supposer dépendre lindairement de w,, ©,, ;.
Sl y en a trois, soit

du, dv, dw,

I’équation &, — o sera de la forme
dw —\du— pdv =o,

\ et . étant obtenus par des différentiations, et, sur chaque multi-
plicité intégrale, w est une fonction de u et de ¢.

Si I'on se donne cette fonclion, I'équation m, = o est vérifiée
d’elle-méme, et le systéme de Pfaff a intégrer se réduit &

T =W =83=0
avec

B = wyWy + 3B (modw),

m’z = Wy Way -+ W3Was

. (modw, ©,, &3).
W3 = Wy W3 + W3 W33

L’intégration d’un tel systéme revient a 'intégration d’une équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre. La recherche des
caractéristiques de cette équation peut dans certains cas étre
simplifiée, et quelquefois effectuée sans intégration.

Si les équations de Pfaff de chaque famille de caractéristiques
admettent trois combinaisons intégrables, on peut se donner arbi-
trairement deux fonctions arbitraires de deux arguments et I'on a
alors & réduire a sa forme normale une équation de Pfaff par deux
opérations d’ordre 3 et 1; cette réduction est a son tour susceptible
de simplifications dont I'étude serait un peu longue ici.

13. Une équation aux dérivées partielles du type c) se raméne a
un systéme de Pfafl



o=
— D —

avec les conditions

| B =0T 4 0T + W3, (mod w),

(5) s o= W Wye + W3We3 (modw, &y, my, w; ,
) Ty = W1 B3+ W2 Baz+ W3Wa3 (modw, @y, s, T3),
' T 2= 0] B3+ Wy Wag + W3Wss (modw, &y, w3, ©3).

Ici il y a une seule famille de caractéristiques & une dimension
définie par les équations

‘We = w3= 0,
lesquelles entrainent, sur chaque multiplicité intégrale,
Ty = Wi3 = 0.

Pour que la méthode d’intégration de Monge réussisse ici, il
faut qu'une équation de la forme ®, 4 2w = o soit réductible a la
forme

dw —\du—p dv =o.

S’il en est ainsi on peut supposer que le systéme de Pfaff dont les
intégrales premiéres sont u, ¢, w, A, 1 est

T = W= 3= W= W13=0;
on a alors

w'

]

J
Ty

(O]

ll

' — ! —
B, =wj;=0 (modw;, ws, w3, Byq, Byz).

Or, les équations (5) montrent qu’on a

. Y R Y A [ — 9 — / —
D= =Wy =0; =Wy =W3 =T, =W 3=0

(modm, w1, Wy, W3, We, g, W)e, lﬂ‘“).

Autrement dit les equations de Pfaff des caracteristiques du
second ordre sont complétement intégrables.

14. Réciproquement supposons que les caractéristiques du se-
cond ordre (et par suite du premier ordre) dépendent seulement
de constantes arbitraires (au nombre de 8). Considérons le systéme
de Pfaft

B =wWy=0.
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On a des équations de la forme

’

! B =Wy W3W3 (modw, &),

W) = W W s+ W3 W3+ W2 Wy + AWy + A3y + A By
~+ A5Ty3 + A Wag—- A1 We3 + A W33)
—+ B3(by w4 bywa+ bywg
+ 0By b5 W3+ b Bas+ b1 Was+ by 33) + cWaw;
(modm, wy).

(6) {

On peut d’abord remplacer ®,; et ®,3 par
B+ AWy + by @y, B3+ AW+ by W
ce qui revient a supposer
ay=by=a3;= b= o;
on peul ensuite remplacer w, et wy par
Wy + 23 + Pws, wy = Pw, + yw3,

ce qui permet de supposer

On a donc

B = 0B+ Wy B3 (modw, wy),

(6)

-+ E’3(bl wq —+ bgﬁ!gg-‘- b-]!ﬂ’; -+ bsmgg) -+ CWW;
(modw, wy).

m"l = WeWyg+ W33+ m,(a, Wy 4 Ay W3+ AgWae + A7T93 + a.sm';,,)

Nous allons montrer que tous les coefficients a, b, ¢ sont

nuls.

Appliquons (’identité fondamentale (') au covariant &) en ne

(') L’identité fondamentale est la suivante. Si

2 QW Wy

est le covariant bilinéaire d’'une expression de Pfaff quelconque, on a identiquement

Z (dazw,u 4+ a;wjw, — a;ww) =o,

ou le premier membre est une forme trilinéaire symbolique.
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conservant que les termes en ©) Wy Ty, ; Ce€S termes ne peuvent

venir que de
— Wy, et a ™y, w;;

! . M . 2 N
or @,, ne contient pas de termes en v, ®,,, puisque par hypothése
@, est nul en tenant compte des équations

T =0)= 0= T3 = W= W3 = W= By3 =0,

’

de plus @, contient le terme w, @y, ; donc le premier membre de
I'identité fondamentale contenant le terme a, w, w,®,,, 1l faut que
@, soit nul. On démontrerait de méme que b, est nul.
En considérant de méme, dans l'identité fondamentale, les
termes en '
W) B2 Wyg, WDy Way, Wy W W33;

W13 Weg, W;W)3Wa3, W W3 W33,

on démontre que les coefficients

as, a, ag; bg, by, bs
sont tous nuls.
Restent les coefficients ay et c. Pour démontrer que a; est nul,
appliquons encore l'identité fondamentale 4 &, en ne conservant
que les termes en W, T, W3, Ces termes proviennent de

w’z Wry + m’, W3+ a;m”,m,,.
Soit donc

W= AW B5+. .y wy = Bw B +...;

on aura
—a+fB+as=o.

Appliquons l'identité fondamentale 2 &’ en ne conservant que
les termes en w, @, @3, €t 0, B3W,2; on obtient
—as—a=o, —B=o0;
des trois relations qui viennent d’étre obtenues il résulte
ag=a=0=o.
Appliquons enfin I'identité fondamentale 2 @}, en conservant

les termes en w,W3®,2, €l W, W, B3 ; on en déduit

wy=Ccw;Wg+..., wy=—cwiWy+...;
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appliquous I'identité fondamentale 4 @', en ne conservant que les
termes en w, @, ©3; il vient

d’ou

Finalement on a les formules

© =wym; + ww;
, (modw, vy ).
Wy = W B+ W33
15. Les formules précédentes montrent (*) que I'équation w,== o
peut s’exprimer au moyen de z,, Zy, Z3, 5, Py, P2, P3 et deux
quantités indépendantes entre elles et indépendantes des précé-
dentes, soit

dpy— udzy— v dzs;— ay dxy— ay dps— a3 dp; = o
ou a,, ¢, az sont certaines fonctions des neuf quantités
Xy, X9y, X3, <, P1, P2y, pPs, U, 9.

Le systéme w == w, = 0 est par suite équivalent a U'équation
auz dérivées partielles donnée : il en est en effet une conséquence;
d’autre part de ce systéme on déduit les équations

Puf Wy — dgPys— A3 P13 = 0,
(8) ¢ Ple— U — GaPsa— Q3P23 = O,

( P13— 9V — QgPes— A3P33= 0,

d’ol I'élimination de u et ¢ conduit & une seule équation aux
dérivées partielles du second ordre, qui ne peut étre que I’équation
donnée.

Les fonctions a,, a,, a;, de z,, 5, p;, u, v ne sont pas arbi-
traires ; il faut en effet que © et ®, s’annulent en méme temps

(1) Cela résulte de ce que les équations @ = &, = o (voir la note du n° 16)
peuvent s’exprimer au moyen des intégrales premiéres du systéme complétement
intégrable

D=0 =0;=0;=0,=0;=08,= ;=0

et que parmi ces intégrales deux sont indépendantes des z, z, p, intégrales
elles-mémes du systéme

D=0, =0,=8;= W= Wy, = W3 = 0.
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que ©, @, et deux certaines combinaisons linéaires de
dx;, d.Z“z, d.2'3, dpg, dpa.

Ces combinaisons linéaires ne peuvent étre que

Jda da das
dx,+7u-'dx.+ d—u’-dpg—i— o d]);,
oa da day
d.l‘3+-;v-1dz|,+ -dj’dp 0 dp

En exprimant d’abord que »’ s’annule dans ces conditions on
trouve que a,, @z, a; sont de la forme

F oF oF _oF _OF
(9) ;=2 —u:’;-—vdv a,_a-, aa_&’.,

ou F est une fonction de u, v, z,, 2,3, 5, p1, P2, ps. En expri-
mant ensuile que @, s’annule, on trouve que la fonction F satisfait
aux trois équations aux dérivées partielles du second ordre sui-

(10)

vantes :
oas dag da, t)a, da, [daz dag day
ps T ops ops “op  ow <dx, BT op.)
daj [ das das dag das [das dag da,
W(E Py +“ap.)—w 9z TP T a,;.)
da; d(lg , 0a3 da, _
w(«'ﬁ;*”'ﬁ* 9p, =
9as | p 9% 90 _da_ , da %(ia_z+ das , 94"
or, P 0z 'dp,- op. ’dp, du \ 9z, P2 0z dp,
Y (= B S
- (0:::, P35z T Ipy du \ 0z, P’?z_—'_u:iz
Loa e day  da)
o0 \oz; P25z ops) =
da, da; da, da, ()a, da, da;, 0 0a3
o TP o TN T op B opy ET(EEE;"‘P’ d'+ opy
__Oay ‘2‘_‘3 - t)a, da.) + d_a£ d_al + day uda.
o \ozs P20z T op,) " 9u \oz TPz T ¥ 5p,

+

oaz [oa, oa, dal =0
(dx, P o) =

16. Les équations aux dérivées partielles ainsi déterminées
s’intégrent par des équations différentielles ordinaires.. En
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effet les formules

(7) T =WeWy + W3 W (modw, m‘)

| ©) = w13+ W3 W3
montrent (') que les équations w = ®, = 0 peuvent s’exprimer
au moyen de huit fonctions indépendantes des z;, 3, p;, u, v et de
leurs différentielles; ces huit quantités sont les intégrales du
systémé complétement intégrable

(11) B=0=0;=03= W= W3 = Wyy=W3=0;

en les égalant a des constanles on a les caractérisques de I’équa-
tion aux dérivées partielles. L’intégrale générale de cetle équation
s’obtiendra en associant les caractéristiques de maniére que les
équations @ = ©, = o soient vérifiées (équations ou 'on suppose
n’avoir laissé que les huit paramétres des caractéristiques). Or, s
Pon prend pour paramétres des caractéristisques les 1ntégrales
principales du systéme (11) relatives a.x, = o, et si l'on desxgne
ces paramétres par

xh» X-’h Za Pla P21 Pih U" V7
le systéme a intégrer s’écrit

g dZ —Png2—P3dX;=o,
(12)

dP,—UdX,—VdX; -—a‘,’dP,— a?, dP;‘—:O,

ou I'on désigne par a), a;, ce que deviennent les fonctions a,, a;
quand on y remplace

xy, X2, xs, 3, Pl’ P2 P3, u, ¢

(') Cela résulte du théoréme suivant, qui sera souvent utilisé dans la suite :

S0, 0, ..., 08,0, ..., w, s0nt r+ p expressions de Pfaff indépendantes
et sil’'on a

6::209,‘%% (modb,, ...,0,),
le systéme
d=0,=...= 0,=chue—-o (a=1,2, 0, p;0=1,2,...,7)
est complétement intégrable et les équations 6, =...= 0, = o peuvent s'exprimer

au moyen des intégrales premiéres de ce systéme et de leurs differentielles.
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par
o, Xa, X5 Z, Py, Py Py U, V.

On assemblera donc les caractéristiques de la maniére la plus
générale possible en posant

(13) Z=fX0 X)), Pa=fi, Pa=fi, Pi=o(Xy,X,),
et en déterminant U et V par les deux équations

[ ex,—U—alfx; —alfix,=o

(13) , ’ ’
| 9%, —V —alfi,x,—alfi; =o

Les fonctions f et ¢ sont donc absolument arbitraires et I'on a
I'intégrale générale de I'équation aux dérivées partielles sans aucun
signe d’intégration, une fois connués les caractéristiques.

17, Les equations aux dérivées partielles dont il vient d’étre
question constituent une généralisation des équations a deux va-
riables indépendantes que j'ai proposé d’appeler équations de
M. Goursat. Elles sont déterminées par les équations (8), (9)
et (10). On peut aussi les faire correspondre aux systémes de
Pfaff formés de deux équations a huit variables

(13) bi=o0, O3=o,
telles que les covariants 6, b, soient de la forme [identique a (7)]

0y =1 xa+ L2 ks

6
() By = faxs+ 2 Xs

(mod 8y, 9,).
En effet, si I’on introduit une ¢° variable auxiliaire X et si 'on
pose
w = 91 -+ )\63,
on a
m'= 1 (f3-+ AYs) + Xe(xs =+ Aye) + B2, (modw),

ou 7y, est de la forme dh+ oy fo Y2+ A fs oo+ 26 fs. LI
résulte de la que I’équation © = o peut se ramener a la forme
normale

dz — pydzy— py dzy— p3 dzy = o.

Quant a8, c’est une combinaison linéaire de w, dz,, dz,, dz,,
XXXIX. 26
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dp,. dp,, dp,; par suile le systéme considéré (15) peut s’écrire

® =ds — p,dey— p, dzy— pydr;=o,
®) = dl’x" u d.z'._.— v d1'3—v a,y dz, — Q3 dp,— as dp;=—’ o,

ou les coefficients a,, a,, a;, fonctions des neuf variables indé-
pendantes z;, 3, p;, u, v, satisfont aux relations (g) et (10).

On démontre que toutes les équations aux dérivées partielles du
second ordre qu’on peut ainsi faire correspondre au systéme
f,=18,= o sont équivalentes entre elles vis-a-vis du groupe des
transformations de contact de 'espace (z,, ., z;, 3).

18. Les considérations du n° 16 montrent que tout systéme de
Pfaff (15) satisfaisant 4 des relations de la forme (16) peut se
mettre sous la forme (12). Si donc I'on connait tous ces systémes
(12) on pdurra,' par l'intégration d’équations différentielles ordi-
naires (2 savoir la réduction de I'équation 0, 4 A\0,= o i sa forme
normale), déterminer toutes les équations aux dérivées partielles
du second ordre qui viennent d’étre étudiées, c’est-a-dire en
somme on pourra intégrer le systéme (9) (10). Et pour que le
systéme (12) soit de la forme voulue, on trouve sans difficulté
qu’on doit avoir

a} = £ al) = 95
= oU’ STV’
oi F est une fonction de X,, X,, Z, P, P,, Py, U, V, satisfaisant
a Péquation aux dérivées partielles du second ordre

2F  JF 0F :F JoF o*F
oV oP, T oU oV aP, ~ oUol, _ oV oU op,
0tF / 0tF , o'F 02F
"Z)Tﬁ(\ovax, + P ovez + Usvor,)
02F / o*F p, O°F
T oGV \oUoX; T *oU oZ
C0rF 02 F , o:F  0*F
*"UoUoP.“'ovoxa“'“uvaz‘_‘uvav.>
C2F ol otk a2 F
—+ = o.

oV \oUN, T GUIL T a0 0Py,

Telle est I'équation dont dépend, en derniére analyse, la déter-
mination de toutes les équations aux dérivées partielles du second
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ordre a trois variables indépendantes qui sont I'objet des numéros
précédents, c’est-2-dire qui admettent une famille double de carac-
téristiques dépendant seulement de constantes arbitraires.
Ajoutons que la détermination des caractéristiques d’une de
ces équations supposée donnée peut étre simplifiée par une

méthode identique 4 celle que j’ai indiquée pour les équations
de M. Goursat.

lIl. — LEs sysTEMES EN INVOLUTION DE DEUX EQUATIONS.

19. Il y a deux.types de systémes en involution de deux équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre & une fonction incon-
nue de trois variables indépendantes.

Pour les systémes du type a) on a

[ B =0+ 0Ty + W33 (mod w),
0 \ o) = w; By (mod &, &y, B, B3),
) ( Wy, = Wy Was + W3 B3 (medw, w,, @3, ©3),
mz = Wy We3 + W3MW33 (modm, @y, Wy, B3 )-

Un tel systtme admet une famille de caractéristiques & une
dimension définie par les équations

(2) Wy = wg= 0,
qui entrainent
(3) By = B3 = B33 = 0;

mais il admet en outre une famille de caractéristiques a deux
dimensions. Considérons en effet une multiplicité intégrale; on a
sur cette multiplicité

=)=, = Wy= 0,
et 'on peut toujours supposer (n° 1) que l'on a aussi
Wy = Wy = Wy3 = W33 = 0.

L’équation de Pfaff

wy=0

est, sur cette multiplicité, complétement intégrable. Sinon, en
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effet, on aurait une relation de la forme

W) =awswz+... (a # o),

les termes non écrits s’annulant avee vy, By, B;, By, By, B2, W23,
W33,
Or I’équation

W) = wy oy, (modw, my, B2, &3)
enlrainef,'.d’,aprés I'identité fondamentale,
,ng,xemlmglao (mod @, ®y, B, B3, T}, B, ©T3);
on aurail donc
AWy W3 Wy = 0 (mod 1;’» Wy, By, B3, W1, N3 Wae - W3 We3, Wy Wa3 + W3W33 ),

ce qui est impossible si @ n’est pas nul.
Il existe donc une famille de caractéristiques 4 deux dimensions
sur chacune desquelles on a

(%) B == 0= U3 = W) = By; = 0.

Par chaque point d’'une multiplicité intégrale il passe une carac-
téristique & une dimension et une caractéristique 2 deux dimen-
sions, la tangente a la premiére n’étant pas tangente a la
seconde.

20. Nous allons montrer que le systéme en involution consi-
dére peut toujours s'intégrer par la méthode de Monge.
L’équation
o= w, w5 (modw, w,, &, B3)

peut s’écrire

(5) m'i = W, B+ B2 (@ W1+ a3 W+ Az W3+ A T+ A; Doz —+ aem;;3+a7tn,|)
+'653(b; (D‘+bg(l)g+b3 L o b5 w,,-{—bsm,;—i- bsw‘” +b: w1
+ CW B, (modw, @),

ou les a;, b; et ¢ sont des fonctions des variables z;, 5, pix. On
peut toujours remplacer

Wy 4+ a; g+ b7m3 et W) — A1 By — b3

par

BT et @,
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ce qui revient 2 supposer a,, by, a; et b; nuls, en changeant Ia
valeur du coefficient c.

Appliquons I'identité fondamentale au covariant w;. La considé-
ration des termes en

W, Wey W3, WeW2W33, W3Ws3 W33
donne respectivement

a;—b,=o, as=o, bg=o0;
celle des termes en

W3 W39 Wiy, )3WreW33, W3W33T33
donne
a,=o, b, = o, ag— bs=o0;

celle des termes en

We W3 Wgz, W W3We3, WeW3W3s
donne
az;=o, ay— b3=o, by=o.

On a donc une formule de la forme
(6) B =0T+ (W B+ W3 T;3) + CBB; (modw, ;).

Si nous remplagons. maintenant, ce qui est permis, w, — a®
par @, ona
By = 0T+ CB By (modw, w,);

I'identité fondamentale appliquée a @/ en ne conservant que les
termes en w,w; Wy, donne alors ¢ = o.
On obtient finalement les équations

© = We Wy + W33

, (modw, w1 ).

T =By

On en déduit, en appliquant un théoréme général sur les sys-
téemes de Pfaff (n° 16, note), que les équations

forment un systtme complétement intégrable. Autrement dit il
existe une certaine fonction u des z;, 3, p; et p;s telle que les
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équations @ — m, = o puissent s’exprimer uniquement au moyen
! P

des z,, 3, p; et u.
On peut aller plus loin. On a en effet une équation de la forme

T = W01 B4+ B(& W)+ Ly W+ A3W3+ A B+ 43 B3+ AgWiy) (mod ),

ou l'on peut tout de suite supposer =z, = 2; =o0. Appliquons
I'identité fondamentale au covariant @, en conservant les termes
en

Wy W3Wy, WW3W3, WWW3, W3WW3;

on obtient successivement

a3 = 0, g = 0, A3 = 0, oy = 0.

On a donc finalement la formule

8) T = 0By (modwy ),

qui montre (n° 16, note) que le systéme

W =W=W1=0

est complétement intégrable. Autrement dit l'équation w,—= o
est réductible a la forme

AV — W dU = o,

ou U, V, W sont des fonctions de z;, z, p; et w.

21. Le résultat précédent montre tout de suite comment on peut
intégrer le systéme en involution donné. En éliminant u entre les

deux équations
V=/7U), W=f'(U),

on obtient une équation aux dérivées partielles du premier ordre
dépendant d’une fonction arbitraire d’un argument (et de sa déri-
vée); l'intégration de cette équation fournit I'intégrale généraledu
systéme en involution donné. Les caractéristiques & deux dimen-
sions s’obtiennent en donnant a U et par suite 4 Vet 3 W des va-
leurs constantes.

Si le systéme w, = w, = 0 est complétement intégrable, on peut
supposer que U et V ne dépendent que des z;, z et p;; le systéme
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en involution admet 'intégrale intermédiaire du premier ordre
V = f(U),

dont 'intégration fournit l'intégrale générale du systéme. Les
fonctions U et V sont d’ailleurs arbitraires. Le systéme en invo-
lution s’obtient par les formules

ov ' oV 9V oV oV
5;;—'—[713;‘1—[’110‘0 +[712C)P /hsm

ou N oU oU oU oU

E + p'3;+p“dp +Ptzdp +P“0p;;

oV vV A% oV oV

‘ b;; +P2 +P12 o +P’2d st s
(9) (=% 9U 90 oU
oy +Prg= +P12%+P=z E +P23%

A% . ov oV oV ov

pr Paa%‘[’na—*‘}’n;ﬁ +P335173
] o0 oU oU oG

E"‘l’xa*‘[’na};*‘jﬁxdp P;adp

Si le systéme wy; = @, = o n’est pas complétement intégrable,
on peut supposer U = u; comme I’expression ne contient pas de
terme en du, on pourra prendre pour V une fonction quelconque

. .. oV
de z;, 5, pi et u, a condition de prendre W = u

dérivées partielles du premier ordre a intégrer s’obtiendra alors en

- L’équation aux

éliminant u entre I'équation
=f(u),

et sa dérivée prise par rapport a u, f désignant une fonction arbi-
traire. Les équations du systéme en involution s’obtiennent alors
en éliminant u entre les trois équations

Y - v Y ov oV
\;’;‘—1 Pigz +P11‘E+P190P + P13 ops =0,
(10) ‘ d—‘i—"—}ﬂed—v—‘-[’nﬁ—l—l’nﬂ*—Pnﬂ:O
oz, 0z Ip; opa ops ?
' oV + ov oV ov oV
‘ d.r Psdz +P11P +P:3¢TI;;+P33;P73——0-

22. Considérons maintenant les systémes en involution de deux
équations aux dérivées partielles du second ordre du type.b). On
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a pour un tel systéme

B =W + WDy + W33 (modw),
v, = W3 Ty3 (modw, &y, &y, w3),
(D o= d
= WeTWag + W33 (modw, &1, B3, B3),
Wy =W, W3+ W3+ 3T mod ». ¥, B3, B3).
3 2 3 3 W33 1 ’

Ce systéme s’intégre par des équations différentielles ordi-
naires.

Avant de démontrer ce théoréme important, introduisons les
éléments caractéristiques. Il y a d’abord en chaque point d’une
multiplicité intégrale un élément caractéristique a deuzr dimen-
stons satisfaisant aux équations

W= )= T = T3 == W3 = 3= 0,
.

puis un élément caractéristique a une dimension contenu dans le
précédent et satisfaisant aux équations

T =B = By = Tz = Wy = W3 = W13 = W3 = T3 = 0.

Chaque multiplicité intégrale peut étre regardée comme engen-
drée par une famille de multiplicités caractéristiques a une dimen-
sion (dépendant de deux paramétres) telles qu’en chaque point la
multiplicité caractéristique qui passe par ce point admelte pour
tangente 1’élément linéaire caractéristique correspondant a ce
point. Mais on ne peut pas toujours regarder la multiplicité inté-
grale comme engendrée par des multiplicités caractéristiques a
deux dimensions (dépendant d'un paramétre), telles que par chaque
point de I'intégrale il en passe une et une seule tangente en ce point
a I’élément caractéristique a deux dimensions correspondant a ce
point.

Il y a donc toujours des multiplicités caractéristiques a une
dimension, mais pas toujours des multiplicités caractéristiques
a deux dimensions.

23. Pour voir les choses d’un peu plus prés, posons

(12) B = 03B 3+ W3 (4 W+ A3 We+ A3 W3+ Ay B3+ A Waz~+ A B+ A7 Tag)
' +©3(b10,+ by ws+ b w3+ b, B3+ b3 Bas+ bg Was+ b1 w33)
+ cBy 3 (modwm, @, ).
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On voit d’abord que, par des changements de notations permis,
et en changeant au besoin la valeur du coefficient ¢, on peut
supposer

az = b3=a5= b5=0.

Appliquons I'identité fondamentale au covariant w). La considé-

ration des termes en

W1 W™y et Wy e Wyy
donne
a;=o et by = o;
celle des termes en
W2 T2 W3y et 03 Wiy Wy
donne
a-=o et b-=o.

La considération des termes en w,®,;w,; donne

Jduw'y
PR FE——
(W ®ay) 765

d’autre part l'identité fondamentale appliquée a4 ' donne, en
considérant les termes en w, Wy ™.,3,

— a2bg=o.

De méme la considération, dans l'identité fondamentale appli-
quée 2 w,, des termes en w, 3wy, et celle, dans l'identité fon-
damentale appliquée & @/, des termes en w,®; ®,, donne

[)5 = 0.

Enfin la considération des termes en w,®ysw,3 dans l'identité
fondamentale appliquée 4 =} donne

ag=o.

On peut aller plus loin. La considération des termes ‘en v, w,®,
dans l'identité fondamentale appliquée a w; donne

dwy
(wrwn)

bs;

celle des termes en w,w.w; et w,m,m,, dans l'identité fonda-
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mentale appliquée 2 ' donne

Jwy
o(wyw3) 261,
ow'y
—t_ —__a;;
0(wywss)

enfin celle des termes en w,®;®,, dans l'identité fondamentale
appliquée a w, donne
bg as = 0.

Cela étant il y aura trois cas a distinguer suivant qu’on aura

by) by=o, a; # o,
b3) by # o, a;=o0;
bs3) by=o, as;=o.
24. Systémes en involution du type b,). — On a dans ce cas
T = 03 @3+ By (aws+ bW+ cw3) (modw, w;)
avec
b o,

on peut d’ailleurs toujours supposer b= 1 et aussia =c=o, ce
qui donne

© = WT + W3+ Wy W3 (modm),

(13)
T = W3 By3+ By We (modw, @y ).

L’application d’un théoréme général (n° 16, note) au systéme de
Pfaff ® = », = o montre que le systéme

B=0,= W= T3= W= W3 =Ty3= D=0

est complétement intégrable. Donc les caractéristiqgues (du pre-
mier ordre) & une dimension dépendent de huit. constantes
arbitraires.
L’équation
ow’y

Twrws) ~ 2T

démontrée au numéro précédent, montre qu’il y a des caracté-
ristiques & deuzx dimensions; mais elles dépendent de fonctions
arbitraires.
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Posons
m’z = g Wag -+ W3 Wag
+ 3 (% W)+ AWy + A3 W3+ &y W3+ A3 Ty + AgWaz—+ %7 T33)

(modw, ®1, By).

On peut d’abord supposer a;= o en changeant ®y3 — a3 ™; en
w,3. L’identité fondamentale appliquée & w,, en considérant les
termes en

| T3 Way, 0 T3 T, 3 B2 Bas, 3 Ta2 B3,
donne

ay =0, dg= O, ag = O, a5 = 0.

L’identité fondamentale appliquée 2 ®, donne, en conservant

les termes en w; ®,;®13,

Wy
J{(wiw3) ’

puis l'identité fondamentale appliquée 2 &’ donne, en conservant
les termes en v, ®,®,3,

Ay = O.

Il reste donc finalement
B =0T + 0By + W3Ws (modw),
(13) T = 0;3W)3+ Ty Bag (mod w, @, ),

Wy = Wy B3+ W3Wa3+ 0B3 @3  (modw, wy, Bg),

et I’'on voit facilement qu’on peut supposer

A=0 ou a =1,

25. Les formules précédentes montrent que les équations
®, = Wy = 0 peuvent s’écrire de maniére a ne contenir, outre les
Zi, 3, pi, que trois fonctions indépendantes u, ¢, w, des pi, i,
z, pi. Le systtme de Pfaff ® =®, = w, = o peut donc s’écrire

dz — pydxi— ps dzws— ps dxy= o,
(|5) (1[7|+)\| dx|+kg dz,—i—lgdx,,—{—)\; dpg':,- o,
dps—+ g dTy+ o dxr+ g dTs - , dpy = 0,

ot les A et les p sont des fonctiens données des z;, z, p;, u, ¢, w.
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Comme on a d’autre part
o = w;m; (mod o, ®, By)

et
o= da:.(l, dx, +)\3 d1‘3+)\; d/)3)

—dzy(w dry+ p;dz;+ p, dpy) + dz; dp;

(m‘)d',ﬂ, Wy, ﬁ!z),

il en résulte que le carré (symbolique) du second membre de la
derniére formule est nul, ce qui donne

(16) — A+ 3k, — A+ gy =o.

Le systeme (15) est équivalent au systéme en involution
donné; en effet toute intégrale du systéme en involution donné
est intégrale du systéme (15) ; d’autre part, le systéme (15) revient
au systéme obtenu en éliminant u, ¢, w eutre les équations

Pu+ )\1+)\5Pm=07 P12+ he +)\!.Pn=0a P13+ )\3—4‘)‘3,033 =0,
Prz+ By + Ry Pr3= 0, P22+ e+ [y Py = 0, P23+ B3+ Uy P33z =0,

équations qui se réduisent a cinq d’aprés la relation (16). Le sys-
téme (15) revient donc a un systéme de deux équations aux déri-
vées partielles du second ordre qui ne peuvent étre que les deux
équations du systéme en involution donné.

Or lcs formules (14) donnent

B = w;m;
(1i") | W) = Wyt (modw, wy, m),

( Wy = W Wy + W3 Way + AW W3
ce qui montre que les équations
(17) B =) = Wy = Wy ™= Wy = Wy == Wy =7 Wy = W3 =0

sont complétement intégrables: Les équations (15) peuvent donc
s’écrire de maniére 4 ne contenir que neuf fonctions de z;, 3, p;,
u, v, w (et les différentielles de ces neuf fonctions). Ces fonctions
égalées a des constantes fournissent les caractéristiques (4 une
dimension) du systéme (15). SiPon choisit les intégrales princi-
pales du systéme caractéristique relatives a z, = o, et si I'on dé-
signe ces intégrales principales par

x21 xfh‘ Zt‘ Pn P!’ P:h Ur Vv \\77
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le systéme (15) s’écrit

dl —PydX;— PydX;=o,
dPy+ 2y dXy+ 28 dXz+ A dP; = o,

(15)
( dPy+ 8 dXy+ pd dX;+ pd dPy=o,

ol les A} et les f se déduisent des A; et p; en remplacant z, par o
et les petites lettres par les grandes lettres correspondantes.

Si donc 1'on counait les caraciéristiques 2 une dimension don-
née par le sysi¢me (17), Uintégration du systéme en involution
revient a celle du systéme (15’). Or pour intégrer (15') on peut
poser

L=/f(X3,Xs), Pa=fs,. Pa=fy;

P, est alors une fonction de X,, X; obtenue en intégrant une
équation aux dérivées partielles du premier ordre, celle qu’on ob-
tient en éliminant U, V, W entre les équations

' 0P .
Vo~ M =0 G5 M+ Mfig=o,

) "
, f)’i% +l‘g+!1?fi,x,=°7 S x,+ Fg‘*“l-’-?f{}:o-

(18)

L’intégration du systéme en involution donné est ainst
ramenée a Uintégration d’équations différentielles ordinaires.
On peut remarquer en outre que si I'on connait les caractéris-
tiques & une dimension du premier ordre, données par

W= W)= B = W3 = Wy = W3 = T3 = Wyy = 0,

les caractéristiques du systeme (15) s’en déduisent par des diffé-
tiations.

26. Les fonctions A7, p? des formules (15') ne sont pas arbi-

traires. L’uatilisation des formules (14’) conduit a écrire le sys-
téeme (15') sous la forme générale suivante :
s dl — P,dX,—P3;dX;=o,
(15") ! dPy— udPy— 0 dPy+ @, dXy+ ¢, dX;= 0.
sz — ‘blllta ng —_— ‘b‘,’w dX3 e W(dP3 — ‘l”,’w dXz— q’:’,: dx,) = 0.

Dans ces formules (15”) ® désigne une fonction de u, ¢, X,,
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X3, Z, Py, P,, Py, assujettie a satisfaire a 'unique équation
2P 2P o2d 2P P 02 P P
900X © 2000  ouoX;  ‘ouol  ouw dvolPy ' O duob,
L e ( LAk ui‘i)
ou? \ dv 0P, dv P,
02d / 9P 02 0P 2
~ ude (du oP;, " Y“ouop, —ovoP, dv aP,)’
d’fP( 2 02

— o0t \owop, " ouop,) =°

Les caractéristiques a4 deux dimensions sont données par les
équations
dv —wdu=o,
dX;—wdXs=o,,
"dl — (Py+ wP;3)dX,=o,
dPy— (Fi2+ wF,) dX, = o,
dPy — (F",+ wF;:) dXy = o,
dPy+[F, — uFis—oFl,+ w(F,— uF,,— oF»)] dX;= o,

et elles dépendent de deux fonctions arbitraires d’un argument.

27. Le systéme (15") est un systéme de Pfaff 2 neuf variables
pouvant se mettre sous la forme '

(lg) 6|=0g= ﬂ,_—_ o,

avec les relations

0= x1y2
(20) OIZEXIXT (MOdeh 0!; 03)1
O3 = Y xs+ As o+ M Y2 )s
et la condition supplémentaire que les expressions linéaires 9%,
q P 98, ’

:—:ai soient indépendantes entre elles et de 8y, 05, 85, 4, ..
Partons réciproquement d’un tel systéme. On peut lui faire
correspondre 'd’une infinité de maniéres un syst¢me en involution
du type by) et tel que les équations (19) indiquent comment les
caractéristiques a une dimension de ce systéme doivent étre asso-

ciées pour engendrer I'intégrale générale.
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On a d’abord en effet des formules telles que les suivantes :

0y = y1)2+ 03(“1)(1-4- Ao Y2+ QY3+ QY+ As Y s+ Ag)s)

, (mod 0y, 6,).
0% = 1 s+ 03(bIXl+ baya =+ bays+ by ya + bs s+ b Xe)

On peut d’abord supposer

ay= a,=b;=o,
en remplagant
X1+a293; Za—aies, X_s'—b:es
par
VARSI AT

L’identité fondamentale appliquée a 8, , en conservant les termes
en

YRV EN LT AV N (D
donne

a; =o, a, = o.

L’identité fondamentale appliquée a §,, en conservant les termes
en

Lo XsXes JaXs)es
donne :

L’identité fondamentale appliquée a §;, en considérant les termes
en 737 ;ss» donne
oY —
o(YsYs)

— bs;

d’autre part I'identité fondamentale appliquee a 6,, en considé-
rant les termes en 7 57, donne

b3 = 0.
Il reste donc

0 = Y12+ 83(as s+ @s)e) .

(modo;ﬂ .
05 = 13—+ 03(bsys + bs)e) ) 8

Par hypothése as by — b; as n’est pas nul; on voit facilement
yp Y ;
qu’on peut supposer

s 0% = 12+ 03 s (mod8y, 8,),
=1 xs+ 025 (mod?8y, 68,),
By =y1ys+ XsYe+ MYa)s (mod 8y, 05, 65).

(a1)



— 394 —

Cela étant introduisons une dixi¢me variable auxiliaire ) et
posons

o =61+)\03,
Wy = 02,
@y = 05

on a

o=y (L2 Afa) + 03 (Y + A)s) + 02y (mod ).
Cette derniére formule montre qu’on peut réduire I’équation

w==0
a la forme normale

dz—pl dl’t“[hdxz-—pgdza: 0;

®, et ©, sont alors des combinaisons linéaires de ¢z, dz,, dzx,,
dzs, dp,, dp,, dp,;, qui dépendent des z;, z, p; et trois autres
quantités u, ¢, w. On retrouve d’ailleurs les formules (14) en
posant

Wy= /2 +)~7_3, Wy =-—17, Wy =—(s+ )\7.5). w3 = /1,

W3 = /3, Was = /3, Wiz = /4,

On est donc en somme ramené ainsi 3 un systéme de Pfafl

B=0 == 0

avec les conditions (14). Comme nous 'avons vu ce systéme de
Pfaff est équivalent 4 un systéme de deux équations aux dérivées
partielles du second ordre ; ce systéme est d’autre part en involu-
tion parce que pour toute intégrale de ce systéme on a o' = o0 et

par suite
B3 = pw3,

ou p est une nouvelle variable auxiliaire.

En rempla(;;ént By — pws par w, les formules (14) ne sont pas
essentiellement changées (il suffit de modifier w,;); le systéme de
Pfaff entraine donc

B = =my= @3=0, X,

et 'identité fondamentale appliquée 4 &’ donne

- -
W3 = W W3+ Wy Bg3 (mod ©, B, B, T3, wz)»
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I
d’ou enfin
T =W - Wy - Wy (mod o),
oy = W33 (modm. m,,m.;,ms).
wo = Wy Wy + W3Wa3 (modm, @, W, ES;-.,),
m‘gew,mu-t- W2 Wiz —+ Wy W33 (modm, o, W3, 633).

On arrive donc bien a un systeme en involution qui est évi-
demment du type b,).

On peat démontrer que tous les systémes en mvoluuon qui
peuvent se déduire d’un méme systéme (19) sont équivalents entre
eux vis-a-vis du groupe des transformations de contact del’espace
(. Xy, 23, ).

Les considérations des n°* 23 et 26 montrent de plus que tout
systétme de Pfaff (1g) satisfaisant aux conditions (20) peut se
mettre sous la forme (15"), ol ® satisfait & I'équation indiquée
plus haut.

28. Comme exemple de systéme en involution du type b,)
citons le suivant :

. 1.
P11=§P'2‘-2v Pl2=‘,;P%2‘

L’intégrale générale de ce systéme est donnée par les formules
rz= 1,
r=3 "f,’;:f'-'l‘
3 :J‘l z, :j\; -+ If?(‘a'\ —fp/ﬁ-—v— l] / ()"',1'\: '1.3] z + ‘*'I(f;i\)";r'%.
| il 3 1 I
pe=gtar= 1 [ (7ids = LSy,
./','Sva-tr

Pa=Jfy+ [‘P" x)+ [f,:fm d'&] zy,

ou f(a, B) est une fonction arbitraire de « et de 3, et ¢ () une

fonction arbitraire de 2. Les caractéristiques a une dimension

s'obtiennent en faisant a et 3 constants, les caractéristiques a deux

dimensions en faisant a constant.
XXXIX.

p2=f3—

D] -

]
~3
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29. Systémes en involution du type b,). — On a daus ce cas
(n°® 23)

@) =By + wy(aw+ bw3) + cwym; (modw, wy),

le coefficient b n’étant pas nul. On peul d’ailleurs supposer &

réduit a 'unité et @ a zéro, ainsi que c. Il reste alors

(22) \ B =W B + Wy W+ W3Ty (modw),

22

? B = w3m 34+ W, B3 (mod®, wy).
L’application d'un théoréme général (n° 16, note) au ! systeme

de Pfaff w = ©, = o montre que le systéme

(23) T= =0 =03 = W)= W3= 3= 0

est complétement intégrable. Donc les caractéristiques (du pre-
mier ordre) a une dimension dépendent de sept ronstantes
arbitraires.

L’équation (n® 23)
dw3
IHwiwy)

montre au contraire qu'tl rn'y pas de caractéristiques a deux
dimensions.

Les formules (22) montrent (n° 15, note) que 'équation w, = o
dépend outre les z;, 3, p; d’une seule fonction u des pyx, i, 3, p;.
Le systéme = w, = o s’écrit donc

w =dsz — Pi dx, pgdl‘o——padfl‘;——(},

(24) =dp—a dzy— ay dwy— u day— by dps— by dpx—o,

ou les a; et b; sont certaines fonctions des huit quantités z;, 3, p,
et u. Toute intégrale du systéme en involution donné fournit na-
turellement une intégrale du systéme (24); mais réciproquement
toute intégrale du systéme (24) satisfait aux équations obtenues en
éliminant u entre les trois relations

Pr—ay— b:rplz—- bal)n =0,

Pra— ar— bzP:z— bapza = 0,

P13— u — b2P23_ baPaa =0,
c'est-a-dire satisfait 2 deux équations aux dérivées partielles du
second ordre qui ne peuvent étre que les équations du systéme en
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involution donné. L'intégration du systéme donné est donc ra-
menée a celle du systéme (2.4).
Or, les formules

| & =0By + w3

(22") (modw, ©)

[ ®)=w3m13+ wywy
montrent que les intégrales du systéme (24) sont engendrées par
les caractéristiques a une dimension données par les équa-
tions (23). Si 'on connait ces caracléristiques, si en particulier on
a déterminé les intégrales principales du systéme (23) relatives a
x, == 0, ces caractéristiques, pour engendrer une surface intégrale,
doivent étre associées de maniére a satisfaire aux équations (24),
équations qui peuvent s’écrire de maniére a ne contenir que les
intégrales principales. On aura donc en définitive a intégrer le
systéme a deux variables indépendantes

4[ \ di —Pdez—-Paan:O,
247 | dP,— a8 dXy— U dX;— b dPy— b3 dPy = o,
ou al, b, b se déduisent de a,, b,, by en remplagant 2, par o et
les autres lettres par les intégrales principales correspondantes
(représentées par les mémes lettres majuscules).

Or,'intégration de (24') est immédiate : on pose

Z'zf(xiﬁ Xa), P-z=f_(,v P3=f22,’

et{’on a P, par U'intégration d’une équation aux dérivées partielles
du premier ordre obtenue en éliminant U entre les deux rvela-

tions
Py " "
0X, @y bgf"é ——b?,fxlxa——o,

P, , "
X, U—0b63f,x, — 03 /fx3 =o.

En définitive Lintégration du systéme en involution revient a
UVintégration -du-systéme complétement intégrable (23) et a
celle d’une équation aux dérivées particlles du premier ordre.

30. Le systéme (24') est un systeéme de deux équations de Pfaff
a sept variables. Prenons réciproquement un sysi¢me quelconque
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de deux équations de Pfaff i sept variables

123) 6]:02:0.

On démontre et nous admettrons que 9, et 6, peuvent éire mis, en
général, sous la forme
(26) (mode,, 0,).
Nous allons montrer qu'on peut déduire de ce systeme an systéme
en involution du type b,) tel que le systéme (25) indique comment
doivent étre associées les caractéristiques de ce systéme en involu-
tion pour engendrer une multiplicité intégrale.

Posons en effet, en introduisant une huitiéme variable auxi-
liaire X,

© = eg -+ )\0,;

on a
(27) =y (ys+ M)+ Le(Li+ M)+ 78 (modw),
ou 7 est de la forme

—d) + A+ aa Y2+ 23 Y3+ 2y Yi+ Qs Y+ A0y

L’équation m = o est, d’aprés la formule (27), réductible a la
forme normale

(28) dz — pydxy— psdrs— pydry;= 0

cette réduction étant supposée effectuée, les expressions 6., 7, y,,
Y2» Ys—+ M3, 74+ hys sont des combinaisons linéaires des dz;, dz
et dp,. On a, en parliculier, pour I'équation fy=o0:

(29) dpl-—a[d.z‘,-—azdx,———udz‘;——b,dpz—bs dp3=0,

ou les coefficients a,, @,, b,, b, sont certaines fonctions des 2;, z,
pi et u. Le systéme formé par les équations (28) et (29) est équi-
valent a un systéme de deux équations aux dérivées partielles du
second ordre, z étant la fonction inconnue de z,, 4, z;. Ce
sysiéme est en involution du type b,), car on retrouvera les for-
mules (22) si 'on pose

m=0.+)9.z, m1=02. m}_: 7‘3—4- '«!)xl;—é").’yg,, Wy = X;-‘G—ly‘;,

W3 = Yss W=7, we = Y1. wz= Ya— Ays.
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On démontre que tous les systémes en involution qu’on peut
déduire d’'un méme systéme (25) satisfaisant aux relations (26) sont
équivalents entre eux vis-a-vis du groupe des transformations de
contact de I'espace (z,, 23, 3, 3).

[l résulte de ce qui précéde que tout systeme de Pfaft de deux
équations a sept variables peut se mettre sous la forme (24'), ou
ay, b} et bY sont des fonctions quelconques de X,, X,,7Z, P,, P,
P;, U. Parsuite on peut par U’intégration d’équations différen-
tielles ordinaires déterminer tous les systémes en involution
du type b,). ‘

31. On peut prendre comme exemple le syst¢éme en involution
P3s=0, P1= (&3 pa3)P13,

dont l'intégrale générale est
s =x3f (21, ®2) + ¢(73) +ff;-, v, ATy

avec une fonction arbitraire f de z,, x, et une fonction arbitraire
© de z,. Les caractéristiques a une dimension s’obtiennent en fai-
sant z, et x, constants. Les éléments intégraux caractéristiques a
deux dimensions sont donnés par I'équation non intégrable

‘Id(l]

Les équations des caractéristiques a une dimension sont

T = ay, Ty = ay, z = bgxy+ c.
by
pr=—(3+a), pr=az+b, p=bs
3
32. Systémes en involution du type by). — On a dans ce
cas (n® 23)
T = w3 B3+ AW B+ b B w; (modw, ).

En prenant ®, —aw comme nouvelle expression m,, et en
changeant ®,3, on a

BTy =w3B;+ OB w; (mod @, w).
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Le coefficient b est nul ; il suffit, pour le voir, d’appliquer I'iden-

tité fondamentale a @) en ne considérant que les termes en w, w3 w,..
Par suite on a

(30) (o =wio+ 0B+ 03 (modw),
o | :
| ®i=w3my; (modw, ©y).

Ces formules montrent que le systéme

U =T =8y == W3.= Wy = W3=W13=0

est complétement intégrable, autrement dit que les caractéristi-
ques a une dimension (du premier ordre) ne dépendent que de
sept constantes arbitraires, comme dans le cas du type §,). Mais
d’autre part il existe des caractéristiques a deux dimensions,
comme dans le cas du type b,).

Le systéme w = ®, = 0 est équivalent au systéme en involution
donné; Dintégration s’effeclue comme dans le cas du type b,).

A chaque systéme de deux équations de Pfaft a sept variables

8 =6,=o,
tel que I'on ait des équations de la forme

8y =V s+ YaXs

/ (mOdeh ez)a
O =x1xs

on peut faire correspondre un systéme en involution du type b;),
en introduisant une variable auxiliaire A et posant

© = 0y + Af,, wy = 0,.
Citons comme exemple le systéme
P11 = P12 =0
dont l'intégrale générale est

3 =(l‘1f(1‘~3) +'?(T1’ 1‘1),
et le systéme

1
P11=Pu2+ S pl3=0,
dont I'intégrale générale est donnée par les formul es
z3=f'(a) — ax,,

5= [f(a) —af(2)+ éaﬂx,] + o(a, ).
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Dans le dernier exemple les caractéristiques & une dimension
sont oblenues en faisant o et z, constants, les caractéristiques a
deux dimensions en faisant « constant.

33. Daus tous les systémes en involution des types b) il existe
des caractéristiques & une dimension dépendant de sept ou huit
constanles arbitraires. D’aprés la méthode générale que j’ai appli-
quée en détail aux systémes en involation de deux équations aux
dérivées partielles du second ordre a deux variables indépendantes,
la nature des opérations nécessaires pour obtenir ces caractéristiques
dépend de la structure du plus grand groupe de transformations de
contact qui laisse invariant le systéme en involution donné. Les
opérations nécessaires pour ramener Vun 4 I'autre deux systémes
équivalents sont d’ailleurs les mémes. C'est ainsi que siun systéme
en involution est réductible par une transformation de contact a la
forme

l a9
Pii= P+ - Pis=0

cette réduction (et par suite 'intégration du systéme) s’effectue
par diz quadratures. Ces mémes quadratures donnent les carac-
téristiques.

IV. — LEs svSTEMES EN INVOLUTION DE TROIS EQUATIONS.

34. Ily a cinq types de systémes en involution de trois équations
aux dérivées partielles du second ordre.
Pour les systémes du tyvpe a), on a

'

B =W T) + Wy + W3 T (modw),
(1) o\ = w @y, (modw, &y, @, By ),
) Wy = Wy Weg (modw, vy, ©3, W3 ),
wy= w3 Was (modw, By, B3, B3).

L’intégrale générale dépend de trois fonctions arbitraires d’un
argument.

Il y a en chaque point d’une multiplicité intégrale trois éléments
intégraux caractéristiques a deux dimensions définis respective-



ment par les équations

W= = By= Wy = Wy == W1 =0,
W = B = Wy = W3 = Wg = Wiy = O.

W= = B = B3 = W3 = W33 = 0.

Il existe sur chaque multiplicité intégrale des multiplicités ca-
ractéristiques a deux dimensions telles qu’il en passeune et une
seule par chaque point de I'intégrale, cette multiplicité étant tan-
gente a l'un des trois éléments intégraux caractéristiques relatifs
a ce point. Il suffit en eflet de remarquer que sur la multiplicité
intégrale, I’équation

wy = o,

par exemple, est complétement intégrable. En effet on peut sup-
poser que sur cette multiplicité intégrale w,,, ®,2, @33 sont nuls;
il suffit alors de démontrer que le coefficient de w, w; dans w) est
nul. Or, sil'on a

W)= awywz+. ..,
I'identité fondamentale appliquée a w, donne
wywmy— 0w, =o0 (modw, &y, By, Wy, B, @), By, By );
la considération des termes en w, w3 ©,, donne immédiatement

a=o.

Il existe donc trois familles de multiplicités caractéristiques
a deux dimensions, et chaque multiplicité intégrale peut étre
regardée comme engendrée par une infinité (dépendant d’une

constante arbitraire) de caractéristiques de chacune des trois
Jamilles.

35. La méthode d’intégration de Monge s’applique au systéme
en involution donné si, par exemple, I'équation w, = o est réduc-

tible a la forme
dV — W dU = o;

cela arrive si les équations de Pfaff des caractéristiques de la pre-
miére famille admettent Lrois combinaisons intégrables (il ne peut
pas y en avoir plus de trois). On a dans ce cas, par un choix con-
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venable de ®,, w,, ﬁs,,.
o =w By (modm, ).
S’il en est ainsi, pour intégrer I'équation on pose
V=f(U), W=f(U):
w, devient identiquement nul et le systéme a intégrer se réduit &

B == B3= 0,

avec
© = wm,+ W (modw),
Wy = W Wy (modwm, @, W3),
wy = W33 (mod®, &, ©3).

L’équation w = o se réduit a la forme

dl — P, dXy;— Py dX3;= o,

et le systéme a intégrer revient & une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre & une fonction inconnue Z des deux va-
riables indépendantes X, X;; les deux familles de caractéristiques
de cette équation sont distinctes.

Si la particularité qui vient d’étre envisagée se présente pour les
deux premiéres familles de caractéristiques, on posera

V = f(U), W =f£'(U),
Vi=o(Uy), Wi=1¢'(Uy),

et ’intégration se raméne a la réduction de I'équation m=o0 i sa
forme normale, ce qui exigera deux opérations d’ordre 3 et 1.

Si enfin la particularité se présente pour les trois familles de
caractéristiques, on sera ramené a une quadrature, comme on
pourrait le démontrer.

36. Systémes en involution du type b). — On a dans ce cas
\ B =w B + W+ w3w; (modw),
(2) ) Wy = Wy Wy (modw, ©y, ®s, T3),
' Wy = W W1+ Wy Wy, (modw, w4, &, B3),
m,s = W3 @33 (mOd @, Wy, W, 63)'
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['intégrale générale dépend encore de trois fonctions arbitraires
d’un argument.
Il y a en chaque point d'une multiplicité intégrale deux élé-
ments caractéristiques du second ordre définis par les équations

W =T = Wy = W3 = Wy = Wy =0,

T=01 = Wy=W3= W3= W33= 0,

Y

il y a également deux éléments caractéristiqﬁes 4 une dimension
définis par les équations

W= = W= W3 = W) == Wy== 079 = Geg = 0,

T =W = By= W3 = Uy = W3 = B = B33 = 0.

Y

Il'y a donc deux familles de caractéristiques a une dimension ;
mais ¢ ¥y a aussi deux familles de caractéristiques a deux
dimensions. ' -

D’abord en effet, sur une multiplicité intégrale donnée, on peut
supposer @,s, waz, W33, identiquement nuls. L’équation w; =o
est complétement intégrable : cela se démontre comme pour le
type a): Il en est de méme pour I'équation

we = 0.
En effet, supposons qu’on ait
wh=awwz—+...:

I'identité fondamentale appliquée 4 ', en considérant les termes
en w, w3w,,, donne
Lt .
B g,
d(@2w3)

en considérant les-termes en w, w3 B,,, on obtient alors

J
ow),

T g,
(w3 ®ae)

enfin I'identité fondamentale appliquée a @, donne, en considérant
les termes en w; w3 ®,,,

a = 0.

Il existe donc deux familles de caractéristiques & deux di-
mensions. Chaque multiplicité intégrale peut étre regardée
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comme engendrée par une infinité (dépendant d’une constante
arbitraire) de caractéristiques de chacune des deux familles.
1l existe aussi deux familles de caractéristiques a une dimen-
sion : celles de la premiére famille sont situées sur les carac-
téristiques a deux dimensions de la premiére famille; celles de
la deuxiéme famille sont les intersections des caractéristiques
a deux dimensions des deux familles différentes.

37. Si les équations de Pfaff de la derniére famille de caracté-
ristiques 4 deux dimensions admettent trois combinaisons inté-
grables, c’est-a-dire si ’équation my = o est réductible a la forme

dV — W dU = o,
on pose, comme précédemment,
V=/U), W=f(U),

et 'on est rumené, par la réduction de Péquation » = o0 a sa forme
normale, a I'intégration d’une équation aux dérivées partielles du
second ordre a deux variables indépendantes, admettant une
famille double de caractéristiques.

Si c’est I'équation @, = o qui est réductible a la forme nor-

male
dV—WdU=o,

on est ramené encore a une équation aux dérivées partielles du
second ordre a deux variables indépendantes, mais a caractéris-
tiques distinctes. ‘ ,

Si les deux cas qui viennent d’étre considérés se présentent
simultanément, on est ramené a 4a réduction de I’équation m=o
i sa forme normale dZ — P,d X, = o.

37. Systémes en involution du type c). — On a, dans ce cas,

T =W + 0Ty + W3Ty (modw),
3 ®) = Wy Wy g (modw, &, @, ©3),
@) @y = e W3+ W3 W3 (modw, @y, By, ®3),
W) = Wy W3-+ WeWaz —+ W3 W33 (modw, &y, @, ©3).

L'intégrale générale dépend encore de trois fonctions arbitraires
d'un argument,
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Par chaque point d’une multiplicité intégrale, passent un élé-

ment intégral caractéristique a deux dimensions défini par les
équations

W=W) = Wy~ W3=W3= Wi3== 0

\

et un élément intégral caractéristique a une dimension, contenu
dans le précédent et défini par les équations

W=W = We= W3= Wy = W3z:= Wy3 = Wiz = 0,
Il existe ici une famille de multiplicités caractéristiques a deux

dimensions. Sur une multiplicité intégrale donnée, on peut, en
effet, supposer w, 3, ®,4, wy, identiquement nuls ; soit alors

W, =anwy+. ...
L’identité fondamentale appliquée a =), en considérant les
termes en w; W, 43, donne

Jw, e,
- +a =o:
d(mzml_) d(v.mm,)

en considérant les termes en w;w, 43, on obtient

__umyy Jw;
d(w,m‘n) ()(mgb“)

en considéranl les termes en w,w3w,3, on obtient

Jwy vos
=0
l’(wgmag) U(mg(ﬂg)

L'identité fondamentale appliquée a ®), en considérant les
termes en w; w; W,;, donne

Jw 0w,
— a4 =
0( Wy Waz) d(w3wy)
en considérant les Lermes en w; w, ®;;, on obtient

L. YRR ... Y
d(mlm33) 6(1330.)1) -

L’identité fondamentale appliquée a w,, en considérant les
termes en w, W, W33, donne
0w, LT
O(wew31) (W W3z)

+d = 0.
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En ajoutant enfin, membre a membre, les six relations qui
viennent d’étre obtenues, il vient

3a=o.

Autrement dit, sur la multiplicité intégrale, I’équation w; = o
est complétement intégrable.

Ilexiste donc une famille de multiplicités caractéristiqgues a
deux dimensions telle que chaque multiplicité intégrale soit
engendrée par une infinité (dépendant d’une constante arbi-
traire) de ces caractéristiques.

38. Il existe des simplifications dans I'intégration analogues a
celles qui ont été examinées dans les cas précédents. Mais il y a
ici un cas particuliérement intéressant, c’est celui ou les équations
de Pfaff des caractéristiques & une dimension

(4) B=0) = W= T3~ W= W3= Wy3= Ba3= 0

sont complétement intégrables; ces caractéristiques dépendent
alors de huit constantes arbitraires.
Posons, dans ce cas,

W3 W3 +m3(a,w1+ A3y~ A3 W3+ A, W3+ AzWa3—+ AgW33)
Ewgm,3+w3m,3+m,(blwl+ bgwg-’— b3w3+ b3m|3+ bsﬂ’,a—.— bﬁm“)

(modw, m;, ).

On peut d’abord, en changeant de notations pour w,, w;, w3,
Wi, supposer que 'on a

ay= a,= bg——‘ b;=0.

L’identité fondamentale appliquée a ®;, en considérant les
termes en w, w; Wy;3 el Wy ©,; Wy, donne

On a, par hypothese,
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les équations obtenues dans le numéro précédent donnent alors

ow) ow’)

I(wywr) — d(wywz)

c’est-a-dire
61=ag= o.
L’identité fondamentale appliquée a w,, en considérant les

termes en w,®,3 w33, et en tenant.comple de ce que, par h_ypo-
thése, w, ne contient pas de terme en w; w33, donne

bg=o.

L’identité fondamentale appliquée a4 w), en considérant les
termes en w, ©,3 Wy3, donne
ow’y

—_— t'a;=0]
I Ba3) * '

l’identité fondamentale appliquée 4 @', en considérant les termes
en w, B3 By3, donne ensuite

ow
—— aa—- —_— = ;
. (W wyz)
on en déduit
a;=o.
On a finalement
B =w; B+ W W+ W35 : (modw),
(5) {wi=wsmy (modw, ©y, w2),
By = Wy B3+ W3 Was + Wy (AWg + bwg3) (modw, w, w,);

réciproquement, les formules précédentes entrainent la compléte
1ntégrabilité du systéme

() 0 =0)= 0= W = W = B3 = B3 = B3 = 0.
39. Le systéme en involution donné est équivalent au sys-

téme
W= 0= Wy= 0,

lequel s’écrit sous la forme

dz — p, dzy— py dey— p3 dzs= o,
wpy— adpy— by dx,— bydx;— by dr;= o,
dpg— adpa— p] d-l'l— p, dz'g'—- p3 d.l';: o,
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ou les coefficients a, a, b;, 3; dépendent, outre les z;, 3 et p;, de
deux quantités nouvelles « et ¢. L’élimination de « et ¢ entre les
six équalions
Pli_ap&'—"bi:o (i=[: 2, 5>’

Pri— apsi— Bi=o0 (=1, 2, 3),

qui se réduisent a cing, conduit a trois équations aux dérivées par-
tielles ui ne peuvent étre que les équations du systéme en involu-
tion donné.

Les équations » = ®», = @, = o peuvent s’écrire de maniére a
ne contenir que les intégrales premiéres du systéme (4). Si I'on
introduit les intégrales principales relatives & 2, = o, ce systéme

devient
dZ—Pg dXQ— PadX3= o,

dP, — ad dPy — b3 aXy— b3 dX; = o,
dPy— 20 dPy— B9 dXy— By dX; = o.

On voit facilement que l’intégration de ce systéme revient &
celle d’une équation aux dérivées partielles du troisiéme
ordre a une fonction inconnue L de deux variables indépen-
dantes X, et X, et a celle d’une équation aux différentielles
totales complétemen! intégrable.

40. Les formules (5) peuvent étre ramenées a l'une des formes

suivantes :

0=y
(6) 6;’: == xy_ﬂ (mOd eh 027 03),

0% = 1)+ Las

= X1
(7) 05 = 2 (mod®8,, 6,, 63),

3= AXs+ Lads

avec la condition complémentaire que le systéme 6, =8, =0 ne

puisse pas s’exprimer au moyen de moins de sept variables.
Réciproquement, un systeme de Pfaff

(8) 0|=6,=‘03= o,

satisfaisant aux conditions précédentes, peut toujours étre regardé
comme provenant d’un systéme en involution du type considéré.
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Considérons d’abord les formules (6), et posons

0=+ Bs(ay+ai i+ a2+ asys—+ as )

(9) 6'.2—:—)():2+03(bx+b1x|+ bz)(e-’- be)(s-*— bs){b)

(modﬁ,, 0,).

L'identité fondamentale appliquée a 8] donne, en considérant
les termes en s y; 74,

az= 0,
on a de méme
. b}.= 0.
On trouve de méme
oy’ o
1A +a,=o, . —-—/‘—-——ba=0,
[AVEYEY) 9 y37s)
ce qui donne
bz:-—- a;.

Par hypothése, la valeur commune de b, et de — a; n’est pas
nulle, et on peut la supposer égale a 1. On peut, de méme, en
changeant les notations, supposer

a:a,:a,=b=b1=b2=o.
On a donc finalement

\ Br=yxr — Bsxs (mod#y, 6,),
(6" CDy=yye + B3y (mod?#,, 8,),
9= y17s+y27:s  (mody, By, 85).

Cela étant, posons
W = 0. -+ )\0,,

en désignant par A une variable auxiliaire nouvelle. On a
o' =7 ( 1+ A2)+0s(Aps—Ys)+0a(—dX +...) (modw).
L’équation w = o est donc réductible a la forme
dz — p, dzy— py dzy — py dzy = 0.
Si les équations (8) sont vérifiées, on aura lzs équations

B = B = W= B3 =0,
en posant

wy=0,, ®y = 0, '53=X_1+7\)(2+ 24

wy=dr—..., wy= %1 — Ay3, wy=1y.
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Il en résulte
:i::iai:x,— s s (modw, &y, ®y, @),
et, par suite,
By = w2 — pwaY3+ wy(—dp+...) (mod w, By, wy, w;).

Les formules précédentes prouvent que z satisfait a un systéme
en involution pour lequel on a

Wy = Wi = W3+ W = 0,

et qui, par suite, est du type c). De plus, le systtme de Pfaff des
caractéristiques 3 une dimension est

0|=0,= 03=X=X.1=X2=X.3=XJ=°;

ces caractéristiques dépendent de huit constantes arbitraires, et les
équations (8) indiquent comment elles doivent étre associées pour
engendrer une multiplicité intégrale.

41. Dans le cas des formules (7), le raisonnement est identique.
Les coefficients a;, b; des formules (g) satisfont aux conditions

o _
o(Xaxs)

’ 1

24
=o, ba= , —&— =o0;
=0 =0 9(XaXs) °

et I’'on peut supposer qu'on a

( OI‘EXX1+ 03(a1X1+a1X1+ a;x‘) (modO,, 03),
(7) 0% = X2+ 0s( D11+ baya+ bixs)  (modby, 8,),
05 = s+ X1 s (mod 8y, 04, 65);

les coefficients a, et b; n’étant pas nuls tous les deux.
Citons comme exemple, dans Je cas des formules (6), le systéme
en involution oblenu en éliminant u entre les équations

LI
Pu= Zu P33,
—lu‘z'+lu’ Lurz
P12 3 1+ 3 P33 3 3y
3
P+ pu= Wi+ ~ulpy—2Uzs,

1
Pu= uUlxy ~+ Upss — ;.

XXXIX. 28
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L’intégration de ce systéme revient a celle de I’équation

X;+3P, Py3(Xs-+P Paa (X3 + Pgj)2
Pogy — 2 '3Pns+ 2 3.- 23)(I+P233)'—23(3—?_23)P333=03
Py Pi; P,

ot les variables indépendantes sont X, et X;.

42. L’intégration du systéme (8) se simplifie, dans le cas des
formules (7), si 'une des équations de ce systéme est réductible
a la forme

dV — WdU = o;
cette équation peut toujours étre supposée

6i=o0 ou 6y = 0.

Daus le second cas, une fois intégrée 'équation 6, = o par les
équations
V=/U), W=/(U),

on est ramené a intégrer le systéme

avec
0, =
,l XL (mod®b,, 63).
0 = X3+ YL
L’équation §, = o est réductible a la forme

dL—PdX —QdY=o

et ’équation f; = o a la forme

dP +udQ+adX+£dY =o,

ou o et 3 sont des fonctions u, X, Y, Z, P, Q. On a finalement &
intégrer une équation aux dérivées partielles du second ordre, a
caracléristiques confondues.

Dans le premier cas, on a, dans les formules (7'),

A= a,= 0
et le systéme
61:02:03':')(:)(1:0

est complétement intégrable.

Considérons, d’'une maniére plus générale, le cas ou, parme les
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équations

(10) bi=0=0=y=p=x:=0

des caractéristiques & deur dimensions, il y a cinqg combinai-
sons intégrables, un tel nombre ne pouvant d’ailleurs pas éire
dépassé. Nous allons voir que, dans ce cas, le systéme en involu-
tion s'intégre par des équations différentielles ordinaires.

43. Prenons d’abord le cas des formules (6'). On a, dans ce
cas, :
N _, oy s _,
O(Haxs) T O(xsxs)  9(Xske)

La premiére équation a été démontrée plus haut; les deux
autres s’obtiennent en appliquant l'identité fondamentale 2 8] et a
B, et en annulant les termes en o 3 -

Il résulte de 1a que, parmi les quatre équations (10), les seules
combinaisons intégrables possibles sont

(l]) 01=02=03=Xl=x,=0.

Supposons donc le systéme (11) complétement in.égrable.
Le systéme en involution est équivalent au systéme

(12) 6‘=0,= 03=08=°y

ou I'on a posé
: By = Y2 — My,

) désignant une nouvelle variable auxiliaire. On a, d’ailleurs,

0= xxs

0%, = A

05 = x1( s+ Axs)
0, =31 (dh+...)

(13) (modO,, 02, 63, 05).

Il résulte de la que, en désignant par X,, X,, X,;, X;, X cinq
intégrales premiéres indépendantes du systéme (11) ('), le sys-

(') L’intégrabilité compléte du systéme (11) est d’ailleurs une conséquence des
formules (13).
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téme (12) est de la forme
dX,—— Y1 dX = o,
dX;— Y, dX = o,
dX;— 1’3 dX = o,
dX,— Y, dX = o,

ou les X etles Y sont des fonctions des intégrales premiéres du
systéme complétement intégrable

“_0,_—._0,:03: 05=X1=X=X3+)\X_‘=d)\+...=0.

Il y a donc une relation entre les X et les Y. Autrement dit,
Uintégration du systéme en involution donné revient, une fois
intégré le systéme (11), a lUintégration d’une équation de
Monge :

dX, dX, dXg dX,\
('4) F(X7 Xh Xh x-’h xh ! : * b)) =

X’ ax’dx’ ax)=°

44. Réciproquement, partons d’une équalioﬁ de Monge (14),
c’est-a-dire au fond d’un systéme de Pfaff

(15) I=I=My=1I;3= o,

avec les équations

‘ I'=o0

I, = Q

(16) { “,‘_QQ‘ (modI, 0y, My, I).
2= 2

Les variables X, X, X,, X; X, sont, avec ces notations, des
intégrales premiéres du systéme complétement intégrable

NM=Ii=0,=0;3=Q=0

qui jouera le réle du systéme (11).
Posons

N'= ﬂ,(a.oQ -+ a“Q|+ 11,Qg+ a,,Q,)+...+ p.ﬂ,ﬂ;—t— ﬁgﬂgﬂ]‘i‘ ﬂ,ﬂ,ﬂ,
(mod1I).

L’identité fond.mentale appliquée a II', en négligeant tous les
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termes en II, II,, II,, II5, montre que I'on a
Wip = Qg (i, k=1,2,3).
De plus, la forme quadratique
- &= Zanwup

est covariante pour toute substitution linéaire effectuée simultané-
ment sur II,, M, O, sur Q,, Q,, Q; et sur u,, Uy, u3. Or, dans le cas
des formules (13), il est facile de voir que cette forme quadratique
a un discriminant différent de zéro ; c’est donc une premiére con-
dition pour que I'équation de Monge (14) corresponde a un sys-
téme en involution du type étudié dans le numéro précédent. On
peut encore exprimer celte condition en exprimant que le hessien
du premier membre F de I’équation de Monge, regardé comme
Sfonction homogéne de dX, dX,, dX,, dX;, dX,, n'est pas iden-
tiquement nul, en tenant compte de cette équation.
11 résulte de 1a qu’on peut supposer

(l7) H’EHIQ|+ ﬂgQg+HaQ; (modH),

car on peut aisément, en changeant de notations, mais sans alté-
rer les formules (16), annuler les coefficients a;, et 8;.
Cela étant, cherchons a remonter aux équations

0, = 0’ = 0. = 0.
D’abord, le systéme

01 = 0, =0
sera de la forme

I=o, O+ ullj+ vy =o0;

on pourra prendre la troisiéme équation de la forme
Ij—wli=o.

Nous allons exprimer qu’en tenant compte de ces trois équa-
tions, les covariants bilinéaires de 6, et de 8, n’introduisent que
trois expressions de Pfafl’ (v, %, %2), combinaisons linéaires des
II et des Q, et que le covariant de §3 introduit, en outre, deux nou-
velles expressions de Pfaff (%3s (a), dont une seule (ys+ )\x.') est
une combinaison linéaire des II et des Q.
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Posons donc
9y =1, 02: O3+ wll; + ¢I,, 03: I, — wil;.

On a

(]

=Il; <Qa+ wQy — ! +qu Qz) (mod 01_ 03, 03 ),

-

(18)

0 = 0(Qy-+ uQ+ 0Qy) + n,<— w du + ‘+v““’dv+...>.

[ faut d’abord que 6 s’annule en méme temps que Il et

Q'+_w0.__1+uw

5 Q,. Il en résulte

c’est-a-dire
(19) ut4ot41=o, w=u.

11 faut encore exprimer que 0, n’introduit que deux expres-
sions de Pfaff.
Pour cela posons

II', =00+ I1;Qyy + My Q45+ M3Qy3
(20) I} = QQ, —+ I} Qgy + Uy Qge + M35 (modII),
I = QQ; + M, Q5 + M Q30 + M3 Q5

ou les Q;x sont des combinaisons linéaires de Q, Q,, Q;, Q,, I,
On a alors
0, = Q(Qs-+ uQy+ 0Qy) + Ws[u?Qqy + uo( Q12+ Qa1)

-+ V’Qgg-i— u(Q“+ Qu)
+V(Q,3+Qg,)+033] (modO,, 6,, 0.).

1l faut donc que, en négligeant dans les Qi les termes en
Q, I1,, I,, Oy, Pexpression

w2Qyy + uv(9“+ Q44) + O’Q”—F M(Qn—i— Qu) -+ O(Qg.-f— Qgg)-l— Qs

sott, quels que soient u et ¢ satisfaisant & u®+ v*+ 1= o,
proportionnelle &
ulq+ vQ; + Q4.
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En d’autres termes, si 'on pose

Qi = @1 Q1+ A3 Q2+ @1i3Qs,
Qi+ Qji=2a:j1 Q1+ 2,73 Q2+ 24453 Qs,

on aura

@iis = b+ my

ajj= Qi = Ui
(21) ' 1 (¢, ), k=1,2,3).

Rijj = Rikk= M

Aijk= 0

Dans ces formules i, j, k désignent trois indices différents, /;
et m; des quantités arbitraires.

Il résulte de la certaines restrictions nouvelles pour Uéquation
de Monge (14). Si elles sont réalisées on aura

0” = "3(93+ uQy+ "Qz)

(mod 6y, 6,, 0,).
0, =[Q + (m3+ umq—+ vmy)M3] (Q; + uQ+ ¢ Q,)

On aura enfin
0%50(01—“03)+n3(du +...) (m0d01,0’,03),

et ces formules sont effectivement de la forme (6). De plus le
systéme (11) correspondant est

0i=0,=06;=0 =TM3=o,
c’est-a-dire le systéme complétement intégrable
O=Mi=I=0;=Q2=o0.

Donc toute équation de Monge (14), & hessien différent de
zéro, et satisfaisant auzx conditions (21), donne naissance & un
systéme en involution du type considéré. En réalité il y a une
infinité de ces systémes qui correspondent 4 la méme équation de
Monge, mais on peut toujours passer de U'un a U'autre par une
transformation de contact.

En définitive on formera le syst¢tme en involution, d’aprés ce
qui a été dit au n°® 40, en posant

w =3+ uﬂ1+vl],+)\ﬂ,
vy =1,
wy = II; — ulls,

©y= Q + A3+ p(Qy+ uly+ 0Qy),
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ol u, v, A, p sont quatre variables auxiliaires, les deux premiéres
étant liées par la relation

ut+ 04+ 1=o0.
Citons comme exemple ’équation de Monge

dX dX, = dX; dX,+ idxg,

qui donne naissance au systéme en involution
P11— P33 (P2 Pss+ pis) = o,
P12+ prpu+ ';' Pis=o,
P13+ Pas P33z = 0.
L’intégrale générale est donnée par les formules
Zy= oz, + f(a),

s=z19(a)+z3¥(a) + éx§a+f[f’(a)9’(a) -+ iq/z(a)] da,
ou z, et z sont exprimés en fonction de z,, z;, a.

45. Passons maintenant aux formules (%'). On a ici

24 o} X3
——— , —— b s
S R 107575 R

) " a(xax,

et par suite, si le systéme (10) (n° 42) admet cinq combinaisons
intégrables, elles ne peuvent étre que

0=0,=03=y = by y1—a,y2=o;

la forme de §; montre que cela n’est possible que si @, est nul.
Supposons donc le systéme

(22) 0y =0;=08;=y =y1=o,

complétement intégrable.
Le systéme en involution est équivalent au systéme

23) 0y =0;=03=0,=o,

ou I'on a posé
0= xs1—Ax,
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A désignant une nouvelle variable auxiliaire. On a d’ailleurs
0i=o0
0, = A2

05 = X (Xs+Axa)
0, = X (dA +...)

(24) (mod8, 8,, 85, 6,),

ce qui prouve que l'intégration est ramenée, encore ici, a celle
d’une certaine équation de Monge (14).

Or dans les formules (7') (n°® 41) le coefficient a, est nul comme
le prouve I'identité fondamentale appliquée & 6§, lorsqu’on y
considére les termes en A A2 Lar On peul aussi supposer @, nul,
de sorte qu'on a

OQEXOA (modﬁl, 6,).

Posons

0y =5 0,4+ 8y (ay + aj )2+ 223+ a3 s+ 03+ a50;) (mod0y).
L’identité fondamentale appliquée a #, donne, en considérant

les termes en Y2 Y3 €t Y Y2 Ya»

Ay == U3 =0,
puis, en considérant les termes en 85, 4,

oy = 0.
On a donc

(23) 6y = ( + a502) (8, — afy) + B0, 0, (mod®8,).

On peut d’ailleurs changer les notations de maniére a supposer
@z et a5 nuls; quant a B on peut le supposer égal 4 0 oua 1.

46. Supposons d’abord = o. Le sysieme (23) peut se meltre

sous la forme
II= Hl= H2= H3= o,
avec les formules

I = oI, (mod1l),

0,=0Q, (modI,I,, O, M),
0,=0Q, (modi,,, II,, 0;),
I = QQ, (mod, IIy, My, IT;).
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L’équation de Monge (14) se réduit ici &

dX,

ax = X»

et son intégration est par suite immédiate.
Les équations (23) sont donc ici de la forme

dX;— X;dX = o,
dXy— Yy dX = o,
dX; — Y; dX = o,
aX,—Y,dX =o.

Réciproquement partons de ces équations et tichons de re-
monter au systéme
0‘ = ﬂ,: 01 = 0.
On aura d’abord
(26) 0y =1 = dX; — X, dX.
Posons ensuile

0y = dX, + u dX;+ 0 dXy+ w dX,

(27) 8; = uy dXy+ 0y dXg+ wy dX.

(4 w. . .
Il faudra que u, ¢, w, =, — soient des fonctions de X, X, X,
Uy Uy

X3, X, et trois autres variables, d’aprés la forme méme que doi-
vent avoir les covariants §;. On a

8; = dX dXs,
8, = du dXs -+ dv dXs+ dw dX = (dv— ;_'du) dX,+ (dw—- i:_ldu) dx
1 1
(mOdoh eh ea)-

Pour que 8, soit de la forme voulue yya, il faut qu'en annu-
lant dX, dX,, 8, 8;, 03, il y ait une relation linéaire entre

(2 w . . .
dy — ;’- du et dw — —J'-du. Autrement dit on doit avoir une
1 1

relation
(28) q)(u? v, W, x9 xly X!y Xs, X5)=°’
et 'on doit avoir de plus

(29) U P, + 03P, + w P, = o.
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Il ne peut pas d’ailleurs y avoir plus d’une relation indépen-
dante entre u, v, w et les X, car alors les équations §, =0, =o
pourraient s’écrire avec six variables seulement, ce qui, d’aprés
les formules ('), est impossible..

Finalement or choisira 9, 9,, 8; d’aprés les formules (26)
et (27), les quantités X, X;, u, v, w, u,, vi, w, étant lices par
les relations (28) et (29) dont la premiére est absolument arbi-
traire, sauf la restriction, facile 4 démontrer, qu’elle ne soit pas
linéaire en u, v, w.

On remontera enfin au systéme en involution en posant

w = 0, + A0,
et procédant comme il a été dit au n° 40.

Pour tous les systémes en involution ainsi obtenus, les
équations des intégrales dépendront d’un paramétre o, de
trois fonctions arbitraires f(a), o («), ¢ (o), de leurs dérivées
premiéres f'(a), ¢' (a), 4 (2) et de la dérivée seconde f" ().

Ces systémes ne sont pas tous équivalents entre cux vis-a-vis
du groupe des transformations de contact, bien qu’on puisse
établir une correspondance univoque entre les caractéris-
tiques de deux quelconques d’entre eux, de maniére qu’a
toute famille de caractéristiques engendrant une intégrale du
premier corresponde une famille de caractéristiques engen-
drant une intégrale du second.

Citons deux exemples. Le premier est fourni par le systéme
(30) P11=P12= P13— P22 =0,
dont I'intégrale générale est
(31) s =1 f(@3) + S @3 f(23) + @2 9(25) + Y(23).
Le second est fourni par le systéme
1
(32) P11 = P12+ ;Ph:[’n'*' 2P13 P23 — 2 P12 P33 = O,

dont U'intégrale générale est déterminée par les équations
Ty=azs+ f'(a),

(33) 1
5= S atz@y+[af'(a) —f(a)l@1+ ¢(a)Zr+ §(2).
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Les deux systémes (30) et (32) ne sont certainement pas équi-
valents entre eux vis-a-vis du groupe des transformations de
conlact, car le systéme (30) admet I'intégrale intermédiaire du
premier ordre

Pr=f(2s),

et le systtme (32) n’en admet pas.
41. Supposons enfin, dans les formules (25), § =1, c’est-a-

dire
0)==y0,+ 0,0, (mod@,).

Le systéme (23) peut alors se mettre sous la forme

= on, + My, (mod[]),

[l’, = QQ, (mod “, Il,, ﬂ,, ﬂ,),
n, =00, (modTl, Ty, 1y, Ty),
"’3 = QQ, (modﬂ, Hh H,, ﬂa),

et 'on voit immédiatement que I'équation I = o s’exprime au
moyen des cinq intégrales du systéme complétement intégrable

O=M,=0,=0,=0 =o.
Auatrement dit Péquation de Monge (14) est linéaire par
rapport aux dérivées et réductible & la forme
aX;— X, dX;—X, dX = o.
Si nous voulons revenir au systéme

0 =0,=06;=o0,
nous aurons 3 poser

01 = dx.—- X, dX;— X, dX.
0, = dXy+ udX; + v dX, + de,
03: dX3+ Uy dX4,+ (2 dX.

On montre comme précédemment que u, ¢, w doivent étre
reliés par une équation non linéaire de la forme
F(u’ v, w, xv Xh xi, Xl’ xb) =0,
b
et que l'on a alors

F:‘+'u| F,v+ VQFL,:: 0.
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On remonte ensnite au systéme en involution comme il a été
expliqué plus haut.

Tous les systémes en involution ainsi obtenus peuvent ne pas
étre équivalents entre eux vis-a-vis du groupe des transfor-
mations de contact, comme il a été dit dans le numéro précédent.

Citons comme exemple le systéme en involution

L
P23= _ Pas»
L
P33='§P:z,
L T2
P13 — P12 P22+ ;1‘217:2'*' Ty T3 Pa3+ ;-’%Psa-‘-‘ — P22 — pP3T3=0,

dont I'intégrale générale est donnée par I'équation

2= Y(21) + s f(@1) +z3f[cp(x.)f’(x‘)-— Y(z1)] doy

-+ :;-zg ¢ (ry) + ix,x; 92 (x) + %x; 93 ().

48. On peut remarquer que les cas qui viennent d’étre éiudiés
(42-47) sont ceux ou les équations de Pfaff des caractéristiques
a deux dimensions

(34) B =B = By = B3 = W3 = )3=0,

admettent cinq combinaisons intégrables; les caractéristiques dé-
pendent alors de huit constantes arbitraires.

Réciproquement si les équations (34) admettent cinq combi-
naisons intégrables les équaliions

(35) W=0T1= W= W3= Wy = W3 = Wig—= We3 =0

des caractéristiques & une dimension sont complétement inté-
grables. En effet an peut toujours changer les notations de
maniére que les cinq combinaisons intégrables du sysieme (34)

soient _
W =W = W= W3=Wy3= 0.

Pour démontrer que le systeme (35) est complétement inté-
grable il suffit alors de démontrer que 1'on a

i Ii
owy _ 0wy, _

O(wyws3)  O(wywa,)
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Orl’on a

6;5(02613—{- W3 We3 —+ 63(aw3+3m,3) (modm, m,,mz),

et 'identité tondamentale appliquée 4 &), en considérant les termes
en w, @3 B33 el v, Wy Wy, donne précisément les deux équations
a démontrer.

Nous avons donc, en définitive, étudié dans les paragraphes
précédents tous les cas ou le systéme (34) admet cinq combinai-
sons intégrables.

Nous avons d’autre part (n° 42) considéré le cas ou I'une des
équations 8, =o0 ou 0, =o0, c’est-d-dire en somme ®m=o0 ou
@, = o élail réductible a la forme

dV — W dU = o,

en supposant au préalable que les caractéristiques a une di-
mension dépendaient de constantes arbitraires. Réciproque-
ment si I'une de ces équations, (ui ne peut pas étre ® = o, et qui
par suite peut étre supposée w, = o, est réductible a la forme
précédente, on peut supposer

B = w33 (modwy).
En posant alors

'G!2 = We Wiz W3 Wes—+ m,(a, wy + 12(.02—3—: O3 W3+ %, W3+ Ay Wag 1+ asm”)
(modw, &y, By),

I'identité fondamentale montre, en considérant les termes en

W1 Wy Was et W2 W3 W33,
qu’on a
Qy = dg = 0.
Par suite, comme

o= w;B; (mod w, &y, ®2),

le systéme (35) est complétement intégrable.

49. En définitive les cas de réduction de I'intégration qui ont é1é
étudiés sont les suivants :

]

1° Le cas ou le systéme des caractéristiques a une di-
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mension
W= = Wy— W3 = W= W3 = Wy3= Wezg— 0
est complétement intégrable;
2° Le cas ou Uéquation w, = o-est réductible a la forme

AV —WdU =o;

3° Le cas ow, en choisissant convenablement les notations,
le systéme des caractéristiques a deuzx dimensions

W= =Wys=W3=0Ti3=0

est complétement intégrable.

Les cas 2° et 3° sont des cas particuliers du cas 1°. L'intégra-
tion, dans le cas 3°, se raméne a des équations différentielles
ordinaives; dans le cas 1° et 2° a4 un systéme a deux variables
indépendantes. s

On peut se demander si 'application de la méthode de M. Dar-
boux ne conduirait pas & des cas plus généraux on se présente-
raient des simplifications analogues. Nous allons voir que cela
ne peut arriver que pour la réduction 2°.

Remarquons d’abord que la méthode de M. Darboux consiste
essentiellement a prolonger le systéme de Pfaff donné. Le pre-
mier prolongement fournit le systéme de Pfaff

(36) W) =T = W= B3 = W13 = Wz = W33 = 0O,
en posant

s W3 = W3 — UjWw3.
(37) { We3 = Wag— U)Wy — V1 Wy,

| B33 = W33 — U — Oy Wy— W W3,

et 'on aura, en tenant compte des équations (36), des ‘équations
de la forme

o]
|
__a
i
&
ll
ua~
Il
“O

a1

! —
13 = W3y33,

al

i J—
23 = W2T7133 + WyWy33,

a1

33 55 0 Tya3~ W Wz -+ W3 W33z )
on a

W3z = du, e

Wa3z = dV] e,

Wy33 = dw; .. o
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les termes non écrits étant des combinaisons linéaires des w,
Wiy Wik

On aura un deuxiéme prolongement par le systéme

B =)= W= W3 = W3 = W3 = W33 = W133 — Wy = W333 = 0,

en posant

Wi33 = W33 — U g,

W33 = Wezz— UgWa— Va3,

Wyg3 == Wi3z— U Wy — VaWe— Wa W3,
et ainsi de suite.

On voit d'une maniére générale que le systéme de Pfafl’ pro-
longé un nombre quelconque de fois est de la forme

IW=NY=,,.=0%®=M0;=M0;= M=o,
avec
‘ (OW) = (¥ =..,.=(IW) =0
I¥, = wzll
38) ) ’1 313 (mod MW ... 1).
, T, = wyllj3+ w3y
' = w i+ w3+ wsllh;

50. Cela étant, montrons d’abord que si I’équation

H1 =0
est réductible a la forme
dV — W dU = o,
le systéme

(3g) MW =MNP=.. . =OF=My=My=l;= wy=w; = N3 = Oyy= 0

est complétement intégrable. Si en effet le systéme
Ii=w;=1M3=0

est complétement intégrable, on montre d’abord que

oWy omwy Y
0(Mywy)  d(M3g)

wis, comme plus haut, que I’on a
puis, p » 4

oIl o _
d(l];,w,) d(u;",z) -
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La considération du systéme

OW=,.,.=0W=1,=Ty=o0

montre alors que le systéme (39) est complétement intégrable.
On montrerait de méme qu'il en est ainsi si le systéme

IM=,..=0W=N=Ny=w3=I13;=o0

est complétement intégrable, ou I'on a supposé w; susceptible
d’étre additionné d’une combinaison linéaire quelconque des (),
1, I, 0.

Donc les réductions que peut faire espérer la méthode de
M. Darboux n’ont lieu que si, pour Uun des systémes pro-
longés, le systéme (39g) est complétement intégrable.

51. Montrons maintenant que si pour le systéme prolongé
considéré, le systéme (39) n’est pas complétement intégrable, le
systéme (39) correspondant & un prolongement de plus ne sera
pas non plus complétement intégrable.

Le systéme prolongé une fois de plus est

n=,..= HU‘)= II, = Hg = l]3= H|3—- Uws
= Ugs— Uwe—vwg= 3 — ©twy—vws— wwz= o,
et I’on aura

ll|33=du-+-..., “-133:'—’dv+..., 11333=dw+....

Le systéme (39 ) correspondant sera

(39)’ oY =,. .=k = Iy = Oy = 3= {3 = Uy

=gz —Uwy=we=w3=du + Aw; = dv + Bw;= o.

En tenant compte de (39') les covariants des premiers membres
sont tous nuls, excepté peut-étre ceux des deux derniéres équa-
tions. Pour que ceux-1a aussi soient nuls, il faut que

JA _oB _
ow  ow
Orona

(Hm-— Ilw;)IE w,(du -+ Al-l)l ) (mod llu), H|, llz, H3, wy, ﬁ‘;;, ﬁg;;, ﬁ;;3),

et les termes en w dans A ne peuvent provenir que des termes en
XXXIX. 29
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w Iy, dans I, et w}; il faut donc que ces termes n'existent pas.
11 en est de méme pour II}, et w,, ce qui prouve que le sys-
téme (39) est complétement intégrable.

Les réductions que peut faire espérer la méthode de
M. Darbouz n’ont donc lieu que si le systéme

W=0 =Wy = W3 = Wy =W3=By3= W3 =0

est complétement intégrable.

52. S’il en est ainsi le systéme en involution donné est équiva-
lent au systéme considéré n° 40,

(8) ' 8= 0y = 0; = o,

avec les lormules (6) ou (7), et 'on est ramené a chercher si les
simplifications qui se produisent dans les deux cas étudiés plus
haut peuvent encore se produire dans d’autres cas en appliquant
la méthode de M. Darboux. Mais ici, qu’on parte des formules (6)
ou des formules (7), un quelconque des prolongements du sys-
téme (8) conduit 2 un nouveau systéme de la forme

(40) M =02 =,. =08W=90,=0;=8;=o0,
avec
'\ (9([))’5__:_
[} = XX
(40 e = XX, (modw, 8, 8, 8s).
2 = 2
63 EEXX;%‘X]X;

Il est facile de voir qu'on peut toujours poser

(8 = 85 (2 X + BWDX,)
(42) {6, =XX;+683(aXy+ a;Xy+ aXy)  (mode. 8,,8,),
6; EsXX24-63(bX54—b.X,4—b,Xg)
et I’on a alors
o' o oX, a X,
d(x?xb)‘_ ’ d(xz-’;’b)'_ ’ I(X3X,) p

Si maintenant I'on prolonge le systéme (40) en lui ajoutant les



équations
X;—uX=o, X;—oX = o, Xy+uX,—wX =o,

les nouvelles expressions X et X, ne changent pas et I'on voit
sans peine que les nouveaux coefficients a et b ne changent pas
non plus.

33. Supposons d’abord que pour le sysiénrc prolongé de (4o)
les équations des caractéristiques a deux dimensions, sauf une,
forment un systéme complétement intégrable. Cela ne sera pos-
sible que si @ est nul, et le systéme complétement intégrable sera
de la forme

0("=61=82=93=X=X1=X2= X3+ uX(‘:du-i-AXb:o.

[l faudra pour cela que

Orlon a
(X;—uX)=X(du+ AX;)

(mod8W, 8y, 8y, 8, X — uX, X, — X, Xz+ uX,— wX).

Les Lermes en w dans A ne peuvent provenir que des termes en
X; X, dans X| et X'; or ces termes n’existent pas. Les termes
en v proviennent des termes en X,X; et X,X, dans X et X' et
I'on a

oA X’ [ oX|, X' ] oX,
2w —u + .
do (X2 X3) (X X3)  9(X,Xy) (X, Xy)

11 faut donc q.ue I’on ait

X oX\ . oX' Xy
0(XeXs) 9(XyX3)  9(XeXy)  0(XeXy)

D’autre part I'identité fondamentale appliquée a 8; donne, en
considérant les termes en X, XX,

IR ) VR

a(XeX;)  9(X:Xj3)

0.

Finalement les équations précédentes montrent que le systéme

8 =8;=08;=6;=X=X;=0 -
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est complétement intégrable. La propriété supposée au systéme
prolongé de (4o) appartenait donc déja a ce systeme lui-
méme.

54. La démonstration précédente ne s’applique pas au systéme
prolongé de (8), dans le cas des formules (6). Ce systéme prolongé
est

0 =0,= 0;= X2— U 1=/ — V1= Y3+ U r— W) 1=0.

On a donc ici
81 = Y2 — uy1, 0=y —¥x1, 63 = Y3+ UY s — WY1,
el l’on a

0 =i (du+Ay,)
612 =t Xl(d“Y -+ BX_B) (mOdely 023 63’ 61, 8!1 83)'
Oy = (du + Ay s+ f1(dw + Gyy)

Par suite ici
sz,h X‘= du + Axh X,: dV—i—BX@, X[,:X;.

D’autre part le terme en ©;X; dans O] provient des termes
en 37+ dans y, — uy, et ces termes n'existent pas. Par suite le
systéme complétement intégrable a considérer ést

0y =10,=0;=0,=08,=68;=y1=du+Ays=0
ou
b=0=8=y=n=pa=L+un=du+Ay,=o.

Pour que ce systéme soit complétement intégrable il faut que
P'on ait

Oron a .
Xea— uxy+ 1 du= 1 (du + Ayy)
(mod®8y, 0, 03, Xa— w1, X — X1, X3+ UXs— P Y1)

Les termes en w dans'A ne peuvent par suite provenir que des
termes en 34 dans y, el ;: il n’y en a pas. Quant aux termes
en ¢,ils proviennent dans y, et %/ des termes en yy; et yy4. On a,
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d’une maniére plus précise,

oA oy [ X% oy’ ] 2.0
—_— = ul — =
o = ot “Lotus T atam ] T aGom T°

et 'on démontre, d’autre part, comme dans le cas général, que

O
I(xxs)  9(XAs)

Il en résulte la compléte intégrabilité du systéme

0= 0= 0= x1=y2=o.

En résumé, si les caractéristiques a deux dimensions d’un
ordre suffisamment élevé dépendent seulement de constantes
arbutraires, ou, d’une maniére plus précise, si les équations

W= == Wjjf=...= W3= 33,,.3— 0
admettent le nombre maximum de combinaisons intégrables,
il en est de méme pour les équations

=)= We=W3= W3= W13=0

et les caractéristiques a deux dimensions dépendent de huit con-
stantes arbitraires.

83. Il resterait & voir si, dans le systéme prolongé un nombre
suffisant de fois, une des équations de Pfaft est réductible a la

forme
dV — W dU =o.

Cette circonstance peut fort bien se présenter sans qu’elle se pré-

sente pour le systéme lui-méme. Citons comme exemple le systéme
en involution défini par les équations

P11=0,

— P3— P
13 Z1 >

P3s = P13+ T4 P,

14

qui admet l'intégrale intermédiaire du second ordre

P2+ '&%ﬂ — P12y = F(z‘,).
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L’intégrale générale du systéme est

A

5 = f(a,, -7"3)+-’010—‘z,3

-+ ?(.Z’g),

ou ¢ est une fonction de z, et o f désigne I'intégrale générale
de I'équation '

Y

oxr? oz,

56. Systémes en involution du type d). — On a dans ce cas

B =w1B) - WWy + W3 (modw),
(43) \ = W3y (modw, &, B3, B3),
o= 0353 (modw, ), w2, w3),
’ B = 0 W13+ Wy By3 + W33y (modw, By, s, @3 ).

L’intégrale générale dépend encore ici de trois fonctions arbi-
traires d’'un argument.
Posons

W = W3 W3+ B3 (A 01+ AW+ A3 W3+ AT 3+ A5 Was + A By3)
(and W, B, Wy );
Wy = w3 W3+ B3(by 0+ byws -+ bywy+ b, w3 + bywa+ bgway)

(mod @, &y, B2).

On peut d’abord, en remplacant 53— a3®;, @3 — bywy,
W; + a; B3 par o, 3, Was, W3, SUpposer

az = b;=a5= 0.

L’identité fondamentale appliquée & w| et ®,, en considérant
respectivement les termes en 0, ®,3W;3 €l 0, T3 Ty, donne

as=o, bg=o0;

en considérant respectivement les termes en w, W, @y; et W, W, ™3,
on obtient

L’identité fondamentale appliquée successivement 3 &, &, et @',
en considérant respectivement les termes en w,w, W3, W) W, Way
el w, w, @5, donne

/ ‘
duw'y Jw'y

+ owy
sl / 4 :0, S ——
o(wwy) O(wytg)

bi=o, 0(w;wy)

+a,—b,=o,
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d’ot 'on déduit
a,=o, by=o.
L'identité fondamentale appliquée successivement a @, et @,

en considérant les Lermes en w, ™, ;@3 €t W, W3®w,3, donne

duw'y ow'y tai=o
—3  _a3=0 — 5= 0,
0(wywa3) ’ ? (w1 B3) ’

d’ott Pon déduit
as=o0;

on démontre de méme qu’on a
b[, = 0.

Eofin l'identité fondamentale appliquée successivement a w,
et @', en considérant les termes en w, ®,3m,; €l W, B33, donne

[y ow,

—_— by= o, —_—3 = o,

(w1 my3) J(wy )
d’oti 'on déduit

b;,'—“ 0.
On a donc finalement
TB' = (1)3!33

(4% ) = w3, (modw, vy, B2 ).

Y —
Wy = W3Wa3

Soit alors
— d .
0} = A3 W3-+ B0y Wos + (13 Vs (modw, my, wy, w3);
I'identité fondamentale appliquée 3 »', w), @, monire qu’on a

A = p = '\( = 0.
Le systéme

(45) W= = By= w3=0

est donc complétement intégrable.
Soient U, U,, U,, U, quatre intégrales premiéres indépendantes
du systéme (45); les équations

W =W =Tr=0

expriment que ces quatre intégrales sont fonctions de I'une d'entre
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elles :
(46) Ui=£1(U), Ue=f(U), Us=/fo(U).

Ces formules fournissent Uintégrale générale du systéeme en
involution donné, qui s'intégre par suite par Uintégration du
systéme (45).

Remarquons que les équalions
U=a, Uj=ay, U= a,, Us=as,

entrainent comme conséquence w = 0; elles définissent une famille
de multiplicités de I’espace a quatre dimensions. Les formules (46)
montrent alors que tout systéme en involution du type d) admet
comme intégrale générale les multiplicités qu'on déduit par
une transformation de contact déterminée de l’ensemble des
courbes de U'espace a quatre dimensions.

Tous ces systémes sont donc réductibles 'un a l'autre par une
transformation de contact. L’'un d’eux est

P11 = P12 = P2 = 0,
dont 'intégrale générale est

s =y f(x3) + T3 9(23) + Y(23).

57. Systémes en involution du type e). — On a, dans ce
cas,
T =0T+ Wy + W3, (modw),
(47) wy=o0 (modw, wy, @, 3),
Wy = (g Tag -+ W3TTa3 (modw, ®y, B, @3),
o= Wy Wy3 + W3 W33 (modw, &, w3, B3).

L'intégrale générale dépend ici d’ure fonction arbitraire de
deux arguments, car on a

s1=2, Sa=1, p=13.
Posons
B = Wy(a1 01+ AaWwe+ Q303+ A Wag+ A5 Baz + s B33)
+ w3( by w1+ bawy+ 3wy + by w3s 4+ by ®ae+ beWs3) + CcW 3

(modw, o).
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L’identité fondamentale appliquée 3 ®, donne, en négligeant les
termes qui contiennent &, ®,, B,, B3,

(0.)2'!13224— (1)3!523) (alu.n —+ AWy 4+ Az W3z + A, T+ A5 Wa3—+ aswas)
+ (W Ba3+ W3B33) (D101 + byws+ b3 B3+ by e+ by a3+ bgwy3) = 0.
On déduit de cette identité

A= QAz3=a,= Ay = Qg = b,: b3= bg: b5= bc—': o,
b,:a,.

On a donc

B, = a(Wy B+ W3 T;) + CTL T3 (modwm, w;).

En remplacant maintenant w, — a,® par w,, on obtient

wy=cww; (modw, =),

mais l'identité fondamenltale appliquée a4 w], en considérant les
termes en W, B3 Wy, donne
¢ =o0.

Posons enfin

o) =wy, (modwy),

I’identité fondamentale donne
(W @y + W3 W3) Y == 0 (modw, ),

ce qui exige
X=0 (modw®, wy).

Donc, on a la formule importante

wi=0 (modw,)

qui montre que l’équation w, = o est complétement intégrable.
L'intégration de cette équation conduit a une équation de la
forme

(48) U(zy, 1, 23, 3, p1, P2, P3) = @,

et cette équation est équivalente au systéme en involution donné,
car elle conduit a trois équations du second ordre

0U L 0U 0U o 0U o 0U
Pi 92 Pii -+ P2 —— +P3:a =

o7 ops ops °o (=123).:



— 436 —

On intégrera donc complétement le systéme donné en inté-
grant U'équation complétement intégrable w, = o, et en inté-
grant ensuite 'équation aux dérivées partielles du premier

ordre (48).

Tous les syst¢émes du type ¢) sont manifestement réductibles
'un & 'autre par une transformation de contact.

V. — Les sYSTEMES EN INVOLUTION DE QUATRE EQUATIONS.

58. Il y a deux types de systémes en involution de quatre équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre.
Pour les systémes du type a), on a

B =0T + Wy + 3w (modw),

(1 o =5y (modw, oy, w, o),
wy = Wy Was (mod &, @, . B3),
wh = (mod®m, &, @, w3).

[’intégrale générale dépend de deux fonctions arbitraires d’un
argument.
Comme ’'on a

wm=o0 (monm, w,, m,, @),
le systéme

(2) W= W) = Wy = T3 == )] = Wg == Ty = Glgg = 0O

est complétement intégrable. Les multiplicilés intégrales sont
donc engendrees par des caractéristiques a une dimension dépen-
dant de huit constantes arbitraires. Si I'on a intégré le systéme (2)
et sil'on a déterminé huit intégrales plemleres indépendantes, on
peut écrire les équations

W= = Ty= B3 =0,

de maniére & ne faire intervenir que ces huit quantités. Si, en par-
ticulier, on a pris les intégrales principales relatives & x;=o, le
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systéme a intégrer devient

dZ — P, dX;— P, dX,= o,
dP,— Py, dX;— Py dXs= o,

| dPy— Piy dXy— P3 dXs = o,

| dPy— Py3 dXy;— P33 dX; = o, '

ou Py, Py3, Pyy désignent trois certaines fonctions de X,, X,, Z,
P, P,, P, P,,, Py,. Pour intégrer ce systéme a deux variables
indépendantes, on peut remarquer que la fonction Z de X,, X,
satisfail, en général, a deux équations aux dérivées partielles du
troisiéme ordre obtenues en écrivant que les équations (3) sont
compatibles par rapport 3 la fonction inconnue Pj.

Le systéme (3) admet deux familles de caractéristiques définies

respeclivement par les équations

W= = W= T3 = W = W = 0,

W= =T = W3 = Wy = Wyy = 03

elles constituent, par suite, pour le systéme en involution donné,
deux familles de caractéristiques a deux dimensions.

On pourra appliquer la méthode de Monge lorsque, par
exemple, 'équation m, =0 sera réductible a la forme

dV — W dU = o,

ou lorsqu’on aura, en choisissant convenablement w,, w;, w,,

©) = w oy
, (modw,, m3).
m35 0
Daus ce cas, on sera ramené a I'intégration d’équations différen-
tielles ordinaires.

59. Les trois relations qui existent dans le systéme (3), entre
X\ Xy, Z, Py, Py, Py, Pyy, Py, Pay, Pyy, Pyy ne sont pas arbi-
traires. Elles dépendent, comme on peut le voir assez facilement,
d’une fonction de huit arguments assujettie a satisfaire a une cer-
taine équation aux dérivées partielles du troisi¢tme ordre. Cette
fonction élant choisie, on peut inversement, par l'intégration
d’équations différentielles ordinaires, remonter au systéme en
involution primitif par un procédé identique a celui qui a été
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souvent indiqué précédemment. On peut ainsi déterminer tous les
systémes en involution du type a).

Citons comme exemple le systéme en involution défini par les
équations

P11=— L1z VP13 P23 (P13 Pas— %3),
P23

Pa2 =— Las VP13 Pas( P13 pas — ),
Pis

P3z=— élog['anPn— T3+ 2 \/Paast(Pispis'— 1‘3)],

I
Pi12= P3— Z3 P33 — ;z'a-

L'intégrale générale de ce systéme est donnée par les formules

S G =3 T —y—
(5+A”’ vy = a+ B’ F3=y (a+B”)(ﬁ+A”)’

I 1 1 1 s 1 " 1 v
~=gaepa+;as+5m+ZafAzda_ZfaAdeprBedp
! 2! ___Y_<_'_z 1 oA lf” )
X (! X L "
——u+B,<41’B+2A+21B+4./B2d{3>
\{3 " 3Yﬁ»
2(1+B”)(B+A”) 8(xz+ B")1 (3 + A")?

_ W +BB+A)—y]2 v ' .
TG+ BR(B+A)R B (B+A)

ry= 2

-I—éy(m?»+A'+ B')—

Dans ces formules, A et B désignent deux fonctions arbitraires,
la premiére de a, la seconde de {.

60. Systémes en involution du type b). — On a, dans ce
cas,
® =015 + W B + 3T (modw),
o, = Wy Wy (modw, ®, B, W3.),
(4) Wy = W, Wyy+ Wy Wy, (modw, &y, m,, B3),
wy=0 (modw, wy, @, ©3).

L’intégrale générale dépend encore de deux fonctions arbitraires
d’un argument.
Le systéme

(5) B =0 = By= W3= W) = Wy = W3 = Wag = O
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est complélement intégrable, et 'on peut répéter ce quia été dit
au sujet du sytéme a).

Il y a une famille de caractéristiques & deux dimensions définie
par les équations

6) =0 = T = B3 = Wy = Gy3 = O.

Un cas particuliérement intéressant est celui ou le systéme (6)
est complétement intégrable, c¢’est-a-dire ou les caractéristiques a
deux dimensions dépendent seulement de constantes arbitraires.
On a, dans ce cas,

! !
ow'y _ 0w, _
(W) O(wWey)
Posons
o = Wy W,
B = W Wy + B2( A w1+ AW+ A3 W13+ Ay Bag) (modw, &y, ©3).
m’3 = m,(b,w,—&- b,m,—k— b3mﬂ+ b[,lﬂgg)

On peut d’abord supposer @, et a; nuls. L'identité fondamen-
tule appliquée a ), en considérant les termes en w, w,®,, et
0, T2 W,2, donne

On trouve, de méme,

by = o, b, = o.

En écrivant enfin w; a la place de @y — b, w, on obtient les (or-
mules
(@ = Wwetsy
(7) B = W, (modw, &y, w3).

o
o, = bw, By,

L’intégrale générale du systéme (7) dépend de deux fonctions
arbitraires d’un argument, et elle est identique a I'intégrale géné-
rale du systéme en mnvolution donné.

Les équations de ce systéme, si 'on utilise les intégrales princi-
pales de (6) relatives a #, = z3 = o, s’écrivent

dL — P, dX;=o,
(8) dpj—Pig dXz':_O,
dPg-—' Pv);; dX2 = 0,

ou P,; est une fonction de X,, Z, Py, Py, P35, Py..
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Pour intégrer le systéme (3), on peut se donner arbitrairement

Z et P, en fonction de X,. La fonction P est alors donnée par une
équation différentielle du premier ordre.

61. On peut inversement passer du systéme (8), o Py, est une
fonction quelconque de X, Z, P,, P,, P;, Py, au systétme en
involution donné. Soit, en effet, un systéme de trois équations de
Pfaff a six variables

(9) 0y=0,=b3;=0
avec
( Vi= side
(10) b= Xixs
04 = aya (3.
On posera

© = ”1—’— )\02-~§- HOJ

en désignant par A et i deux nouvelles variables auxiliaires.
L’équation © = o est réductible a la forme

ds —py dzy-— py dxs — p3 dxy = 0.

[l y a maintenant, grace a l'introduction de A et u, trois variables
indépendantes, et 3 satisfait, comme on le vérifie facilement, a un
systéme en involution du type b).

On peut donc ainsi déterminer, par U'intégration d’équa-
tions différentielles ordinaires, tous les systémes en involution
du type considéré.

Citons, comme exemple, le systéme

P11=0, P12= =pi;, P22 = P13 P23, P23 = P13 P33,

dont P'intégrale générale est donnée par les formules
Ty=121 — 2y 6'(a),
. N "t U | ’
3= f(a)+ x ?(“)_Tﬂf,f (%) ¢"(2)dx — '2“7"11'2 9'%(a),
avec deux fonclions arbitraires f(a) et ¢ (@) de I'argument a.

Les caractéristiques du second ordre s’obtiennent en faisant a
constanl. ‘
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VI — Lks sysTEMES EN INVOLUTION DE CINQ EQUATIONS.

62. Il y a un type de sytémes en involution de cinq équations
aux dérivées partielles du second ordre. On a, pour ce type,

B = W T+ VB + W33 (modw),

(1) w) = w; Ty (modw, ®y, Be, @3),
wh=o0 (mod w, w4, B, B3),
wy=0 (modw, @y, @2, &3).

L’intégrale générale dépend d’unc fonction arbitraire d’un argu-
ment.
Le systéme

(2) B=T=T:=03=0;= W11 =0

est complétement intégrable et définit une famille de caractéris-
tiques & deux dimensions, dépendant de six counstantes arbitraires
et engendrant les multiplicités intégrales.

Si Von introduit les intégrales principales du systéme (2) rela-
tives & Z, =3 =o0, le systéme de Pfaff a& intégrer prend la

forme
dZ —P>l dX,:o,

dP.—— P“dx|= o,
dPQ_ P,ng, = 0,
dPg— P,3dX,= 0,

ou P, P, sont deux louctions, d’ailleurs quelconques, de X,, Z,
Py, Py, Py, Py,. Les caractéristiques étant connues, on aura donc
I'intégrale générale en intégrant le systéme (3); on prendra pour
Z une fonction arbitraire de X, ; les fonctions inconnues P, et P,
seront dounées par un sysiéme d’équations différentielles ordi-
naires simultanées du premier ordre.

63. Réciproquement, on pourra passer de tout systéme (3) a
une infinité de systémes en involution a cinq équations aux déri-
vées partielles du second ordre, tous équivalents entre eux vis-
a-vis du groupe des transformations de contact. D’une maniére
générale, quand on aura quatre équations de Pfaff a 6 variables
non complétement intégrables,

0j=0;=0;=0,= o,
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on pourra toujours poser

0 =o0
=0
(‘) 0,’_0 (model,eg, 03, 65).
=
=12

Supposons alors que le systéme 8, =0, =0; = 0 ne soit pas
complétement intégrable; on posera

w = 0; -+ A0y + b3,

en désignant par A et @ deux variables auxiliaires nouvelles.
L’équation & = o est alors réductible & la forme

ds — py dzy— py dzy— p3 dzy =0,

et le systéme donné entraine pour la fonction z de z,, 2., x3
cinq équations aux dérivées partielles du second ordre formant
évidemment un systéme en involution.

On peut donc déterminer par U’intégration d’équations dif-
Jérentielles ordinaires tous les systémes en involution de cing
équations auzx dérivées partielles du second ordre.

64. L’exemple le plus simple est fourni par le systéme

P12= P13 = P22 = P23 = P33 =0,
dont I'intégrale générale est
z=f(z1) + azxs+ bx;.

Un autre exemple, moins simple, est donné par le systéme

pPu= lxlxi‘xa_z§5+x§ps—w,
2 2x3
p”=—-—iz‘|z‘1x3—x§z+z‘§pa— u—smucosu’
2 2Z3
__cosau
pr2= jxs ’
x sinu
P13 = %+2;§ .z'_?,'
_ D) Ty cosu
P23 = x—a'—m— z3
Paa=—&'r— 3z « ,
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L'intégrale générale de ce systéme est donnée par les équations

cosA cos i

Xy = s
P 2y
sin A sinw
ry= —— —~ s
% T
sinjA 3 11 3 L.,
s=xy| ——— — = = — — [+ —af’
~ d[ gtiat 8 2 8" 8 Y
cosA  [sinA sin A [“cosA
/ . — — dx
%, 2x P ot
. " cosA sin A
~+ sinu / -da —cosw | - da
2 ot
o .

o

+cos(A—u,;(.§fm

S

e

sinz cosA(2cos2A + 3sin2A) — sin A cosu (2 sin?A + 3 cos?A)
623

sin2Acos2 sinncosA(sin?u—3cos?u)—cosusinA(cos? u+3sinu)

K2l 12203
u st ju
— -_—5 —)T - —
Sz} Q6.0

Dans ces tormales, z,, 2, ct 3 sont exprimés au moyen de x; ct
de deux paramétres o ct «. La letre f désigne une fonction arbi-
traire de «, et A désigne la quantité

A=af—arf —asf’,

Les caractéristiques s’obtiennent en faisanl 2 conslant.



