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LE CALCUL DES VARIATIONS ET CERTAINES PAMILLES DE COURBES;

Par M. E. Carran.

by

Considérons dans l'espace 4 n +1 dimensions une famille de
courbes dépendant de » > n constantes arbitraires

Ciy C3y .cey Cr

et telles que par chaque point de I’espace il en passe une infinité.
Les conditions qui expriment que la courbe de paramétres

(C“'Cg, ey c,.)
coupe la courbe infiniment voisine de: paramétres

(c1+dey, ca+ dey, ..., cp+ dc;y)
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sont fournies par un systéme d’équations

(1) Qu(ey, €3y - ..,y Cp; dey, dey, ..oy dep) =0 (p=1,2,...)

homogénes en de,, dc,, ..., dec,.

M. Engel, dans un travail important paru assez récemment (')
et qui, depuis, a donné naissance i un certain nombre d’autres
travaux de mathématiciens allemands (2), a eu I'idée de considérer
les familles de courbes pour lesquelles 'une des équations (1) est
linéaire, ou quadratique, etc., en dc, ..., dc,.

Les plus intéressantes de ces familles de courbes sont celles
pour lesquelles 'une des équations (1) est linéaire en dc,, ...,
dc,; nous donnerons, dans ce qui va suivre, a une telle famille le
nom de famille de courbes de M. Engel.

M. Engel a montré que si une famille de courbes est définie par
ses équations différentielles, on peut Loujours reconnaitre sans
intégration si elle jouit de la propriété indiquée. Il a montré qu'’il
en était ainsi pour les courbes caractéristiques d’une équation aux
dérivées partielles du premier ordre quelconque et a démontré la
réciproque dans le cas de I'espace a trois dimensions. Enfin, dans
une Note toute récente (2) il a montré que la recherche de I'extre-
mum d’une intégrale définie

o(Z, ¥, ¥y ooy y\W) dx

conduit & des familles de courbes (dans I’espace défini par les
coordonnées z, ¥, ¥’y ..., y"~"), 5) jouissant de la propriété con-
sidérée.

En réalité, il y a des relations trés étroites entre les familles de
courbes de M. Engel et les familles de courbes (extrémales)
auxquelles conduit le probléme général du Calcul des variations,
et aussi avec les caractéristiques des équations (et des systémes

(') Eine neue Methode in der Invariantentheorie der Differentialgleichungen,
Leipz., Ber., 1905, p. 161-232.

(?) Citons en particulier WERNER, Ueber Systeme von drei Pfaffschen Gleich-
ungen im Raume von fiinf Dimensionén, (Inaugural Dissertation, Leipzig,
Teubner, 19go8) et HAusSLEITER, Zur Theorie der Pfaffschen Systeme (Inau-
gural-Dissertation, Berlin, Trenkel, 1909).

(%) Ueber Kurvenschaaren die zu einem Differentialausdrucke kovariant
sind (Jahresb. der Deutschen Math. Verein., t. XIX, 1910, p. 112-120).
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d’équations en involution) aux dérivées partielles du premier
ordre. Je me propose, dans cette Note, de montrer briévement
I'importance de ces relations; on verra, en particulier, que toute
famille d’extrémales du probléme général (probléme de Mayer)
du Calcul des variations est une famille de M. Engel, et que réci-
proquement toute famille de M. Engel est formée d’extrémales
d’un probléme déterminé du Calcul des variations.

J'en déduis une méthode, toute différente de celle de M. Engel,
pour reconnaitre si une famille de courbes définie par ses équa-
tions différentielles est une famille de M. Engel. Enfin j'indique
comment on peut former, sous forme finie, les équations de toutes
les familles de courbes de M. Engel, de maniére a4 melttre en
évidence les relations qui existent entre cette théorie et la théorie
des équations aux dérivées partielles du premier ordre.

L.

Désignons par z, ¥y, ya, ..., ¥ les coordonnées d’un point dans
I'espace a n—+ 1 dimensions et considérons dans cet espace une
famille de courbes (C) dépendant de /- paramétres ¢y, ca, ..., Cr €L
définies par les équations

(2) Yi=[fi(®; ey, €25 .00y CF) (E=1,2, ..., n)

Si I’on considére sur la courbe (¢, +dc,, ..., ¢, + dc;) le point
(z +dz,yy+dyy,...,¥n+ dyr), on a manifestement

, ofs of: )
dy;— y;dx= ;‘édc,—;—...—*—‘—j{—idc, (i=1,2,...,n)

en désignant par (y}, ...,,) les coelficients angulaires de la tan-
gente a la courbe (C).

Si les deux courbes infiniment voisines ont un point commun,

d’abscisse z, on a évidemment les n relations
ofi of; ,
é—ﬁdc,—b—...+ r{idc,:o C(i=1,2, ..., 0).

La famille ~onsidérée sera une famille de M. Engel si 'on peut
trouver n coelficients

pr(x;cryo.eyer)y pPa(Zs ety -y Cr)y ouny Pa(T;Cyy ., Cp),
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tels qu’on ail identiquement

P1 (idc.-i- s % dc,)+. (f”dc R ""dc,)

= C‘(Ci, ceey Cr) d01+---+ C,-dc,-, ‘

les C ne dépendant pas de z.

Autrement dit, pour qu’une famille de courbes (C) soit une
Jamille de M. Engel, il faut et il suffit que les équations (2)
et celles qu'on en déduit en les différentiant totalement
entrainent une identité de la forme

(3) pr(dyr— 3}y d2) ...t pu(dyn— ¥y dw) = Ci(c) dey-+...+ Cr(c)der.

De ce qui précéde résulte que, si la famille de courbes (C) est
une famille de M. Engel, en chaque point M (d’abscisse z) d’une
courbe (C) on peut trouver n coefficients gy, ps, ..., p» DON tous
nuls tels que le vectear MM’ obtenu en joignant le point M a an
point infiniment voisin quelconque M’ d’une courbe (C') rencon-
trant (C), satisfasse & la relation

(4) pi(dyy—y dz) +...+ pp(dyn—ypdz) =o.

Autrement dit, le liew des courbes de la famille qui coupent la
courbe (C) est, en chaque point M de (C), tangent & une mul-
tiplicité plane bien déterminée quand on se donne (C) et M.

La réciproque de cette proposition est d’ailleurs vraie; car
tout choix de coefficients p; fonctions de z, ¢y, ..., ¢y, donne lieu
a une identité de la forme

pr(dyr— yyde) +...+ pn(dyn—y, do)
= Cy(2;¢)dey+...+Cp(x; ¢)de,,

et si le premier membre de cette identité s’annule quel que soit z,
sous la seule condition que les deux courbes (¢) el (¢ + dc) se
coupent, le second membre s’annulera aussi dans les mémes condi-
tions. Par suite, deux courbes infiniment voisines qui se coupent
satisfont a une relation de la forme

C,(z‘o; c¢)ydei+...+ Cp(2; ¢)de,= o,

ou 'on a donné a z, une valeur numérique fixe.
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On peut déduire de ce qui précéde la conséquence importante
suivante :

Les tangentes en un point M a celles des courbes d'une
Jamille de M. Engel qui passent par le point M ne remplissent
pas tout lespace.

Sinon, en effet, les courbes de la famille qui coupent une
courbe particuliére (C) en un point M’ suffisamment voisin
d'un point donné M de (C) traverseraient le plan X ==z
(ou z désigne l'abscisse de M) en tous les points voisins
de M, ce qui rendrait impossible I'existence d’une identité telle
que (4).

D’apreés cela, le lieu des tangentes en un point M aux différentes
courbes (C) d’une famille de M. Engel est une certaine multi-
plicité conique, définie par une ou plusieurs équations de la forme
suivante :

B (Y co s Fni J1y ooy Yy T) =0
(62 T S N (p<n).

Ep(Fhy s Yns Y1y oy Yy @)=0

Ces équations (5) peuvent étre regardées comme définissant un
systéme de Monge; toutes les courbes de la famille satisfont a ce
systéeme de Monge. Nous dirons que la famille de M. Engel cor-
respond au systéme de Monge (5).

Si, parmi les courbes d’une famille de M. Engel, on choisit des
courbes dépendant de r/ << r paramétres, telles qu’il en passe une
infinité par chaque point de 'espace, on obtient évidemment une
nouvelle famille de M. Engel, que nous appellerons une sous-
famille de la premiére. Pour que cette sous-famille corresponde
au méme systéme de Monge, il faut évidemment que toute courbe (C)
de la premiére famille soit tangente en chacun de ses points i une
infinité d’autres courbes de la famille. Réciproquement, s’il en est
ainsi, la famille de M. Engel admet des sous-familles correspondant
au méme systéme de Monge.

Nous verrons plus loin comment on peut déterminer toutes les
familles de M. Engel correspondant & un systéme de Monge
donné.

XXXIX. 3
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II.

Dans le Calcul des variations on a été amené & se proposer
le probléme général suivant, connu sous le nom de probléme de
Mayer (') :

On considére toutes les courbes satisfaisant a un systéme de
Monge donné (5), passant par un point donné A de coor-
données (z° y%, ..., y2) et rencontrant une droite donnée
paralléle a Uaxe des y, (de coordonnées z', y\, ..., ¥h_));
trouver le mazximum ou le minimum de la coordonnée y, de
ce point de rencontre.

Les courbes qui réalisent ce maximum ou ce minimum (au
moins en tant qu'on ne considére que les conditions du premier
ordre) sont appelées les extrémales du probléme de Mayer. On
démontre que, si une extrémale (I') réalise I'extremum de y, quand
on se donne un de ses points A et une droite (A) paralléle a I'axe
des y, el coupant (T'), elle le réalise (en général) encore quand on
se donne un autre quelconque de ses points A’ et une autre droite
quelconque (4’).

Je vais d’abord démontrer la propriété suivante :

Toute famille d’extrémales d’un probléme de Mayer, dans

le cas ot elle ne dépend que de constantes arbitraires,constitue
une famille de M. Engel.

Nous supposons, bien entendu, que par chaque point de ’espace
il passe une infinité d’extrémales de la famille considérée.
Soient
yi=_fi(1';01, LR cr) (L= I,2, ...y n)
les équations des extrémales de la famille considérée. Prenons une
d’entre elles (T') et sur cette courbe deux points quelconques
A%yl - yn)etM(2, ¥4, Y2, - -, ¥a)- Toute extrémale passant

par A et infiniment voisine de (I') salisfait aux équations

of; af; .
dyi—yédx=-£dc,-+...+"'7f:dc, (T=1,2,...,n),

(') Voir J. HADAMARD, Lecons sur le Calcul des variations, t. 1, p. 2a3; Paris,
Hermann, 1gro.
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en supposant que cette extrémale contienne le point M’

(x+de,yy+dysy ..., ¥n+dyn)

infiniment voisin de M. Or, par hypothése, si I'on choisit dcq,
dc, de maniére qu’on ait

e ey

dz =dy,=...=dy,—1=o,

on a aussi dy,=o. Donc, pour toute courbe de la famille infi-
niment voisine de (T'), la relation

fn fn

“<=dc voo 2=dc,=0
dcy 1+ de,
est une conséquence des relations

ofs 9 .
oimdc‘+...+5‘£—;dc,-=o (E=1,2. .., R —1),
et cela quel que soit z. Donc enfin, si I'on donne & z une valeur
numérique fixe, toute courbe infiniment voisine de (I') et cou-
pant (T') satisfait a une relation de la forme

C‘(C)d01+ C,(c) d02+. .ot C,.(c) d(,‘,-: o.
La réciproque est vraie :

Toute famille de M. Engel, correspondant & un systéme
de Monge donné, peut étre regardée comme formée par des
extrémales du probléme de Mayer relatif au méme systéme de
Monge.

Considérons une quelconque () des courbes de la famille
donnée. Prenons sur cette courbe un point fixe A et considérons
une famille quelconque de courbes (€) passant par A, ces courbes
satisfaisant au systéme de Monge (5) (sans appartenir nécessaire-
ment a la famille de M. Engel), et dépendant d’un paramétre a;
la courbe (C) elle-méme sera supposée faire partie de ces courbes
variables () et correspondre a la valeur o du paramétre a. Par
chaque point M d’une courbe (€) il passe au moins une courbe (C)
qui lui est tangente; nous pouvons par suite faire correspondre,
au moins d’une maniére, a chaque point de la courbe (&) un
systéme de valeurs des paramétres (cy, ¢, . .., ¢,). Ona ainsi défini
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des fonctions y(, Y3, .., ¥n, Ciy Cay ..., ¢r de z et de «, et I'on a,
quels que soient z et «, I'identité (3)

pi(dys— yydz)+...+pp(dyn — ypdx) = Ci(c)dey+...+ Cr(c) de,.

Désignons par v la valeur commune des deux membres de cette
identité et employons deux symboles de différentiation, I'un d
correspondant & « = consl., Iautre 8 correspondant & z = const.
On a, comme on sait,

aC aC
— dwd —-Z < dc,k I) (dc; 8¢k — deg 8c;).

Faisons dans cette égalité « =o0; alors on a
dei=o (i=1,2,...,71),

puisque, pour a = o0, la courbe (€) se réduit a la courbe (C) de
parameétres constants. Donc, pour a = o,

dwd— dwd = o.

Or w? est nul pour chaque valeur de a, puisque, quand on se
déplace sur une courbe (&), ), ¥;, ..., ¥n sont les paramétres
directeurs de la tangente a cette courbe. On a donc finalement,
pour a = o,

dwd=o;

comme enfin au point A, w? est nul, puisque
Sr = 8y,=...= 5_}’,,: o,

on voit que ® est constamment nul tout le long de la
courbe (C).

Si alors p, est par exemple différent de zéro en un point arbi-
traire M de (C), et si 'on choisit les courbes (€) de maniére que
le point de (€) qui a méme abscisse que M ait aussi mémes coor-

données yy, ¥2, ..., ¥Yn_1, On vOit que, pour ces courbes (&),
ona

8yn=o0;

(C) est donc une extrémale du probléme de Mayer relatif au sys-
téme de Monge (35).
Les deux théorémes précédents raménent la recherche des
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familles de M. Engel correspondant & un systéme de Monge
donné (5) a la résolution d’un probléme du Calcul des variations.
On déterminera les extrémales du probléme de Mayer relatif au
systtme de Monge (5). Si les équations différentielles de ces
extrémales entrainent d’autres équations de Monge que les équa-
tions (5), le probléme est impossible. Sinon, toute famille formée
d’extrémales et telle que les courbes de cette famille ne satisfassent
a aucune équation de Monge autre que les équations (5) sera une
famille de M. Engel correspondant au systéme (5).

I1I.

On peut aussi trouver directement les familles de M. Engel
correspondant a un systéme de Monge donné; nous retrouverons
ainsi les équations différentielles des extrémales du probléme de
Mayer.

Rappelons d’abord le théoréme suivant :

Si l'on considére une expression de Pfaff
(6) m=X.dz‘,+X,dm,+...+dexm,

oix les X sont des fonctions données des m variables indépen-
dantes z,, z3, ..., Zm, les équations aux différentielles
totales

k=m

Xz 0X; _ .
(7) 2(.&;—-&2) dzy=o0 (i=1,2,..., m),

k=1

auzquelles on adjoint ’équation w = o, forment un systéme
complétement intégrable; si de plus u,, u,, ..., uy constituent
un systéme d’intégrales premiéres indépendantes de ce sys-
téme (7), Uexpression w peut se mettre sous la forme

(8) 0)=U1dll1+ U,du,+...+U;,du;.,
oit les U sont certaines fonctions de u,, us, ..., Up.

Si I'on forme le covariant bilinéaire v’ de I'expression w, et si
on ’exprime en fonction bilinéaire de m expressions

Wy, W3, ..., Wp
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linéairement indépendantes en dz,, ..., dzn, soit

1,2,...,m

w' = E A W7 Wy

ik
les équations du systéme (7) peuvent encore s’écrire

k=m

Zaikwk=o (i=1,2,...,m).

k=t
Si lon éxprimait w’ au moyen de w. > m expressions
0, Wy, ..., Wy
liées elles-mémes par p. — m relations linéaires

Cyq Wy - Cyg We—t. ..+ Cip Wy, = 0,
Cay Wy -+ Cag [0 e R Cap, Wy =0,

P I I R N R R ceee ey

Cpl_m,i(lh = cp,_,,.',m,+. e L‘p,_m'p_(l)p,-':‘- o

les équations du systéme (7), en supposant encore

1,2 ..,
o' = 2 LTINS
. ik

seraient
k=@
2 g wp= ey 4+l +. oo Lp-mCpm,1,
k=1

(7)

D I R R I R N I R I I I A I

2 dp.k W= l, cm+ IQC,I‘—F. e ll,,_,,.cp,_,,,‘p,;

dans ces formules on a désigné par I, Iy, ..., {,_n des expres-

sions de Pfaff indéterminées auxiliaires.

Pour qu’une expression de Pfaff » puisse se mettre sous la
Sforme (8) ot uy, ..., up sont h fonctions données des z;U,, ...,
Uy des fonctions quelconques des u, il faut et il suffit que le

systéme (7) soit une conséquence des équations
duy=dus=...= dup=o.

Cela résulte immédiatement de ce qui précéde.
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Cela étant, considérons une famille de courbes de M. Engel et
partons de I'identité (3),

(3) pi(dyi—yidx)y+...+ pu(dyn— y, dx) = Cy(c) dey+...+ Cp(c) dey.

Nous supposons que la famille considérée corresponde a un sys-
téme de Monge donné

'\5’1(}"“---,.75”}’:,---,.}’",-1‘)=0,
(5) | TR :
{é’p(}"n---,)’;n.}’n~--,}’mf¢')=0;

nous supposerons les équations de ce systéme résolubles par rap-

porta ¥, ..., ¥,

Dans l'identité (3) les variables indépendantes sont
Z, C1,C2y ...y Cr;

mais on peut évidemment leur substituer les variables z, y,, ...,
Yus ¥psys -y Yo €t en outre r—2an—+p des ¢, soit ¢y, ...,
Cr_anyp- Pour que l'identité (3) soit possible, il faut et il suffit
qu’en tenant compte des équations

dey=dcy=...= dep== o,
le systéme (7) relatif 4 I'expression
w=p(dy;—yi1dz) +...+ pa(dyn— yn dz)

soit identiquement vérifié; autrement dit, que ce systéme (7) soit

une conséquence des équations diftérentielles des courbes (C).
. , . N

Or écrivons ses équations sous la forme (7'), ot w,, Wy, ..., Wy

sont respectivement

dz, dyy, ..., dya; dyy, ..., dyp; dey, ..., der-snip.

Ces r + p + 1 expressions sont liées par les p relations

981 981 981 981 08 ,
d}’ =-d ‘+.. +md n+ d}'l d}’,—f—...—i—mdyu—i— Fw—dx_o,
(9) ............................................................. N
%8y 8, 0y g, b gy _
dy dyi+.. +d ; d_y,,+ d_y.+ -+ Pr ayn—+ P dr=o0
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On a d’autre part

w'=dp,(dy1— y} dx)+...+ dpn(@yn— yr dz)+ o1 Ao dy|+...4 pn dz dyy.
Le systéme (7') contiendra d’abord les équations

Jow' ow' —o

Ide, T dderanen

qui seront des conséquences des équations
dyy,—yide=...=dv,— y,dr=o0;

puis il restera, en tenant compte des équations précédentes et des
équations dc;= o,

0g
dPl ll d [p —dyp"
_; 9&1 9gp
dPn - ll d_}’n -+ lp —d}’n ’

9 9
Py dprd. .o Yo dpn+prdy 4. pndy¢,=_<z,75’l+...+ z,,ﬁ’)-
2z ox
On voit d’abord que la derniére de ces équations est une consé-
quence des précédentes [et des équations (5)]. Quant aux autres,
elles peuvent s’écrire, en remplagant /; par /;dz,

01 082 ogp _d ( 981 dg: 0s'p> —
(IO) I’E—Fl’ df{+ o lp;ﬁ lidf l: . Ip dy’, =0
(t=1,2,...,n).

Donc, pour.que la famille de courbes considérée, satisfaisant
auz équations de Monge (5), soit une famille de M. Engel, il
Saut et il suffit qu'elle satisfasse aux équations différen-
tielles (10) dans lesquelles l,, 1,, ..., {, désignent des fonctions
inconnues auxiliaires de z.

On reconnait les équations des extrémales.du probléme de Mayer
relatif au systéme de Monge (5).

Si le probléme de Mayer est ordinaire, c’est-a-dire si le déter-
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minant
981 981
o ... o -2 | cee 2%
L2 0y
o ... o & ... %
Iy Y
('l) (f=l‘g1+...+ l,,g,;)
% ... 9%» 9f _of
9%y} oy oy oy 0yn
98 ogp _Of .. &S
%Y 0¥n  Oyn 9y oy

n’est pas identiquement nul [en tenant compte des équations (5)],
les équations différentielles (5) et (10) admettent une solution et
une seule telle que pour z =29, les fonctions y,, y2, ..., ¥n,
Yosrs -3 ¥ by .y lp prennent des valeurs données. Comme
d’autre part les rapports mutuels des / interviennent seuls, on
voit que les équations (5) et (10) définissent une famille de
courbes dépendant en général de 2n — 1 conslantes arbitraires.
On aura la famille de M. Engel la plus générale correspondant au
syst¢tme de Monge (5) en prenant pour les valeurs initiales
de A< p — 1 des rapports mutuels des / des fonctions arbitraires
des valeurs initiales des autres quantités.

Il peut se faire que, avec I'hypothése précédente, les courbes
définies par les équations (5) et (10) dépendent de moins de 2n — 1
constantes arbitraires. Par exemple, si I'on prend n =3, p=2,
et si 'on suppose que les équations g, = g,= o0 ne contiennent
que ¥y, ¥y, V', on obtient une famille de courbes ne dépendant
que de quatre paramétres (ce sont des droites).

Il peut arriver que les équations (5) et (10) soient incompa-
tibles; il en est ainsi par exemple si p =1, n = 2, et si I’équation
&= o est linéaire par rapport a y',, y,, sans que I'équation

_ 9% 9Gg ., [, oF , 98 _
sdom gy g (g g o=

soit complétement intégrable.

Il peut arriver aussi que les” équations (5) et (10), sans étre
incompatibles, entrainent comme conséquence de nouvelles équa-
tions de Monge distinctes des équations données (5). C'est par
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exemple ce qui se passe si I'on prend, pour n = 4, deux équa-
tions de Monge linéaires en ¥, ..., , : il résulte alors des équa-
tions (5) et (lo) une troisiéme équation de Monge égalemenl
linéaire en ', ..., ¥},

Enfin il peut arriver quc les équations (5) et (10), sans étre
incompatibles et sans entrainer de nouvelles équations de Monge,
admettent des solutions dépendant, de fonctions arbitraires.
(est ce qui a lieu par exemple si, pour n quelconque, on prend

P:l avec
gr1=yi=o.

Le systéme (10) se réduit alors a

et ’on obtient les courbes
Yi1= ¢y, _}’1=f3('-'l'), ooy _}’n=fn(1‘),

ou fo(z), ..., fu(x) sont des fonctions arbitraires de z.

Le cas ou les équations (5) sont linéaires par rapport aux y' a
été étudié, pour p=n —1 ou n— 2, par M. Haussleiter (');
avant lui M. Werner (2) avait étudié le cas particulier de 3 équa-
tions linéaires (n =4) (3) : il y a alors une famille de M. Engel
et _une seule dépendant de 5 constantes arbitraires (au lieu de 7,
comme l'indiquerait la formule générale).

Dans tous les cas, lorsqu’on a la solution générale du systéme
formé des équations (5) et (10), on en peut déduire sans nouvelle
intégration toutes les familles de M. Engel correspondant au sys-

(') Zur Theorie der Pfaffschen Systeme (Inaugural-Dissertation, Berlin,
Trenkel, 1909).

(?) Ueber Systeme von drei Pfaffschen Gleichungen im Raume von fiinf
Dimensionen (Inaugural-Dissertation, Leipzig, Teubner, 1908). Dans ce travail
l'auteur cherche en outre dans quel cas, parmi les équations (1) qui expriment
que deux courbes infiniment voisines de la famille se coupent, se trouve, outre
une relation linéaire, une relation quadratique; dans un cas particulier impor-
tant il existe trois relations quadratiques : pour tous les systémes de trois équa-
tions de Pfaff & cinq variables ou cela a licu, la forme biquadratique binaire
covariante est identiquement nulle [voir E. CARTAN, Le systéme de Pfaff a cing
variables, etc. (Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXVII, 1910, p. 156)].

() M. Hadamard, dans lOuvrage précédemment cité, étudie un exemple se
rapportant a ce cas- Ié (t. I, p. 256).
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teme de Monge (5). On peut aussi, d’aprés ce qui précéde, recon-
naitre sans intégration si une famille de courbes donnée par ses
équations différentielles est une famille de M. Engel : il suffit de
former toutes les équations de la forme (5), qui sont des consé-
quences des équations différentielles données et de voir si les
équations (10) qu’on en déduit sont encore des conséquences de
ces mémes équations différentielles.

L’équation de Pfaff qui est vérifiée par deux courbes infiniment
voisines de la famille qui se coupent est, dans tous les cas,

0,
(12) ( 05':_’— +l,,dy)(dy, ¥4 dz) ..
0,
+(l'd3ri’:,+' ) P 3T ,)(dy,,—y{,dx) =o0.
V.

On sait la relation qui existe en général entre le probléme
général du Calcul des variations et 'intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. Si le déterminant (11) n’est
pas identiquement nul en tenant comple des équations (5), la
surface conique ayant pour sommet le point (z,¥, ...,¥n) et
définie par les équations (5) peut étre regardée comme l'enveloppe
du plan

Yon—ya=pr1(Y1— y1)+.. -+Pn—l(Yn—l—}’n-—l)+P(x — ),

ou les quantités py, ..., pa_s, p sont reliées a z, yy, ..., ¥n par
une relation unique

('3) F(Ph o eiey Pn—-l’ P’ z, J’:» . '-vyn—h .}'n)=0~

Cette équation (13) définit une équatlion aux dérivées partielles
du premier ordre, et les caractéristiques de cette équation se
confondent avec les extrémales définies par les équa-
tions (10).

Réciproquement, étant donnée une équation aux dérivées par-
tielles quelconque du premier ordre, o y, est la fonction inconnue
des variables z, y,, ..., ¥n—1, I’équation

dyn—pidys—...— pp1dyn-1— pdz =
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ou les variables sont liées par la relation (13), est équivalente a
une équation de la forme

de— byday—...— by_ydap_= o,

ouay, ..., @a_y,by, ..., by_y, c sont les 2n —1 paramétres des
multiplicités caractéristiques. Il résulte immédiatement de 1a que
les courbes caractéristiques de I'équation aux dérivées partielles
constituent une famille de M. Engel.

On n'épuise pas ainsi toutes les familles de courbes de
M. Engel. Pour nous en rendre compte, nous allons, abandon-
nant le point de vue précédent ou le systtme de Monge (5) a
joué un' rdle prépondérant, chercher i déterminer, sans aucun
signe d’intégration, les équations finies de toutes les familles de
courbes de M. Engel.

Partons pour cela de I'identité (3)

P1dy1+prdys+...+ padya+ pde =Ci(c)de,+...+ Cr(c)der,
que nous melttrons, ce qui est toujours possible, sous la forme
(3) prdri+...+ppdyn+pdr=dcy—cydcs—...— cys—3 dcys—y.

Dans cette identité, nous pouvons regarder les p comme des fonc-
tions de z, ¥, ..., ¥n €t d'un certain nombre d’autres variables
indépendantes u,, u,, ...; les ¢ seront aussi des fonctions bien
déterminées de ces mémes quantités, mais qui resteront constantes
sur toute courbe de la famille.

Cela étant, si nous égalons par exemple les s fonctions ¢,
C3y ..., Cys_y 2 des conslanles arbitraires, nous obtiendrons un
systéme d’équalions entre z, les y et les u. L’élimination des u
entre ces équations nous donnera un certain nombre k > o d’équa-
tions indépendantes entre z, ¥, ..., ¥s, ces équations contenant
les s constantes arbitraires. On pourra toujours les écrire sous la
forme

F V(@ Yty ooy Vs Qe o nvy @) = by,
(14) Y Va(®y y1y o0y Fns 1y ooy @R) = by,

@s s s s es s s et e 000 0000000000000 oy

Vi, Y1y eees Vas @1y ooy @p) = by,

ou l'on a posé h=s — k.
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Si les a et les b sont regardés comme des constantes, le pre-
mier membre de I'identité (3') est identiquement nul, c’est-a-dire
qu'il existe entre les différentielles de z, y, ..., ¥, la relation

Pld.}’l+-~-+9nd)’n+pdx=o.

Or les seules relations qui existent entre ces différentielles pro-
viennent de la différentiation totale des équations (14). On a donc
des identités de la forme

dV, 0V3 0Vk

=By — +By—+.. —
p1 =B 9t ?’: 2 ﬁk d_y,’

(15) oVy oV, oV
pn=B1 In B2 e + Bk T

. dV, dV, de

p=bigg vhy el

Les relations (3'), (14) et (15) entrainent alors

oV oV
By dby+. ..+ By dby— [p, - .+§k—’5] day—. ..

dV.
i [ﬂ1 da/ pl; ] da/.
= dc,— Cay dc;—'. «o— Cog—2 dc:;_p

Il résulte de la que les rapports mutuels des coefficients
de db,, ..., db;, da,, ..., da, dans le premier membre restent
constants pour toute courbe de la famille de M. Engel.

Autrement dit, & chaque courbe de la famille on peut faire
correspondre 28 constantes a, b, a, B, les s derniéres n’étant
définies que par leurs rapports mutuels, et telles que les rela-
tions (14) et les relations suivantes

A oV, 9
B:;‘lz p’da, + p"d_ = ay,
(8 () I G R R y
dV, (’Vg dvlt —
pnﬁ*‘?zm-‘- ﬁkm—“h

solent vérifiées par tout point de la courbe
Bien entendu, les constantes « et  ne doivent pas étre loutes
nulles.
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Les constantes a, & et les rapports mutuels des « et des 3 ne
sont pas autre chose, a l'ordre prés, que les constantes cy, ¢, .
Cas_y-

Il résulte de la que les s équations (14) et (16) sont indépen-
dantes par rapport a x et aux y, sinon il y aurait une relation
nécessaire entre les ¢, ce qui n’est pas.

Deux cas sont alors a distinguer :

.y

I. Sisest égal an, les équations (14) et (16) définissent une
famille de courbes, qui se confond manifestement avec la famille
de courbes de M. Engel considérée. Cette famille de courbes
dépend ainsi de 27 — 1 constantes arbitraires.

Réciproquement, si s =n, les équations (14) et (16) définissent
une famille de courbes de M. Engel; car ces équations entrainent
l'identité ‘

p1dys+...+ pndyn +pde =By dby+...+ Brdby — ay day —...— ap dap,

ou les p sont définis par les formules (15).

Il est facile de voir que les équations (14) définissent Uinté-
grale compléte (') d’une équation aux dérivées partielles du pre-
mier ordre dont les courbes caractéristiques sont précisément les
courbes de la famille. Pour démontrer ce théoréme en toute
rvigueur, considérons 'équation aux différentielles totales

(17) prdyi+p2dys+...4+ padyn+pdzr =o,

ou les p sont donnés par les formules (15) et ou les a et les {3 sont
des paramétres arbitraires. Si nous regardons, dans cette équation
aux différentielles totales, y, comme une fonction de z, y, ...,
Yn-u, elle est équivalente aux équations

%1 pa 0y2 Pu’ D ox p,,.

L’élimination des a et des 3 entre ces n équations conduit a
une relation au moins entre Z, ¥y, ..., ¥ny Py Piy -y Pus- J€
dis qu’il n’y en a pas plus d’une.

Sinon, en effet, les rapports mutuels de p, pi, ..., p. dépen-

(') Au sens généralisé de Lie.
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draient de s — 2 combinaisons au plus de a,, ..., as, %, ceey
1

Be. Autrement dit, tous ces rapports satisferaient a une méme

]
équation aux dérivées partielles linéaires de la forme

af of . of of _
(18) A‘b-a—‘+...+Aha—‘-l—h-+B|bE+...+Bka-B—l‘-—-0,
les A et les B étant des fonctions des a et des 3, non toutes nulles
et telles, de plus, qu’on n’ait pas

A, A, By B

s =TT TR TR
Pour faire le calcul d'une maniére symétrique nous pouvons
introduire un coefficient convenable X tel que les n +1 fonc-

tions
)‘Pr )‘Plr ey )\Pn

satisfassent a I’équation (18). Si 'on exprime cela, on constate
que cela exprime aussi que les déterminants fonctionnels des pre-
miers membres des équations (14) et (16) sont tous nuls par rap-
port & s quelconques des variables z, yy, ..., ¥,. Or nous avons
vu.que cela ne pouvait avoir lieu.

L’équation (17) entraine donc une équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre. L'identité (3') montre alors que les carac-
téristiques de cette équation aux dérivées partielles s’obtiennent
en donnant aux ¢ des valeurs constantes arbitraires. C’est préci-
sément ce que nous voulions démontrer.

Par suite, si ’on considére dans l’espace & n + 1 dimensions
une famille de courbes de M. Engel telle que Uéquation de
Pfaf

Cydey+...+ Crdcp= o,
qui exprime que deux courbes infiniment voisines de la famille
se coupent, ne puisse pas, par un choix convenable des para-
méltres, étre écrite de maniére a contenir moins de 2n — 1 pa-
ramétres, cette famille de courbes est’ formée nécessairement
par les courbes caractéristiques d’une certaine équation aux
dérivées partielles du premier ordre, et réciproguement.

Les équations (14) et (16) définissent de la maniére la plus
générale une famille de courbes de cette espéce.
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Il. Sis estinférieur a n,on pourraajouter aux équations (14)
et (16) n—s équations contenant z, ¥y, ..., ¥n; Qi -.., Qs;
B4, .-+, Bas et, au besoin, d’autres paramétres en nombre quel-
conque Yy, Y2, - ... Ges n — s équations pourront étre prises arbi-
traivement, sons la seule condition de former, avec les équa-
tions (14) et (16), un systéme de n équations indépendantes en z,
Yiy -+ Yoo L'identité (3') résultera, en effet, toujours des équa-
tions de ce systéme, en désignant par p, ..., pa, p les quantités
définies par les formules (15).

Dans le cas qui nous occupe, I’élimination des a et des {3 entre
les n équations (17') conduit & n — s+ 1 relations au moins
entre Z, ¥y ...y ¥ny Py Piy-++» Pu_s, €t 'on démontre, comme
dans le premier cas,, qu'il y en a exactement n —s + 1. L'équa-
tion aux différentielles totales (17) peut donc étre regardée
comme équivalente & un systéme de n—s -1 équations aux
dérivées partielles du premier ordre; et ce systéme est en invo-
lution, car I'identité (3') montre que I’équation

Ayn—p1dy1—...—pp1dyn—y—pdr=o0
peut se mettre sous la forme
dey—cydes—...—cy—adeys—y =0,

ou le nombre des variables a été diminué de 2(n — s -+ 1) unités.
Ou voit de plus que les surfaces caractéristiques de ce systéme
en involution s’obtiennent en donnant aux ¢ des valeurs con-
stantes, c’est-a-dire sont définies par les équations (14) et (16).
De la résulte le théoréme suivant :
Si léquation
C| dc,+...+ C,-dc,-:o

relative a une famille de courbes de M. Engel peut étre écrite
de maniére a contenir seulement a2n— 2p +1 paramétres,
mais ne peut pas étre écrite de maniére a en contenir un
moindre nombre, il existe au moins un systéme en involution
de p équations aux dérivées partielles du premier ordre tel
que chaquie courbe de la famille soit tout entiére contenue sur
une des surfaces caractéristiques de ce systéme en involution,
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et tel que chaque surface caractéristique contienne au moins
une courbe de la famille.

La réciproque est vraie.

Le théoréme précédent ne donne qu’un renseignement incom-
plet sur les familles de M. Engel, pour lesquelles s est inférieur
a n. En effet d’abord le systéme en involution obtenu ne déter-
mine pas complélement les familles de M. Engel correspondantes,
et d’autre part 4 une famille de M. Engel donnée correspondent en
général une infinité de systémes en involution.

On arriverait a quelque chose de plus précis si 'on se pro-
posait de déterminer les multiplicités de dimension maxima
engendrées par des courbes (C) de la famille de M. Engel
et jouissant de la propriété que deux courbes quelconques (C)
infiniment voisines tracées sur une de ces multiplicités se
coupent.

Le lieu des courbes de la famille qui passent par un point donné
est une multiplicité de cette nature.

Ces multiplicités s’obtiennent en cherchant le lieu des courbes
de la famille dont les 25 — 1 paramétres a, b, «, B sont liés par s
relations telles qu’on ait

(18") Bidby+...+ Brdbir=ayday+...+ ap day.

En particulier, on aura les multiplicités (14) si 'on prend pour
les a etles b des constantes. Pour avoir les multiplicités cherchées
dans le cas le plus général, considérons les équations autres que (14)
et (16), qui servent a définir les courbes de la famille. On peut
toujours imaginer ces équations de la forme suivante :

Py (2, Y1y ooy Ins @ty ooy @h5 By, oen, BR) =0,
(19) ceterieasasaas Cecersreeas seceseraaninaus ey
D&, Y1y oy Vns Aty oooy Qs Bry o vy Br)=0;
W@, Y1y ey Vs Giy oony Ghs Bry ooy By Y1y -00) =84y
(20) ..... sesteasresnasanse e S
LUy Y1y ooy Vns Bty vy @R Bry ooey Bl Y1y «00) = 80

*+A=n—s;
XXXIX. 4
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les y et les & sont de nouvelles constantes arbitraires, qui peuvent
d’ailleurs ne pas exister.

Cela étant, si 'on exprime les a, les b et les rapports mutuels
des a et des B en f()m-Lion de s —1 pnramétres arbitraires de ma-
niére a satisfaire a équation (18'), on aura a éliminer ces s —1
paramétres entre les équations (14), (16) et (19). L’élimination
de ces paramélres entre les équations (14) et (16) donnera la mul-
tiplicité intégrale générale du systéme en involution dont il a été
question plus haut, c’est-d-dire donnera une seule relation entre
Ly ¥4y -+-y ¥Yn; par suite, I'élimination compléte donnera x + 1
relations. Un aura ainsi obtenu des multiplicités & n — x dimen-
sions. Ce n’est que dans certains cas particuliers que le nombre
des dimensions pourra étre inférieur & n — x.

Il résulte en particulier de la qu'on peut toujours supposer ce
nombre atteint pour les multiplicités (14), c’est-a-dire on peut
toujours supvoser, sans restreindre la généralité,

r=k—I.

Les entiers k et A, ainsi définis, sont des nombres caractéristiques
de la famille de courbes considérée.
On a évidemment l'inégalité

h+2k—15n,

et, de plus, si A=o0, k ne peut étre qu'égal a 1 [sinon, les
équations (19) fourniraient des relations entre les seules variables
ZyYir ooy Yn)

Les multiplicités & n — k + 1 dimensions qu’on vient d’obtenir
sont les intégrales d'un certain systéme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre a k& fonctions inconnues de n — &k + 1
variables indépendantes.

Ezemple. — Dans I'espace a trois dimensions, on a
h+2k53;
par suite, k& est égal & 1. On a donc soit les courbes

V(.i',}’, 3, a)=b,
A%
da

=a;
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soit les courbes
V(z, y, )= b,
¥(x, ¥, 2, Y1, ...)= 0.

Les multiplicités a deux dimensions engendrées par des courbes
de la famille dont chacune coupe la courbe infiniment voisine
sont : ‘

Dans le premier cas, la surface intégrale générale de I'équation
aux dérivées partielles du premier ordre dont I'intégrale compléte
est la surface

V(J’”,}’, 3 a)= b;
Dans le second cas, I'une quelconque des surfaces
V(z,y,2)=0.
Si n = 3 (espace a qualre dimensions), on a

h+2k< 4,

ce qui donne k=1, h=2, 1 ou 0. On a donc les courbes sui-
vantes :
V(z, y1, 72 ¥3; a1, a2) = 0,

v
1° da;
v _ .
aa; = o

V(z, y1, ¥, ys; a) = b,

v

E-—' ]

W(z, y1, Y2, V35 @5 Y1y - -0) =85

v (-’U,J’n}’n_}’z)=b,

30 Wi(@, Y1, Yoy ¥35 T1s -o0) =01y
‘ W (2, Y15 Y15 V35 Y1 co0) =04

Les multiplicités a trois dimensions engendrées par des courbes
de la famille dont chacune coupe les courbes infiniment voisines
sont définies respectivement de la maniére suivante :

1° On a I'enveloppe de la surface
V(z, y1, ¥2, V35 a4, az) = f(ay, as);
2° On a I’enveloppe de la surface

V(x, 1, ¥2, ¥35 @) = f(a);
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3° On a la surface
V(.’D,}",_}’z, .}’3)=b-

Si n =4, on peut prendre en particulier X = 2, A étant néces-
sairement égal & 1. On a les courbes définies par les équations
Vi(%_}’h}’n}’a,}’b; a)=bl1

vz(-’”, Y1, Y0 Ve Y a)"‘_“ bh

ov. L ov, B

D(@, y1, Y2y Y3, Vs @, B) =o.

Les multiplicités a trois dimensions engendrées par des courbes
de la famille dont chacune coupe les courbes infiniment voisines
s'obtiennent en éliminant @ et b, entre les équations

Vi(@, Y1, Y0 V3, ¥us @) = f(a, b)),
Va(z, y1, Y2, .}’a,}’!.; a) = b,,

av
— fb, da fa,
(@, y1, Y1) Y3 Vas @ — fp,) = 0.

Au type précédent appartiennent les extrémales obtenues en
partant d’un syst¢éme de trois équations de Monge linéaires

en Yy, ¥ ¥a ¥



