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SUR LA FONCTION SEMI-CONTINUE;

Par M. Zoarp pE GEoczE.

Dans un travail antérieur ('), j'ai exposé la quadrature de deux
classes de la surface 5 = f(x,y) et jai indiqué la quadrature de
la surface générale 5 = f(z, y). Dans ces recherches, il était né-
cessaire de faire usage de certaines propriétés de la fonction semi-
continue. Ces propriétés furent établies d’'une maniére qu’on ne
peut considérer comme assez satisfaisante au point de vue de la
méthode, car dans les démonstrations, il n’était pas fait abstrac-
tion de la surface. De plus, dans les recherches relatives a la sur-
face générale z = f(x, y), on ne pourrait suivre que trés difficile-
ment le méme chemin. La nécessité s'impose donc d’établir les
propriétés en question, en ne considérant que la fonction en elle-
méme.

Le but de ce travail est de donner ces propriétés de la fonction
en faisant abstraction de la surface. Nous remarquons que, selon
toute probabilité, les mémes propriétés suffiront pour la quadra-
ture d’une surface quelconque.

(') Quadrature des surfaces courbes (Mathematische und naturwissen-
schaftliche Berichte aus Ungarn, t. XXVI, 1910).
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Dans ces recherches, jai été obligé d’introduire un nouveau signe
au lieu du signe 2 de la sommation. Nous allons exposer)’emploi
de ce signe.

Soit z une variable réelle dans U'intervalle (a, 8), (« << B). Nous
disons que les points

a=20 < B < X< L L T <L T < =

forment une division X{*® de (a, B).

Etant donnée une suite de divisions X, (r=ru,2,...)('), nous
supposons que Ziyy — & (L =20, 1, ..., {r—1) tende vers zéro
avec —:-

Nous disons que la suite X, (r=1,2,...) est de premiére
espéce lorsque les points de sa ri*™ division se trouvent parmi les
points de sa (7 + 1) division (pour chaque r =1, 2, ...).

Soit [{] une valeur formée pour Vintervalle (z;, z;) de X, :
1—1

nous écrivons X[ 7] au lieu de 2:[1]

Lorsque lim X, [{] existe, nous désignons cette valeur par

X, [¢]- De plm lorsque cette valeur ne dépend pas de la suite
@
X,,, nous la désignons par X [7].

Soit (u, ¢) un intervalle partiel de (a, ). Désignons par
Xj#[ 7] la somme des [{] tels que (i, ziyy) soit compris dans
(u, v) et désignons par X;*"[¢] lasomme des[ ] tels que (z;, ziyy)
ail au moins un point commun avec («, ¢). Lorsque

HmX{“ ] = llm X ],

Ir=aw
nous désignons cette limite par X{»"[7]. De plus, lorsque cette
valeur est indépendante de la suite X, nous la désignerons par
X@[].

Nous disons que X; a le quotient « Jorsque
Tity— & o 1
Tjr1—Tj U

A

u (G J=o0,1,..,0—1,0#])),

© est nécessairement compris entre zéro et un.

(') Lorsqu’on ne considére que les divisions de (a, B), on peut écrire X au
lieu de X=#,
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Nous disons qu’une suite de divisions X, (r=1,2,...) a un
quotient fini lorsqu'il existe un nombre « de maniére que chaque
division de la suite ait le quotient 1.

Dans le Chapitre I, nous établissons quelques propriétés simples
de la fonction semi-continue; les propriétés les plus nécessaires
dans la quadrature des surfaces courbes seront exposées dans le
Chapitre 11.

CHAPITRE 1.

PROPRIETES GENERALES DE LA FONCTION.

Soit ¢(z) une fonction réelle, définie pour les points d’un
ensemble Q de points situés dans (o, @). Bien entendu, ¢(x)
n'est pas nécessairement uniforme et bornée, et pour quelques
points z de Q on peut avoir

lo(@)| =+ =

Nous désignons dans tout ce qui suit par € et n des valeurs
positives.

(u,¢) étant unintervalle de (o, @), nous désignerons par g% (u, ¢)
la limite inférieure des valeurs de ¢ () dont 'argument z (appar-
tenant & Q) se trouve dans (u, v). '

On sait que, x étant un point ou un point limite de Q,

lim g¥(z —c¢, 2 +7)
E+N=0
existe et que de plus cette valeur est indépendante du mode de
variation de ¢ et de n. Nous désignerons cette valeur par g? (z).
Lorsque pour chaque point x de Q

¢(®) = g¥(x),

nous dirons que la fonction est semi-continue (inférieure-
ment) ().
. . ) .
Dans tout ce qui suit, nous désignons par ¢ (z) une fonction

(') La plus grande partie des théorémes de ce Chapitre et la définition de la
fonction semi-continue sont dues & M. Baire.
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qui est définie pour tous les points de (o, @), qui est semi-continue
et qui n’a pas de valeurs négatives.
Tutorime I. — & (z) est uniforme. Car g¥(z) V'est et I'on a
Y(z) = g¥(2).

Tutorime II. — Soit 8 positif et donné a !’avance. Pour
chaque point x' de (0, a) on peut trouver < et v tels que pour
les points x de (z' — ¢, ' + 1) compris dans (o, a), on ait

(1 (@) —d(z) <8 (1)
On a
(') = lim g¥(z' —¢ 2" -+1). () zg¥(z'—e, 2"+ 1),
£E+MN=0
et ainsi

Y(2') — $(z)< lim og*l‘(x’—— e, @' +1)— g¥(z'—e, 2 +7).
E+nN=

On a de plus pour ¢, n assez petils

lim g¥(2'— ¢, o' +9q)—g¥(2'— ¢, 2+ 1) < 3
E+N=0
donc

Y(z')—Y(z) < 3.

Inversement : lorsque, pour une fonction § (z) définie dans
(o, @), non négative et uniforme, la condition signalée est
remplie, la fonction est semi-continue.

D’aprés un théoréme de Weierstrass, il existe dans (x'—z, 2'+7)
au moins un point z” tel que

(") < gY(@' — ¢, 2" + 1)+ §;
donc on déduit de (1), en posant z = 2”,

Y(2') < g¥(x' —¢, o'+ ) + 23.

(') On pose

1
- =-+ 2, —_— = 0.

. . 1
ll’(m)-(-"m)wm’ 5 rapes
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A la limite ¢ = o, on peut prendre ¢ + 1 = o; donc
(&)< lim g¥(z'—e, 2’ +7).
S4+N=0

Mais ayant
Y(2')2 lim g¥(2'—e¢, 2"+ 7),
E+N=0

on aura
Y(2') = lim g‘-”(z‘“—-s,z"—{—q),
E+N=0

c’est-a-dire que J () est semi-continue.

Tutorime IIl. — Dans chaque intervalle partiel (u, v) de
(0, @), il existe aw moins un point z' tel que

$(2') = g¥(u, v),
cest-a-dire que ¢ a un minimum absolu dans chaque inter-
valle.
On prouve facilement que z étant un point de (o, @) et (§,7)

un intervalle quelconque qui contient z

Y(z) =limg¥(E, 7).
n=§

D’aprés un théoréme de Weierstrass, il existe dans (u, ¢) au
moins un point z' tel que pour chaque intervalle (&, ) compris
dans (u, v) et contenant z/, on ait

g¥(E, m) = g¥(u,v),

Y(2') = :i_ﬂggq'(é, n) = g¥%(u,v).

ainsi

Remarque. — La deuxiéme partie du théoréme II peuat aussi
servir comme définition de la fonction semi-continue. En prenant
au lieu de (1) les inégalités suivantes

Y(@)—d(z) <8, $(o)—(2) <3,

la définition sera celle de la fonction continue.

Le théoréme présent est 'un de ceux qui montrent une certaine
analogie avec les théorémes sur les fonctions continues. Nous en
allons communiquer quelques-uns :

a. L'ensemble des valeurs des minima de ¢ (z) est au plus
dénombrable.

b. L’ensemble des points 2’ pour lesquels il existe un intervalle
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(2’ — ¢, ' +m), de maniére que pour les z 2 2’ de I'intervalle
d(z) > (), est, s’il existe, au plus dénombrable.

¢. On peut trouver un ensemble dénombrable de points, par-
tout dense dans (o, @) ettel qu’en désignant par g% (x —e, x +-1)
la limite inférieure des valeurs de ¥ (z) pour les points de I'en-
semble qui se trouvent dans (z — ¢,  + ), on ait pour chaque
point z de (o, a)

(o) = lim g¥(z—e,z+1).
E+1N=0

d. La somme d’un nombre limité de fonctions semi-continues
est aussi une fonction semi-continue.

r , N - y . . .

Cutorime IV. — Désignons par op(x) (h=1,2,...) des
Sonctions définies dans (o, a), uniformes, non négatives, bor-
nées (') et continues, Yy(z) étant la fonction considérée au
début, on peut trouver des ¢, telles que

Y(x) =Z/; on(z).
1

Inversement, soient op(z) des fonctions comme ci-dessus, d’ail-
L]

leurs quelconques, la fonction zh ox(z) sera semi-continue.
1
Corollaire. — ¢ est donc la limite de la fonction uniforme,
n

bornée et continue Zh ¢4 () pour n = oo. D’aprés la classification

1
de M. Baire, c’est donc une fonction de premiére classe.
Nous ne démontrerons que la deuxiéme partie de ’énoncé.
Soit & > o et soit 2’ un point de (o, @).
On a

n n+1

zh 9,,(w)§2h or(2)S4(x) =ih on(x).
1

1 1

Choisissons n assez grand pour que nous ayons

N 5
o§¢(z')_2hq>,,(x')<5~
1

(') Nous remarquons qu'en désignant par G, la limite supérieure de ¢,, la limite
supérieure des G, peut étre égale & + .
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n

La fonction 2/: o4 (z) est bornée et conlinue, donc il existe un
1
(' — ¢, &' + ) tel que pour ses points 2 on aura
n » n o
Q , o
2" ?/‘(w)—E/I on(z) | < 5

1 1

Donc dans (2' — ¢, 2 + 1)

Y(a)— Dheu() <3,
1

et a plus forte raison

$(2')—$(z) <3,

et par la (voir théoréme II) le théoréme est démontré.

Tutorime V. — Soit ¢ () une fonction définie dans (o, a),
non négative, d'ailleurs quelconque uniforme ou non, bornée
ou non. La quantité

. X g?(@iy Tiv1) (Tivr — 21)
existe.

Son nom est I'intégrale par défaut de ¢ dans (o, @) ().

Son symbole est
fay(x) dz.
0

Remarque 1. — Lorsque X, contient X;on aura
Xo, 89( @iy @it ) (Ti1 — 20) 2 X g¥( @4y Bir) (B — Z0),
car lorsque (u, ¢) est compris dans (¢, w), g% (u,¢)2 g% (¢, w).

Remarque 1I. — Lorsque

f p(z)dr <+ =
0

(') DarBoux, Mémoire sur les fonctions discontinues (Annales de I’Ecole
Normale, 1875).
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il existe nécessairement dans chaque intervalle partiel (1, ¢) de

(0, @) des points z tels que ¢(z) << + .

Remarque 111. — On a par définition

v
f' ¢(z)do = X9 g¥(24, Xivt) (Tiv1 — Fs).
u

Tutorime VI. — Soit o(x) une fonction comme ci-dessus et
soit

[ ¢(z) dr <+ .
)

Dans ce cas, pour un intervalle partiel quelconque (u,v) de
(0, @)

X9 g2, w1) (2ias - #0) = [ () do.
._I:
De plus la fonction w(z) qui est définie par

w(0) =o, ‘V(Z')=f.rcp(z')dz' (o< zsa)

est uniforme, bornée, continue et non décroissante.
On a encore, pour un t compris dans (u, ),

v t v
f ¢(x)dr =f ¢(x)dr + f 9(z)dz.
" 14 ot

Tueorime VII. — Il existe des fonctions semi-continues y (z),
telles que dans chaque intervalle partiel de (o, a) il existe des
points x' pour lesquels § (z') = + o et que

fo"q;(x)dx

ait néanmoins une valeur finie.

Tueorkve VIII. — Soit K> g¥ (0, a). L’ensemble des x pour
lesquels Y (z) K est relativement parfait.

L'ensemble des x pour lesquels 4 (x) > K est formé par les
points intérieurs de certains intervalles (ua, va) (us < va,
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h=1,2,...) ("), qui, pris deux & deux, n’ont aucun point
intérieur commun.
Nous appelons ces intervalles, intervalles adjoints a ' par K.

Par définition, un ensemble est relativement parfait (fermé)
lorsqu’il contient son dérivé (I'ensemble de ses points limites).

Désignons par § un point limite de I'ensemble des z pour les-
quels § (z) =K.

£ étantun point limite de I’ensemble, quel que soit (E-—s, E+m),
il existe dans (§ —¢, § + 1) des points 2’ de 'ensemble et ainsi

gt —e, b +n)Sd(2) 2K

$(§)=_lim g¥(f—e,§+7)IK.
gH+Nn=0

donc

Ainsi £ appartient & 'ensemble, donc ’ensemble est relativement
parfait.

L’ensemble des z pour lesquels ¢ (x) > K est 'ensemble com-
plémentaire (2) de 'ensemble ci-dessus. Mais le complémentaire
d’un ensemble relativement parfait est formé par 'ensemble des
points intérieurs de tels intervalles que nous avons sig‘nalé.

Tatorkme IX. — Lorsque

fl'¢(x) dx <+ »,
)

(') Toutes les propriétés de ¢ que nous allons établir seront telles, que lors-
qu’elles sont valables pour (o, a) elles le seront aussi pour un intervalle partiel
quelconque de (o, a). ’

Nous pouvons donc supposer que § n’est jamais bornée, car dans l'autre cas
on peut prendre b > a et définir ¢ dans (a, b) de maniére que dans (o, b) elle
soit non bornée, non négative, semi-continue et que

b
f Y(z)de <+ o,
0

et 'on peut changer b en a.

Le nombre des intervalles (u,, ¢,) tels que u,<C ¢, sera donc au moins un.
Pour faire disparaftre la distinction qui est causée par le fait que le nombre des
intervalles (u,, v,) tels que u, << v, peut étre limité ou non, nous disons que le
nombre des intervalles (u,, v,) tels que u,< ¢, est illimité.

(?) Le complémentaire d’'un ensemble E compris dans (o, @) est 'ensemble des
points de (o, @) qui n’apparticnnent pas i I'’ensemble E.
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en prenant K assez grand, les quantités

Zh(vh‘wuh)» "f V() dz
1 : i)

sont aussi petites qu'on le veut.

Soit A> o et donné & I'avance. On a d’aprés la deﬁmtton de
I'intégrale par défaut pour un n quelconque

KSion—uns [ y(@)de,
2/ op— Uy IO. x) dz
KEI"(Vh_‘uh)§£ Y(z)dz;

donc

ainsi, en prenant

K>3 [ 4(2)da,

70

nous auarons

[

le (vp—up) < Al

1

Soite > o. L’intégrale par défaut de 4 ayant une valeur finie,
on peut choisir une suite X, telle qu’on ait

Y () <+ (i=1, .., l,—1, r=1,2,...).

Prenons un 7 assez grand pour q‘ue nous ayons
a E
f Y(@) de — X4, 49( i, Tir) (Fi1 — 20) < 7
0

Soit L une valeur finie plus grande que 4 (z;), (i=1, .. ., L, —1).
Soit K > L et prenons K assez grand pour que nous ayons

. .
Lzh (op—up)<< 3 .

1

Prenons n assez grand pour que nous ayons

n

2" (on—un)> %2" (on—up).
1

1
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K étant plus grand que L, chacun des (w4, ¢4) est compris dans
les (ziy Ziyga)-

Supposons par exemple que (z,,z;) contienne quelques-uns
par exemple (w3, v3), (uy, ¢5) des 1 premiers (us, v4). Supposons
de plus que v3 < 11y.

On aura

0y oy
f +f
1ty "y

A

[ /. 3—‘ A’q’(xn uy) (us— -7".)]

“+ ["1+[l/;'l’——g¢(03, ug)(ua—"a)]

+/ >+|> [ ~£"’-’((’s,~7'5)(1‘s—vs)J
L) Y

= / T s xys) [(ug— 2,) + (15— v3) - (25— vy)],

X

car les trois termes entre parenthéses du membre au milieu ne
sont pas négatifs et g¥(x,, z;) n’est pas plus grand que chacun
des g¥ (x4, us), g¥(vsy us), g¥ (vsy x35)-

En considérant que g¥ (s, 2;) 1., on obtient

f 3+/‘ .2/‘.s—g@(z‘;,x;)(z;——xb)—i—L[(v;,——-u;)ﬁ—(v,,——us)].

En faisant la somme des inégalités analogues pour i=o, ...
/,— 1, on aura

n n
Y A ) «a ] €
Zh‘/ ;: [ ~—X,,g¢(xi, Zig ) (Xigy — X)) + Lz‘h(vh——-u/,)< =>
1 LUA 2

-0
— 1

et, par la,

® o ‘
Zh»[ Y(z)dr <e.

Corollaire. — Ayant

Y
K("ll—uh)z [ L!l(.’l‘)d.’l',

<y,
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on aura pour les K assez grands
-3
o
Kz" (vn—up) <.
1

Tuatorime X. — Convenons de dire qu'un ensemble de points
de (0, a) est de premiére catégorie lorsqu’on peul enfermer ses
points dans une infinité dénombrable d’intervalles, dont la somme
de leurs longueurs est aussi petite qu'on le veut. Nous dirons
que 'ensemble complémentaire d'un ensemble de premiére caté-
gorie est un ensemble de seconde catégorie. Il est évidemment
partout dense dans (o, a).

L’ensemble formé par la réunion d’ensembles de premiére caté-
gorie est de premiére catégorie, méme dans le cas ou I’ensemble
de ces ensembles est dénombrable. La partie commune & des
ensembles de seconde catégorie en nombre dénombrable est un
ensemble de seconde catégorie.

Ayant
[ words <+
0

lensemble des x pour lesquels 4 (z) = + o est de premiére
catégorie.

Car ses points z sont évidemment situés a I'intérieur des inter-
valles (us, v4) adjoints & ¢ par un K quelconque et, en prenant K
assez grand,

.
Zh {(vn—up)

1
est aussi petite qu'on le veut.

Soit Pun ensemble de premiére catégorie. Soit k> o, donné
a Uavance. On peut enfermer P dans certains intervalles
(tx, wx) (k=1.>, ...) ’ayant pas, pris deuz & deuz, de point
intérieur commun, de maniére que

had !

2[: "q,<z) dz <\

1 i
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Prenons un K assez grand pour que nous ayons

. i EP N
S [vteras <t

1 "y,

Renfermons l'ensemble P dans des intervalles (¢4, wy) tels que
KZ’L(W‘k— ) < },
2
1

et 'on peut évidemment supposer que ces intervalles n’ont pas,
dcux & deux, de point intérieur commun.
On aura pour un (try W)

f qa(:v)dx<K(w/.—t/,)+z‘f q;(.z')dx,

k u!

(k) h

en désignant par f { (z) dr la somme des mtegrales par
(k) Mh
défaut pour les intervalles qui sont la partie commune des (uz, ¢4)
et du (¢x, wi) considéré.
Donc

WE O “’ N e
kf <KY k(wp—tg) + hf < =4 =
D T
Trtorkme XI. — Soient § (z) et ¢ (&) des fonctions définies
dans (o, a) non négatives, et d'ailleurs quelconques. On a, en
général,
a a ) a
S @ +s@Ndoz [ y@rde+ [ g(a)da.
0 0 0
Lorsque n{: et ¢ sont semz—contmues, on aura’

f wa)w(xndx—f ~p<x>dr+f o(2)dz ().

Il est évident que nous n’avons a faire la démonstration que

(') On peut démontrer ce théoréme 4 laide des intégrales de M. Lebesgue
(voir théoréme XIII, corollaire IT).
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dans le cas ol les deux intégrales par défaut du secand membre
onl une valeur finie; dans 'autre cas, le théoréme est évident.

Lemume ('), — Soit P un ensemble de points de (o,a). Sup-
posons qu’il soit tel, qu'on puisse construire des intervalles
situés dans (o, a) qui le renferment dans leurs intérieurs
(excepté les points o et a qui, lorsqu’ils appartiennent &
l’ensemble, ne peuvent étre situés qu’a Uextrémité d’un tel
intervalle) et qui n’ont pas, deux a deux, de point intérieur
commun.

De plus, nous su:pposons qu'on puisse rendre la longueur de
chacun de ces intervalles aussi petite qu'on le veut et que la
somme de Ieilrsﬁlongueurs puisse étre rendue plus pelité que
d +¢, d étant une constante telle que 0<d<a, ¢ > o dailleurs
arbitraire. A _

Nous appellerons ces intervalles intervalles I.

L'ensemble complémentaire Q de P contient les extrémités
des I (exceplé éventuellement les points o et @).

Nous supposons que, par un certain procédé, onadjoignea chaque
point z de Q un intervalle (¢, w) situé dans (o, a) qui le renferme
dans son intérieur (excepté, comme ci-dessus, les points o et a).
Soit t<¢t, < x < w, < w, nous considérons les intervalles (¢, z),
(ty, 1), (z, w,) aussi comme adjoints & 2. Nous appellerons ces
intervalles intervalles 11. v

Soit A> o et donné & I’avance.

1l existe une division X; de (o, a), telle que ses intervalles
sont intervalles 1 et 11, la-longueur de chacun d’'euz est plus
petite que \, la somme des longueurs de ses intervalles qui sont
de U'ensemble 1 est plus petite que d + ).

. Démonstration. — Choisissons.les intervalles 1 de maniére que
la longueur de chacun d’eux soit plus petite que X et que la
somme de leurs longueurs soit plus petite que d + A. 1l existe

(') Ce lemme est une généralisation formelle d’'un théoréme de M. Borel géné-
ralisé par M. Lebesgue.
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quelques intervalles (o, z,), (2, %), (22, 23), ..., tels qu’ils
peuvent former les intervalles de la division.

Car le point o appartient ou a P ou a Q. 1l existe donc un
intervalle (o0, z,) de I ou de I tel que z, — o <) et z, est un
point de Q. Il existe donc un intervalle (z,,z,) de 11 tel que
zy — x, <\, et ainsi de suite.

Nous allons voir qu'en choisissant convenablement les
(25 23)y ...y (Zuy Zngs)y ..., €t en en prenant quelques-uns de
Pensemble I, nous atteignons le point @ a 'aide d’un nombre fini
de points z,, el le théoréme sera démontré.

Supposons qu’il y ait une infinité de points z,. On aura
limz, =£<a. Supposons § < a. § appartient ou a P ou a Q. Il

n= hd

existe donc un intervalle (E —e, “+7) deloun de Il de longueur
moindre que A. Soit m le nombre pour lequel z,, <f—:Zz,,,.
On prend

Tmr=1§—¢, Topir=§+ Ty

et ainsi limz, > £. On démontre de la méme maniére qu’on peut
n=
éviler qu’on ait
lim z, = a.

n=w
En considérant que, en général, on n’utilise pas tous les I, on voit
que la somme des intervalles de la division qui sont pris de ’en-
semble [ est plus petite que d + .
Soit %> 0. Soit K assez grand pour que, en désignant par
(16, v4), (4, v}) les intervalles adjoints & ¢ respectivement a o
par K, on ait

- A
KE/:(V’/"—ILII')<—; I\Zk(ul~u )< l,
1

2/; (v),— u},) +Z/. (Vi — ul y <A

Considérons l'ensemble formé par les points intérieurs des
(), v3,)y (uyyvi). Cet ensemble est évidemment formé par les
points intérieurs de certains intervalles (u;, v5) n’ayant pas, deux a
deux, de point intérieur commun. On a donc

2 s (Vs — Uy) :2/: (v),— u),) +2/. (vhp— u)) <A,
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et

QKEs(vs— us) <A
1

De plus u, et ¢; ne peuvent étre compris dans aucun des
(u}, 93), (4)y ¢%). On aura done

Y(us) + p(us) 22K, Y(vs) +o(vs)S2K.

Soit P I’ensemble des z pour lesquels u(x)-—i—\?(x)— - o0,
P est évidemment compris dans les (u;, ¢5).
Pour chaque point z de I'ensemble Q complémentaire de P,ona

(7)) + ¢(x) <+ oo,
On peut donc trouver (théoréme 1) = et n tels que

e+n< A, W(z)< g¥(x —e, 2 +mn)+ A,

) p(z) < g%(x —e,z+m)+ A
et, par suile,

g¥+re(z —e,z +m)
(@) +o(z)< g¥(@x—e,x+n) + g¥(@ —ey x4+ 1)+ 2A.

D’aprés le lemme, on peut construire une division X, telle que
les longueurs de ses intervalles soient plus petites que X et que,
pour ses intervalles, on ail en général

gV (@i, i) £ 8V (@i, Tian) + & (4, iy) + 20,
et pour les intervalles qui ne satistont pas a cette inégalité
g¥+e (@i, zivq) £ 2K,

et la somme des valeurs de 2K (x;,, — z;) pour ces derniers inter-
valles est plus petite que A.
On aura donc

X, g¥+9(@sy @iy (Tigy — @)
X gV (@i, wigr) (@ir— i) + X¢ g9( &4y Biar) (Xivy — 24) + 2ha + A,

Faisons tendre A vers zéro, nous aurons

[ 1@ +g@ldos [y der [ o) da,
Jo /9 0

XXXIX. 19
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En considérant donc l'inégalité du début, le théoréme est
démontré.

Remarque. — Le théoréme est évidemment vrai pour un nombre
limité de fonctions.
CHAPITRE 1.
A. — SUITES NORMALES.

‘Tutorime XII. — Soit o (x) une fonction définie dans (o, a)
telle que o (x) 2o, d’ailleurs quelconque. Soit, de plus, X, wne

suite quelconque de divisions.
Aucune valeur limite de la suite des valeurs

%Xz,lcp(.r,-)—*—cp(xm N (Ziwi— x4) (r=1,2,...) (1)

fo‘ncp(x)dx.

n’est plus petite que

On a
o(2;) 2 8% i, Tivs), O (ZLivy) 2 8¥(Ziy Tiv1);
donc

= [9(@1) + ¢(@is1)] 2 89 (@0, Tirs),

% X [¢(2i) + 9 (2ie1)] (Biar — @1) 2 Xi, ¥ @4y Tiet) (Tier — 24)

et l'on a
Xi, g% (@, -Z‘i+a)(zi+r—z‘i)=f o(z) dr.
(1)
Remarque. — Considérons dans le plan zy la figure x =z,
y=r0v(z).

é [9 (%) + o (Zign)] (Zigs— z:) est P'aire d’'un trapéze qui
est, dans un certain sens, inscrit dans la figure (fonction).
On a
R 1 ‘
5 Xe 9 (@) + o () (it — @0) = S Xi 9(20) (Bir — @it

(-1 = 0, Tt = a).

(') Lorsque $(0) = -+ o, on pose (o) = o; de méme, lorsque p(a) =+ »,
on pose 9 (a) = o.
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Tutoreme XIII. — & étant comme toujours une fonction défi-
nie dans (o, a), non négative, semi-continue; de plus, telle que

j Y(z)dr <+, .
0

il existe une suite X, de divisions de pr "emiére espéce de quo-
tient Z = telle que

ixl,[qi(zi)+'~'r‘(1'i+1)]v(z'i+i—xi)=j; Y(z)dz,

en lemarquant que lorsqne ¢ (0) = + ®, on pr end § (0) =oet
de méme pour Y (a).

Démonstration. — a. Soit g% (0,a)=c. Soit K >cet > o.
Divisons lintervalle (¢, K) par des points en nombre fini

c=c <<l .. < ep<L ep <LK cpe=K
de maniére que
C1—Coy .oy ChL—Ch—y <e.y Cp— Ci—1

soient plus petits que 6.
Désignons par S, I’ensemble de ces 2 pour lesquels ¢ (z)Z¢,.
Drapres L et VI, cet ensemble existe et il est relativement
parfait. Soit d, sa mesure extérieure au sens de M. Jordan.
.On a (voir VIII) _ '
0sdy < a.

Enfermons S, dans des intervalles en nombre fini situés
sur (0, @) de maniére que la somme de leurs longueurs soit
di+ £, (sy >0, d, + 5, << a)et que les extrémités de ces intervalles
nc soient pas points de S, (exception pour o el @), et que pour

ces extrémités on ait
¢(x)<+°°

Soit d) le nom collectif de ces:intervalles. On peut, de plus,
choisir les d', de maniére qu’a 'extérieur des d, 1l existe au moins un
intervalle dans lequel ¢ () > K (*). Nous faisons un tel choix.

() Voir la note du théoréme VIIIL.
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Désignons par S, 'ensemble des points pour lesquels & (z) < ¢,
el lesquels ne sont pas situés dans U'intériear des d et dont les
points o et « ne font pas partie lorsqu’ils forment I'extrémité de
I'un des d;. Pour les points de S,, on a encore

Y(z)> e

S, n’existe pas nécessairement. Mais, lorsqu’il existe, il est
relativement parfait, soit d, sa mesure. On a

d1+51+ dg< a.

Enfermons S, dans des intervalles situés sur (o, «), en nombre
fini, qui n’ont aucun point intérieur commun avec les d}, de
maniére qu'a U'extérieur de ces intervalles et a 'extérieur des d,
il existe au moins un intervalle, dans lequel ¢ () > K. Soitd; 4 ¢,
la somme de leurs longueurs

(E¢>O,d1+€1+dz+€2< a).

Soit d, le nom collectif de ces intervalles. Ii faut, de plus, que
les extrémités des d,, s’ils ne sont pas extrémités des d; ou de
(0, @), ne soient pas points de S,, et que, pour ces extrémités,
on ail

d(x) <+ .

Si S, n’existe pas, soient les d,, des intervalles tels qu’on obtient
lorsque S, existe et dy = o, d'ailleurs quelconques.

Soit S; 'ensemble des z qui ne sont pas situés a I'intéricur des
d,, d, et aux extrémités communes des d,, d, et dont o et a ne

font pas partie quand ils apparticnnent a des d, ou & des d}, et
qui satisfont a la condition ¢ ()< ¢;. On a encore pour les points

de S3
Y(z) > c.

51 8; existe, il est aussi relativement parfait. Soit d; sa mesure.

Enfermons S; dans des intervalles de nom collectif d; situés
dans (o, @), n’ayant -aucan point inlérieur commun avec les
d,, d, et dont le nombre est fini. De plus, nous choisissons les
d, de maniére qu’a I'extérieur des d|, d, d; il existe au moins un
intervalle dans lequel ¢ (2) > K; que les extrémités des d,, qui
ne sont pas extrémités de (o, @) et des d;, d, ne soient pas points
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de S;3; que de plus, pour ces extrémités on ait
Y(z) <+ <.
Soit dy + ¢, la somme de leurs longueurs, on a
€3> 0, di+ey+dy+ 2+ dy+ 3 < a.

Lorsque S; n’existe pas, les d; seront des intervalles arbitraires,
d’ailleurs tels qu’on obtient lorsque S, existe et dy = o. Et ainsi
de suite.

Nous obtenons un nombre entier positif p A de maniére que

(di+e)+...+(dp+ep)+...+(dp+ep) < a,

et & l'extérieur des d, ..., d,,

d’ailleurs qu’on peut prendre p =£.)
b. Soit X, une division arbitraire, mais telle qu’on ait

e d

pr ona $>K. (On voit

(i) <+o  (i=1,...,n—1).

Soit X, la division qui est formée par les extrémités des
d, (h=1,2, ..., p)et par les points de X,,.

Formons une division X/, qui contienne X, et qui ait le quo-
. |
tient ;(').

On observe qu’un intervalle de X, ne peut contenir plus d’un
point de X, et ce point sera une extrémité de l'intervalle
de X['.

Nous choisissons, dans chacun des intervalles (z,;, 2,;,,)
(i=1, ..., t, 2t +1Sl —1<2t+3) de X;, un point, de
maniére que lorsque x,; ou z,;,
soit le point de X,, et que lorsque (z};, =

appartient a X, le point choisi
!

2j+1
point de X le point choisi § de (z,;, 2} ,,,) soit tel que

) ne contient aucun

Y(§) = g¥(2hs @aj1)-

. e . L
(') On peut former une suite de divisions Xy, Xy, ..., de quotlient >

telle que X, contient Xi. Partageons lintervalle(o, @) en parties égales, de
maniére qu'entre deux points quelconques voisins de Xy, il y ait au moins dix
poiats. Les points de X, seront les points de Xy, et les extrémités des intervalles
égaux, sauf ceux qui sent voisins des points de Xp.. X, se construit de la méme
maniére a aide de Xy,.
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La division X, formée par les points choisis (et par o et a) a
évidemment le quotient ;,

Choisissons une valeur finie M, qui est plus grande que les va-
leurs de ¢ pour les points de X,.

Soient, de plus, (u, ¢5) (s =1, 2, ...) les intervalles adjoints
a4 par K.

Posons
&X{[Q)(z',-) + Y( 2] (Bi1 — @) = ;ljxl‘!’(xi)(z’iﬂ—-’l'i—i) = ().

Je dis qu’on aura les 1négalités suivantes :
1

(a)_ : Codi-f—..-+C[,Aid[lfﬁ-...+0p_ldp§(l),

(b) (D) :i[ea(di+z21) ...+ cp(dp+cp)+. ..
+epldy+e,) + 48K (e 4. o ept. i tgp)]

+4825[ (@) dz o+ (LM,
1 —

(C) Cod1+...+Ch_|dh+-.-+6p_‘d1,;f !{J(Z‘)dl‘
0

Admettons ces inégalités.
Soit A > o et donné a l'avance. Je dis que la différence des va-

leurs entre lesquelles, d’aprés (a).et- (), (1) est compris peut étre
rendue plus petite que A.
La différence positive en questlon est

[eizi+:ivtcpen—+...+cpep+ (c1—co)dy+. ..
+ (ehn—cp)dp+...+(cp—cpq)d)]

+48K(e,+...+s,,+...+e,;)+ 82/ ¢(m)dx+(L+1)M

En considérant que

ercK, ep—epy <0 (h=1, ..., p), zl,+...+d;,+...+d,,<a,

différence est plus petite que

a0+482sf Y(2) dz + 49K (e1+ ...+ &40 ep) + (L+ DM z"‘

§ et K sont arbitraires.
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On prend d’abord § < /—);-
a

D’aprés cela, on prend un K > et tel que
’;82»‘ [mq;(x)dm< -)1
. 4

A ‘
On prend un A > —-, et l on prend e;,< oK et, d’aprés cela,
on construit les &|, ..., d,.
Ainsip, L, M seront détermmes
On prend enfin /' assez grand pour qu’on ait

X

(L+ ()M2l—,4 <7

Ainsi, la différence en question sera plus petite que . Donc a
I’aide de (¢) on conclut que.

. . (l.);[nt{/(_w)dw-f—)\.

. A
En prenant donc X, = X; au lieu de X,, et en prenant S au

lieu de ), et en continuant le procédé, on aura pour la suite
X;» X, ..., ainsi obtenue

3% (bCr) - 4(@ran] (s — 1) S f V(o) do+ o
On aura douc, d’apres XIII,
%X,.,[q/(:v,')-+—‘4«(z'i+:)](xi+1——1‘1)=‘fo'u4‘($)dz’,
etla su‘ite X,, a le quotient é—

Dirinition. — Nous dirons que la suite X, ci-aprés est
normale a 4.

c. Nous allons démontrer les inégalités (a), (b), (¢). On dé-
montre facilement (@) en tenant compte de la signification géomé-

L@-ique de% b (#:) (%igr — xi_y) et de c4_, dy et en considérant que
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dansles d), on a
4‘(1'1') > cp—y.

On démontre immédiatement (c), en considérant la définition
de P'intégrale par défaut.
Démonstration de (b).

. 1 .
4 - i) . . — : -
On peut considére: ~ b (x;) (xiys — xi_y) comme la contribu
tion du point z; de X, a (/).
Nous partageons les z; en trois groupes, I, 11, 11 :

l. z; n’appartient pas a X; et ¢ (2;) SK. Un tel z; est évidem-
ment situé i I'intérieur d’un d,.
II. z; n’appartient pas a8 X, et I'on a

Y(z) > K.
TlL. z; appartient a X,.

Nous allons considérer les contributions des points de ces
groupes a (/).

On peut diviser les z; de I compris dans les d), (h = const.) en
deux classes, a, f :

a. Y(x)sen; B. d(x)>en.
La contribution des a est Sc¢s (ds + €2). On prouve facilement
ce fait en supposant que {3 n’existe pas eten considérant la signi-
. . 1
fication géométrique (XII) de T b(zi)y (Zips — iy ).
Désignons par e; le nombre des intervalles de X, qui, étant

compris dans les d, (2 = const.), ne contiennent aucun point z tel

que $ (z) S ch.
La somme des longueurs de ces intervalles est <C z4. Car, pour les

points de S, on a
\P(Z‘)ich,

la mesure de S;, est dj, la somme des longueurs des d,, est dj + 5.
L’intervalle le plus petit de X, a une longueur au moins égale
a

3 L]

a4 = ('). Donc

a 2¢, 0
8/,<€h.2—,~7= P

(') Soit u le quotient de X, et désignons par & la longueur de son intervalle
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Il peut arriver qu’en formant X,, on doive choisir dans chacun

de ces intervalles de X, un point. L’intervalle le plus grand de X,
. s 2ha S

ayant une longueur au plus égale a %— ('), la contribution des

points {3 est

HA

2e,0" 1 2fa  24a\
2 5 <——’l, +———-l, )-—ASKE)L.
Donc la contribution des points de [ (A = const.) est
Sep(dp+en) + 48Key,.

En faisant donc la somme de ces quantités pour A =1, ..., p, on
trouve que la contribution des points I est plus petite que le pre-
mier terme du second membre de ().

Chaque point z; de II est évidemment situé dans un intervalle
(;z‘ﬁ_,j, .-L';jH) de X/, et 'on a pour ces points

(i) = g (@Y, X5 j4).
Pour les z; de II, ona Y (z;) > K. Donc (z,;, z,;,,) est com-

pris & l'intérievr d’un (ug, ¢). On a

&Y ( @y, Xoji)) (Xyjuy — xlzl)ff
!

J‘;i+l
V(@) de
*j
et
Ti— Zi1 296( Xy 0 — Thy) ().

minimum, on a

1
a‘-.L(l’—r).z'EZa, 2 ——

I
Pour u = =» on aura
a a
> > .
T=3I— 2l

(') Soit u le quotient de la division X, et désignons par x la longueur de son
intervalle maximum, on a

< <_£l____.-
z+(l—1)uzxza, x:,_,_([_l)u’
1
pouru = & . .
< 2a %,
T2 <
On a de plus
s,
U' =4
(*)Ona
_ 2%a f8a :
T = &= T — T, S T Lo — Ty 2
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© Donc

L . ah:
l . oy - _ £} , 3 , | Lo e : 4+
,;“{(z‘i) (@i — i) S8 YTy, Thyjy) (Fy iy + X)) ;48/ Y(r)de.
: IR x, -

La coatribution de tous les points de II est ainsi plus petite

que
482 / Y(x)dzr,

. u,

et c’est le deuxiéme terme dusecond membre de (b).
Enfin la contribution d’un point de III est évidemment plus

petite que
£ (242 242) e

Le nombre des points de III étant (L. + 1), on obtient enfin le
troisieme terme du second membre de ().

COROLLAIRES.

I.

lim{cody+...+ cpydp+...+ cpydp)

=lim[c,(d,'-l-s,)—i—.,.-i—c;,(d;,—+—a;,)—+-...+c,,(d,.—’r—5,.)]=[ Y(z)dz,
Jo

[K=x,0=0,K(sj+...+¢ep+...+¢€,) =0]

[I. Désignons par (L)f u(r) dx lintégrale de ¥ (x), formée
d’aprés la méthode de M. Lebesgue. On a

(L)/"@(z)dxz fl‘tfa(z')dzz' .

f : 0 0

! «
(') Soit © () non négative semi-continue et telle quef o (&) dor <+ .
0

On a, d’aprés un théoréme de M. Lebesgue,

(L)L/‘:a\l'(x)dz+(L)/0‘"<?(w)dxv:(L)£“[¢(x)+;(x)] dz.

“ )ydx + ! dzx = * ! © dx.
[o 4(2) dz £¢(x> » é‘mx)ﬂu.(x)} »

Voir XI.

Donc
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HI. K étant invariable

lim{eydy+...+cpdp—+...4+cprdp]
=lim[e,(di+¢)) +...+cp(dp—+ep) +...+cp(dp+ gp)]

=f q;(x)dx—zsf cq;(x)dx (0=0,e44+...4+€p+. .+ ¢€p=0).
hll PR

IV. Pour une suite X, normale a ¢ on aura

im [(b(x;) +~ V(@) (Zigy—2i) =0 (z;= const.).

r=om

V.
L XY (@) = (@) (@ — o) = [ 4(@)dz,

la snite X, élant, bien entendu, normale & .

Tuéorimr XIV. — Soit ¢ la fonction du théoréme XIII. Dési-
gnons par (5,71) l'un quelconque des intervalles d) [voir (a)
de XIII].

Soit & >> o0, un nombve arbitraire.

X; étant une division, posons (A); = 1, lorsque z; est compris
dans un (&, 1) et d(x;)— 2% (&, )22, Posons (A);=o dans
le cas contraive, c’est-a-dire lorsque x; est ou situé a I'extérieur
des (§,7), ou quoique compris dans un (§,n), lorsqu’on a

Y(@:) — g¥(Em) <

K étant choisi arbitrairement au dela de g¥(o, a), ) et v étant
des nombres positifs donnés a U’avance, on peut choisir 4 et les
d,, ..., d, une fois pour toutes, de maniére que pour une suite
normale a ¢, d’ailleurs quelconque, on ait

(A) SKXy, (N (@i — @im1) < o,
(B) éx,,(x),-q,(x,-)(x,.ﬂ_z,._l)<w,

des que r dépasse une certaine limite qui (K, 8, d, ..., d, étant
JSizés) ne dépend que de la suite.

Démonstration. — a. Nous supposons que b et d|, ..., d, sont
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choisis. Choisissons dans chacun des (&, n) un (&, 7,),
(E<& <mi<m).
Désignons par
T L X1 <. .. < Ty

les points de la division X,, tels que
228 < T <. . <Bmaa < ST

Les (§,7) et les (§,,7,) étant choisis, il est évident qu’en pre-
nant r assez grand on aura

x> 8, Zm+1 << M

(premiére condition pour ).

Posons (1);= 1 lorsque i =, ..., m, et posons (1); = o dansle
cas contraire. Bien entendu, nous avons autant de couples /, m que
d’intervalles (&,74).

Posons (2); =1 lorsque z; est compris dans un (£, §,) ou dans
un (n,,7) et posons (2); = o dans le cas contraire.

Posons, pourles z;comprisdansd), (h=1,...,p),0;i="U(z:)—ch_,.

On a, d’aprés (a) de XIII, a; > o.

Soit e >o0. Je dis que par un choix convenable de 0, des
dy, ..., d, etdes (54, my) on aura, en prenant r assez grand,

(1) éX/r(l)t1i(zi+l_xi—i)<5'
(2) '-:ler('l)i(xl'+l—‘xi—i)<s’
(3) =X, (2D Y(@0) (Fi1 — wimt) <.

Admettons ces inégalités. Les points pour lesquels (1); (A); =1
sont évidemment compris parmi les points pour lesquels (1); =1,

donc d’aprés (1)
é Xo, ()N )iai (i — @imy) < e
De méme, de (2) et (3) on tire

SKX, (2) Vi@t — @i1) <,

= X0, ()i (@) (Tt — @) <.
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Lorsque pour un z; de (&, %), ¥ (z:) — g¥(&,n) Z 4, onaa; >,
car a; = & (@) —ca_y et g¥(E, 1) > cs_y. Donc

Ao
P X0 (1) (M)i @iy — xi-q) < e

Par suite

K
=KX, (00 Vi (@it — Bim1) < 5

On a donc

%ler()‘)i(‘””l —&i1) S iKX[r[(l)i_l— (2)i] (V)i (Tie1 — Zig) < % + =

En prenant donc ¢ < Kw—_‘_A)\ » (A) est démontré.
On a
K; Chy
donc ¢ (z;) < K+ a; (pour les z; compris dans les d},), on aura
ainsi
=X, (i M) Y (@) (@01 — i)

. K
< é KX/, (0 (M) (@it — Tiy) + ixlr(‘)i()‘)i 2 Ziy— i) < TE +e.

On aura donc
—,I;XI,(R)i\P(xt)(th — i)
;éx/,[(l)i-*— (2)i) V)i $(20) (Ziy — @i S 5+ + e
A . .
En prenant donc e < R%\’ (B) est démontré.

6. Nous allons maintenant montrer comment on peut satisfaire a
(1), (2), (3).

Désignons par I la somme des intégrales par défaut de ¢ pour
lesd; (h=1, ..., p), c’est-a-dire pour les (§, 1).

Nous choisissons les d;, de maniére qu’on ait

(@) "<f., ¢<x>dw—$sfm '¢<x>dx) <t O,
(b) ogl—(cod,+...+ch_.d;.+...+c,,_,d,,)<i--

(') (u,, ¢,) sont les intervalles adjoints & ¢ par K.
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Pac ces deux conditions, le choix de b evdesd], ..., , est
réglé.
Nous choisissons les (&,,n,) de maniére que :
1° La somme des longueurs des (&, &) et (n,, %), qui se trou-

vent dans les d;, (h = const.), soit plus petite que =4 (voir X1l «);
2° La somme de tous les 1K (&, — & +n —=,) soit plus petite

que -;

3° La somme 1l des intégrales par défaut de ¥ pour tlous les

1

. . 15
(§, 51)s (1, 1) soit plus petite que =
En prenant r assez grand (deuxiéme condition), on aura
l(] — 1) — ixl,(ﬂiq!(xi)(z'iﬂ— zig)| < %

(Voir corollaire V du théoréme XI11.)
On aura donc de (b)

[(cody~+...4+ch1@p+...4+cp_1dp) —11]

1 B
— ;XI,(I)J‘ Y(2;) (Zir — xi—x)l <3
et comme 11 <;°;, on aura

(c) |éx/r(l)i‘l’(xi)(wi+1——1’t—i)

—(codi+...+ Chydp+...+ cpydp) | <ce.

On a encore

(d) jl,:xl,(l)t"P(xi)(xi+|—1‘1’—1)
= ixl,(l)i Ch—1 (Zipy — Zjoy) + ‘,Exl,.([)i #; (Zjry — Ti-1)

N 1
Zecody ...+ cCpgdp+...+ Cp—1dp+ ;x,r(|),- i (Zipy— Ti-1),
1
car les termes 5 Ch (Zigy — 2;_,) de la somme

I
Xy, -,;'(l)i0h~1 (@i — iny),
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pour lesquels & = consl., correspondent 4 un ¢ tel que (Si<m.
[On a aalant de couples I, m que de d,, (h = const.).]

La contribution de ces pointsa la somme est > c¢s_, (2, — 1)
et la somme des (2, — x;) (h = const.) est > dj, car

xm—xl’z)"n"sl

et la somme des ny — &, (h = const.) est > d, (voir 1°).
De (c) et (d) on uire que

1
P Xo, ()i 2i( @iy — 2y ) < &

et par la (1) est démontré.
(2) et (3) sont valables au fond de 2° et 3°, tout en prenant r
assez grand (voir corollaire V du théoréme X1Il) et c’est la derniére

condition pour r.

Remarque. — Posons (3);=1 lorsque x; est compris dans
un des dj, et §(z;) est compris dans (K — 2%, K +2%) et soit
(3)i=o dans le cas contraire.

Soit ¢ le nombre entier pour lequel ¢,_, <K — k<S¢, Soit e
un nombre positif arbitraire. En prenant r assez grand,

!

-}X(r(.’i),-qa(.z',-)(z',‘ﬂ—.z','-,)é(K—i- ) [(dg+eq) +...+ (dp+¢€p)] + €.

Soit 1> o et donné a 'avance. En prenant K assez grand
P p 8 ’

(K+MN[(dg+eg)+...+(dp+ep)] < 1,
A étant, bien entendu, invariable.

Tutorime XV. — Soit & la fonction de XIII et soit X, une
suite normale & 4.

Posons (K); =1 lorsque Y (x;) >K et posons (K );=o lorsque
Y (i) SK. Soit x> o et donné a U'avance.

On peut choisir K arbitrairement au dela d’une certaine
limite qui ne dépend que de x, de maniére que pour les r
assez grands (la grandeur de r dépend de la suite)

(A) %Xl,(K)iMxi)(mm—m.-»-ﬂ)<‘/--
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.. . . z
Nous choisissons A > o arbitrairement, posons v = 7 et em-

3
ployons le théoréme X1V en prenant pour K une valeur telle
que

(© ‘[ q;(fw)d:t—l<g,
(K+l)[(dq+ €q) ... (dp+ep)] <§

(voir la démonstration et la remarque du théoréme X1V).
Un z;pour lequel (K);=1 est situé : (a) ou a 'extérieur des d;;
(8) ou & I'intérieur des dj; (v) ou il est une extrémité de 'un

des d).
1

La contribution [— Y(2:i) (Ligr — Zi_y )] des(a)a(A)estd’apres®

2
et d’aprés le corollaire V du théoréme XIII, <Zen prenant r
assez grand (premiére condition pour r). Les points (8) sont de

deux espéces, ils satisfont ou ils ne satisfont pas a
$(wi) — g¥(E, )

La contribation de la premiére espéce de ces points a (A) est
d’aprés le théoréme X1V, (B), plus petite que w = ;, en prenant
r assez. grand (deuxiéme condition pour 7). Les4 points de la
deuxiéme espéce sont évidemment compris dans les d), ..., d,.
Leur contribution a (A) est d’apreés 2° et d’aprés le corollaive V du
théoréme XIII, plus petite que “, en prenant r assez grand (troi-
sitme condition). Enfin les poi:ns () sont indépendants de r,
donc en prenant » assez grand, leur contribution sera < 2 Donc

Ja somme en question sera < .

Tutorime XV1. — Soit Q un ensemble de seconde catégorie
de (0, a). Soit § (x) une fonction définic sur Q, non négative
semi-continue et telle que

f“q»(.z')dx <+ (1)

a
(') On a par définition f Y(z)de =X g¥(x, &y,) (Ziyy— Z,)-
o
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Le théoréme XIIl conserve sa valeur mais X, aura le quo-
. 1 < . . . . . -
tient -, c’est-a-dire qu’il existe une suite de divisions X, a quo-

tient fini (2%) telle que

LX) + Y(@ian)] <x,+,—x,~>=f 4 () da,
0

2

les points de chacune des divisions de la suite étant, bien
entendu, points de Q (). '
Nous dirons que la suite X, est normale a .

Démonstration. — Nous définissons une fonction ¢, (z) pour
chaque point de (0, @) de la maniére suivante. Lorsque z appar-
tient & Q, nous posons

$1(2) = $(2);

dans le cas contraire, nous posons
di(z)= lim g¥%(zx—e, z+ 7).
E+N=0
4, (z) estdonc 2o, de plus elle est semi-continue. Soit 2/ un point
de (o, @). Pour un point z quelconque de (z' — ¢, 2’ +1), on a

$1(z)2 g¥ (2" —¢, 2’ + ),
donc

(@) gh(z — e, o'+ )= g¥(z' —z, 7' + ),

et ainsi

(6) (@)= lim g¥(@'—e,a'+n)= lim gh(z'—¢, 2"+ 0),
E+N=0 e+n=0

ce qui démontre la proposition.
On conclut de plus de (@) que

'['(tp,(x)dx:fn“w.r)dx.

De (&) on conclut que, pour 8 >o0 et donné & I'avance et
pour z' quelconque n’appartenant pas a Q, il existe dans chaque

(') On adjoint les ‘points o et @ & Q et I'on pose ¢(0) =¢(a)=o.
XXXIX. 20
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(' — ¢, 2" +7) des z tels de Q que

[4(z') —$(x)] <3

Soit X,, une division telle que ses points étant points de Q, on

ait pour eux
$1(z) = §(2) <+

D’aprés le théoréme XIII il existe une division X, de quotient %’

contenant X, telle que
! f i (z) dz — i X[ (zi) + $i(2i4)] (xi-f»l“—-’»'i).

est aussi petite qu’on le veul.

Construisons pour chaque point z; de X; un voisinage tel que
deux de ces voisinages soient séparés, et tel qu’en choisissant un
point z; quelconque de I'un de ces voisinages, la division de (o, @)

7 . . 4
formée par les z; ait le quotient —. 1l suffit pour cela de prendre
/
les voisinages assez petits.

Lorsque z; est un point de Q, nous prenons z;=.;. Dans
I'autre cas, z; sera un point de Q tel que | ¢ (z;) — 4(x})], soit assez
petit pour que

|3 X000 (@) + ()] (g — 2 — § XLt -+ el oni—a) |

soit aussi petite qu’on le veut.
Par 13, en désignant par X, la division qui est formée par les
points z;

S v@rde — EXiT (@) + (@) (e — 1)

sera aussi petit qu’on le veut.
En prenant donc X; au lieu de X, on obtient, comme dans le
théoréme XIII, par itération, la suite normale.

Remarque. — Tous les théorémes que nous avons établis pour

la fonction semi-continue qui est définie dans (o, @) sont valables
qt ’

pour la fonction semi-continue définie sur Q, si le théoréme n’est
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pas fondé sur le fait que l'intervalle (o0, @) est un ensemble
parfait.

B. -— FONCTION D’APPROXIMATION. — DIVISIONS SEMBLABLES.

Tatorime XVIL. — Soit & la fonction du théoréme XV. Nous
supposons qu’il existe une suite m,(z), my(z), ..., mg(x), ...,
de fonctions, définies sur Q, non négatives et telles que

1" ms(z)Smey, (2)Sd(x), imm,(z)=14{(z);
S§=o
2° Soit p. > o donné arbitrairement & Uavance et soit ' un
point de Q. Pour chaque z' il existe un (' —e, ' +1) tel que,
lorsque s dépasse une certaine limite, on ait pour chaque
point x de (2’ —e, 2"+ 1)

(&) — ms(z) < p.

Bien entendu ¢, n et s dépendent de p. et de z'.

Nous dirons que la fonction mg(x)[qui est un terme de la
suite mg(z), s=1,2,...] est une fonction dapproximation
de ¢.

Solent 3, ), » des nombres positifs donnés a !’avance. Soit
X,, une suite normale a 4.

En choisissant une constante K au dela d’une certaine limite
qui ne dépend que de x, dés que s dépasse une certaine limite
qui dépend de 8, \, x, et dés que r dépasse une certaine
limite qui dépend de la suite X, :

a. Pour les z; (de la ri*me division de la suite X,)) qui satis-
Sont a b(z;) >K, la somme des valeurs de

i‘!‘(-’b‘i)(xi—f—x—"l‘iq)

est plus petite que x.

b. Pour les x; satisfaisant auzx deux conditions

(1) Y(2:) K. Y(z1) — ms(xi)2,

1 ,
la somme N des valeurs de . K (ziy.— zi_) est plus petite

que .
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c. Pour les z; qui restent, on a évidemment
Y(z) 2K, b(z;) — ms(z;) < 8.

Démonstration. — a est évident d’aprés XV et XVI, et I'on
voit que le choix du K ne dépend que de x. Nous choisissons un
tel K. Nous n’avons donc 4 démontrer que b.

Le complémentaire P de Q est de premiére catégorie. On peut
donc DPenfermer dans un ensemble dénombrable d’intervalles
(tk, wi) tels que

w‘ )\ .
2‘/::_/,; Y(z)dr < 3 (voir X).

Lorsque 2’ est un point de Q et («, B) un intervalle qui con-
tient 2’, on a

g¥(a, B) —d(a")So.

D’aprés la définition des m;(z), a chaque point 2’ de Q corres-
pond un (2’ —z, '+ n) de maniére que pour les points x de Q
situés dans (z' —¢, ' + 1), dés que s dépasse une certaine limite
qui dépend de z' et de 3, on ait

3
$(z') — ms(z) < 5
On a donc
o
=

g¥(a, B) —m;(z) <

La valeur de K est déja fixée, nous posons dans le théoréme X1V

6 A A ..

%, W= Zet prenons ¢ <C >. D’aprés cela, nous choisissons le 6
4

et construisons les d, ..., d},, de maniére que le théoréeme XIV
soit valable.

En appliquant le lemme du théoréme XI, on voit que pour
chaque (E., 7,) (théoréme X1V) il existe une division telle, qu’en
désignant I'un de ses intervalles par (£, %), ou bien il existe un s,
de maniére que pour les points z de Q situés dans (&,7') on ait

o

5
Y& M) —ms(z) <5 (1)

(") (&, ) est le d), du théoréme XIV qui contient le (§,, n,) considéré.
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(intervalles IT), ou un tel s n’existe pas |intervalles I, ces inter-
valles sont compris dans les (¢, wi)]-

Prenons un s plus grand que le plus grand pour tous les II.
Un 2; pour lequel ¢ (z;)SK est situé dans un (& n) (théo-
réeme XIV). Donc un z; qui satisfait a (1) est situé : () dans (&, &),
(ni,n); (8) dans (Ey, ).

I.a contribution <£ K (2ipy —zi_y )) des points de (x) a Nest <%
(s < %\, théoréme XIV)-

Les points de (8) sont de deux espéces, ils se trouvent ou dans
un II ou dans un I.

Lorsque le point est point d’un II, on a

gq’(&» 71) i ”ls(xi) < 2‘)
et ayant [voir (1)]

Y(z:) — my(@;) 2 S,
on aura

V(@) — gh(E )2 2

Donc, d’aprés le théoréme XIV, la contribution de tous ces
points a N est < %\

Pour les z; de () qui sont situés dans les I, la contribution a N
est, d’aprés le choix des (&, wi) qui contiennent les I, < '; (voir

corollaire V, théoréme XIIL).
Donc

Pt
2

N<£’+'7+
4 4

Tutorime XVII. — Soient 4 (z) et o (x) des fonctions définies
sur Q, non négatives, semi-continues et telles que

/ Y(z) dz <+, f o(z)dr <+ .
o

0

Soit X, une suite normale & (y + 9). X, est aussi normale &
$etae.

Nous omettons la démonstration qui est facile, et nous remar-
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quons que le théoréme s’applique aussi & la somme d’un nombre
limité de fonctions.

Tuakorkwe XIX. — Nous disons que les divisions X",
Y, " (') sont semblables lorsqu’on a

n ’

Y —',) 7 ’ .
l=m, .}’i:m(wi—-'f)'**.}’ (i=0,...,10).
Deux suites de divisions seront dites semblables, lorsque leurs
ri¢mes divisions (7 =1, 2, ...) le sont.

Soient (', 2"), (¥',)"), ... des intervalles en nombre limité.
Soient Q,,Q,, ..., des ensembles de points de seconde catégorie
de ces intervalles. Soient §, (z), 42 (y), ... des fonctions défi-
nies sur Q,, Qa, ..., non négatives, semi-continues et telles que

a Ay
Y1 (@) do <+ o=, Yo () dy <+,

o oyt

Il existe des suites 'semblables X“"i”) Y”d"yuly e ey normales
Iy b lr
d lqu, 'J{g, e e

Nous ne considérons que deux intervalles (2', z") et (y',y”").
y élant un point de Q,, posons:

F= LTS G-y
y’_‘yl b
et désignons par (), I'ensemble des points z = z de (2',2"). Q,
est évidemment de seconde catégorie.
Posons ¥, (z) = 4. (¥); ¢, (z) est évidemment définie sur Q,
elle est non négative semi-contiuue et

ax _ /,—.Z"
S @ =5=2

Y

,

had
f Yo () dy <+ .

4, (z) et ¥, (z) sont donc définies sur I'ensemble Q, qui est la

(') On comprend facilement la signification de Yg'v’) qui est tout a fait ana-
logue a celle de Xﬂ"’-’).
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partie commune de Q, et de Q,. Q| est de deuxiéme catégorie
(théoréme X), 4, et ¢, (Z) sont non négatives, semi-continues et
leurs intégrales par défaut sont finies.

D’aprés le théoréme XVII, il existe une suite X{**" normale a
byetad;.

On wouve facilement que la suite Y™, qui est semblable &
la suite Xj*™, sera normale a ¢, ().

C. — LA PONCTION SEMI-CONTINUE COMME LIMITE DES FONCTIONS.

Tutorkme XX. — Soit Q un ensemble de points de seconde
catégorie de (o, a). Soient ¢.(z) (s=1,2,...) des fonctions
définies sur Q, uniformes, non négatives, intégrables et telles
que 95(2) S psi (2)-

La fonction

Y(x)= lim g (2)

est donc définie sur Q, elle est uniforme, non négative.
Supposons qu’elle soit semi-continue, ce qui arrive certaine-

ment lorsque chacune des fonctions ¢ est continue sur Q (voir
théoréme 1V). On a alors

n a
lim 99_\~(x)d.z'=f Y(z)da.
S=—a 0 -—2

Démonstration. — a. 1l est connu que ¢ (z) étant une fonction
définie pour Q, elle est intégrable lorsqu’elle est bornée et

X g¥( @i, i) (Xiy— i) = X GV (@4, iv1) (Ti1 — Xi)s

en désignant par G? (2, 4.) la limite supérieure des valeurs de ¢
pour les points de Q compris dans (z;, Ziy).
Le symbole de ces valeurs égales estfnc‘o (z) dz. Il est, de plus,

0
connu que les points de disconlinuité de ¢ forment un ensemble

de premiére catégorie.
< ’, . \
Posous, lorsque z n’appartient pas a Q,

o (z) = g9:(z), Yi(z)=g¥(x),
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et lorsque z appartient a Q,
w(@) =¢s(),  4i(2) = ().
On démontre facilement que
lim ¢V (2) = 41 (),

de plus, que ¢{" est aussi intégrable, ¢, est semi-continue (voir XVI)

el
[a?gi)(x)dx =["?s(w)dx, ia%(z)dx:latp(x)dx.

On peut donc supposer que Q coincide avec (o, @) (*).
b. On a ¢;S ¢y, donc

f ps(x)d:vgf Ps+1(7) dz.
[ (1]

Ainsi, lim os(x) dx est déterminée.

s=wdy
Prenons une suite X, . On a évidemment
8 (s, i) S &Y (2, i),
nous aurons donc
Xi, &9 (i, xi_._,)(z'iﬂ—xi)gxl,g‘l'(x,-, Zia1 ) (Bie1 — X))

pour r=oc, On aura

‘[n?s(z)dw§£a¢(x)dx.

a

lim ‘/‘a?.‘.(x)dx_i:f Y(z)dx.
s== 0

On a donc

c. Soit & > o et prenons un X, tel que nous ayons

[ 4@)dz—Xighan v (pra—z) < & ().
0

(1) On démontre immédiatement le théoréme a I’aide des intégrales de M. Le-
besgue.

(*) On prend :
I

—— =o0.
-+oc

1 1
Fo—a=_; (+»2azZo), ==,
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Soient les 3; arbitraires mais tels que z; , — ;> 0;> 0 et que
1 +
a
[‘ t‘g(x)dx-——X/g\P(.z',-, Zipa ) (@i — 2 — 0;) < s.
/o

Soit z’ un point de (#;, ;). On alim o;=1{, donc 1l existe
S= o

un ¢ (qui dépend de z') de maniére que

3
$(@) —u(a) < -
On a encore
o Y(2')2 g¥ (2 Ti);
amsi

,',""P(Z‘}, xi—i—l)_‘?v(x’) < E"

Soit P; 'ensemble des points de discontinuité de ¢, il est de
premiére catégorie. L’ensemble P, qui est laréunion de Py, Py, ...,
est aussi de premiére catégorie. Soit Q' le complémentaire de P.

Lorsque z’ est un point de Q’, o, est continue en z'. 1l existe
donc un (E, 1) compris dans (2, ;) et contenant 2/, de ma-
niére que

| o2

po(z')— g (&, m) < -+

2
On a donc
gq’(xh xi+1) _g:P"(S: 7)\’ < 8»

et ainsi, pour § = ¢
&% (&, m)(n—&)+3(n—&) > g¥ (@i, ir1) (7 — &),
et cette inégalité est évidemment valable pour s2v.

On peut donc (voir X1) former une division de (z;, ziy,) de
maniére que la somme des longueurs de ses intervalles qui ne satis-
lont pas 4 une pareille inégalité soit plus petite que ;.

Soit X,, la division de (o, @) qui est formée par ces divisions
des (zi, ziy1). Soit s plus grand que chacun des ¢ qui se pré-
sentent. On aura

Xy, &9 (@i, Tir) (i — i) + 8a > Xy gV (21, Zigt) (@i — 2i— 8i).

Ainsi pour s assez grand

fl'?s(x)dx—i—8a+8>‘/ﬂ¢(x)dx,
0 0

ce qui, d'aprés b, démontre le théoréme,



