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SUR LA REPRÉSENTATION ANALYTIQUE D'UN CONTINU IRRÉDUCTIBLE;

PAR M. L. ZORETTI.

1. J'ai démontré dans un Mémoire paru aux Annales de VEcole
Normale (1909) qu'un conlinn irréductible (*) entre deux points
est l'ensemble limite d'une ligne de M. Jordan.

Cet énoncé peut d'abord être précisé de la façon suivante : Soit
C le continu donné, irréductible entre a et &, et soit J,, une des
lignes de Jordan en infinité dénombrable qui tendent vers G.
Toutes les lignes J,, passent par a et 6. Extrayons de l'ensemble
des 3n "ne s"ite dénombrable de lignes. L'ensemble limîte reste
continu et contient a et b. Tous les points limites sont des points
de G. Donc, puisque G est irréductible, l'ensemble limite est G tout
entier.

Soit encore m un point quelconque de G. Je dis que m est
limite pour tous les J^. En effet, s'il n'en était pas ainsi, on pour-
rait trouver une inunité de valeurs de n (indéfiniment croissantes)
tels que les J,, correspondants ne pénètrent pas dans un cercle
déterminé de centre m. Cela est contraire à ce que nous venons
de voir, car il existerait alors un ensemble de lignes extrait de în
pour lequel l'ensemble limite ne contiendrait pas m.

Donc le continu G a tous ses points limites pour tous les J,, (2).
Le raisonnement subsiste si lesJ,/, sans passer para et b, admettent
ces points comme points limites pour tous.

( 1 ) Pour le sens de ce mot et les propriétés de ces ensembles, je renvoie au
Mémoire précédent et à un Mémoire qui paraîtra prochainement dans les Acta.

( 2 ) Voir L. ZonETTi, Bull. Soc. math., 1909, p. 1 1 6 , ou Encyclopédie J. MOLK,
article II, 4, n° 15, p. l'p.
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.Rajoute que pour les J,, on peut même choisir des lignes de
Jordan sans point double ou simples,

2. Essayons de tirer de là quelques conséquences sur la possi-
bilité de représenter les coordonnées d 'un point d'un continu irré-
ductible par des fonctions d'une variable.

On peut trouver deux fonctions continues (cas du p lan)

^=fn{t\ y=^(^,

telles que, / variant de o à i, le point Xy y décrive la ligne J,, (a)
correspondant par exemple à t === o, et b à t == i ). Il est assez na-
turel de considérer les fonctions de t

x-=\\mfn(t\
n oo

y= l im^(^) ,
n ao

ou, ce qui revient au même, les séries

^ ==/l«) 4-^ [/„(<) -/,,(/)],
n

y =<?.(<) +^[^>(')-<?»-i(<)].
n

Mais il ne faudrait pas croire que, pour une valeur donnée de ^,
ces séries convergent, ni que, lorsqu'elles convergent, elles repré-
sentent un point quelconque de C : cela reviendrait à dire que
toute fonction limite de fonction continue est continue.

Le raisonnement doit donc être modifié et complété.

3. Commençons par déterminer un ensemble dénombrable de
points de G dont le dérivé coïncide avec G. On sait que cela est
possible ; soit E cet ensemble.

Donnons-nous un nombre e, et prenons dans E les n premiers
points. Rangeons-les dans un certain ordre, soit l'ordre a^ û^, ...,
an. Entre a et Oi , entre a^ et a^ ..., entre dn et 6, établissons des
chaînes de points de G à chaînons inférieurs à e ( f ) . Nous obte-

( 1 ) On peut, si l'on veut, supposer que les sommets sont tous des points de E,
car la seule propriété de l'ensemble qu'on utilise est d'être bien enchaîné; or E
qui est dense sur C est bien enchaîné.
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nons ainsi une file de points que je numéroterai ao, ai, ay, ..., v.p
(a et b élani respectivement ao et a^,). En joignant chaque point
au suivant, on obtient une ligne dejordan. Exprimons les coordon-
nées d'un point de cette ligne par des fonctions continues d'une va-
riable /, ces fonctions étant assujetties à prendre pour les valeurs

suivantes de t : o, -i -9 • • • , p-——-, i , les valeurs des abscisses ou
P P P

ordonnées des points ao, a < , ..., y.p.
Considérons les n' points suivants de E; rangeons-les parmi les

a dans un ordre quelconque, et traitons chaque intervalle a/, a/^i
comme nous l'avons fait tout à l'heure pour l'intervalle a, 6, en

changeant e en-» et en prenant parmi les sommets de la chaîne entre

cf.i et a/_^ ceux des n1 points de E que nous avons convenu de
placer entre a/eta/^.i. Représentons la ligue de Jordan obtenue

entre a/ et a / . , par des fonctions continues, définies de / == — y

t == — — ? prenant pources valeurs les valeurs des coordonnées de
i i i i / p — i / pa, et a , .<. et pour les valeurs ~ -4- —^ • • • » - + -——< - 4- •'—,

• * P PP P PP P PP
les valeurs des coordonnées des p' sommets consécutifs de la
chaîne.

La réunion de ces ip fonctions continues forme deux fonctions
continues définies de o à i.

Continuons ainsi en prenant n1^ n1^, . . . .nouveaux points sur

E (on peut faire // •==- n' == n" == i ) et les valeurs --j -? • • » pour les

longueurs maxima des chaînons.
Désignons par f^{t\ g'^(t) les fonctions de t obtenues chaque

fois, l'indice a se rapportant au numéro d'ordre de l'opération, el
considérons les séries '

^=A(t)+^[f^)-f^^
p-

r^^O-^^r^O--^. i(QL

1° Ces séries sont convergentes pour toutes les valeurs de t

telles que-» - -4-—;, ...; car pour une telle valeur, les fonctions1 P P PP -
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/(A e^ '̂(A gardent la même valeur à partir (Tune valeur suffisam-
ment grande de JJL. Je dis que ces valeurs de t forment un en-
semble dense dans l'intervalle o, i. En eflet, supposer le contraire
reviendrait à supposer qu'à partir d'un certain moment l'intervalle

—f —— ne serait plus réduit, ce qui est absurde, car la distance

a,,, y.p _ i finit certainement par être supérieure à la longueur — du

chaînon qui est aussi petite qu'on veut.

îï° Pour les valeurs de t que nous venons de définir, les fonc-
tions .c et y sont égales aux coordonnées de certains points. Ces
points sont tous sur G (ou surE si l'on veut) et parmi eux figurent
tous les points de E; c'est dire qu'ils forment un ensemble de
points qui est dense sur G.

3° Pour une valeur de t différente de celles-là, on ne sait plus
si les séries convergent; mais on peut dire que les valeurs /p. Çt),
^'^(t) {t ayant une de ces valeurs bien déterminée et fixe) défi-
nissent des points dont les poinis limites sont tous sur G.

Nous avons donc l'énoncé suivant :

On peut^ nu moyen de fonctions limites de fonctions conti-
nues définies pour un ensemble partout dense de valeurs de la
variable, représenter les coordonnées (V un ensemble de points
denses sur un continu donné quelconque.

4. Je n'ai pas eu besoin de l'hypothèse que le continu est
irréductible. Peut-être, pour cette catégorie spéciale d'ensembles,
peut-on, en tenant compte de l'ordre des points sur le continu,
faire en sorte que les fonctions précédentes soient définies pour
toute valeur de t. Il y a là un rapprochement intéressant à faire
avec la classification des fonctions de M. Baire. Le continu irréduc-
tible ordinaire est au continu irréductible que j'appelle simple ( { ),
que j'appelais d'abord complètement fermé (et qui est la ligne de
Jordan), ce que l'ensemble des fonctions de la première classe est
à l'ensemble des fonctions continues ou de classe zéro.

( 1 ) Voir mon Mémoire des Acta.
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5. Je termine par un exemple : je choisirai la fonclion clas-

sique y = sin-« Considérons les fonctions continues suivantes :

i° y\ = sin - pour - < | a ? [ < < i ,
X 2

yi==o pour M<7>

a* yi^sinî pour \<\x\<^.
•C 3

^,==o pour j .y|< 1;

7n=sin^ pour ^-^.<|^.|<i,

y,t==o pour |a ' |<———•

La fonction

^=<rl-+-^(y»-^-l)»

limite de fonction continue, existe pour toute valeur de x entre
— i et 4-1. Elle représente (au sens défini dans cette Note)
Fensemble irréductible non simple formé par ^adjonction à

y==sin-^ de la portion — i, 4- i de l'axe des y. Elle est nul lex
pour x = o.


