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SOLUTIONS D'ORDRE IMAGINAIRE D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE;

Par M. Hexri Durac.

1. Considérons une équation différentielle
0N Y(z, ) dy +~X(x,y)dzr =0

et une valeur de z que nous pouvons loujours, pour simplifier,
supposer étre r = o. Je dirai que I’équation admet, dans le voisi-.
nage de z = o, une solution y () d’ordre imaginaire, si p. élant
un nombre complexe, il existe une solution telle que y : 2% tende
vers une limite finie et différente de o, lorsque z tend vers o.
Il ne sera pas nécessaire, pour qu’il y ait une solution d’ordre
imaginaire, que y . z* lende vers une limite finie, quelle que
soit la fagon dont x tend vers o, il suffira qu’il y ait une solu-
tion telle que y : 2 tende vers une limite finie, lorsque x Lend
vers o suivant une cerlaine loi.

Je me suis proposé de trouver les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que I'équation (1) ait une solution d’ordre imaginaire
et j’obtiens le résultat suivant. Considérons les expressions

zX(z,y) =S Apz2yB,
yY(z,y)= EBapx“yrp’,

composées chacune d’un vombre fini ou infini de termes, mais
convergentes dans ce dernier cas, lorsque |z | et |y | sont suffisam-
ment petits. Figurons dans le plan de deux axes de coordonnées o8
et oa, le réseau des points ayant pour coordonnées les valeurs de o
et de 3 correspondant aux divers termes de ces expressions. Tra-
cons a la fagon ordinaire la ligne polygonale, dite polygone figu-
ratif, ayant pour sommets certains des points de ce réseau et telle
que tous les autres poinls du réseau soient au-dessus de celle
ligne ou sur ses cotés. Pour qu’il existe une solution d’ordre
imaginaire, p. =a +ib (b w’étant pas nul), il faut et il suffit
que pour un sommet du poly gone figuratif, dont nous désigne-
XXXIX. 16
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rons les coordonnées par m et n Uon ait

Amn—+ P'an= 0.

A chacun des sommets a, 8 du polygone figuratif pour lequel le
rapport Aug : Byg est un nombre complexe, correspond une infinité
de solutions d’ordre imaginaire dont nous obtiendrons 'expression
sous la forme d’un développement en série. Nous étudierons en-
suite quelques propriétés de ces solutions.

2. M. Horn dans un intéressant Mémoire (Journal de Crelle,
t. 113) a déja étudié la question que je me suis posée et a recher-
ché les intégrales d’ordre non rationnel d’une équation diffé-
renticlle. J'ai cru devoir reprendre cette étude, par d’aatres
méthodes, pour les raisons suivantes.

La méthode employée par M. Horn pour rechercher les valeurs de
w non rationnelles telles que I’équation admette une solution y (x)
d’ordre ., est fort simple, mais ne me parail pas présenter une
rigueur suffisante : on y suppose que si « est une fonction de 3
telle que « : s* tende vers une limite ¢, lorsque z tend vers o, on

a nécessairement
du

lims—
dz

Db =cp.

Celte assertion a hesoin d’étre justifiée. Elle me parait exacte pour
les fonctions définies par une équation différentielle du premier
ordre, de I'espécc indiquce, mais elle est inexacte si I'on consi-
dére une fonction u(s) quelconque. En second lieu, la méthode
suivie par M. Horn, pour établir dans certains cas I'existence de
solutions y (z) d’ordre non rationnel, méthode qui exige plusieurs
changements successifs de variables, oblige a laisser de coté (voir
Note, p. 54) certains cas particuliers qui dans la méthode plus
simple, me semble-t-il, que j’emploie ne présentent rien d’excep-
tionnel. Enfin, la différence la plus marquée entre le travail de
M. Horn et le mien consiste en ce que M. Horn suppose implici-
tement que 'argument de z reste fini, lorsque 2 tend vers o, et
n’obtient ainsi que certaines catégories de solutions d’ordre ima-
ginaire. On pourra voir dans la suite que si I'on suppose que I'ar-
gument de x puisse croitre indéfiniment, cette hypothése entraine
sans doute quelques complications dans certaines démonstrations,
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mais il en résulte tout naturellement des conclusions moins restric-
tives et d'un énoncé plus simple. J'ai déja fait remarquer ailleurs
qu’il était artificiel (dansce genre de questions) de supposer que
'argument de z reste fini. Pour montrer comment cette hypothése
peut, dans certains cas, éliminer des solutions intéressantes, pre-
nons I'équation

(2y +x3+2)y2)dy + (22— 22y —y3)dr =0

dont la solution générale est, en posant =y cos, y =p sinf,

donnée par
1

2 = —_ .
lO =

0+ C

@)

Pour toutes les solutions de I’équation, 2 = 0, y = o est un point
asymptote. Si nous faisons le changement de variables

r+iy=u, r—iy=v,
on obtient I’équation
u(2+iuw)do +v(2—7iuv)du=o,

équation qui n’admet pas de solution telle que w« et ¢ tendent
simultanément vers o, si 'on exige que 'argument d’une des va-
riables « ou ¢ reste fini.

3. Je me propose de montrer que, sauf dans un cas que la
démonstration mettra en évidence, il est impossible que 1'équa-
tion (1) ait une solution y(z) d’ordre imaginaire : c’est-d-dire
impossible qu’on puisse faire tendre z vers o de telle fagon que y
tende vers o et que y : z* lende vers une limite finie différente

de o. Posons
. y=txb,
I'équation (1) devient

ztY (z, y)dt +[pY (2,y) 2b-14+ X (2, y)]dz =0,
et si nous posons ensuite
z = e3,

nous aurons l’équation

ds 1 yY(z,y)
At " Ty Y(a,y)+aX(z,y)

(2)
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oli, pour abréger, nous laissons pour le moment, dans le second
membre y, au lieu de le remplacer par ¢zb.

La marche de notre démonstration serala suivante. Nous démon-.
trerons d’abord que, sauf dans un cas, il existe un certain domaine
D, tel que si 5 et ¢ prennent des valeurs intérieures a ce domaine,

.. ds , . ,
on ait -(a—!f;-< M, M étant un certain nombre fixe. Il en résulte que,

5=, ¢ = o élant des valeurs intérieuresa ce domaine, la solution
5(¢) qui pour ¢ =« prend la valeur z = § sera, pour ¢ voisin de «,
holomorphe et voisine de z = . Nous prouverons d’autre part que
s'il y a une solution de (1) d’ordre imaginaire telle que ¢ tende vers
une limite finie ¢,, lorsque z tend vers o, cette solution fournira
unc solution 35 (¢) telle que pour ¢ = a, z prenne une valeur 3, les
valeurs o et 8 étant intérieures au domaine D. 1l en résultera que
lorsque ¢ tend vers ¢, z restera voisin de 3, ce qui est absurde,
puisque nous supposons que 3= Lz croit indéfiniment. Ce ne
sera donc que dans le cas d’exception signalé qu’il pourra y avoir
des solutions d’ordre imaginaire.
Démontrons d’abord le lemme suivant :

Supposons que, x étant une variable complexe et h un
nombre positif, lon ait
Jer—1|zh,

nous aurons
er=1+4+0h, x=Lu-+08h),

0 étant un nombre complexe de module au plus égala 1. Pour

S

h infériecur a 1, nous aurons
02h2  B3)3

i —_—

x=2hkwi+ 0h— 3 ceey

k étant un certain nombre entier. Si nous supposons mainte-

I
nant h < ,» ous aurons

Iz‘—-'z/cni|<-—1t—< 2h.
1—h

En considérant dans le plan de la variable complexe z, tous les
cercles de rayon 2/ décrits autour des affixes des valeurs 2k,
le résultal obtenu peut s’énoncer de la fagon suivante : si I'on a
er—1|Z h, le point d’affixe z sera intérieur & 'un des cercles
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précédents. Inversement si le point d’affixe z est extérieur 4 tous

ces cercles, on aura
|ex—1| > h.

Pourarriveraladémonstration que nousavons en vac nous aurons
besoin, aprés avoir remplacé y par z¥ dans le second membre
de (2), de mettre en facteur an numérateur et au dénominateur une
puissance de z Lelle que les termes qui reslent aprés celte mise en
facteur ne tendent pas tous vers o, mais ne deviennenl pas non
plus infinis, lorsque x tend vers o. Or p élant imaginaire, il se
présente pour cette mise en facteur une difficulté qui n’existe pas
lorsque p est réel : cette puissance de x mise en facteur variera en
général avec la valeur que prend le rapport du module et de I'ar-
gument de 2. Soit en effet un terme Gy, 2™ y". du dénominateur,
par exemple, nous aurons a nous demander si le module de 2™ )"
est supérieur ou inférieur aux quantités analogues relatives aux
autres termes du dénominateur. Si nous posons.

y=trh, x=e3, s=u-41iv, p=a-+ib,

ce module, en faisant abstraction de C,., ", est égal &

elm+na)u—bny

qui, si nous posons i =|x|=e¥, est égal a

©
m+na—bn H
r

En posant

v
‘I=(l—,-b;

on voit que ce module est le méme que le module ™+, 1l en
résulte que pour savoir quelle puissance de z pourra étre mise en
facteur, il suffira de chercher le terme ou les termes ou m 4 ny
prend la plus petite valeur possible. J'appellerai ces termes termes
d’ordre moaindre. Leur recherche pourra se faire par la méthode
habituelle du polygone figuratif. Nous remarquerons que, la valeur
de v dépendant du rapport v : u, les termes d’ordre moindre pour-
ront changer lorsque ¢ : u varie.

Si, aprés avoir remplacé y par 1zt dans py Y (2, y) + 2 X (2, y),
il y a dans cette expression, pour une valeur de ¢ : u, un seul
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terme d’ordre moindre et que ce terme provienne de py Y (2, y),

ds .
le module de —; restera fini lorsque z tend vers o et ¢ tend vers ¢,.

5 dz - o 1
En effet — aura, dans ces conditions, pour limite — T
[}

Si, dans p.y Y(z,y) +xX(z,y), il y a un seul terme d’ordre

. . . .. d
moindre et si ce terme provient de X (z,y) la quantité 07; ten-

dra vers o lorsque 2z tend vers o et ¢ vers ¢,.

Si les termes d’ordre moindre sont fournis i la fois par des
termes de ¥ Y (z, ) et des termes de z X(z, y), il peut se pré-
senter un cas exceptionnel ol ces termes disparaissent dans la
somme py Y (z,y)+z X(z, y), lorsque a chacun de ces termes
d’ordre moindre de la forme A, 2™ y" fourni par z X (z, y) cor-
respond un terme B,,, £™ y# fourni par y Y(z, y), tel que I'on ait
Ann =+ pBma=o0. 5i nous metions ce cas a part, nous pourrons
diviser le numérateur et le dénominateur du second membre
de (2) par une méme puissance de z, celle qui figure dans un des
termes d’ordre moindre de py Y(z, y) + x X(x, y) lorsqu’on a
posé y = tzt () sans que les termes qui restent croissent indéli-
niment, lorsque z tend vers o. L’équation (2) se présentera alors
sous la forme

dz 7T(x,t
) ket
A chaque c6té du polygone figuratif correspond une valeur de v,
qui est la pente de ce c6té et pour laquelle les termes d’ordre
moindre sont les termes figurés par des points situés sur ce colé
du polygone. A chaque sommet du polygone figuratif correspondent

(1) Aprés qu’on a supprimé dans les termes d’ordre moindre la puissance de z
qui figure dans un de ces termes, il reste encore trace de z dans les autres termes.
Supposons, par exemple, que ces termes d’ordre moindre soient Az™y" + A'z™ y™,
ce qui exige qu’on ait

m-—+nyv=m'+n'y
ou
(m+na)u—bnyv=_(m'+n'a)u—bny.

L’expression considérée s’écrit, aprés avoir posé y = tz¥,
am+en[ Agn 4 A t;"x'"“m'*l‘("—"’)] ;

le module de zm-—m+#(»—) est égal & 1, mais son argument varie lorsque z varie,
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les valeurs de v comprises entre lcs pentes des deux ¢Otés qui abou-
tissent 4 ce sommet du polygone figuratif et pourtoutes ces valeurs
de v, les termes d’ordre moindre se réduisent au lerme unique
figuré par le sommet considéré.

Nous voyons que le nombre des maniéres de mettre, suivant la
valeur du rapport « : ¢ 'équation (2) sous la forme (3) est fini, et
pour toutes ces fagons d’opérer Z(z, ¢t) est fini, lorsque x est voi-
sin-de o et ¢ voisin de ¢,. Nous allons démontrer que, lorsque s et
¢ varient dans un certain domaine (ue nous allons fixer, le second
membre de (2) reste inférieur en module 3 un nombre p. Pour le
voir, il nous suffira de montrer que T (z, ¢) reste supérieur en mo-
dule & un nombre fixe dans un certain domaine.

Décomposons uy Y(z, y) + 2 X (z,y) en facteurs, dec maniére
a mettre cette expression sous la forme

P
(4) H (x,)/)[[()’+a[xai+.tu;c?i);

H (z, y) désigne une fonction de z et y holomorphe et non nulle
pour z = o, y = 0; les a; sont des constantes, les a;des exposants
positifs entiers ou fractionnaires, les quantités ¢; sont des fonc-

tions de  qui se réduisent 4 o pour z =0 et qui sont représentées
1

par des développements suivant les puissances de z ou de z%, ¢;
étant un certain entier. Sil'on considére (*) des valeurs de x telles
que z* tend vers o avec z et si I'on prend y = tx¥, I'expression
H(z, y) restera supérieure en module a un nombre positif fixe N,
lorsque z tend vers o et ¢ vers ¢,. L’expression T'(z, ¢) s’obtien-
dra en remplagant dans (4) y par tx* et en supprimant dans cha-
cun des facteurs du produit I la puissance de z qui figure dans le
terme d’ordre moindre de ce facteur. Pour démontrer que T (2, ¢)

(') Nous supposons ici, pour simplifier, que nous considérons une solution y (z)
obtenue en faisant tendre x vers o de telle facon que z* tende vers o. Cette hypo-
thése n’est pas indispensable. Nous pouvons faire tendre z vers o de telle maniére
que z* reste fini, ne tende pas vers o et considérer des solutions y () telles que
¥ : x* teude vers ¢, lorsque x tend vers o et pour lesquclles » ne tend pas vers o.
Nous aurons seulement besoin pour notre démonstration de supposer que y reste
voisin de o, de telle maniére que H(x,y) soit convergent et reste supérieur en
module & un nombre fixe N.
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reste, dans un certain domaine, supérieur 4 un nombre fixe, il

nous suffira de démontrer que chacun des facteurs du produit II

reste, aprés suppression de la puissance de z que nous venons d'in-

diquer, supérieur, dans un certain domaine, a un nombre fixe.
Considérons par exemple le facteur

i devi Y x4 2t
qui devient

(5) tzh—+ ay x4+ 2% @y,

La puissance de 2 qu’on peut mettre en facteur sera suivant le cas
zW ou z%. Pour que nous puissions mettre en facteur z*, il faut
que z*~# ne croisse pas indéfiniment, lorsque z tend vers o. Or,
avec les notations déja employées, le module de % ® est r*.-v;
donc, sia, — v est positif, nous mettrons zt* en facteur. Si ¢y — v
est négalif, nous mettrons z% en facteur. Si I'on a a; =v il sera
indifférent de mettre % ou zt* en facteur. Si I'on met en facteur
z¥, il reste aprés la suppression de ce facteur I'expression

Aj=t+a2% P(ay+ ¢4).
Désignuns par z, un qutlconque des nombres vérifiant ’équation
ag et ¢y = o.

On peut trouver des nombres ¢, et n, tels que, pour

(6) lt—tl<n, |zl<e,
on ait
t to hyty
Ay @y X o) ’

h, étant un nombre arbitrairement choisi. On a par suite

to
= 0, hy)— = — (oty—W) 2.
a + o1 (1+ 0, ’)011 (1404 Ay ) elu—W3z,
b, étant une quantité dont le module est inférieur a 1. L’expression
A, devient ‘
_(ait+ei)to [el@—wiz—2) — | — 0 Ay ]
a,

en posant comme précédemment £ = ¢*. Tragons autour des dif-
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férents points

2kmni
)
oy —|

-

5 =3+

dans le plan de la variable complexe z, des cercles C; de rayon
2 h

Tay—ul

aura

- D’aprés le lemme, si 5 est extérieur a tous ces cercles; on

|etoy—p) (-2 — 1| > L.

Si nous mettons en facteur 2%, I'expression (5) devient, aprés la
suppression du facteur z%,

V= a + ¢+ teh—%,

On peut trouver des nombres ¢/ el 7, tels que, sil’'on a
1 LN )

(7) [e—s]<ni, |z|<e,
on ait
A+ W h,a..
t to to

On a par suite, en supposant 6, de module inférieur a 1,

ta
Ay =— _tTl [efe—atz- 20 — 1 —8 Ry ]
et comme précédemment, si z est extérieur & tous les cercles Cf,

on aura :
le(p.—a.)(z—z‘) —1> h.

Les quantités ¢, et n,, €, etn peuvent éire supposées assez petites
pour que si les conditions (6) et (7) sont vérifiées, il existe un
mombre fixe N, différent de zéro et tel qu’onait

tay

lay (ay+ 1) to
to

04

>2Nl.

>'2Nh I

Si nous désignons par ¢] le plus petit des deux nombres ¢, et
e, et par 7| le plus petit des deux nombres 4, et 7, on voit que,

. ho . .
si I'on prend &, =~ si I'on suppose qu’on ait

[e—tl<ai, 2] <,
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et que 3z soit extérieur a tous les cercles Cj, 'expression A, ou
I'expression A (suivant qu'il aura convenu de mettre en facteur
z! ou x*) reste supérieure en module & 2 N,.

En opérant de méme pour les divers facteurs du produitIl, nous
aurons a considérer des séries de cercles C}, C3, ..., C;‘, analogues
a la série de cercles C;. Dans chacune de ces séries les centres des
cercles seront des points situés sur une méme droite et équidistants,

c’est-a-dire tels que la distance de deux points consécutifs soit

constante. Pour les cercles C} cette distance est -h—)_l_r—"—l— soit C
I’ensemble de ces cercles. Certains des centres de cerlcles apparte-
nant & deux séries différentes pourront coincider, mais sil’on con-
sidére tous les centres distincts des cercles C, les distances mu-
tuelles de deux centres auront une limite inférieure différente de o,
ainsi que cela résulte facilement du fait que ces centres sont des
points équidistants situés sur un nombre fini de droites. Nous
désignerons cette limite inférieure par 4{. Nous pourrons prendre
h assez petil pour que les rayons de tous les cercles C soient infé-
rieurs a §. D’aprés ce qui précéde, nous savons qu'il existe des
nombres 7 et ¢ tels que si 'on a

[t —to] <m, |z <e,
et si 3 est extérieur a tous les cercles C, ’on ait
IT|> h? NN;N; ... N,.

On a par suite, dans ces conditions, en désignant par M un

nombre fixe
dz

E <M.

4. Le théoréme préliminaire que nous avions en vue étant
établi, nous allons maintenant démontrer qu'il est impossible que
I’équation (2) admette une solution pour laquelle ¢ tend vers ¢,
lorsque z tend vers o.

Considérons les C’ ayant pour rayon 2§ et pour centres, les
centres des cercles C. Ces cercles C' seront extérieurs les uns aux
autres. Si s tend vers linfini (de telle fagon que y = e® tende
vers o), z prendra certainement une valeur 3 extérieure a tous les
cercles C' et 'on pourra supposer ef aussi petit que I'on veut.
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Considérons le cercle de rayon § décrit autour de 5=, dans
le plan des 5. Pour toutes les valeurs de z intérieures & ce cercle,
c’est-a-dire telles que l'on ait |3 —B| ¥, 5 sera extérieur aux
cercles C. De plus, on peut supposer que eB soit assez pelit pour
que, si 'on a |5 — B| <, on ail

lez] = |r| -<e.

Supposons qu’il y ait une solution de (2) telle que, lorque z
tend vers o, ¢ tende vers ¢,. On peut prendre <' assez petit pour
qu’on ait, en désignant par n' un nombre que nous fixerons dans
la suite

L [t —t)<n
si 'on a
|| <<

Nous pourrons toujours supposer que ¢’ est au plus égal a ¢, en
remplacant ¢’ par ¢, dans le cas ot 'on aurait e < /. Quel que soit
le chemin suivant lequel z iend vers o, nous avons vu que 5 pren-
dra une valeur § jouissant des propriétés indiquées plus haut.

‘Soit « la valeur de ¢ pour s==f. Nous aurons |a — | <<7'. Si
'on prend 7'<< 2_. la condition |z —¢y|<<m sera vérifiée si
l'on a

n,
le-aj< ]

Nous savons de plus que B a été pris de telle fagon que, sil'on a
|5 — Bl <%, onale?|=|x| <c el zest extérieur a Lous lescercles
C. Donc si I'on a _
n
|“'°‘|<;’ |z —BI<E
le second membre de ’équation (2) est une fonction holomorphe
de z et de ¢ dont le module reste inférieur & M. La solution 5 (¢)
qui pour ¢= o prend la valeur = (3 sera donc une fonction holo-

morphe de ¢ pour
) lt - 1' < n”v

" désignant le plus petit des deux nombres z;iel 1—&; de plus, pour
|t —a| <7, on aura |3 — 3] <<§. Or si nous prenons v’ << -'1)— le

cercle |7 — ¢,| <7 sera compris & l'intérieur du cercle | t—a | <4,
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et, lorsque ¢ tendra vers ¢,, en restant alintérieur du cercle
|t —t,]| <7/, on auratoujours |z — B| < §; orcela est impossible,
puisque z = e? tendant vers o, z doil croitre indéfiniment.

Nous avons ainsi démontré que, sauf dans un cas exceptionnel,
il est impossible qu’il y ait une solution de I'équation (1) d’ordre
imaginaire . Examinons ce cas d’exception ot notre démonstra-
tion est en défaut.

Nous considérons les expressions

zX(z,y) =ZAsgzyB,

8
®) YY(z,y)=2Bypgzty8,

dans laquelle nous remplagons y par tz#, u étant un nombre com-
plexe (i = a+ ib), et nous considérons, pour une valeur de la

., v . .
quantité v=a — b o les termes d’ordre moindre des expressions

(8), c’est-a-dire les termes pour lesquels o 4 v3 prend la plus
petite valeur. La démonstration donnée est en défaut, sices termes
d’ordre moindre disparaissent, quels que soient ¢ et z, dans la
somme

zX(z,y) +pyY(z,¥).

Si nous formons le polygone figuratif de I’équation (1) en faisant cor-
respondre a chaque terme des expressions (8) le point d’abscisse §
ct d'ordonnée a ('), les termes qui deviennent, pour une valeur
convenable de v, termes d’ordre moindre sont ceux qui sont figurés
par des points situés sur les cétés du polygone figuratif. Si ces
termes d’ordre moindre sont figurés par un sommet Sde coordon-
nées B, et ay du polygone, il faut, pour que le théoréme soit en

défaut, que l'on ait
Aaaﬁn -+ “Baopo =o.

Il y a dans ce cas un seul terme d’ordre moindre dans chacune
des expressions (8). Si les termes d’ordre moindre sont figurés
par les divers points de coordonnées {3, a; situés sur un c6té C du
polygone, le théoréme ne sera en défaut que si, pour toutes les

(') Nous donnons aux axes des abscisses et des ordonnées la disposition habi-
tuelle : I'axe des abscisses est dirigé de gauche a droite, celui des ordonnées de
bas en haut
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valeurs de ¢ correspondant & ces points, on a
A+ 1Bag,=o.

Cetle égalité sera en particulier vérifiée pour les deux sommets
qui sont aux extrémités du cdté C du polygone. On voit qu’il y a
dans ce cas au moins deux termes d’ordre moindre dans chacune
des expressions (8).

Si nous appelons pente en un point de coordonnées 3, a du
polygone figuratif le nombre réel ou imaginaire défini par I'égalité

Ao+ pBug=o,
nous voyons que notre démonstration ne sera en défaut que si p

est la pente en un sommet du polygone figuratif el nous pourrons
énoncer le théoréme :

L’équation (1) ne peut admettre de solution d’ordre imagi-
naire p. que si . est la pente en un sommet du polygone figu-

ratif ().

5. Nous allons démontrer que, réciproquement, si la pente en
un sommet du polygone figuratif est un nombre imaginaire .,
Uéquation (1) admet une infinité de solutions d’ordre imagi-
naire p.. A chaque sommet du polygone figuratif dont la pente est
un nombre imaginaire correspondent une infinité de solutions
d’ordre imaginaire. Nous n’aurons pas de différence & faire entre
le cas ot pour chacune des extrémités d’un coté C la perite est
imaginaire et le cas ou pour les deux extrémités du coLé, ainsi que
pour tous les points figuratifs situés sur le c6té, la pente a une
méme valeur 1maginaire. Dans les deux cas, chacune des extré-
mités du coté fournira une infinité de solutions d’ordre imaginaire.

(') Si m est un nombre positif quim’est égal & la pente (coefficient angulaire
changé de signe) d’aucun des cOtés du polygone figuratif, le théoréme que nous
avons énoncé est exact : il n’y a de solution y(z) d’ordre . que si . est la pente
en un sommet du polygone figuratif. La démonstration que nous avons donnéc
dans le cas de u imaginaire s’applique au cas actuel, mais la réciproque que nous
démontrons dans la suite est inexacte. On se rendra facilement compte (d’aprés
la démonstration que nous allons donner) que cette réciproque n'est exacte que
si i est un nombre compris cntre les pentes des deux cotés du polygone figuratif
qui aboutissent au sommet considéré. J'ai du reste traité, sous une autre forme, ce
cas ol p. est positil dans le Bulletin de la Sociéte mathématique,t. XXX VI, 1goS.
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Soient B, et 2, les coordonnées d’un sommet .S ou la pente est
un nombre imaginaire u = a + ¢b. Désignons par 5_/) et gL lcs pentes

(coellicients angulaires changés de signe) des deux cotés du poly-
gone qui aboutissent anu sommel S et supposons que I'on ait

Si lon a
}—’>a—-b—‘-’>£-n
q u q

les termes d’ordre moindre seront bien figurés par le sommet S.
Lorsqu’on effeclue le changement de variable y — rz* I'équa-
tion (1) devient

(9 7 dtS Bag Bzt + dr S (Agg+ pBag)BartuB= o,

En donnant, comme nous J'avons fait, la disposition habituelle
aux axes de coordonnées dans le plan desquels est tracé le poly-

gone figuraltif, le coté de penlcg qui aboutlit au sommet S sera

'

situé a gauche de ce sommet et le coté de pente {1)—, sera situé a

droite. Désignons par D la demi-droite obtenue en partantde Set

ndéfinime . CALd P
en prolongeant indéfiniment vers la gauche le c6té de .pente 7

D’ désignera de méine la demi-droite obtenue en prolongeant vers
. , ' . . e
la droite le c6té de pente }([7, Les divers points figuratifs de coor-
données B, a peuvent se diviser en 4 catégories en mellant a part
le sommet S:
1° Les points qui sont situés sur la demi-droite D'. Pour ces
points I'on a

a—ao=—<p—ﬁo>§ (B — o> o).

2° Les points situés sur la demi-droite D. Pour ces poinls
I'on a ;
a—n=—F—B"  (B—Bo<o).

3¢ Les points situcs au-dessus de la droite D'. Pour tous ces
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points 'on a

I Iv' .
a—to=—(B—B) T (B f>0)

l' étant un entier positif.‘

4° Les points situés au-dessus de la droite D. Pour tous ces
points ’'on a

Ji
1—“o=‘(3—30)§+é (8 — By < 0),

A étant un entier positif.

St nous divisons les deux membres de I'équation (g) par
2% ¥, unterme de la forme Cog tB.xo448 devient Cyg ¢B pr—atv@-8.,
Posons

p—L L ! !

7

=z 1, Ly =29, ry= 27, z, =z,

i1 3 P . [CYSENC y i
et désignons par y la valeur absolue de 3 — 3, pour le terme que
nous considérons. Si le terme considéré est représenté par un
point de la premiére catégoric, ce terme prendra la forme CagtB 7.

Si le terme considéré correspond & un point de la scconde caté-
gorie, ce terme prendra la forme Cyg 28 ).

Sile terme considéré correspond a un point de la troisi¢me
calégorie, il prendra la forme Cug 8 2 z;.

Si le terme considéré correspond a un point de la quatriéme
catégorie, il prendra la forme Cyg (B 2, 2%,

Nous pouvons dans le voisinage de z, =z, = x3;=x;,=o0 el
dans le voisinage d'une valeur quelconque ¢, (¢, 32 0) atiribuée
a ¢ mettre I’équation (g ) sous la forme
dt

x—— = F (1, zy, x4, 23, x,
dzr (’ 1y L2y, L3y ¢)7

(10)

F ¢étant une fonction holomorphe des diverses variables dans le
voisinage des valeurs considérées. Nous pourrions a I'aide de cette
forme d’équation obtenir les solutions d’ordre imaginaire p au
moyen d’un développement

t = ¢ (21, 74, T3, )

se réduisant & ¢, pour z, = Zy= z3 = ;= o. Il me parait y avoir
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avantage d montrer tout d’abord qu’on peut réduire le nombre des
variables auxiliaires.

Nous avons 27 7= 2,2} par suite, si nous posons
1 1

2= =y, LRI =},

ce qui revienl & poser
: (= '7")\'\ E = x)‘”’

M et X" désignant deux nombres connus, dont le rapport est ima-
ginaire, nous aurons

zy = (PP, Ty = EPT'—9P’, zy= (9E9, r,= (7T

et ’équation dilférentielle (10) pourra s’écrire
dt
(11) xa’;=f(t»c’g)r

S étant une fonction holomorphe de ¢, {, £ dans le voisinage de
t=ty, {=0, £ =0, ¢, étant du reste quelconque, mais différent
de o. I s’annulail pour x, = z,=o0 quels que soient ¢, z;, z,;
S (¢, €, &) sera nul quel que soit £ pour {=E=o.

Montrons qu’il existe un développement

t=0¢(§)

se réduisant & ¢, pour {= o0, £ = o et fournissant une solution de
I’équation (g) lorsqu’on remplace { et & en fonction de z. Pour
qu’il en soit ainsi, il suffit qu’en posant

t=1t,+ T

il existe une fonction T (g, §) holomorphe et nulle pour {=§=0
et vérifiant I'équation

oT T
VG ‘f,—s = f(to+T, 0, £).

Dans le second membre de cetle équation tous les termes
contiennent en (acteur, d’aprés cc que nous avons dit, { ou §. Les
termes de degré minimum du développement T vérifiant cette
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équation seront de méme degré que les termes de degré minimum
en et Ede f(Lo+ T, &) el seront semblables a ces termes. Les
coefficients de ces termes se détermineront sans peine, ainsi que
les coefficients successifs des termes de degré supérieur du déve-
loppement T. Si 'on suppose déterminés les coefficients des
termes de degré inférieur a m + n, le coelficient du terme C,,, 5™ "
sera déterminé par une égalité de la forme

A+ 20) Cun=Kpp,

K,.n étant une fonction connue des coefficients déja déter-
minés. Le rapport des nombres X' et 2" n’étant pas un nombre réel
négatif, on prouvera en raisonnant, comme le fait par exemple
M. Picard, Analyse, 1™ édition, 1. lII, p. 189, que le développement
T ainsi obtenu est convergent, pourvu que les modules de { et de
% soient inférieurs & un certain nombre. Ceci revient a dire que
les modules des quantités z, et z, doivent étre inférieurs & un
certain nombre 7, que nous pouvons toujours pour simplifier sup-
poser inférieur a 'umté.

Montrons maintenant qu’on peut donner a x des valeurs telles
que |z, | et |22 restent inférieurs 4 m et que 'on peut faire tendre
z vers o de Lelle (agon que z; et z, et par suite { et § tendent vers o.
Ayant posé

& = eltiv, = a —+ bi,
nous aurons
Cp »
ula—=) —bv u(=—a)+bv
A P

Nous devons donc avoir
(12) (a—s-,)u——bv<_l.nq,

(13) (’é ——a) w—+bov < L.

Considérons, dans le plan de la variable complexe 3, les deux
droites A’ et A ayant respectivement pour équations

(12) (a—%) u—by =Ly,

(13 (§—~a)u+bv=L1,.

XXXIX. 17
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Parmi les 4 angles déterminés par ces deux droites, il y en aura
un, l'angle V, pour lequel les inégalités (12) et (13) seront simulta-
nément vérifiées. A l'intérieur de cet angle V la quantité « scra
nécessairement négative, car ’on aura

<§,.— ;—’;) u<laLn.

Il en résulte que si le point M de coordonnées u et ¢ se déplace
a 'intérieur de 'angle V, le développement T sera convergent et
si M s’éloigne indéfiniment a I'intérieur de I'angle V de telle fagon
que ses distances a chacune des droites A et A’ croissent indéfini-
ment, z, el et par suite § et & tendront vers o et de plus z tendra
aussi vers o; il est impossible en effet que, dans ces conditions, «
reste fini, car ¢ croitrait indéfiniment, puisque M s’éloigne indé-
finiment et les deux inégalités (12) et (13) ne pourraient pas étre
vérifiées simultanément. Il existe douc un développement suivant
les puissances de § et §

(1%) t=9(t,%§)

se réduisant a ¢, pour { = 0, £ = o et (ournissant une solution de
I’équation (g), lorsqu’on remplace {et§ en fonction de z. Les
coefficients de ce développement sont des fonctions de ¢, qui ne
cessent d’élre holomorphes que pour ¢y= o0, ou ¢, infini. Nous
avons donc bien démontré que, si en un sommet S du polygone
figuratif la pente est un nombre imaginaire ., Uéquation (1)
admet une infinité de solutions y(z) d’ordre imaginaire (').

(') Si en un sommet S du polygone figuratif la pente est un nombre réel p., les
considérations que nous venons de développer s’appliquent. On a & = o, p =a et
les inégalités (12) et (13) exigent qu’on ait

P P
> p>—
7" "¢

puisque u doit étre négatif. Ce n’est donc que dans ce cas que nous aurons des
solutions y (&) dont l'ordre d’infinitude réel p ne soit pas égal 4 la pente d'un
des cotés du polygone figuratif et puisse par suite étre irrationnel. Nous pouvons
également faire remarquer que, dans ce cas ou la pente g en un somnmet est un
nombre réel, il est impossible ainsi que je I'ai démontré (Bulletin de la Sociéte
mathematique de France, t. XXXVI, 1908) que y :z" ne tende vers aucune
limite, lorsque  tend vers o. La particularité que nous signalons au début du
n° G, dans lc cas ou | est imaginaire, ne se présente donc pas si u est réel.
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6. Propriétés des solutions obtenues. — Supposons que le
point M de coordonnées « ¢l ¢ s’éloigne indéfiniment & I'intérieur
de P'angle V de telle maniére que sa distance a P'un des cétés de
Pangle, a la droite A par exemple, reste finie, § restera fini, tandis
que { tendra vers o. En général (') le développement ©(¢,, ¢, &)
contiendra' un lerme o { ne figure pas. Dans ces condi-
tions, on aura des solutions telles que, lorsque x tend vers o
suivant une certaine loi, y :x% reste fini, mais ne tend vers

aucune limite. On voit sans peine que, pour ces solutions, le
»
rapport z : 2’ reste fini. Nous mellons ainsi en évidence des solu-
»
tions pour lesquelles le rapport y & 27 reste fini. Ces solulions ne
sont pas a proprement parler des solutions d’ordre imaginaire 1,
puisque le rapport de y : 2 ne tend pas vers unc limite, lorsque
2 tend vers o. Bornous-nous a étudicr dans la suite les propriétés
des solutions d’ordre imaginaire p fournies par le sommet S du
polygone figuratif, a I'aide du développement (14).
Si m est un nombre réel vérifiant les inégalités

Vi r
—>m>=
q 7’

on peul faire tlendre z vers o de telle maniére que y : 2™ reste fini
mais ne tende vers aucunc limite.

Considérons, dans le plan des «, ¢, la droite ayant pour équa-
tion

(15) (a—-m)u-—-bv=o.

Siun point de coordonnées u et v s'éloigne indéfiniment sur cette
droite du coté des u négatifs, on voit immédiatement que les iné-
galités (12) et (13) seront vérifiées dés que ‘u sera supérieur en
valeur absolue i une certaine limite. 1l y a donc une portion indé-
finie (formant une demi-droite) de la droite (15) qui est située a
I'intérieur de I'angle V. Soit A” cectle demi-droite. Si le point M
de coordonnéce u, ¢ s’éloigne indéfiniment de telle manicre que sa

(') 1l en est toujours ainsi, sauf dans le cas ou pour tous les points figuratifs
situés sur le coté D du polygone la pente en chacun de ces points est égale.a un
méme nambre complexc .
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distance a la droite A" reste finie, les conditions (12) et (13) seront
nécessairement vérifiées et, puisque (@ — m)u — bo reste fini,
le module de zV~™ qui est égal a el@a=mu=bv restera fini. y . z™
reste fini, mais ne tend vers aucune limite, car 'argument de
¥~ ™ croil indéfiniment.

Supposons maintenant que le point M s’éloigne indéfiniment
sur une courbe ayant une branche parabolique dans la direction
de A”. Pour fixer les idées, supposons en désignant par k une cons-
tante et en faisant croitre indéfiniment « par valeurs négatives que
Pon ait

(a—m)u=>bv="ky—u.
Nous aurons
|ap—n| = ekV=u;

z étant un nombre positif quelconque, nous aurons

| b~ (m+2)| = ehV=u-cu |ph—(m—e)| = ekV=u+eu,

Il en résulte que si & est positif y : 2™ croit indéfiniment, ainsi
que y > x™e, tandis que y : z™ ¢ tendra vers o, si petit que
sott z.

Si k est négatif nous avons des solutions telle que, lorsque z
tend vers 0, ¥ 1 x™ et y . ™ ¢ tendentvers o, tandis que y : x™E
croit indéfiniment si petit que soit =.

Les solutions que nous venons de mettre en évidence, lorsqu'il
y ades solutions d’ordre imaginaire, sont a rapprocher des solutions
d’ordre réel que nous avons désignées sous le nom de solutions
d’ordre m — o et m + o (Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, 3° série, L. 1, 1909, n° 4).

Nous venons de montrer plus haut que, si la pente en un sommet

S du polygone figuratif ot aboutissent deux cotés de pente -‘;— ets-,

est un nombre complexe , et si m est un nombre compris entre

g etg—)', il y a des solutions y (z) de I’équation (1) telles qu’en fai-

sant tendre convenablement z vers zéro, y : ™ reste fini. Démon-
trons une réciproque. Un nombre réel m quelconque est néces-
sairement compris entre les pentes de deux c6tés consécutifs du
polygone figuratif, soit S le sommet commun i ces deux cétés. La
réciproque 4 démontrer est la suivante. S'il y a des solutions
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d’ordre imaginaire (') telles que y : 2™ reste fini, lorsque x Lend
vers o suivant une certaine loi, la pente du sommet S estunnombre
imaginaire u.

Soit  I'ordre imaginaire (u = o + bZ), de la solution y () que
nous considérons et pour laquelle y : z™ reste fini. Le raisonne-
ment que nous avons fait au n° 3 montre non seulement que, pour
qu’il y ait une solution d’ordre imaginaire y, il faut que p soil la
pente en un sommet S’ du polygone figuratif, mais il montre aussi
que la valeur du rapport « : ¢, lorsque z tend vers o, doit éure
telle que parmi les termes d’ordre moindre de py Y (z,y)+zX(z,y)
il y ait ceux qui sont figurés par le sommet S'. Ceci exige quev

!
soit compris entre les pentes £ et £, des deux c¢6tés aboutissant au
p P 7

sommet S’. On doit donc avoir

hv

P, bu
(16) g%

pl
2
Si pour la solution que nous considérons y : z™ reste fini, lorsque
z tend vers o suivant une certaine loi, il faudra que 2+~ reste fini;
I'expression au — b¢ — mu ne devra croitre indéfiniment ni par
P P
valeurs positives, ni par valeurs négatives, lorque « tend vers —oo.

by . ., .,
Il faut donc que a — - —m tende vers o et, d’apres les inégalités
(16), ceci ne peut avoir lieu que si m est compris entre 5 et ‘g—, Le

sommet S de ’énoncé coincide avec le sommet S’ introduit dans
la démonstration, la pente au sommet S est bien un nombre ima-
ginaire .

Il ne me parait pas inutile de remarquer que pour toutes les solu-
tions que nous mettons en évidence a ’aide du développement (14),
zP et par suite y tendent vers o avec . Les inégalités (12) et (13)
nous donnent en effet

P P
“u+Lg>au—bv>%—Ly;
q ! g

(') Nous ne supposons pas que les solutions d’ordre imaginaire que nous consi-
dérons soient uniquement celles fournies par les développements du n°5. Nous
admettons qu’en dehors ‘des solutions fournies par notre méthode, il puisse en
exister d’autres.
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les deux termes extrémes tendent tous les deux vers — oo, lorsque
x tend vers o, la quantité au— b¢ tend donc aussi vers — o et,.

puisque l'on a
lxgl = eau—/w,

zW* et 3 tendent vers o. Nous concluons de la que les conditions de
convergence (12) el (13) ne nous permeltent pas, pour le cas consi-'
déré ici, de mettre en évidence des solutions de 'espéce signalée
dans la note de la page 22¢), c’est-d-dire telles que z¥ reste fini,
lorsque z tend vers o. Nous allons rencontrer de pareilles solu-
tions dans un cas particulier que nous allons étudier.

7. Cas particuliers. — 1l est évident, d’aprés les théorémes
d’existence des solutions d’équations différentielles, que 1'équa-
tion (1) n’a pas desolution d’ordre imaginaire dans le voisinage de
z=uv,y=0,s51X(0,0)et Y(0,0) nesont pas nuls. 1l serail du
reste facile de le montrer & 'aide des résultats que nous avons
obtenus (n° 4). Nous pouvons donc nous borner & examiner le cas
ot X (0,0) et Y (0,0) sont nuls. Le pblygone figuratif que nous
avons construit a ses deux sommets extrémes situés, I'un A sur
I’axe des coordonnées oa, 'autre B sur I’axe des abscisses 0 3. Il est
intéressant d’examiner ce qui se passe lorsque la pente en I'un de
ces sommets est un nombre complexe p. Pour qu’il en soit ainsi,
il est nécessaire que ce sommet représente 4 la fois un terme de
X (z,y) et un terme de y Y (z, y).

Considérons d’abord le cas ot la pente au sommet B est un
nombre complexe = a + bi. Employons les notations du n° 5,
Un des cOtés aboutissant a ce sommet est I'axe o3 prolongé indéfi-

niment vers la droite, ce sera la droite D’. Nous avons &, = o.
9

[’autre cOLé aura la pente§ et 'on a

P 1 1

zy=ab, ay=a1 , (=], =2z
En employant les raisonnements et les notations du n® 6 nous
voyons que si I'on prend une solution y () quelconque obtenue a
I'aide du développement (14), en donnant & ¢, une certaine valeur,
nous avons les propriétés suivantes qui ne se présentent pas sous
la méme forme dans le cas general
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1° St le point M de coordonnées u, ¢ s'éloigne indéfiniment
dans I'angle V, en restant & une distanee finie de la droite A’} x¢
reste fini, 3 : z¥ reste aussi fini. Le module de ces deux quantités
peut tendre vers une limite, mais lear argument croit indéfiniment
lorsque 2 tend vers o. Nous avons des solutions d’ordre imagi-
naire de 'espéce signalée dans la note de la page 219.

2° Supposons que M s’éloigne indéfiniment dans I'angle V sur
une courbe ayant une branche parabolique dans la direction de la
droite A'. Si par exemple, pour fixer lesidées, nous supposons que
l'on ait, en désignant par &k une constante positive

auw—by =—Ly—u,

y tend vers o avec &, mais y . z¢ croit indéfiniment si petit que
soil ¢. Nous avons une solution analogue a celles que nous avons
appelées solutions d’ordre nul.

Considérons le cas ou la pente au sommet A est un nombre
complexe. Un des cotés du polygone figuratif, le c6té D aboutissant

au sommet A est I'axe oa elg devra étre considéré comme infini.

’
I’autre coté D' aura la pente }—)-, Nous serons conduits a poser
zy=x {, Zo=x, . = Ty, E =a'..

Les premiers membres de (13) et (13') doivent étre remplacés

par p.
Nous voyons d’abord que, si grand que soit le nombre fixe m
o ‘

supérieur a ;i,, on peut faire tendre z vers o de telle maniére que

y + x* reste fini. C'est la propriété signalée dans le cas général,
avec la seule différence que, dans le cas général, m devrait étre
inférieur a4 £. Nous pouvons dans le cas actuel mettre en évidence

une autre propriété.

Faisons éloigner indéfiniment dans I'angle V le point M de coor-
données u, v sur une courbe ayant une branche parabolique dans
la direction u = o. Pour fixer les idées, posons, en désignant par
k une constante positive,

au— by =— ku?;

z¥*~™ tendra vers o, quel que soit le nombre m.



— 9246 —

Pour toute valeur de m le rapport y . ™ tendra vers o,
lorsque x tend vers o. Nous aurons une solution du genre de
celles que nous avons appelées solutions d’ordre infini.



