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134

SUR LES SURFACES DONT LES LIGNES ASYMPTOTIQUES APPARTIENNENT
PAR LEURS TANGENTES A UN COMPLEXE LINÉAIRE;

PAR M; RERAVAL.

Une solution indirecte de la question est connue. Comme me
l'a fait remarquer M. Darboux, en appliquant aux surfaces consi-
dérées la transformation de Lie, qui fait correspondre à une droite
une sphère, on les transforme en surfaces dont les ligneç decour-
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bure sont sphériques. La solution complète de ce dernier pro-
blème est bien connue. Il me semble, néanmoins, qn\ine étude
directe de la question peut être intéressante; j'ai, du reste, trouvé
des résultais que je crois nouveaux, par exemple celui-ci.

Toutes les solutions de l'équation

^—r<==a2,

qu'on rencontre dans la théorie mécanique de la chaleur, jouis-
sent de la propriété indiquée. J'indiquerai deux méthodes.

PREMIÈRE PARTIE.

Soient X, Y, Z, L, M, N les six coordonnées de la droite et

AL -+- BM 4- CN + DX -+- EY 4- FZ == o

l'équation d'un complexe linéaire. Les coefficients A, B, ... sont,
par exemple, fonction d'un paramètre v. Sur une asyniptotique de
la famille considérée, v demeure constant. En un point M (.y, y, z)
de la surface le plan polaire dans le complexe est tangent à la
surface au point M, ce qui donne immédiatement les équations

(0

__ B ^ — C y ^ - D
^ p ~ A y — Ba?-+- F / _ àz _ àz\

- C^—Ag-+ -E V = ~àx' q == à^)'
^""Ay—B.c-hF

En éliminant v, on obtient une équation aux dérivées partielles
du premier ordre. Toute surface correspondante jouira de la pro-
priété considérée pour l'une des familles d'asymptotiques, mais il
peut arriver que le fait Se produise pour les deux familles : c^est
ce qui arrive dans le cas suivant que je vais étudier, qui donne la
surface minima d'Enneper et, par homographie, les surfaces réglées
du troisième ordre à directrices distinctes.

Considérons trois axes de coordonnées rectangulaires et sup-
posons que les axes des complexes linéaires d'une famille soient
situés dans le plan xoy el parallèles à ox. Le complexe sera de la
forme

L-4-XX-h piZ = o,

où ̂  et y. sont des fonctions de ^, par exemple.
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L'application de la méthode indiquée conduit à l'équation

i_^=G/^
î ' \ î————(f)-

Or, si j'élimine la fonction arbitraire G, je trouve l'équation
aux dérivées partielles du second ordre

(A) sî-rt^Sf-,

qui admet deux intégrales intermédiaires, dépendant chacune d'une
fonction arbitraire,

',--" (f)-
h'-°^)-

De là résulte le théorème suivant :

THÉORÈME. — Si les lignes asymptotiques (f une première fa-
mille dune surface S appartiennent à des complexes linéaires^
dont les axes soient parallèles entre eux et dans un même
plan, il existe une propriété pareille pour les lignes asympto-
tiques de la deuxième famille. Les axes des nouveaux com-
plexes sont dans le même plan que les premiers et leur sont
p erpen die u laires.

En intégrant l'équation (A), on trouve bien facilement les équa-
tions

i y==—u¥f-+-uHt-}-ï¥,
(S) \ . r==+pF'--pïr-+-2H,

z == uv.

F est une fonction arbitraire de u et H une fonction arbitraire
de v.

Ces surfaces (S) jouissent de propriétés intéressantes. Un cer-
tain nombre d^enire ^lles sont des surfaces minima, entre autres
la surface d'Enneper

Détermination des surfaces |S| qui sont minima. —En écri-
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vant que S est minima.je trouve

(^-4- H') (MÎT 4- pF') — ( ^ + ^)F/'^r-+- MP = o.

Dans cette équation, je traite v comme une constante. Je pose,
par exemple, v = a, H' === &, £1"== c et je cherche la fonction F' = 9
de la variable M. L'intégration est facile et donne

„ _ me — 9.{a 4- bc) / me m2 ma(i -^- cî)-i/•2C V '20 4 2C

Mais 9 ne doit dépendre que de u et non de v. Or, a, 6, c, m
sont des fonctions de ^, m étant arbitraire et introduit par Finté-
gralion. Il faut donc qu'on ail

meïd=a'
me — i(a -h bc) __ ^

ÏC ~ ' î

mî ma(\ -+- c2) _
T ~ ——Te——— ~ T>

a, jî, v ne contenant ni u ni (^. Si j^limine m, il me reste deux
relations

a a — a — 6 c = = c j î ,
a1 a2—a2 a (î 4- c2) = cîy.

hn revenant aux anciennes notations, la première me donne

( a—I)p=^^^^ -+-^H / / .
En intégrant

( a—I)P 2 =H / 2 - ^ - < 2pH ' -+ -p ,

p étant une constante d'intégration. Je prends, par exemple,

H' = — ? -+- y/p2 — p -h ( a — î ) p2 ;
d'où

d'où facilement

1^= (a-i)P

(a-i)2

(a— l ) v î - { - { ^ î —p ap2-»-^

d'où une première solution

a = l , H'==o, H^-p-hv/P7117?,
XXXIX. 10
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qui condui te une valeur in f in ie pour m. Il est facile de voir que
cette solution conduit à la surface minima d'Enneper. Si a^ i,
on trouve

F7 = ? -(- /— a M2 -h y,

H^—p-t-v^a—O^+P2 - -?,
Y(a-i)=a(pî-p),

et, alors, deux cas à distinguer, selon que a == o ou a ̂  o. Si
a==o, Y==o,

F^P, ____
H^—p^/F"^,

F et H sont de la forme

F = a M, H = — av -h — arc sin — -}- - ̂ 62— u2.
2 6 -2

On a donc la surface minima réglée, c'est-à-dire Phélicoïde à
plan directeur.

Enfin, si a -yé. o, la surface n'est plus réglée, on trouve alors

F = — arc sin — 4- —i/A-'2—h^u2,
in k '2

H=^argsh^+^v /^+^^

En changeant légèrement les notations, j'arrive aux formules
définitives

x = k sin u chp -h hu,

(^) y = A C O S M shp-i-Â-P,
5 == sin (A shp,

où A et k sont des constantes liées par la relation

A2-^2=i.

Les lignes asymptotiques correspondent aux valeurs constantes
de u ou de v, et les lignes de courbure à

u ±: v = const.

«Tignore si cette surface minima a été étudiée, elle me paraît
intéressante : en particulier la représentation sphérique des
asymptotiques. Les cosinus» directeurs de la normale au pœnt u^ v
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sont donnés par les formules

a?i= • shv
/CCOSM 4- hchv

y\~-

Zi ==

k cosu -h h chp
/» cos^ -(- k ch p
/c cos u •+- A ch ̂  '

on a bien ;z^ 4- y\ + j ^ = = = i . D'ailleurs

.ri chp = sh^(Â-^i— A).
yi cos u = sin IA k •— hz^ ).

On a donc pour représenlalion sphérique deux familles de
cercles orthogonaux. 11 résulte de là que les lignes asjniplotiques
qui sont, par hypothèse, capables d'un complexe linéaire sont de
plus des hélices. Les unes sont tracées sur un cylindre elliptique,
les autres sur un cylindre hyperbolique.

La surface minima S possède une inf in i té de génératrices recti-
lignes parallèles à oy et s'appuyant sur ox. Il suffi t , dans les équa-
tions (S), de faire v === o, on trouve y et z nuls, donc ox est sur la
surface. Pour u = mit, m étant entier, on a z == o, x = m. ÀTC, ce
qui démontre la proposition.

SECONDE PARTIE.

La deuxième méthode qu'on peut employer consiste à partir des
belles formules de M. Leiieuvre, qu'on trouvera au Tome IV de la
Théo fie des surfaces de M. Darboux. On fait usage de trois solu-
tions 0< , (LÎ 83? d'une équation de la forme

-^o.
au àv

Je suppose d'abord A-==o, j'appellerai les surfaces correspon-
dantes des surfaces de première espèce.

En posant
6 i==A i4 -B i ,
O^A^-i-B,,
03==A3-hB3,
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où les A dépendent de u et les B de v seulement, les formules de
Leiieuvre donnent pour l'équation de la surface rapportée à ses
lignes asymptotiques les formules

AsBa - Â2B3-+- ( A ï d^— Aa d\^ f^ 0^3- 83 dB^

(S,) ^=AiB3—A3Bi+fA3^Ai—AiûîA3+fB3û?Bi-BiûfB3,

5 =AâBi—AiB2+ rAi^As—Aî^Ai-h /B i r fBa— BaûfBi,

x = A s B a — Agi

et j'ai alors le théorème suivant :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que
les asymptotiques v soient capables chacune d^un complexe
linéaire^ ^ est que la courbe

(A) a?= Ai, y = As, z = A3

50^ plane.

Dans ce qui suit, je vais donc donner à v une valeur constante
d'ailleurs quelconque, u seul variera et une lettre accentuée dési-
gnera une dérivée par rapport à u.

Soit donc
ÇX -h ïi Y + ÇZ -+- ^L 4- ̂  M -+- 7 'N= o

l'équation du complexe linéaire qui correspond à l'asjmptotique v.
Les coefficients ç, ^, Ç, /?, <y, r sont donc des fonctions de la seule
variable v. J'écris que le plan tangent au point xyz est le plan
polaire de ce point dans le complexe

^ - ^ - q z — r y _ T) -+- rx — p z _ ^ - ^ - p y — g x _ .
A I + B I ~ AÎ+BS "~ Â3+B3

\ étant différent de zéro. Je chasse les dénominateurs et je dérive
en u

—^-4-ry=X / (Al-+-Bl) •4-XA / l ,
_ rx1 +pz' = >/(A2-+- Bî) + XÀ;,
—py-^y.r /=X /(A3-4-B3)+XA3.

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes. En les intégrant,
elles donnent ç, '^, Ç. Or, les équations (S<) me donnent

^=A3(Aî+B,) -A3(A3+B3) ,
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En portant dans les équations précédentes, on trouve trois équa-r

fions qui se réduisent aux deux suivantes

(Ai4-Bi)X'4-AiX
=(A24-B2)yAi4- (A34-B3)rA i~(A i4-B i ) (^A24-7 'A3) ,

(A24-B2)>/4-A^
== (As 4- B3)rA, .4- (Ai4- BOjoA;- (Â24- B^^A; 4- rA;).

Si j'élimine X7, je trouve une équation qui se décompose

( X ' 4 - ^ A i 4 - y A ; 4 - r A 3 ) [ ( A i 4 - B i ) A 2 - ( A 2 4 - B 2 ) A i ] = o .

Or, le crochet n'est pas nul, car on suppose que 9 < , 62, 83 sont
des solutions distinctes; par suite, le quotient de deux d'entre
elles n'est pas une constante.

Donc

(1) X'4-pAi4-yA,4- rA,== o.

En tenant compte de cette équation, les précédentes donnent

A'i [?( Ai4- Bi) 4- q (As 4- B^) 4-r(A34- Ba) — XJ = o.

Donc, ou bien A.\ = o et la courbe (A) est bien plane, ou
bien

(2) X==jD(Ai4-Bi)4-^(A,4-Bî)4-r(As4-B3).

Si je compare (i) et (2), je trouve

X'==o , donc X = = F ( P ) ,
(3) pAl4-çA,-+-/<A3=G(P).

Le point A, Aa A3 décrit donc une courbe plane dont le plan
est naturellement indépendant de v. On voit facilement que la
condition est suffisante.

On a donc un moyen très simple d'avoir des surfaces jouissant
de la propriété indiquée pour une ou deux familles d'asympto-
tiques. Dans ce dernier cas, si l'on suppose que le plan de la
courbe (A) soit : y= mx et celui de la courbe (B) : y == — mx,
on trouve pour équations

( x ==— muH'— mvV'-^ m(i¥ •—u¥') 4- m(îH — vH'),
(S,) \ y ^ - ^ - v ¥ 1 —uH' -^(uF'—îF) 4-(-2H—plT),

.s=2/nrH\
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en posant

Ai=F' , Bi=IT,
Â2==wF' , Bî==-wïr,
A S = M , Bs== v,

F est une fonction quelconque de u, et H de v.
On voit que ce sont des transformations par homographie des

surfaces (S). Ce sont les solutions de Inéquation aux dérivées par-
tielles

^mî^î(s^— rt) = (m2^2_ y2)ss.

Il reste à examiner le cas où les plans des courbes (A), (B) sont
parallèles. En posant

A i = M , B i = = H \
À2=F' , B,=^
A3==a, B3== b et a -+- b == m,

on a, pour les surfaces cherchées, les équations

a?= w(p —F'),
(20 .^/^(M-IT),

^ = F 'H '+MF '+pH '—p^F+H)- -^^ .

Les complexes linéaires sont

N == w2Z 4- îmH'X + 2/m/Y,
N = — 2 7 n M X — < 2 w F / Y — w 2 Z .

Les axes de ces complexes ont pour équations

x •==• 2/np, x =—2 7/1 F',
y==—2/nïr, y == 2miA;

ils décrivent deux cylindres quelconques parallèles à oz ; enfin,
les paramètres des complexes sont les mêmes pour chaque famille
d^asymptotiques et ont pour valeur

— m2 et -h mî.

Enfin, les surfaces S^ sont les solutions de l'équation aux déri-
vées partielles

s^—rt= -1-.m^
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En partant de l'équation

^2 — rt === — ,a2

et en adoptant la forme donnée par M. Darboux, on a, pour les
surfaces intégrales,

x- = H' - F\a

(Si) z=
- ==(M- l -p ) ( ï r—F' ) -4 -2 (F- -H) .

Les complexes sont

N = aa ïFY-h îapX —aZ,
N = - 2 0 M X —2aF'Y-+-aZ.

Les axes des complexes

a?= aaïT, a? =—laF 7 ,
^ ==—2ap, y==-^-îau,

et les paramètres des complexes : 4- a et — a.

Représentation sphérique des lignes asympto tiques. — Je
reprends les surfaces (Si), sans faire aucune hypothèse sur les
courbes (A) et (B). On sait qu'on peut faire correspondre à Si
une autre surface Sa, avec orthogonalité des éléments linéaires
(Darboux, t. IV) en prenant une solution de

^6
==A-6,au àv

. . ^9 c- • jici , . === o. bi je prends a) == i, je trouve

.ri=Bi~Ai.
(Sî) .T2===B2——Aî,

a?3 == Ba — A3.

Si je prends pour courbes (A), (B)

x =— '2Ai,
J^==—2Aî,

^ ==;—2A3,

(A) (B)
a* ==-i- aBi,
y=+2B,,
z ===-(-îB}.
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Si F est le premier point et F' le second : ï° le milieu M, de

FF' décrit la surface Sa qui correspond à Si avec orlhogonalité
des éléments linéaires; 2° FF' est parallèle à la normale en M
(qui correspond à Mi) à la surface S< et, par conséquent, la con-
gruence G de M. Darboux (t. TV, p. 61), qu'on obtient en menant
par un point de Sa une parallèle à la normale au point correspon-
dant de S<, a pour surface focale les deux courbes (A) et (B).

On en déduit de suite la représentation sphérique des asympto-
tiques. Par exemple, pour la surface minima (S), les courbes
(A), (B) sont une ellipse et une hyperbole focales ; les cônes, ayant
un sommet sur l'une et s'appuyant sur l'autre, sont de révolu-
tion, etc.

Solution la plus généralç du problème avec les formules de
M. Leiieuvre. — On se donne une équation de la forme

à^
àuàv

=^6,

où k est une fonction connue de u et c. Soient alors Oi , 6a, 83 trois
solutions de celte équation non liées par une relation homogène à
coefficients constants.

Les formules de M. Leiieuvre sont alors

(T)

-/(•^-••£)*-('. $-••$)*.
wt 0 ̂ A -^ft Ms fi <)9'-/((•£l-«.S!)^(•.î-•.S)*.» "î— — v! •;— J dU -+- ( vi —î— — va ——'au au I \ àv 9 àv

--/'(^-••^-(•^-•.s?)*.
Les lignes asymptotiques sont les courbes obtenues en faisant

u ou v constant. J'ai alors obtenu le théorème suivant :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que
les asymptotiques ^==const. soient chacune capables d^un
complexe linéaire^ c'est que 61, 6a, 63 soient liées par une rela-
tion de la forme

Biei.4-B,6ï-4-B,e,=si,

oùBi, Ba, B^ ne dépendent quede v. Les quantités B<, 62^3 sont
proportionnelles aux cosinus directeurs de l'axe du complexe.
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Soit

Ç X - + - 7 ) Y - 4 - Ç Z + / ? L + ^ M 4 - / ' N ==o

l'équation da complexe qui correspond à une certaine valeur de v.
En écrivant que le plan polaire du point xyz dans le complexe
est tangent en ce point à la surface, on a

\ -^qz —ry = XOi,
TQ •+• rx —pz == XOi)

S +py —qx^\^
avec \^.o et réciproquement, il suffit qu'on puisse trouver
\^z£ o; ç, TI, Ç,/>, y, /< non nulles ensemble et vérifiant les équations
précédentes. Si je dérive en u ces équations deviennent

^—/y^ei+x'ei,
(1) rx1 — p z ' =Xe2-<-X'62,

^y-^=X93-+-)/e3,
qui peuvent remplacer les précédentes. En les intégrant, on aura
Ç,YÏ,^ , ou mieux

XOi — qz 4- ry

sera une fonction de v qui donnera Ç, de même pour ^ et Ç.
D'autre part, on a

^=0^3—0362, y=... , -s==. . . ,

les équations (i) deviennent

\^\ -4- X'0i == 61(^62 + r63 ) - Q\ (^6,4- rôa),
(2) \Q^\'^=^(r^-^pQ\)—^(r^-}-pQi),

Xe3-+-X /6,===e3(p6i-^-^6;)-63(JoOl-t-y6^).

Nous allons voir quelles se réduisent à 2.
Entre les deux premières, j'élimine X

(9ie,-6^).[^+çe,+re3-x'j==o.

Si le premier facteur était nul, on aurait

ôi == BO»,

B ne dépendant que de (\ Alors, l'équation qui donne 9,, 9a, 83 serait
/fî A '

de la forme -,—-7- == o; nous avons étudié le cas à part. II faut doncdudv ' r
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qu'on ait

(3) V==p^+q^^.r^

En vertu de cette équation, le système (2) donne

— X = / ? 61+^63 + 7-63;

d 'où5/==o, d ' o ù X = = H ( ^ ) . Ainsi), doit être différent de zéro et
ne dépendre que de v. On a alors

7?6i-+- ^62-»- r6s-4-X== o,

ou, en divisant p a r — X ,

B I Ô I + B S 62+8363 ==i,

B ^ B g y B a sont proportionnels à/?, y, r, c'est-à-dire aux cosinus
directeurs de l'axe du complexe.

Il résulte de là que, dans l'équation

(6) fL=^àuàv

k n'est pas quelconque. L'équation (9) doit être choisie parmi
celles que la méthode de Laplace permet d'intégrer après deux
opérations au plus et dont la solution générale contient deux fonc-
tions arbitraires, l'une de u^ l 'autre de v et leurs dérivés des deux
premiers ordres.

THÉORÈME. — Étant donnée une équation de Laplace

/ ï ? \ àîz àz r0^{^) -.—— 4- a—- -h b— -+- cz = o,àx ày àx ày ?

si m solutions z ^ , ^2? • • • ? ^m DISTINCTES sont liées par une relation
de la forme

Ai^i-t-Aa^î-h...-+- A,,,^,^= o,

où les A ne dépendent que de x et^ naturellement^ ne sont pas
tous nuîs^ Céquation (E) s'intègre par la méthode de Laplace^
au bout de m — 2 opérations au plus.

En effet, la relation peut s'écrire

-5//l= X( -3i + Xg Z^ -+-. . .4-X,^_i^_,.
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En écrivant que Zjn vérifie (E), on trouve

. / à^jsi ôzi .àzi \ _., /àzi \
SXi ( ——- 4- a — -4- b — + czi ) -+- SXi ( —— •4- azi ) == o,

\àvày àx ày j \ày /

qui se réduit au second terme. Si donc on pose

1== ~(T +a•^lî ^i^..., • • • î

Inéquation nouvelle (E^) aura pour m — i solutions : 9i, Oa? • - • ? 8w- i
liées par une relation de la forme

\\ 61 -h X, 6, +... + X^_i 6^_i == o.

Les )<' ne sont pas nuls, sans quoi les X seraient constants et
^,^2, ..., Zjn. ne seraient pas m solutions distinctes.

En continuant, on arrive à une équation Ew-2? °ù deux solutions
seront liées comme les précédentes.

Je dis que celte équation aura un invariant nul . Supposons que,
dans l'équation

_ à2^ àz , àz
(E) T—T- +a— + b — -{-es == o,v àxày àx ày

deux solutions z^ z^ soient liées par

^2== ^^l»

où \ ne dépend que de x.
Ecrivons que z^ vérifie (E), nous trouvons

^-/^i . ^ \ — —
^fê———)--

Si donc \1 n'est pas une constante

àzi

d'où
^4-a^==o;

d'où

à1 Si àjsi àa
-—— -+- a — -t- Zi —- = o ;
àx ày àx àx

àa , àz\,
stàS-cxt-b-ày'=01
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ou bien

/àa ,\
^(^-^^^

àa , àa , .
—-== c—CTO, —— -+- ab—c == o,
AT ().y

l'invariant A est donc nul.
La démonstration suppose, par exemple, que les rapports de

Xp^, ...,^_^ à l 'une déciles ne sont pas de? constantes; s'il en
était ainsi, l'équation en z aurait deux solutions, dont le quotient
serait une fonction de x et l'invariant h serait nul.

On peut dire que, au bout de m — 2 opérations au plus^ la mé-
thode de Laplace conduit à l'intégration.

Application aux surfaces considérées. — Si trois solutions
61,82, 63 de

(9) ^-^au àv

sont liées par
BI 9i-t-B2ÔJ-+-Bgôg^ i,

où les B ne dépendent que de v en appliquant la méthode de La-
place, c'est-à-dire en posant

àQz= —,
au

l'équation en z aura trois solutions z^ z^ ^3, liées par

Bi^i-4- BîZi4-B3^3s=o;

une nouvelle transformation de Laplace donnera une équation
dont un invariant sera nu l .

Donc, la solution générale de l'équation (6) sera de rang 3
au plus. Dès lors, on n'aura, pour trouver l'équation des surfaces
considérées, qu'à appliquer les formules données par M. Darboux
au Tome IV de la Théorie des surfaces. Je ne crois pas utile de
développer les calculs.

Nous avons vu que les solutions de l'une ou l'autre des équa-
tions

JD1^2c2 _ ../ _ y j -sï — rt == ^2

^rt=y
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donnaient des surfaces dont les deux systèmes de lignes asympto-
tiques étaient capables d'un complexe linéaire. Les transformées de
ces surfaces par homographie ou corrélation jouissent de la même
propriété. La première donne ainsi les surfaces réglées du troi-
sième ordre à directrices distinctes, tandis que la deuxième donne
celles de Cayley. Par exemple, la surface

x == u 4-^,
y = uS-t-P2,

Z = U3 -4- V3

correspond à s2-— rt == ^ •

Classification des surfaces 9. — Appelons surfaces 8 les sur-
faces pour lesquelles Fune au moins des deux familles d'asympto-
tiques est capable d'un complexe linéaire. Elles correspondent à
une équation (9)

(C) ^^O,
àuàv

où la solution est de rang i, 2 ou 3.
Je suis arrivé au théorème suivant :

THÉORÈME. — i° La solution est de rang i, lorsque les axes
des complexes sont parallèles entre eux, la surface des axes
est cylindrique ou plane et réciproquement.

2° La solution est de rang 2, lorsque la surface des axes
est une surface réglée à plan directeur et réciproquement el^
par suite :

3° La solution est de rang 3, lorsque les axes des complexes
sont parallèles aux génératrices d^un cône.

Démonstration. — Première partie. — Si les axes des com-
plexes sont parallèles à une direction fixe, l'équation (9) est de
rang i, c'est-à-dire de la forme

d»6
au àv

Nous supposons qu'il s'agisse des complexes des courbes
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0 = const. On a alors une relation de la forme

Bi6 i+B2e2-+-B303= i ,

ou Bi, 83, Ba ne dépendent que de v. La direction B < , Ba, B3 étant
celle de Paxe des complexes, ces quantités doivent être prop »r-
tionnelles à des constantes a, (3, v

d'où

Bl - B! - B3 - i
a - p - 7 - ^

aOi-4-p024-Y03==X.

Donc À est une solution de l'équation (9)

^0
== Â-6,au àv

et, comme \ ne dépend que de v^ il f a u t /c = o.
Réciproquement, une équation de premier rang nous donne

Oi= Ai -^ -Bi ,
62==A2-4 -B2 ,
63=A3-h-B3,

et nous avons vu que la courbe (A)

a - = A i , y = A 2 , -s==As

devait être plane,
aAi-^A2-+-YA3s=o,

a, p, y, S étant constants. On a alors

aOi-h^+Y03=F(p),

a, ^, y donnent la direction de l'axe qui est, par suite, perpendi-
culaire au plan de la courbe (A).

Deuxième partie. — Supposons que les axes des complexes
correspondant aux courbes v == const. soient parallèles ail plan
fixe

QLX 4- Py-+- Y^ = o.
Si alors

on doit avoir
B i 6 i 4 - B 2 6 2 4 - B 3 0 3 = E Ï ,

aBi+!3B2-+-YB3^o,
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ou encore, par exemple,

B3== aBi -h^Bz,

a, b étant des constantes; par suite,

Bi(0i -+-a83) -+- 82(02-4- 663) == i ,

Biô^ 4-8285=^1,
de la forme

et alors, diaprés un théorème démontré plus haut, Féquation (9)
est de rang 2 au plus.

Réciproquement. — Prenons une équation de rang 2 et mon-
trons que les axes des complexes linéaires sont parallèles à un
plan fixe. Pour plus de commodité, je remplace les variables ^, v
par x, y; on peut prendre O i , Oa? 83 sous la forme (DARBOUX,
Théorie des surfaces)

ôi=———(Xi-YO~Xi-Y; ,
x — y

9,=———(X,-Y,)-X,-Y,,
•y —y

95=———(X,-Y3)-X,-Y,,
x —y

les X ne dépendant que de x et les Y dey. Mais il faut que 9 < , 9a, 83
soient liés par une relation de la forme

Biôi-hBseî- t -Baea^i ,

où les B ne dépendent que dey. Si, dans cette dernière relation, je
remplace 9 ( , 9^, 63 par leurs valeurs et si je donne à y une valeur
constante, d^ailleurs quelconque, B(, Ba, 83 deviennent trois con-
stantes a\, 02, û?3 ; je pose alors

aiXi + 02X3-+- 03X3= X,

et la relation prend la forme

aX ==.r(X'-i-a) (a = const.).

C'est une équation linéaire facile à intégrer. Finalement, je
trouve

aiXi^- 02X2-1- «3X3==^ P,
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P étant un polynôme du deuxième degré en a: à coefficients con-
stants; je peux donner à y trois valeurs distinctes, j'aurai alors
trois relations de même forme

01X14-02X24-03X3= P,
6 1 X 1 4 - 6 2 X 2 4 - 6 3 X 3 = 0 ,
Ci Xi -+- C-sXz -+- C3X3 = R.

Dès lors, si j'appelle Aie déterminant des coefficients deXiX2X3,
deux cas se présentent. Ou bien A -^- o, ou A -==. o. Dans le premier
cas, X < , Xa, X3 sont trois trinômes du deuxième degré en x à coeffi-
cients constants, la surface correspondante est réglée et l'axe des
complexes indéterminé. Dans le deuxième cas, on a

oi QÎ 03
6» 62 63 = o,
BI Bg Bs

et l'axe du complexe est parallèle au plan

(0263— b^a^x 4- (0361— b^a^)y +(0162— b^a^z == o.

Si les trois coefficients étaient nuls, l'axe serait parallèle à une
direction fixe et l'équation (9) serait de rang i, ce qui est con-
traire à l'hypothèse.

Il résulte de là que, si pour une surface 9 les deux familles
d'asymptotiques sont capables d'un complexe linéaire, les deux
surfaces d'axes seront de même nature : ou cylindrique, ou à
plan directeur, ou à cône directeur.

Emploi de la transformation de Lie. — Je prends, par
exemple, la transformation qui fait correspondre a la droite

x •==• az -+- a, y ==6.s 4-P,

la sphère de centre x ^ y ^ Z Q et de rayon R tels que

o=a?o-+-yo^ 6==R4-^o i
P ^XQ—y^i, a = R—-SO,

et je me propose de chercher les surfaces qui correspondent à
celles de Monge, engendrées par Je roulement sur un cône d'un
plan ent ra înant une courbe tracée sur lui. Une pareille surface
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aura une première famille de lignes de courbure plane; il lui cor-
respondra par la transformation inverse de Lie, si les plans des
lignes de courbure passent par l'origine, une surface (S) dont une
famille d'asymptotiques sera capable d'un complexe linéaire de la
forme

AL -4- DX 4- Y + M == o.

En appliquant la première méthode, j'aurai donc pour cette
surface (S)

z-+- D i — A.Z—p = ————, — q ==
•• \ <tf /W •*•P^y — x A y — x

Si j'écris que A et D sont liés par une fonction arbitraire, j'ai
une équation de premier ordre; en éliminant la fonction arbitraire,
on trouve l'équation du deuxième ordre

2- rt == p4-^-^-^)^
L xz—y |

qui doit admettre deux intégrales intermédiaires, contenant cha-
cune une fonction arbitraire. Effectivement, la méthode classique
donne

et

5—/^4-X/?^=F(X) où \== ^ J

xz~y = .r-4-H({JL) ou ^= -p-p x - ^ - q y p x ^ q y

Ijes deux familles d'asjmptotîques sont capables de complexes
linéaires, et l'on trouve que les surfaces des axes de ces complexes
sont deux conoïdes

^=/00 et ^==^).

En changeant de notations, on peut remplacer l'équation aux
dérivées partielles précédente par la suivante, qui est plus symé-
trique,

ç2_ rt = (£2,±Li_&î__î2:y.
\ ^y — z /

Les directrices des surfaces d'axes des complexes sont alors ox
et oy.

Je prends maintenant le théorème démontré par M. Darboux
xxxix. i j
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au Tome IV (p. 226) de la Théorie des surfaces, et qu'il énonce
ainsi :

« Les surfaces doni toutes les lignes de courbure sont planes
ou sphériques se déduisent, par des inversions et des dilatations,
soit d 'un cône, soit de la surface dont toutes les normales sont
tangentes à un cône, ou bien elles dérivent par dégénérescence des
surfaces ainsi obtenues. »

II suffit d'appliquer la transformation de Lie aux surfaces pré-
cédentes pour avoir le théorème concernant les surfaces que j^en-
visage. On sait que les transformations de contact qui conservent
les lignes de courbure se ramènent à des inversions et à des dila-
tations. La transformation de Lie leur fait correspondre les trans-
formations de contact qui conservent les lignes asymptotiques,
c'est-à-dire l'homographie et la transformation par polaires réci-
proques. Par la transformation de Lie, le cône me donne le
conoïde •©•
et la surface de Monge, dont les normales sont tangentes à un
cône, me donne les surfaces qui correspondent à l'équation

^ (Pq+^-P^-qyV
\ x y — z I^2—r<==

Toutes les surfaces, dont les deux familles d'asymptoliques sont
capables d'un complexe linéaire, doivent se déduire de celles-là
par homographies et corrélations ou dériver par dégénérescence
des surfaces ainsi obtenues.

En terminant, j'indiquerai une propriété des surfaces (S)

x=—u¥t-}-uHf•+-ï¥,
(S) y ==-+- v F'— v H' 4- îH,

s = uv.

Par la transformation de Lie, on retrouve ainsi une propriété des
sphères principales, signalée par M. Blutel (Comptes rendus de
l'Académie^ 1899). Si je considère les tangentes à une courbe ^
en tous les points où elle coupe une courbe u, je trouve pour les
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six coordonnées d^une de ces tangentes

X==F'—^F f f4-H\ L == ^ ( ¥ ' — u ¥ " ) ^ - v ( 9 M - (^IF),
Y == v F", M == P ( 2 MF' — u^ ¥"— '> F ),
Z == ^, N ==^(2FF"-F /2)4-M^F"(H—F')—'2Il(F /-t-II'-^AFW);

on en déduit les deiix relations

Y = F^Z,
M = = Z ( ^ F / — M 2 F " — t 2 F ) ,

c^est-à-dire que les tangentes aux courbes v en tous les points
d'une courbe u coupeni deux droites fixes, l^ine à l ^ in f în i , l^autre
parallèle à oy et rencontrant ox. Cette propriété se conserve par
homographie et corrélation.


