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SUR LES SURFACES DONT LES LIGNES ASYMPTOTIQUES APPARTIENNENT
PAR LEURS TANGENTES A UN COMPLEXE LINEAIRE;

Par M: Keravar.

Une solution indirecte de la question est connue. Comme me
I’a fait remarquer M. Darboux, en appliquant aux surfaces consi-
dérées la transformation de Lie, qui fait correspondre a une droite
une sphére, on les transforme en surfaces dont les lignes de cour-
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bure sont sphériques. La solution compléte de ce dernier pro-
bléme est bien connue. Il me semble, néanmoins, qu'une étude
directe de la question peut étre intéressante; j'ai, du reste, trouvé
des résultats que je crois nouveaux, par exemple celui-ci.

Toutes les solutions de I’équation

s2—rt = a?,

qu’on rencontre dans la théorie mécanique de la chaleur, jouis-
sent de la propriété indiquée. J'indiquerai deux méthodes.

PREMIERE PARTIE.

Soient X, Y, Z, L, M, N les six coordonnées de la droite et
AL+BM +CN—+ DX+ EY+FZ =0

I’équation d’un complexe linéaire. Les coefficients A, B, ... sont,
par exemple, fonction d’un paramétre ¢. Sur une asymptotique de
la famille considérée, v demeure constant. En un point M(z, y, z)
de la surface le plan polaire dans le complexe est tangent a la
surface au point M, ce qui donne immédiatement les équations

___Bz—-Cy+D
. P—A}/—Bx-i—F ( 03 _9z\
_Cx—Az+E Ap_dz’q_dy)

T9= Ry —Ba+F

En éliminant ¢, on obtient une équation aux dérivées partielles
du premier ordre. Toute surface correspondante jouira de la pro-
priété considérée pour l'une des familles d’asymptotiques, mais il
peut arriver que le fait se produise pour les deux familles : c’est
ce qui arrive dans le cas suivant que je vais étudier, qui donne la
surface minima d’Enneper et, par homographie, les surfaces réglées
du troisiéme ordre a directrices distinctes.

Considérons trois axes de coordonnées rectangulaires et sup-
posons que les axes des complexes linéaires d’une famille soient
situés dans le plan xoy el paralléles a oz. Le complexe sera de la

forme
L+AX+pZ=o,

ol A et w sont des fonctions de ¢, par exemple.
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L'application de la méthode indiquée conduit a I'équation

% p3
s _ =G(_).
q Y q

Or, si j'élimine la fonction arbitraire G, je trouve I’équation
aux dérivées partielles du second ordre

(A) s2—rt= P’q’:

22

qui admet deux intégrales intermédiaires, dépendant chacune d’une
fonction arbitraire,

De la résulte le théoréme suivant :

Tutoreme. — Si les lignes asymptotiques d'une premiére fa-
mille d une surface S appartiennent a des complexes linéaires,
dont les axes soient paralléles entre eux et dans un méme
plan, il existe une propriété pareille pour les lignes asympto-
tiques de la deuxiéme famille. Les axes des nouveauxr com-
plexes sont dans le méme plan que les premiers et leur sont
perpendiculaires.

Enintégrant I'équation (A), on trouve bien facilement les équa-
tions .
% =—uF'+ uH'+2F,
(S) y==+vF —oH +2H,

= uv.

F est une fonction arbitraire de u et H une fonction arbitraire
de ¢.

Ces surfaces (S) jouissent de propriétés intéressantes. Un cer-
tain nombre d’entre elles sont des surfaces minima, entre autres
la surface d’Enneper

Détermination des suryaces |S| qui sont minima. — En écri-



— 137 —
vant que S est minima, je trouve
(F+H)(uH +oF") — (u2+ o) FFH" +uv = o
Dans cette équation, je traite v comme une constante. Je pose,
par exemple, v=a, H'=>0, H'=c et je cherche la fonction F'=10

de la variable ». L'intégration est facile et donne
m? ma(l -+ c?)

0_mc—‘)(a—L—bc) ___c
- 2a % 2c

Mais 8 ne doit dépendre que de u et non de ¢. Or, a, b, c,
sont des fonctions de ¢, m étant arbitraire et introduit par I'inté-

gration. Il faut donc qu’on ait
mc

2a
mc —2(a + be
me—a(a+be) _ o

2¢
m?*  ma(i+c?)
§ ac =1

, B, ¥ ne contenant ni u ni ¢. Si j’élimine m, il me reste deux

relations
ar—a—be =cf,
ata? — a?a (14 c?) = c?y.

En revenant aux anciennes notations, la premiére me donne

(a0 —1)v=H'H"+- BH".
En intégrant
(a—1)e2=H"2+28H + p,

o élant une constante d'intégration. Je prends, par exemple,

H=—pf+yB2—p+(a—1)0?%;

d’out
— (a—1)0
Va—nw+p—p

d’ou facilement
(x—1)2 _a(a—1),
(a—1)ot4+PB2—p = avt+y’

d’ol une premiére solution
H'=—3+yB*—p,

H'=o,
10

a=1I,

XXXIX.
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gui conduit & une valeur infinie pour m. Il est facile de voir que
cette solution conduit a la surface minima d’Enneper. Sia =1,

on trouve
F= B+yV—aur+y,
H=—8+(x—1)0?+p2—p,
Y(2—1) = a(B2—p),

et, alors, deux cas a distinguer, selon que a =0 ouas£o0. Si
r=o0,y=o0,
F'=8,
H =—8+/F—,
F et H sont de la forme
b? L0
F=au, H=—av+ —arcsin + —/b2—
2 b 2
On a donc la surface minima réglée, c’est-a-dire I'hélicoide a
plan directeur.
Enfin, si 2 3£ o, la surface n’est plus réglée, on trouve alors

2
F_.—zk—harcsm—-'i +%V — h2u?,
2
k VK24 h'2p2,

II

hv
albsh -+

(SR

En changeant légérement les notations, j'arrive aux formules

définitives
x = k sinu cho + hu,

(2) ¥y = hcosusho+ kv,
5 = sinu sho,
ou /o el k sont des constantes liées par la relation
h?— k2=1.

Les lignes asymptotiques correspondent aux valeurs constantes

de u ou de v, et les lignes de courbure a
u = ¢ = const.
J'ignore si cette surface minima a éLé étudiée, elle me parait

inléressante : en particulier la représentation sphérique des
asymptotiques. Les cosinus directeurs de la normale au point u, ¢
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sont donnés par les formules

_ —shy
1= Kcosu + ke’
—sinu
1= 7% cosu + hcho’
__hcosu+-kcho,
'~ ¥ cosu—+ hchy’

Y

r4

on a bien z} + y} + 5} = 1. D'ailleurs

xy chy = sho(kz — h).

yicosu =sinu k— hzy).

On a donc pour représentation sphérique deux familles de
cercles orthogonaux. 1l résulte de la que les lignes asymptotiques
qui sont, par hypothése, capables d’un complexe linéaire sont de
plus des hélices. Les unes sont tracées sur un cylindre elliptique,
les autres sur un cylindre hyperbolique.

La surface minima Z posséde une infinité de génératrices recti-
lignes paralléles a oy et s’appuyant sur oz. Il suffit, dans les équa-
tions (X), de faire v = o, on trouve y et 5 nuls, donc oz est sur la
surface. Pour « = mm, m étant entier, on a 5 = 0, £ = m. h=x, ce
qui démontre la proposition.

SECONDE PARTIE.

La deuxi¢me méthode qu'on peut employer consiste & partir des
belles formules de M. Lelieuvre, qu’on trouvera au Tome 1V de la
Théorie des surfaces de M. Darboux. On fait usage de trois solu-
tions 8y, 4, 05, d’'une équation de la forme

020
—— = k0.
du dv k
Je suppose d’abord & =o, jappelleral les surfaces correspou-
dantes des surfaces de premiére espéce.

En posant
0= A,+ B,

0y = As-i- By,
3= Az+ B,
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ou les A dépendent de u et les B de ¢ seulement, les formules de

Lelieuvre donnent pour I'équation de la surface rapportée a ses
lignes asymptotiques les formules

x=AaBz—AzB3+.[Asz3—A3 dAg+fB2dB3~—B3 de,
(sl) y:AlBg—A3B1+fA3dA‘—A1 dA.3+fB3dBl—Bt st,

3 =A2Bl—AlBi+fAi dAg‘—‘AgdA]"f‘fB‘ de—Bg ch

et j’al alors le théoréme suivant :

Tutorime. — La condition nécessaire et suffisante pour que
les asymptotiques v soient capables chacune d’un complexe
linéaire, c’est que la courbe :

(A) xr = Al) y:Ag, Z=A3
soit plane.

Dans ce qui suit, je vais donc donner & ¢ une valeur constante
d’ailleurs quelconque, u seul variera et une lettre accentuée dési-
gnera une dérivée par rapport a u.

Soit donc

EX+nY+{Z+pL+gM+rN=o
I’équation du complexe linéaire qui correspond a Pasymptotique ¢.
Les coefficients &, 4, §, p, g, r sont donc des fonctions de la seule
variable ¢. J’écris que le plan tangent au point zyz est le plan
polaire de ce point dans le complexe

E+qz——ry='q+r.r—pz=C+py—q.z'=_)\
A+ By A,+ B, A;+ B !

X étant différent de zéro. Je chasse les dénominateurs et je dérive

en u
—q3 +ry ' =N(Aj+ By) +AAY,

—rz’ +ps =N(A;+ By) + AAj,
—py' +qa' =N (As;+ B;) + AAj.
Ces conditions sont nécessaires et suffisantes. En les intégrant,
elles donnent &, 1, §. Or, les équations (S,) me donnent

z'= A} (As+ By) — A (A3 + By),
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En portant dans les équations précédentes, on trouve trois équa-
tions qui se réduisent aux deux suivantes

(Ay+ BN+ AjA
= (As+Ba)g Al + (As+B3)rA] — (A + B) (g A+ rAy),

(A + By)N=+ AL
= (As+ B3)rAy 4+ (A1+ By)pAj;— (As+ Bs) (pA] + rAj).

Si j’élimine V', je trouve une équation qui se décompose
(N+pAT+qAy+7AY) [(Ar+ By)A) — (Ay+ By)A{] = 0.

Or, le crochet n’est pas nul, car on suppose que §,, 0,, 65 sont
des solutions distinctes; par suite, le quotient de deux d’entre
elles n’est pas une conslante.

Donc

(1) NM+pAi+qgAi+rAi=o.
En tenant compte de cette équation, les précédentes donnent
A{[p(A1=+B1) + q(As+ Bs) +r(As+Bs) —A] =o.

Donc, ou bien A’;=o et la courbe (A) est bhien plane, ou
bien
(2) A =p(A1+ By) + g (As+ By) + r(As+ By).

Si je compare (1) et (2), je trouve

M=o, donc A=F(»),
(3) A1+ gAy+ rAy=G (o).

Le point A, A, A; décrit donc une courbe plane dont le plan
est naturellement indépendant de ¢. On voit facilement que la
condition est suffisante.

On a douc un moyen trés simple d’avoir des surfaces jouissant
de la propriété indiquée pour une ou deux familles d’asympto-
tiques. Dans ce dernier cas, si 'on suppose que le plan de la
courbe (A) soit : ¥ = mx et celui de la courbe (B) : y = — muz,
on trouve pour équations

z=—muH —moF' 4+ m(2F — uF') 4+~ m(2H — vH'),
(81) y=+¢F —uH +(uF—2F) + (2H—vH),
z=amF'H,
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en posant
A =F, B; = H',
Ay =mF', By=—mH,
Ay=u, B;=v,

F est une fonction quelconque de u, et H de ¢.

On voit que ce sont des transformations par homographie des
surfaces (S). Ce sont les solutions de I’équation aux dérivées par-
tielles

4m?z2(s?— rt) = (m2p?— g2).
Il reste a examiner le cas o les plans des courbes (A), (B) sont
paralléles. En posant
A= u, B, = H".
A,=F, By=y,
A3=a, B;=06 et a+b=m,

on a, pour les surfaces cherchées, les équations

z=m(v —F'),
(zl) _y..—..m(u—-H’),
z2=FH+uF+oH —2(F+ H)— u.

Les complexes linéaires sont

N=m2Z +2mHX+2mvY,
N=—a2muX—omF'Y —m2Z.

Les axes de ces complexes ont pour équations

r= 2mp, zx=—2mF

y=—2mH', y= amu;

ils décrivent deux cylindres quelconques paralléles a 0z; enfin,
les paramétres des complexes sont les mémes pour chaque famille

d’asymptotiques et ont pour valeur

—m? et -+ m2.

Enfin, les surfaces I, sont les solutions de I’équation aux déri-

vées partielles
I
S2—rt= —-
m
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En partant de I'équation

1
2t = —
s rt i’

et en adoptant la forme donnée par M. Darboux, on a, pour les
surfaces intégrales,

I
=
l

(24)

iy IR I8
]
N
|
}:

= (u+ ) (H' — F') 4 2(F — H).

Les complexes sont

N= 2aH'Y~+2aéX —al,
N=- 2auX —2aF'Y+al.

Les axes des complexes

z= 2aH’ x=—2aF’
Y 9

y =—2av, Y =+ 2au,

et les paramétres des complexes : + a et — a.

Représentation sphérique des lignes asymptotiques. — Je
reprends les surfaces (S,), sans faire aucune hypothése sur les
courbes (A) et (B). On sait qu'on peut faire correspondre a S,
une autre surface S,, avec orthogonalité des éléments linéaires
(Darboux, t. IV) en prenant une solution de

920
aude = KO
.. df .. .
ici ——r =o. Si je prends w = 1, je trouve
.Z"=B‘-——A1.
(S2) Ty=By—A,,
X3 = Ba—‘Ag.

Si je prends pour courbes (A), (B)

x =—2A,, xr =+ 2By,
(A) _}’:-—2A,, (B) y:-i—QB,,
3 =—2A;, 3 =+ 2Bj.
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Si F est le premier point et F' le second : 1° le milieu M, de
FF’ décrit la surface S, qui correspond a S, avec orthogonalité
des éléments linéaires; 2° FF’ est paralléle 4 la normale en M
(qui correspond & M,) a la surface S, et, par conséquent, la con-
gruence G de M. Darboux (t.1V, p. 61), qu’on obtient en menant
par un point de S, une parall¢le a la normale au point correspon-
dant de S, a pour surface focale les deux courbes (A) et (B).

On en déduit de suite la représentation sphérique des asympto-
tiques. Par exemple, pour la surface minima (Z), les courbes
(A), (B) sont une ellipse et une hyperbole focales; les cnes, ayant
un sommet sur I'une et s’appuyant sur 'autre, sont de révolu-
tion, etc.

Solution la plus générale du probléme avec les formules de

M. Lelieuvre. — On se donne une équation de la forme
920
ouoe

ou k est une fonction connue de u et ¢. Soient alors §,, §,, 8, trois
solutions de cette équation non liées par une relation homogéne a
coeflicients constants.

Les formules de M. Lelieuvre sont alors

’ & = f(o: de' —_— 03 de*) (03 0—0’ -_ ) dv,

90
d
(T) y= f(oa 9, "0’) du+ <e, 95 e,"_) do,

/(0.602—016 )du (03‘—)21-— de’)d‘)

Les lignes asymptotiques sont les courbes obtenues en faisant
© ou ¢ constant. J'ai alors obtenu le théoréme suivant :

Tuatorime. — La condition nécessaire et suffisante pour que
les asymptotiques v = const. soient chacune capables d’un
complexe linéaire, c’est que 8, 0,, O sotent lies par une rela-

tion de la forme
B0, + B,og-l— Bge.E I,

ou By, By, B; ne dépendent que de ¢. Les quantités B,, B,, By sont
proportionnelles aux cosinus directeurs de I'axe du complexe.
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Soit
(X+nY+LZ+pL+gM+rN=o

I'équation du complexe qui correspond & une certaine valeur de .
En écrivant que le plan polaire du point zys daus le complexe
est tangent en ce point a la surface, on a

t +qgz —ry =\b,

n+rz —pz = N,

{ +py — gz =M\,
avec A2 o0 et réciproquement, il suffit qu'on puisse trouver
A£o; §,1,%, p, g, r non nulles ensemble et vérifiant les équations
précédentes. Si je dérive en u ces équalions deviennent

g3 —ry' =M+ N0,
(1) ro' —pz = Ay + X0,

Py —qz' =205 + Al
qui penvent remplacer les précédentes. En les intégrant, on aura

£, 7, &, ou mieux
MNy—qgz+ry

sera une fonction de ¢ qui donnera §, de méme pour 7 et §.
D’autre part, on a

x,=020’3_030,21 Y =eou =y
les équations (1) deviennent

A0y N0, =0,(q0} -+ r0;) —06,(q0,+ rbs),
(2) 04+ N0 = 0, (70 4+ p0f)— 0, (r0;+ pby),
204 + X' 05 = 03 (p0) + ¢0;)—0,(pb;+ gb,).

Nous allons voir qu’elles se réduisent a 2.
Entre les deux premiéres, j’élimine A
]

(818, — 8,00 ). [ p8) + g0} -+ r03 — X'] = o.
Si le premier facteur était nul, on aurait
0y = Beh

B ne dépendant que de . Alors,l’équation qui donne §,, 6, 0, serait

axf .
de la forme ———- = o; nous avons étudié le cas 4 part. Il faut donc
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qu’on ait
3) N=p0|+ g0} ro;.
En vertu de cette équation, le systéme (2) donne

— A= p0;+ gO0y+ rb;;
d’ot X' =o, d'ot A= H (v). Ainsi A doit étre différent de zéro et
ne dépendre que de ¢. On a alors

PO+ g0+ rb;+A=o,
ou, en divisant par — A,

B;10;+ B0+ B303=1,

B,, B,, B; sont proportionnels & p, ¢, r, c’est-a-dire aux cosinus
directeurs de 'axe du complexe.
Il résulte de la que, dans I’équation

020
(0) = kb,

k n’est pas quelconque. L’équation (0) doit étre choisie” parmi
celles que la méthode de Laplace permet d’intégrer aprés deux
opérations au plus et dont la solution générale contient deux fonc-
tions arbitraires, 'une de u, 'autre de ¢ et leurs dérivés des deux
premiers ordres.

Tutorime. — Etant donnée une équation de Laplace
02 0 0
(E) ﬁ+a£+b£+cz=o,

st m solutions z,, 3y, ..., Zm DISTINCTES SONt liées par une relation

de la forme

A3+ Ayse+...+~ A 3,=0,

ot les A ne dépendent que de x et, naturellement, ne sont pas
tous nuls, léquation (E) s’intégre par la méthode de Laplace,
au bout de m — 2 opérations au plus.

En effet, la relation peut s’écrire

Im= )\151—!— )\ng—|—. . .+)\m_|zm_|.
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En écrivant que 3, vérifie (E), on trouve

023, 03 03 , {931 )__
=M (W +a—— +b-55,- +cz1>+2)\1 <3;+“51 =0,

qui se réduit au second terme. Si donc on pose

0z
01=d—}:+¢l51, 0;:..., ey
I’équation nouvelle (E,) aura pour m — 1 solutions : §,, 05, ..., 0,

liées par une relation de la forme -
)\Il 01 -+ A; 0’+. o )\,ln_‘ 0,,,_, = 0.

Les ) ne sont pas nuls, sans quoi les A seraient constants et
3y By ..., Zm D€ Seraient pas m solutions distinctes.

En continuant, on arrive a une équation E,_,, o deux solutions
seront liées comme les précédentes.

Je dis que cette équation aura un invariant nul. Supposons que,
dans I’équation

023 03 0z
+a— +b—

(E) oz dy oz oy

+4-cz=o0,
deux solutions 3z, 2, soient liées par
Z9= A3y,

ou A ne dépend que de z.
Ecrivons que z, vérifie (E), nous trouvons

I 0z, _
A= (;}—; +az,) = o,

Si donc X' n’est pas une conslante

031 .
;}7+az1_.o,
d’od
d’zl d’q . Jda .
dzdy+ad_:£ +o|;—=0,
d’od
Jda Jz
315;—0 1 63}—,‘ = o,
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ou bien
z da c+ab)=o
1 oz = Y%
da da
5;=c—ab, %+ab—c=o,

Iinvariant / est donc nul.

La démonstration suppose, par exemple, que les rapports de
N,y Ny, ey N, @ 'une d’elles ne sont pas des constantes; s'il en
était ainsi, I'équation en z aurait deux solutions, dont le quotient
serait une fonction de z et I'invariant % serait nul.

On peut dire que, au bout de m — 2 opérations au plus,la mé-

thode de Laplace conduit a I'intégration.

Application aux surfaces considérées. — Si trois solutions
By, 02, 65 de
920

sont liées par
B,ﬂ, -+ BzOg—'— ‘BaﬁaE I,

ou les B ne dépendent que de ¢ en appliquant la méthode de La-
place, c’est-a-dire en posant

T = =y

Ju
I’équation en 3 aura trois solutions z,, 73, 23, liées par

By 3+ Bglg—l— B;ZgEO;

une nouvelle transformation de Laplace donnera une équation
dont un invariant sera nul.

Donc, la solution générale de 1’équation (8) sera de rang 3
au plus. Dés lors, on n’aura, pour troaver I’équation des surfaces
considérées, qu'a appliquer les formules données par M. Darboux
au Tome IV de la Théorie des surfaces. Je ne crois pas utile de
développer les calculs.

Nous avons vu que les solutions de 'une ou 'autre des équa-
tions

s$2—rt = !%:,
1

e Pt = —
s rt a’,
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donnaient des surfaces dont les deux systémes de lignes asympto-
tiques étaient capables d'un complexe linéaire. Les transformées de
ces surfaces par homographie ou corrélation jouissent de la méme
propriété. La premiére donne ainsi les surfaces réglées du troi-
siéme ordre a directrices distincles, tandis que la deuxiéme donne
celles de Cayley. Par exemple, la surface

r=u —+9,
¥y =u?+ v,

% = ud~+-v3

correspond & s2—rt = 57’
4

Classification des surfaces §. — Appelons surfaces § les sur-
faces pour lesquelles I'une au moins des deux familles d’asympto-
tiques est capable d'un complexe linéaire. Elles correspondent a
une équation (0)

920
(9) = kS,
ou la solution est de rang 1, 2 ou 3.

Je suis arrivé au théoréme suivant :

Tutorime. — 1° La solution est de rang 1, lorsque les axes
des complexes sont paralléles entre eux, la surface des azes
est cylindrique ou plane et réciproquement.

2° La solution est de rang 2, lorsque la surface des axes
est une surface réglée a plan directeur et réciproquement et,
par suite :

3° La solution est de rang 3, lorsque les axes des complexes
sont paralléles auzx génératrices d’'un cone.

Démonstration. — Premiére partie. — Si les axes des com-
plexes sont paralléles a une direction fixe, 'équation () est de
rang 1, c'est-a-dire de la forme

#0 _
Judy

Nous supposons qu'il s’agisse des complexes des courbes
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¢ = const. On a alors une relation de la forme
B101+ Bzﬂ,—l— 133035 I,

ou By, By, B; ne dépendent que de ¢. La direction By, B,, B; étant
celle de I'axe des complexes, ces quantités doivent étre propur-
tionnelles a des constantes a, B, ¥
B, B,
« B

aby + B0+ y05== A

I

_Bs_
=2=5

d’ou

Donc A est une solution de I’équation (9)

020

duov k0,

el, comme A ne dépend que de ¢, il faut &k = o.
Réciproquement, une équation de premier rang nous donne

0= A;-+ B,
0, = A+ B,,
032 A3+ B3,

et nous avons vu que la courbe (A)
xr = Ay, ¥y =A,, z=A;

devait étre plane,
aA1+’ﬁA,+ ‘{A3'=— 3,

a, 3, v, étant constants. On a alors
201+ 30+ 3= F(v),

«, {3, ¥ donnent la direction de 'axe qui est, par suite, perpendi-
culaire au plan de la courbe (A).

Dcuxiéme partie. — Supposons que les axes des complexes
correspondant aux courbes v = consl. soient paralléles au plan
fixe

ax + By + vz =o.
Si alors
Blﬂl—i— Bgez—f— B303E I,
on doit avoir
aBi+ 3B+ yBy;=o,
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ou encore, par exemple,
B:= aB,+ bB,,
a, b étant des constantes; par suite,

B,(0,+a03) -+ Bg(ez—f- 603) =1,
de la forme
B0, -+ Byls=1,

et alors, d’aprés un théoréme démontré plus haut, I'équation (0)
est de rang 2 au plus.

Réciproquement. — Prenons une équation de rang 2 et mon-
trons que les axes des complexes linéaires sont paralléles & un
plan fixe. Pour plus de commodité, je remplace les variables u, ¢
par z, y; on peut prendre 0, §,, §; sous la forme (Darsoux,
Théorie des surfaces)

b= 2 (Xi— Y =X, — ¥,

2
T=Yy

2
r—y

0, =

(X2—Y5) — X5 — Yy,

05=

(X5 —Y3)— X3 — Y5,

les X ne dépendant que de z et les Y de y. Mais il faut que 6,, 0,, 0,

soient liés par une relation de la forme
Ble| -+ B,0,+ B3035 I,

ou les B ne dépendent que de y. Si, dans cette derniére relation, je
remplace 8, 0,, 0; par leurs valeurs et si je donne & y une valeur
constante, d’ailleurs quelconque, B,, B, B; deviennent trois con-
stantes a,, d,, @3; je pose alors

ay X+ a,Xz—|- a3X3= X,
et la relation prend la forme
2 X =2(X'+a) (@ = const.).

by

C’est une équation linéaire facile a intégrer. Finalement, je

lrouve
ay X + a,X2+ a3X3E P,
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P étant un polynome du deuxié¢me degré en = a coefficients con-
stants; je peux donner a y trois valeurs distinctes, jaurai alors
trois relations de méme forme

a X+ a Xs+ a3 X3 =P,
b|xl+ b,X,+b3X3= Q,
c.X, +02X2+C3X3 = R.

Dés lors, si j'appelle Ale délerminant des coefficients de X, X, X,
deux cas se présentent. Ou bien A £ 0, ou A = o. Dans le premier
cas, X,, X,, X; sont trois trinomes du deuxiéme degré en x a coeffi-
cients constants, la surface correspondante est réglée et I'axe des
complexes indéterminé. Dans le deuxi¢me cas, on a '

a, as dag
by by by |=o,
By B; B;

et I'axe du complexe est paralléle au plan
(agba—— bzdg)x -+ (a;bl—— b3a|)y -+ (a,b,— b‘a,):. = 0.

Si les trois coefficients étaient nuls, 'axe serait parall¢le & une
direction fixe et I'équation (0) serait de rang 1, ce qui est con-
traire & I'hypothése.

Il résulte de la que, si pour une surface § les deux familles
d’asymptotiques sont capables.d’un complexe linéaire, les deux
surfaces d’axes seront de méme nature : ou cylindrique, ou a
plan directeur, ou i cone directeur.

Emploi de la transformation de Lie. — Je prends, par
exemple, la transformation qui fait correspondre a la droite

r=az+a, y=bz+j,

la sphére de centre z, y, 3, et de rayon R tels que

a=xy+ yoi, b =R + 3,

B=xo— yoi, a = R — 3,

et je me propose de chercher les surfaces qui correspondent a
celles de Monge, engendrées par le roulement sur un céne d’un
plan entrainant une courbe tracée sur lui. Une pareille surface
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aura une premiére famille de lignes de courbure plane; il lui cor-
respondra par la transformation inverse de Lie, si les plans des
lignes de courbure passent par I'origine, une surface (S) dont une
famille d’asymptotiques sera capable d’un complexe linéaire de la

forme
AL+DX+Y~+ M =o.

En appliquant la premiére méthode, j’aurai donc pour cette

surface (S)
_ %+D __1—Ags
‘D—Ay—x’ q—Ay—x

Si j’écris que A et D sont liés par une fonction arbitraire, j’ai
une équation de premier ordre; en éliminant la fonction arbitraire,
on trouve 'équation du deuxiéme ordre

_— —_ . 2
st = [p+q(z Pr—q) )] ,
zz—y

qui doit admettre deux intégrales intermédiaires, contenant cha-
cune une fonction arbitraire. Effectivement, la méthode classique

donne
s —pzx+Apy=F(X) ol k:;—}-qq—j,
et
ZETY g H(p) on  p=PRFIE,
pr+qy pPT+qy

Les deux familles d’asymptotiques sont capables de complexes
linéaires, et I'on trouve que les surfaces des axes de ces complexes
sont deux conoides

)’ 2
= t ] .
po f(z) e > g(x)

En changeant de notations, on peut remplacer I'équation aux
dérivées partielles précédente par la suivante, qui est plus symé-
trique,

Pt — (Pq+z—1w— qy>’,
.’I'_y -——3
Les directrices des surfaces d’axes des complexes sont alors oz
et oy.
Je prends maintenant le théoréme démontré par M. Darboux
XXXIX, 11
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au Tome IV (p. 226) de la Théorie des surfaces, et qu'il énonce
ainsi :

« Les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes
ou sphériques se déduisent, par des inversions et des dilatations,
soit d’un cdne, soit de la surface dont toutes les normales sont
tangenles a un cdne, ou bien elles dérivent par dégénérescence des
surfaces ainsi obtenues. »

Il suffit d’appliquer la transformation de Lie aux surfaces pré-
cédentes pour avoir le théoréme concernant les surfaces que j’en-
visage. On sait que les transformations de conlact qui conservent
les lignes de courbure se raménent & des inversions et a des dila-
tations. La transformation de Lie leur fait correspondre les trans-
formations de contact qui conservent les lignes asymplotiques,
c’est-a-dire '’homographie et la transformation par polaires réci-
proques. Par la transformation de Lie, le céne me donne le

conoide
=r(2)
x

et la surface de Monge, dont les normales sont tangentes a un
cdne, me donne les surfaces qui correspondent a 'équation

S pt = <Pq+z—pw—-qy>’,

zy —3

Toutes les surfaces, dont les deux familles d’asymptotiques sont
capables d’un complexe linéaire, doivent se déduire de celles-la
par homographies et corrélations ou dériver par dégénérescence

des surfaces ainsi obtenues.
En terminant, j'indiquerai une propriété des surfaces (S)

xr =—uF'+uH 4+ 2F,
(S) y=+9¢vF —vH+2H,

Z = uv.

Par la transformation de Lie, on retrouve ainsi une propriété des
sphéves principales, signalée par M. Blutel (Comptes rendus de
U’ Académie, 189g). Si je considére les tangentes & une courbe v
en lous les points ou elle coupe une courbe «, je trouve pour les
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six coordonnées d'une de ces tangentes
X=F-—uF'+H, L=0v2(F—ulF")+vo(2ll -0oll'),
Y =v¢F", M=v(2uF -~ u2F"—2F), :
7=, N = 0@ FF"— F') - up (' — F')— 2 I(F' 1 — 1 );
on en déduit les deux relations i

Y =Pz,

M=Z(2uF'— uF — aF),
c'est-a-dire que les tangentes aux courbes ¢ en tous les points
d’une courbe « coupent deux droites fixes, I'une a U'infini, autre

paralléle 2 oy et rencontrant oz. Celte propriélé se conserve par
homographie et corrélation.



