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APPLICATION DE LA NOTION DES VALEURS CRITIQUES A LA DISJONCTION

DES VARIABLES DANS LES EQUATIONS D'ORDRE NOMOGRAPHIQUE SU-
PERIEUR;

Par M. Farip Bouran.

I. — Exvost.

Lorsqu’on se propose de représenter une équation I,y3 =o0
trois variables z,, 3,, 23 par un nomogramme & points alignés, une
question s’offre en premier lieu : c’est de reconnaitre si celle
équation peut étre mise sous la forme d’un délerminant,

Fy Gy Hy
([) Fz Gz Hz = ()’
F3 G3 H3

les éléments F;, G;, H; désignant des fonctions réelles d’une seule
variable 3;; et, dans l'affirmative, de trouver ces éléments.

L’opération consistant a former ce déterminant a é1é appelée
par M. d’Ocagne, dans son Traité de Nomographie, la disjonc-
tion des variables de I’équation propbséc (").

Ce probléme assez difficile n’a pas été résolu jusqu’a présent
d’une maniére générale. On n’est pas encore parvenu a former les
équations différentielles exprimant les conditions suffisantes et
nécessaires auxquelles I'équation F,,3 = o doit satisfaire pour
qu’elle soit représentable en points alignés.

Néanmoins, M. Duporcq a obtenu des conditions suffisantes,
sous forme d’équations fonctionnelles (2).

Tout récemment, M. d’Ocagne a indiqué une nouvelle notion
nomographique trés féconde, dite des valeurs critiques (*). Elle
permel de construire directement les nomogrammes représentatifs

(') Nous indiquerons respectivement, par les notations 1T'.N. et C.G.N., les
renvois au susdit Traité et au Calcul graphique et nomographie par le méme
auteur.

(%) Bull. de la Soc. math., 18¢7, p. 287 et T.N., p. 427.
(®) Comptes rendus, t. CXLIV, 1907, p. 190, 893, 1027; Bull. de la Soc. math.,
t. XXXV, 1907, p. 173; C.G.N., p. 253.
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— 106 —

des équations d’ordre 3 et 4, sans effectuer préalablement la dis-
jonction de leurs variables; elle réduit la théorie de ces équations
a sa plus simple expression, et elle s’applique a la définition et a
la recherche de la symétrie nomographique.

En étudiant ces diverses applications, nous avons éLé conduit &
élucider de nouveaux points qui font 'objet de cetie Note, et qui
peuvent se résumer comme il suit :

1° Lapplication de la notion des valeurs critiques & la cons-
truction directe des nomogrammes représentatifs des équations
d’ordre nomographique 3 et 4, peut étre étendue & toutes les
équations nomographiquement rationnelles de la forme

2) Fys3=F Fy3+ Gy G235+ HiHyy =0,

sans se préoccuper de la possibilité de leur représentation en
points alignés, car, par des valeurs critiques réelles obtenues en
opérant suivant la marche indiquée par M. d’Ocagne pour la
détermination de ces valeurs, on peut a la fois affirmer cette
possibilité et effectuer la disjonction des variables de ces équa-
tions;

2° Recherche d’une forme caractéristique des équa-
tions F 43 = o susceptibles d’une représentation par un nomo-
gramme a échelles superposées, et son apvlication & la disjonc-
tion des variables de ces équations;

3° E'tablissement des conditions nécessaires et suffisantes
pour que Uéquation F ;5 = o soit représentable par un nomo-
gramme de Uun des trois types principaux de nomogrammes
a simple alignement définis comme suit : dans Uun d’euzx, les
trots supports des échelles sont distincts; dans un autre, deux
des supports sont confondus; dans le troisiéme, les trois sup-
ports sont également confondus;

4" Application de la notion des valeurs critiques a la ré-
duction de lUéquation F,y3 =o d'ordre quelconque, la plus
générale a la forme (2), en vue de la disjonction des variables.
Sicette équation n’est pas réductible a cette forme par le pro-
cédé indiqué, on démontre aisément qu’il est impossible qu'elle
le soit, & moins toutefois d’une substitution non linéaire et
homogéne effectuée sur les fonctions par rapport auzxquelles
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cette équation a €té considérée sous forme nomographiquement
rationnelle et homogéne.

Avant d’exposer nos recherches ci-dessus avec des exemples,

rappelons en quelques mots les deux notions saivantes, aujour-
d’hai classiques.

II. — ORDRE NOMOGRAPHIQUE D'UNE EQUATION (').
Q

Une équation a trois variables est dite, d’aprés M. Sorean,
ordonnée nomographiquement par rapport a la variable z, si elle
peut se mettre sous la forme d’un polynome Ef| f5.= o du premier
degré par rapport a des fonctions f, de z,, ces fonctions élant linéai-
rement indépendantes. Si ce polynome comporte p, -+ 1 termes,
cetle équation est dite d’ordre nomographique p, par rapport
A la variable z,, et si elle est de cetic fagon d’ordre p; par rapport
a chaque variable z;, la somme p, + p, + p, est I'ordre nomogra-
phigue total de I'équation proposée.

L’équation F .3 = o est dite, d’aprés M. d’Ocagne, nomogra-
phiquement rationnelle, si elle peut étre ordonnée nomographi-
quement par rapport & chacune de ses variables.

III. — NoTION DES VALEURS CRITIQUES.

Cette notion consiste, d’aprés M. d’Ocagne, dans la considéra-
tion des valeurs que prennent deux quelconques 3, et z, des trois
variables de I'équation I¥,,3 = o pour une valeur indéterminée de
la troisiéme 3;. Ces valeurs de 5, ct z, sont dites critigues.

Suivant que I'échelle (3,), correspondante d’une variable z,, est
curviligne ou rectiligne, les valcurs critiques de z, et 53, pour une
valeur indéterminée de la variable considérée z,, sont réunies aux
points de rencontre des deux échelles (3,) et (s51) ou réparties
aux points mutuels de rencontre de ces Lrois échelles.

(') Bull. de la Soc. des Ing. civils, aout 1901, p. 243; Bull. de la Soc. math.,
t. XXXI, 1907, p. 154; C.G.N., p. 230.
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Cette définition s'étend aussi aux valeurs correspondantes des
fonctions de ces variables dont dépendent ces échelles.

Pour avoir, d’aprés M. d’Ocagne, les valeurs critiques des deux
variables z, et z,, correspondant & une valeur indéterminée zs,
on ordonne nomographiquement I'équation F,,3 = o par rapport
aux fonctions de cette variable. Ensuite, il suffit d’égaler a zéro
les coefficients de ces fonctions pour obtenir un systéme d'équa-
tions aux valeurs critiques cherchées.

IV. — ApPLICATION DE LA NOTION DES VALEURS CRITIQUES A LA
DISJONCTION DES VARIABLES DES EQUATIONS NOMOGRAPHIQUEMENT
RATIONNELLES DE LA FORME GENERALE (2) AU PLUS D’ORDRE 2
PAR RAPPORT A UNE MEME VARIABLE 3, (').

Ce probléme peut se ramener a la recherche de deux systémes
de trois fonctions F,, G,, H, et F;, Gy, Hj, respectivement des
deux variables z, et z3, tels qu’ils vérifient les deux identités

(3) FyFa34 G3Ga3+ HoHys= o,
(4) F3Fo3+ G3Gas+ HyHyy =0,

lesquelles, avec 1’équation (2), donnent par élimination la forme
cherchée (1).

Désignons par f;, gi, ..., tiy pour i =12 et 3, les fonclions de
la variable z; par rapport auxquelles I'équation (2) peut éire
ordonnée nomographiquement sous forme homogéne. Soit n; le
nombre de ces fonclions.

Pour avoir I'un quelconque des deux systémes de fonclions in-
connues ci-dessus, par exemple le syst¢tme F,, G,, H, corres-
pondant a la variable 5,, écrivons les trois fonctions Fay, Gas, Hyg
sous la forme suivante ordonnée nomographiquement par rapport
au systéme des fonctions f3, g3, ..., t; de z3

F23= A; 3+ A§g3+- ot A’z”t;;.,
(5) G, = B%fa—l—Bgéﬁ—i—.-.—*— B’;'l;,,
Hyy=Cifs+ Cigs+...+ CR4,

(') Cette solution a éLé précédemment communiquée par nous sous une forme
différente & I'Académie des Sciences (Comptes rendus du 14 février 1910, p. 379).



o chacun des coefficients A, BX, BX représente une forme linéaire
et homogeéne da systéme f,, g9, ..., £, & coefficients constants.
Cela posé, introduisons les expressions (5) dans 'équation (2)
et appliquons le procédé précité de M. d’Ocagne 4 la détermination
des valeurs critiques que prennent les deux variables z, et z,, en
rendant indéterminée la variable z;, dans U'équation (2), nous
aurons le systéme suivant de n, équations linéaires et homogénes

en F‘, G|, Hg :
(6) AéFi—f—B,{G’t—f-Cl{H[:O (k=l,2,3,...,ﬂ3).

A présent, je dis que, si en considérant ¥, G\, H, comme
inconnues, ce systéme d’équations est compatible, et si
L

(7) ) 'F1=)\q’2, Glz)\wg, H1=)\X2

(A étant un nombre arbitraire) en est la solution la plus géné-
rale, les trois fonctions ®,, W,, X, représentent précisément
les fonctions cherchées Iy, G,, H,.

En effet, les deux systémes d’équations (6) et (7) donnent les
n; identités

(8) Aldy 4 BEW, 4 CiXy=0 (k=1,2,3,...,n3).

D’autre part, en ajoutant membre & membre les trois rela-
tions (5), apres les avoir multipliées respectivement par ®,, ¥y, X,,
on obtient I’égalité ‘

D3 Fa3+ WyGas+ XoHys= S} f2+ S§g3+. ..+ 5343,

ou les coefficients S}, S%, ..., S7 représentent les n; tri-
nomes (8). .

Or, comme tous ces trinomes sont, par hypothése, nuls, quels
ue soient z, et 23, il en résulte que le premier membre de I'éga-
lité ci-dessus est identiquement nul. Donc, les trois fonc-
tions ®,, ¥,, X, vérifient I'identité (3).

En vertu des relations (7), ces trois derniéres fonctions peuvent
étre considérées comme élant les expressions critiques respectives
de F,, G,, H, en fonction de z,, pour une valeur indéterminée
de z;.

RemarQue, — Il est aisé de voir que, sile couple de varia-
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bles (54, 55) admet des valeurs critiques, le systéme d’équations (6)
définissant les fonctions cherchées ®,, ¥, X, doit étre compatible
par rapport a F,, G,, H,.

Or, comme les équations d’ordre 3 et 4 ne sont qu’un cas parti-
culier des équations de la forme (2), il s’ensuit que M. d’Ocagne,
en se servant des valeurs critiques réelles pour la construction
directe des nomogrammes représentatifs de ces équations, a, en
méme temps, affirmé la possibilité de la disjonction de leurs varia-
bles, et effectué 'opération de cette disjonction ; car, pour arriver
aux équations (7) des valeurs critiques qui sont la solution géné-
rale du systéme d’équations (6), il a dia évidemment établir la
compatibilité de ces derniéres équations.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant, relatif a la
disjonction des équations de la forme (2) :

Tatorkme. — Si chacun des deux systémes d’équations de
valeurs critiques correspondant aux deux couples de varia-
bles (3., 52) et (34, 33) est compatible, en considérant ¥, G,, H,
comme Inconnues, ou si, a fortiorl, chacun de ces deux couples
admet des valeurs critiques réelles, la disjonction compléte des
variables peut s’effectuer sous la forme voulue. Sinon, elle
est impossible, & moins toutefois d’une transformation autre
qu'une substitution linéaire et homogéne effectuée sur les
systémes de fonctions¥,,G,,H, et fi, gi, ..., t: (pouri =2 et 3)
par rapport auxquels Uéquation proposée (2) a été considérée
ci-dessus nomographiquement rationnelle sous forme homo-
géne.

Démontrons, premiérement, le cas de I'impossibilité relative
a la substitution définie par les équations suivantes :
‘ F‘ = alF', -+ a,Gll -+ a;H'“
(9) ¢ Gy= byFi+ byG}+ b H),
Hi = ¢,F|+ ¢:G| + ¢c;HY,
F,, G, H;, étant les nouvelles fonctions de z, et a,, a,, ..., Cy, Cs
des constantes quelconques, telles que le module de substitution,

c'est-a-dire le déterminant

e M=]|a, b ¢,
soit différent de zéro.
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En effet, si I'on effectue cette substitation dans I'équation (2),
el si, ensuite, on applique le procédé de M. d’Ocagne, on obtient
comme correspondant du systéme (6), le systéme suivant de n,
équations :

(6") al T+ BAG 4+ y5H = (k=r1,2,...,n3),

ol
a’,‘:: a,A',"—|— b| B';-i— C C’;,
b= ay A+ by B% + ¢ Cf,
"{’1‘: a; Aé‘—'— b;; Bé"“" C3 Cl{.

Or, si 'on désigne par & et &' deux déterminants caractéristiques
correspondants entre eux et relalifs aux deux systémes (6) et (6'),
on élablit aisément la relation

8= Ms.

Mais, comme par hypothése M et 8 sont dillérents de zéro, il
en est de méme de leur produit &. Donc, le systéme (6') est in-
compalible, et il en résulte que la disjonction ne peut s’effectuer
moyennant la substitution (g).

Passons a présent a la substitution concernant le sysitme de n;
fonctions fi, giy ..., t; (pour =2 et 3). Pour démontrer le cas
relatif & 'un quelconque de ces deux systémes, par exemple, le
systéme correspondant a { =3, écrivons les n, formes linéaires
définissant cette substitution

f;= a.cp§+a,t_9§+...+ a,,acp'::’,
Ey=10,0) + baod+...+ bn 9%,
ettt e feceenns eieny

L= P19} P23+ .. P93

P3r P3y - -+ P €lant les ny nouvelles fonctions de 35 et @, a,, ...,

by, by, ..., p,,, des constantes quelconques Lelles que le module
de substitution

A=]ay by c3 ... pnl

soit dillérent de zéro.
Si U'on introduit ces n; formes linéaires dans les expressions (5),
et si ensuite on applique le procédé de M. d’Ocagne en désignant
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respectivement par A, B, G, ..., P les premiers membres des n;
équations (6), on aura, comme correspondant i ce dernier, le sys-
téme suivant de n, équations

(6") arA—+biB+ciC+...4+piP=o0 (k=1,2,3,...,n3).

Or, comme ce dernier est équivalent & son correspondant (6)
qui est incompatible par hypothése, il en résulte que la disjonction
ne peut s’effectuer par la derniére substitution ci-dessus.

Avant de passer aux applications, énoncons la régle pratique
suivanle que nous adopterons pour effectuer la disjonction au
moyen des valeurs critiques :

RicLe pEs vALEURs criTiQuEs. — L'équation F,,; — o étant
mise sous la forme (2) au plus d’ordre 2 par rapport a une
méme variable 3,, pour avoir le systéme de trois fonctions incon-
nues ¥y, Gy, H, correspondant & U'une quelconque z, des deux
autres variables z, et 34, il suffit de substituer ces trois fonc-
tions respectivement aux trois autres ¥, G,, H, dans l'équa-
tion (2), ensuite de résoudre l'identité obtenue (3).

Pour cela, on ordonne nomographiquement cette derniére
par rapport au systéme des fonctions f3, qs, ..., ty de Uautre
variable z;. Puis en égalant a zéro les cocfficients de ces fonc-

tions, on obtient un systéme d’équations linéaires et homogénes
en Fg, Gg, Hg.

Remarque. — Il convient de bien remarquer que ce dernier
systéme d’équations n’est autre que celui (6) des valeurs critiques
des deux variables z,, z,, dans lequel F,, G,, H, seraient remplacés

Par F2, Gg, Hz.

V. — EqQuATION D'ORDRE 3 LA PLUS GENERALE.
Cette équation, complétement étudiée par M. d’Ocagune ('),
peut s’écrire sous la forme

(10) Fs(a fifa+ by fo+ be fi+ c3)
+ Gs(hsfifa+ a1 fi+ cafo+ d)+HyHpp=o0,

(') Acta math., t. XXI, 1893, p. 3o1; T.N., p. 436; C.G.N., p. 257.
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Fi=fs, Gs=1, Hz=o,

est une quantité arbitraire que nous désignerons par A,

En appliquant la marche de la régle ci-dessus a la recherche des
deux systémes de fonctions inconnues F,, G,, H, et F,, G, H,,
on obtient les deux systémes d’équations :

(1) g(a J1+81)Fi+ (b3 fi+¢2) Gy = o,
(by f1+ ¢3)Fi+ (¢y fi+d )G+ AHy = o;
(12) % (a fa+bs)Fy+ (b3 fo+ ¢1)G2 =o,
(by fa+ c3)Fo+(cafo+d )Ges+AHy =0,

Distinguons les deux cas suivants relatifs au paramétre A :

1°A=o0. Clest le cas des nomogrammes & échelles rectili-
gnes Ny, qui a été déja traité par M. d’Ocagne au moyen des
valeurs critiques (C. G. V., p. 257),

En effet, si dans les équations (11) et (12) on substitue le sys-
teme de fonctions Fy, Gy, H;y de 53 a chacun de ceux correspon-
dant & z, et z,, on aura précisément, en vertu de la derniére
remarque du paragraphe IV, les deux systémes d’équations des
valeurs critiques, respeclivement des deux couples de variables
(%1, 33) et (32, 53) qui s'obtiennent, d’aprés M. d'Ocagne, en
rendant successivement indéterminée z, et z; dans I'équation (10).

Les deux systémes d’équations (11) et (12) sont donc compati-
bles pour les deux couples de valeurs critiques (s', 37) et (a,, o}
relatifs aux deux fonctions f, et f;. ;

D’ailleurs, on vérilie aisément cette compatibilité en remarquant
que o), e} ¢, sont les racines du déterminant résultant de 1’élimi-
nation de F;, G;, H;, dans le syst¢tme d’équations correspondant.
Ainsi, le systéme (11) donne par élimination le résultant

a fi+ by byfi+ce

b’fl"‘cz cifl+d =‘(‘f‘_cll)<fl_0'z)=o,

ayant pour racines ¢, el ¢, el qui n’est autre que I’équation (6;)
donnée par M. d’Ocagne dans son C. G. V., p. 258.

Nous connaissons donc de chaque échelle (z;) deux points ¢}, o
placés aux points de rencontre avec les deux autres échelles (3;)
et (zk).
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A présent, cherchons les équations en coordonnées cartésiennes
des supporls des trois échelles de ce nomogramme en partant des
formules

xr = E—i-’ Y= '}L
Gy

Le support de 'échelle (z3), est défini par I'équation y = o re-
présentant I'axe des z.

Pour avoir les équations des supports des échelles (z,) et (5.),
divisons respectivement par G, et G, les membres des deux sys-

\ " 'r . . . Fl .
témes d’équations (1 1) et (12); puis remplagons G (pour i=r1et 2)

par z el éliminons f, et f3 respectivement dans ces deux systémes
d’équations. Nous aurons relativement a chacun de ces derniers la
|

méme équation
ar +by  bx+c
bow +c¢y  Cax+d

représentant deux droiles paralléles a 'axe des y qui peavent étre
rendues concourantes par une transformation homographique.

2° A £ o. Montrons immédiatement que c’est le cas des nomo-
grammes coniques qui a été traité au moyen des valeurs critiques
par M. d'Ocagne, aprés avoir été établi d’'une fagon assez laborieuse
par MM. Clark et Soreau.

En effet, substituons respectivement z, ¥, 1 aux trois fonctions
Fi, Gi, H; pour i =1 et 2, contenues dans les deux systémes
d’équations (11) et (12). Ensuite, éliminons f, et f, ; nous aurons
la méme équation suivante, définissant le support commun des
deux échelles (z,) et (z3),

b1$+61 _ b,x+ci
ax+b; cx+ry+d

Elle représente une hyperbole a4 un paramétre arbitraire A que
Uon peut transformer en une conique quelconque par ’homogra-
phie la plus générale.

Il est intéressant de remarquer que, si I'on fait A= o dans
I’équation ci-dessus, 'hyperbole se réduit a deux droites.

(') C.G.N., p. 292; Revue de Mécanique, t. XXI, 19o7.
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VI. — EqQuaTiON D’ORDRE 4 LA PLUS GENERALE.

Cette équation est de la forme suivante, posée par M. Soreau ('),

fa(aofifz"" a1 fi1+ as f2+ a3)
+ &3(bo f1 fa+ by fi+ bs fy+ bs) + hs(cofifo+ ey fi+ exfo+ €3) =0}
en prenanl;
F3=f3» G3=fa, H; = hs,

et en appliquant la régle ci-dessus, on obtient les deux systémes
d’équations
‘ (ao‘/',—i— a,)F,+ (bof1+ bg)Gl—l— (Coﬂ+ Cg)H| = o,
) (ay fi+ as)Fi+ (by fi+ b3)Gy+ (¢ fi+c3)Hi=o,

(ao fa+ as)Fa+ (bo f1+ b1)Ga+ (co fa+ c1)Ha= o,

(@s fa+ a3)Fy+ (bs fo+ b3) Ga+ (co fo+ c;)Hy=o0,

(13)
(14)

qui définissent les fonctions inconnues F,, G,, H, et F,, G, H,.

Nous allons voir que les échelles correspondantes (3,) et (z2)
sont portées sur une méme conique ayant pour équations en coor-
données carlésiennes

A +boy +cy _ @@+ byy 4+ ¢4
a,x+byy+c asx + b3y +c;

(15)

En effet, si I'on ordonne le systéme (13) par rapport a f,, aprés
y avoir substitué z, y, 1 respectivement 3 F'\, G, H,, et si, ensuite
on élimine f,, on obtient précisément I'équation ci-dessus.

En opérant par une marche analogue sur le systéme (14), on
retrouve la méme équation.

VII. — ExXEMPLE D’APPLICATION PRATIQUE.
Considérons I’équation du quatriéme ordre

(16) (x+z)hz_z(.+p)h—%(.—1)(14-2,;):0

(voir T'. V., p. 198) a trois variables z, = h, 3, = p, 33 = L.

(') C.G.N., p. 271; Bull. de la Soc. des Ing. civils, aoul 1go1, p. 2q0.
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Pourappliquer la régle ci-dessus, faisons:
Fi=ht, Gy=—h,  H=—:.
Cette équation devient
G+ )F i+ 1(1+p)Gi+(a—1)(1+2p)Hy=0.

Substituons a F,, G, H, respectivement F,, G,, H, et ordon-
nons nomographiquement cette équation par rapport a la variable
{ = z5. Ensuite, égalons a zéro les coefficients de cette derniére,
nous aurons le systéme d’équations

Fe+ (1+p)Gy— (1+2p)Hy=o,
Fy+ (1+2p)Hy=o,

(17)

ayant pour solution générale

_—-2)\" Hy= — 2
1+ p I+ 2p

(A étant un-nombre arbitraire).

Pour avoir I’équation da support de l’echelle %4, substituons
z, y, 1 respectivement a F,, G, H, dans le systéme (17). Puis,
ordonnons ce dernier par rapport & p; nous aurons l'équation
cherchée

18) y—2_Z+y—1,

2 A |

En opérant.de méme pour avoir les inconnues F;, Gy, Hs, on
aura le systéme d’¢uations

IG3+2(1—1)H; = o,

(19) | (14 )F3+ IGy+ (1— ) Hy = o,

ayant pour solution générale

—aA(1+10) H =)\(l+l)-

Fy=1, Gs= 7 ’ 3 1

En appliquant la marche ci-dessus a la recherche du support
de Péchelle (z,), on retrouve pour ce dernier la méme équa-
tion (18).
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VIII. — EquaTion p’orRDRE 6 LA PLUS GENERALE.

Elle s’écrit sous la forme suivante, que nous avons déja traitée
tout récemment (') :

Sa(fiha+ g1 La+Po)+g3(f1 A3+ g1 Lo+ Py) + Ay (1 A+ g1 L+ Py) =0,
dans laquelle on a, d’une maniére générale,

Ay = ay fi+ by g2+ cCa
Ly = U, fa+ ms g2+ na,
Py =ps fa+ q2g2+ 12
Ay =a} fr+ bygr+chy

Si l'on applique la régle ci-dessous et si l'on pose d’une
maniére générale
Ar=a,z + a\y y + a,,
By= b,z + b, y + b3,

Ry= rax+ roy + rj,

on établit aisément le théoréme suivant:
St le déterminant

A B C
A=({L M N
P Q R

est identiquement nul, Uéquation d’ordre 6 la plus générale
est représentable en un nomogramme a points alignés.

Les équations en coordonnées cartésiennes des supports des
deux échelles (3,) et (3,) s’obtiennent en éliminant z, et 5, entre
les rapports :
fx -1 1 ﬁ 82 1

ik = = — et - == —

Ag Ay Ap Ay T Ay Ac’

dans lesquels les A sont les déterminants mineurs figurant dans
les deux développements suivants :

A=AA+LA+PA,=AA,+BAy+ CA.

(') Comptes rendus de l’Académie des Sciences du 1} février 1910, p. 379.
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IX. — SyMETRIE NOMOGRAPHIQUE.

Avant d’exposer la forme caractéristique que nous avons trouvée
pour les équations F,,; = o susceptibles d’étre représentées par
un nomogramme a échelles superposées, rappelons, au moyen de la
rzmarquable notion des valeurs critiques de M. d’Ocagne, la défi-
nition de la symétrie nomographique mise en évidence par
M. Clark (Revue de Mécanique, t. XXI, 1907).

Soit Fy33 = o une équation représentable par un nomogramme
a simple alignement défini par le déterminant

F, G H,
(20) D= Fg G2 Hg = 0.
F, G, H,

M. d’Ocagne a montré que si, pour une valeur indéterminée de
23 dans ce déterminant, les équations suivantes des valeurs cri-
tiques des deux variables z, et z,

F, G _H _

admettent une solution de la forme
(22) fn =fz,

les deux échelles (3,) et (z,) de ce nomogramme ont leurs sup-
ports confondus.

En effet, tous les alignements correspondant & Dinfinité de
couples des valeurs des variables z, et z, satisfaisant a la rela-
tion (22) étant indéterminés, et comme ces valeurs sont celles
prises par les deux susdites variables aux points de rencontre de
ces deux échelles, il en résalte que les supports de celles-ci
coincident.

Les éléments des deux premiéres lignes du déterminant (20)
étant, dans ce cas, proportionnels pour f, =f,, ce déterminant
est divisible par f, — f\, et nous pouvons par suite le mettre sous
unc forme telle qu’on ait u = 1 et la relation suivante

D=(f!“fl)F1237
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relative au cas ot le support commun des deux échelles (z,)
et (3,) est distinct de celui de 'échelle (z;).

Cela posé, si 'on permute f, et f, dans cette derniére relation,
le déterminant D change de signe, mais non de valeur. Comme il
en est ainsi du facteur f; — f, il s’ensuit que 'équation Fy,3 = o
est symétrique sous une forme apparente ou cachée par rapport
aux fonctions f; et f,.

Clest en raison de cette symétrie analytique que cette représen-
tation par un nomogramme a trois échelles dont deux (z,) et (z,)
ont leurs supports confondus, est dite symétrique par rapport
aux fonctions f, et fy.

Si, de méme, le systéme d’équations

Fy, G, H

(%) il el
des valeurs critiques de 3, et 3; admet une solution de la forme
Jf: = f3, on démontre aisément les Lrois points suivants : 1° les
trois échelles de ce nomogramme ont méme support ; 2° le déter-
minant D est divisible par le produit (f; — f,) (fs —/f2) (fi — /f3);
3° I'équation F,,3 =0 est douée de la syméririe par rapport aux
trois fonctions £y, f3, fs.

Dans ce cas, on dit également que la représentation est symé-
trigue par rapport a ces trois derniéres fonctions.

X. — THEOREME DE LA FORME CARACTERISTIQUE DES EQUATIONS
SUSCEPTIBLES D' UNE REPRESENTATION SYMETRIQUE.

Enoncons ci-dessous ce nouveau théoréme et son application a
la disjonction, en admettant les points suivants possibles:

1° L’équation Fy; = o est prise sous la forme symétrique ap-
parente par rapport au syst¢tme de fonctions f,, f., f3 suivant
lequel la représentation est considérée symétrique ;
2° Le déterminant correspondant (20) est pris sous une forme
telle qu’on ait pour f, = f, = f;
s Fi=Fy=Fy=F (f1),
(24) ¢ Gi=Gy=G3=G (f1),
[ H,= Hy= H,=H (fy),

c’est-a-dire p. = v = 1 dans les équations (21) et (23);
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3° L'équation F,;;=o0 est égale au quotient du déterminant
correspondant D par le produit des facteurs parasites envisagés
ci-dessus.

Tatorkme. — Toute équation F 33 = 0 susceptible d'une
représentation en points alignés symétrique par rapport & un
systéme quelconque de fonctions f, fa, fs posséde la propriété
de pouvoir étre mise sous la forme dite caractéristique en x

(25) Fios= F(2) P13+ G(2) P13+ H(2)Xj235= o,

qui est satisfaite par x = fi, fa et f3. Les fonctions ®,,5, Wy,3,
X 23 sont symétriques par rapport auz lettres fy, fa, fs comme
Uest Uéquation considérée.

Les éléments F;, G;, H; du déterminant correspondant (20)
ont pour expressions

F;,= F(fi), GL=G(fl)y H1=x(.fl)

Si la symétrie est considérée par rapport a deuz fonctions
fu et fo, les éléments Fi, G;, H; pour i=1 et 2 sont donnés
‘comme ci-dessus; quant aux éléments Fy, Gy, Hy, ils sont dé-
finis par Uidentité

(26) F3®y53+ G3Wia3+ Hy Xpa3=o.

Recienoque. — Pour que Uéquation F 43 =0 soit représen-
table par un nomogramme symétrique par rapport & un sys-
téme quelconque de trois fonctions fi, fa, fa, Ul faut et il suffit
qu'elle puisse étre mise sous la forme caractéristique (25)
satisfaite par x = f, [ et fs.

Indépendamment de cette condition, pour que l'équation
considérée soit représentable par un nomogramme symétrique
par rapport a deux fonctions quelconques f, et f,, il faut et il
suffit qu’elle puisse étre mise sous la forme caractéristique (2€)
satisfaite par x = f, et f, et qu'il existe un systéme de trois
Sonctions Fy, Gy, Hy qui vérifie U'identité (26).

Démonstration. — Nous allons déduire le théoréme ci-dessus
du déterminant (20) considéré sous la forme sus-mentionnée.

Pour cela, énoncons d’abord le lemmre-suivant, qu’on démontre
aisément au moyen de la série de Mac-Laurin :
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Lemme. — Si fi, fi, f3 désignent trois quantités quelconques

et F (z) une fonction quelconque d’une seule variable, les deux
différences

F(fs) —F(f)

F(fs)—F(fi) F(h)—F(H)
Sfi—nfi Sfo— i

sont divisibles par fy — f..

A présent, distinguons les deux cas suivants :

1° Symétrie par rapport a deux fonctions f, et f,.

En remarquant que, dans ce cas, I’équation F,y; =0 est le
quotient du déterminant correspondant

F(f1) G(fi) H(f1)
F(fy) G(f:) H(fy)
F; G; H;

D=

par le facteur f; — fi, et en se reportant au lemme ci-dessus, si
Von développe ce déterminant par rapport aux éléments de la pre-
miére ligne, aprés y avoir substitué aux éléments de la deuxieme
ligne le quotient de la différence des deux premiéres lignes par
le facteur f, — f,, on obtient la forme

(27) Fia3= F(f1) P12z + G (f1) W1as+ H(f1)X23.

Or, sil'on permute f, et f, dans les expressions des fonctions
®,23, ¥,23, X235 Obtenues dans le développement ci-dessus, ces
fonctions ne changent pas, et comme ’équation F ;3 = o est par
hypothése symétrique par rapport a f, et fa, il en résulte que, si
I'on remplace f, par f, dans la forme (27), celle-ci ne change pas
non plus.

®,23, Wy23, X123 étant les déterminants mineurs du quotient du
déterminant ci-dessus D par le facteur f; — f}, si 'on substitue
F3, G, H; respectivement a F(f}), G(f1), H(f,) dans la forme (27),
on obtient I'identité (26).

2° Symétrie par rapport a trois fonctions fi, fa, fs.

En remarquant que, dans ce cas, I'équation F,;;= o est le quo-
XXXIX. 9
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tient du déterminant correspondant

F(fi) Gy H(fA)
D=|F(f2) G(fa) H(Sf2) |,
F(fs) G(f:) H(f)

par le produit (f, —f.) (fs —Jf1) (fs — f2), et en se reportant au

lemme ci-dessus, effectuons successivement sur ce déterminant les
opérations suivantes pour en chasser les facteurs parasites.

Remplacons & la fois les éléments de la deuxiéme ligne de ce
déterminant par le quotient de la différence des deux premiéres
lignes par le facteur (f; —f,) et les éléments de la troisiéme ligne
par le quotient de la différence des deux lignes extrémes par le
facteur f3 — fy. Puis de nouveau remplagons, dans le déterminant
obtenu, la derniére ligne par le quotient de la différence des
deux derniéres lignes par le facteur f3 — f,.

Finalement, développons par rapport aux éléments de la pre-
miére ligne ; nous aurons une équation de la forme (27). Le reste
se démontre comme dans le cas précédent.

La réciproque de ce théoréme s’établit aisément. En effet, les
équations (25) et (26) ayant été déduites du déterminant (20),
sont dbhc ‘nécessaires pour que l'équation F,33 =o0 soit re-
présentable par un nomogramme du type considéré. Elles sont
également suffisantes, parce que I’élimination de @53, W23, X235
donne le déterminant voulu (20).

XI. — EXEMPLES D’APPLICATION A LA DISJONCTION
DES VARIABLES. ‘

Considérons la forme canonique suivante entiérement symé-
trique de I'équation du troisiéme ordre la plus générale (') :
(28) " Fisa=fi fofs+ BEfifi+ 1S fi+d=o0.

Pour mettre celle-ci sous la forme (25) admettant pour racines
x = fi, fa, fs il est aisé de voir qu'il suffit d’ajouter a cette équa-

(1) C.G.N., p. 295, -
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tion (28) I'équation suivante du troisieme degré
S A(e—=fi)(@—=fri)(z—fa)=—fiaifs+ 22 fifi— D Efi+ =0

admettant les mémes racines f, /3, f3 pour qu’on ait 1mméd1ate—
ment la forme cherchée

Fios = (= + p)szi— (x’—'{)"f,+(x’+ 8)=o,

Fi=fi+8, Gi=fl—y, HM=fl+d

d’ou

Symétrie par rapport & deuz fonctions f, et f,.
Considérons I'équation
Finn=fa—&:(f2+ f2+fifo) = fifa(fi+ o) = o,

symétrique par rapport a deux fonctions f; et f;. En ajoutant &
cette équation, la suivante

(2 —J1)(z—f2)(x + fi+f2)
=3 —z(fE+ I+ i)+ fifa(fi+fi) =0,

admettant f, et f, pour racines, elle prend la forme voulue
Fisn=F(2)+G(2)(fi+fi-+fi /) +H(@) fi— & (f1+ fi+fifs)] =0,

ou
F(x) = 23, G(r)=—u=, H(z)=1.

Les éléments F;, G;, H; pour =1 et 2 ont, par suite, pour
valeurs

Fz;fis, Gi=—fi, H;=1,
En résolvant 'identité suivante d’aprés I'équation (26)
Fs+ Gs(fE+ /i +f1fa) + Bl faimga(fR+ fE+Sfi1S2)] =0,
on obtient les valeurs suivantes
Fs=—fs, Gi=gs Hy=1,

d’ou le déterminant cherché

fio—=h o
S —/fr 1 |=o0
—/fs & r




XII. — DEs CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QUE
L'EQUATION F,,3==0 S0IT REPRESENTABLE PAR UN NOMOGRAMME
DE L'UN DES TROIS TYPES PRINCIPAUX DE NOMOGRAMMES A SIMPLE
ALIGNEMENT DEFINIS COMME SUIT : DANS L'UN D EUX, LES TROIS
ECHELLES ONT LEURS SUPPORTS DISTINCTS; DANS UN AUTRE, DEUX
ECHELLES SONT SUPERPOSEES, ET DANS LE TROISIEME, LES TROIS
ECHELLES SONT DE MEME SUPERPOSEES.

Désignons respectivement par N3, N2, N! ces trois types de no-
mogrammes, en indiquant par un exposant le nombre de supports
distincts d’un type. D’aprés ce qui précéde, résumons ci-aprés
pour chacun d’eux les susdites conditions de représentabilité.

Type N3 a trois supports distincts.
Il faut :
1° Que I'équation considérée puisse étre mise sous la forme (2)
(29) Fi33= F{Fa3+ Gy Ga3+ Hy Hy,
au plus d’ordre 2 par rapport a I'une quelconque des trois variables;
2 Qu'il existe deux syst¢tmes de fonctions F,, G,, H, et
F;, G;, H; qui vérifient les identités (3) et (4);
(30) FaFa3+ G2 Gy3+ HyHyy =,
) FgF,;"f‘ G;;Gja-'l— H;H,aEO;
3° Que le systéme d’équations (23) des valeurs critiques

Fy, G: _H,

(31) =G W
n’admette pas une solution de la forme f;, = f;.

Type N? & deux échelles (2) et (3) superposées et symétriques
par rapport a deux fonctions f, et f :

1l faut :

1° Que I’équation considérée puisse étre mise sous la forme (29)
au plus d’ordre 2 par rapport a la variable z,;

2° Que les deux identités (30) admettent une solution;

3" Que le systeme d’équations (31) soit satisfait pour f; = f;.
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Outre ces trois derniéres conditions, on peut considérer a part
les deux suivantes qu’on en déduit pour le méme type N2.

11 faut :

1° Que I'équation F,,3 = o puisse étre mise sous la forme ca-
ractéristique (25)
(32) Fia3=F(2) P33+ G(2)W1as + H(z)X23

satisfaite pour z = f, et f3;
2° Qu'il existe un systéme de fonctions F,, G,, H, qui vérifie
I'identité
Fy @133+ Gy Pra3+ Hy Xja3=0.
Type N' a trois échelles superposées et symétriques par rap-
port a trois fonctions f,, fs, fs.

I1 faut que I'équation considérée puisse étre mise sous la forme
caractéristique ci-dessus satisfaite pour z =f,, f, fs.

Remanque. — Toutes les conditions indiquées dans 'ordre ci-
dessus, pour un quelconque de ces trois types de nomogrammes,
sont successivement nécessaires, c’est-i-dire que chacune d’elles
devient nécessaire si les précédentes sont remplies.

En outre, il importe de remarquer que la représentation de
I'équation F 33 = o par un nomogramme de I'un quelconque des
deux types N' et N2 exige que cette équation soit douée de la sy-
métrie par rapport au systéeme de fonctions suivant lequel le type
de nomogramme considéré est symétrique.

Telles sont les conditions qui, une fois remplies, permettent
d’effectuer la disjonction sous la forme voulue.

XIII. — APPLICATION DE LA NOTION DES VALEURS CRITIQUES A
LA REDUCTION DE L’EQUATION .F,,3=0 D’ORDRE QUELCONQUE LA
PLUS GENERALE A LA FORME (2) EN VUE DE LA DISIONCTION DE
SES VARIABLES.

Afin d’abréger les écritures dans les démonstrations relatives a
cette question, nous adopterons la notation suivante, & indices
superposés, trés usitée dans la théorie des équations et des formes
linéaires.
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" Nous conviendrons de représenter des fonctions quelconques
d’une seule variable z; par f}, f2, f}, ... en affectant une quel-
conque des lettres usuelles f, g, &, ®, ¥, ... d’un indice infé-
rieur correspondant a celui de la varlable s, et d exposants indi-
quant que les fonctions sont quelconques

Nous étendrons cette notation aux constantes quelconques et
aux fonctions de deux variables. Nous représenterons ainsi par
Siar fi2r [ia) .- des fonctions quelconques dépendant chacune des
deux variables z, et z,.

A prés'ent, considérons I’équation F,3; — o nomographique-
ment rationnelle d’ordre quelconque par rapport a chaque va-
riable.

Cette équation peut s’écrire sous la forme

(33) Fioa=flflh+fifh+..  +ffii=o,

ordonnée nomographiquement pour une quelconque z, de ses va-
riables. Nous désignerons, d’'une maniére générale, par f}, 'f?,

ty «-+y S les n; fonctions d’une variable z; par rapport auxquelles
cetle équation est considérée nomographlquement rationnelle
sous forme homogene.

Ceci posé, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe XII, pour que
cette équation soit représentable par un nomogramme de I'un
quelconque des deux types N3 et N2, il faut d’abord qu’elle soit
réductible a la forme

(34) Fio3=F1F33+ G;Gg3s+ HyHyy = 0.

Cette condition nécessaire est suffisante s’il existe deux sys-
témes de fonctions F,, G,, H, et F;, G;, H; vérifiant les deux
identités (3) et (4). :

Ayant déja donné au paragraphe Il une méthode pour resoudre
ces deux identités au moyen des valeurs critiques, le probleme
de la disjonction des variables de 1'équation (33) se raméne donc a
la recherche de la forme générale des deux systémes de fonc-
tions inconnues F,, G,, H, et Fy;, Gj3, Has qui doivent vérifier
'identité (34). : :

Pour résoudre aussi ce dernier probleme par la consxdératmn
des valeurs critiques et de I'ordre nomographique, nous admet-
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trons que chacune des trois fonctions F,, G,, H, est linéaire et
homogeéne par rapport au systtme des n, fonctions ci-dessus
L Sfiy .o ST Autrement dit, que ces trois fonctions sont de la
forme '
Fi=aifl+alfi+...+alfi,
(35) 1 Gi= b1/ + b1 fT+. ..+ OV
Hi=clfi+elfi+...+ S,

ak, b%, c* étant des coefficients constants a déterminer.

Si, aprés avoir porté dans I'identité (34) ces trois expressions et
la forme (33), on applique le procédé de M. d’Ocagne a la recherche
des valeurs critiques de 3, et 53 correspondant i une valeur indé-
terminée z,, on obtient le systéme suivant de n, équations linéaires
exprimant que cette identité (34) a lieu quel que soit 3, :

‘ al Faz+ b} Gos+ cf Hyy=f},,
(36) ) a} Fag+ b3 Gy + ¢} Hyy= [,

............................ 3y

N’ayant assujetti les coefficients a¥, b%, c¥ 2 aucune condition,

nous pouvons prendre comme déterminant principal de ce sys-
t¢tme le déterminant des coefficients des inconnues dans trois
quelconques de ses équations; par exemple, le déterminant sui-
vant correspondant aux trois premiéres :

a} b}
b

b3

o

A=

o

Q 8
N N

1
1
2
1
3
1

-
[3)

Pour que ce systéme d’équations (36) soit compatible, il faut et
il suffit, d’aprés le théoréme de M. Rouché, que les (n, — 3) déter-
minants caractéristiques qu’on obtient en faisant k =4, 5, ..., n,
dans le tableau

S
N i)
Sis

af b% of f:l'a

37) Ap=

soient tous nuls quels que soient z, et z,.
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Or, je dis que, pour que I'un quelconque Ax de ces (n,—3)
déterminants soit nul, il faut et il suffit que les éléments
J23s [2a1 fay, S5, de sa derniére colonne soient linéairement dépen-
dants quels que soient z, et 35; autrement dit, qu'il existe quatre
nombres «, 8, v, 8 non tous nuls et tels qu’on ait identiquement

(38) afds+Bfh+ 1S+ S =0

En effet, si cette condition est remplie et si nous déterminons

des constantes a¥, 6%, c¥ qui vérifient les trois équations

eal+ Pal+yal+ daf=o,
b+ Pb+ b3+ 3bk=o,
aci+Bet+yei+8ck=o,

nous aurons précisément exprimé qu’il existe, entre les éléments
des colonnes du déterminant A;, une méme relation linéaire et
homogéne quels que soient z, et z5. Par suite Ay = o.

RemarQue. — La détermination des quatre nombres «, 3, vy, 8
qui doivent vérifier l'identité (38) peut s’effectuer facilement en
remarquant que les fonctions f},, f2,, f3,, f¥, sont nomographi-
quement rationnelles par rapport au systtme de fonctions
S fh oo fr(pour i=2 et 3).

Une fois que les (n, — 3) identités (38) sont résolues, pour
réduire I'équation (33) a la forme (34), on tire de ces (n,— 3) iden-
tités les valeurs de (n, — 3) fonctions fX (k=14,5,..., n,) en
fonction linéaire et homogéne des trois lettres f,,, /35, f35. Puis, en
les portant dans I'équation (33), celle-ci prend la forme cherchée

(39) Frs=o¢lfds+ 9} fi+ 01 f3s=F1Fas+ G1Gys+ Hy Hy,.

A présent, remarquons que les trois fonctions Fy3, Gy3, Ha, sont
définies par les trois premiéres équations du systéme (36) a coef-
ficients lous arbitraires tels que

A=|a} b} c}|#o.
Si l’on tire de ces trois équations les valeurs de f},, f2,, f3, en

fonction de Fy3, Ggs, Has, et si, aprés avoir introduit ces valeurs
dans 1’équation (3g), on identifie les deux membres de celle-ci, on
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obtient les expressions suivantes du systéme F,, G,, H,,

Fi=alpl+aiei+aiel,
(40) Gi= bjo}-+ b}l + biel,
Hy= cipi—+ ctol+ ciol,

\

ou
A #o.

De 14, le théoréme suivant relatif 4 la réductibilité de 1'équa-
tion (33) & la forme (2).

Si les fonctions f}y, f2, [ass fks pour k =4, 5, ..., n, sont
linéairement dépendantes quels que soient z, et z3, U'équation
Fi23 =0 est réductible & la forme (2). Sinon, il est impossible
qu’elle le soit, & moins toutefois d’ une substitution non linéaire
et homogéne effectuée sur les systémes de fonctionsf}, fi,..., f?
par rapport auxquels l’équation ci-dessus a été considérée
nomographiquement rationnelle sous forme homogéne.



