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APPLICATION DE LA NOTION DES VALEURS CRITIQUES A LA DISJONCTION
DES VARIABLES DANS LES ÉQUATIONS D'ORDRE NOMOGRAPHIQUE SU-
PÉRIEUR;

PAR M. FARID BOULAD.

I. — EXPOSÉ.

Lorsqu'on se propose de représenter une équation F^s^o à
trois variables z^ z^^ z^ par un nomogramme à points alignés, une
question s'offre en premier lieu : c'est de reconnaître si celle
équation peut être mise sous la forme d'un déterminant,

FI Gi Hi
(i) F, G, H, =o,

F3 Ga Ha

les éléments F/, G(, H/ désignant des fonctions réelles d'une seule
variable 5/; et, dans l'affirmative, de trouver ces éléments.

L'opération consistant à former ce déterminant a été appelée
par M. d'Ocagne, dans son Traité de Nomographie^ la disjonc-
tion des variables de l'équation proposée ( * ).

Ce problème assez difficile n'a pas été résolu jusqu'à présent
d'une manière générale. On n'est pas encore parvenu à Former les
équations différentielles exprimant les conditions suffisantes et
nécessaires auxquelles l'équation F,23==o doit satisfaire pour
qu'elle soit représentable en points alignés.

Néanmoins, M. Duporcq a obtenu des conditions suffisantes,
sous forme d'équations fonctionnelles (2).

Tout récemment, M. d'Ocagne a indiqué une nouvelle notion
nomograpilique très féconde, dite des valeurs critiques (3). Klle
permet de construire directement les nomogïdinmes repré.sentutifs

( 1 ) Nous indiquerons respectivement, par les notations T.N. et C.G.N., les
renvois au susdit Traité et au Calcul graphique et Homographie par le même
auteur.

( 2 ) Bull. de la Soc. math., 1897, p. 287 et T.N., p. 427.
( 3 ) Comptes rendus, t. CXLIV, 1907, p. 190, 895, 1027 ; B i i ï l . c î e la Soc. math.,

t. XXXV, 1907, p. 173 ; C.G.N., p. 253.

xxxix. 8
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des équations (Tordre 3 et 4? sans effectuer préalablement la dis-
jonction de leurs variables; elle réduit la théorie de ces équations
à sa plus simple expression, et elle supplique à la définition et à
la recherche de la symétrie nomoiçraphique.

En étudiant ces diverses applications, nous avons été conduit à
élucider de nouveaux points qui font Fobjet de cette Note, et qui
peuvent se résumer comme il suit :

i° Inapplication de la notion des valeurs critiques à la cons-
truction directe des nomogrammes représentatifs des équations
d'ordre nomographique 3 et 4? peut être étendue à toutes les
équations nomographiquement rationnelles de la forme

2) F l 2 3 = F l F 2 3 4 - G i G 2 î - + - H i H 2 3 = = 0 ,

sans se préoccuper de la possibilité de leur représentation en
points alignés^ car^ par des valeurs critiques réelles obtenues en
opérant suivant la marche indiquée par M. d^Ocagne pour la
détermination de ces valeurs^ on peut à la fois affirmer cette
possibilité et effectuer la disjonction des variables de ces équa-
tions ;

2° Recherche d^une forme caractéristique des équa-
tions F^3 == o susceptibles d'une représentation par un norno-
gramme à échelles superposées^ et son application à la disjonc-
tion des variables de ces équations;

3° Établissement des conditions nécessaires et suffisantes
pour que U équation F^a == o soit représentable par un nomo-
grarnme de F un des trois types principaux de nomogrammes
à simple alignement définis comme suit : dans Vun (feux^ les
trois supports des échelles sont distincts; dans un autre ̂  deux
des supports sont confondus; dans le troisième^ les trois sup-
ports sont également confondus ;

4° Application de la notion des valeurs critiques à la ré-
duction de l'équation Fi2.i==o d^ ordre quelconque^ la plus
générale à la forme (2), en vue de la disjonction des variables.
Si cette équation n9 est pas réductible à cette forme par le pro-
cédé indiquée on démontre aisément qu^il est impossible quùelle
le soit^ à moins toutefois (F une substitution non linéaire et
homogène effectuée sur les fonctions par rapport auxquelles
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cette équation a été considérée sous forme nomo graphiquement
rationnelle et homogène.

Avant d'exposer nos recherches ci-dessus avec des exemples,
rappelons en quelques mots les deux notions suivantes, aujour-
d'hui classiques.

II. — ORDRE NOMOGRAPHIQUE D'UNE EQUATION ( * ) •

Une équation à trois variables est dite, d'après M. Soreau,
ordonnée nomo graphiquement par rapport à la variable Si, si elle
peut se mettre sous la forme d'un polynôme ïlf^f^= o du premier
degré par rapport à des fonctionsy, de z\, ces fonctions élant linéai-
rement indépendantes. Si ce polynôme comporte p\-\-\ termes,
cette équation est dite df ordre nomo graphique p^ par rapport
à la variable z^ et si elle est de celle façon d'ordre/?/ par rapport
à chaque variable z^ la somme/?i +/?2 -h/ î est Fordre nomogra-
phique total de l'équation proposée.

L'équation F,23==oest dite, d'après M. d'Ocagne, nomogra-
phiquement rationnelle^ si elle peut être ordonnée nomographi-
quement par rapport à chacune de ses variables.

III. — NOTION DES VALEURS CRITIQUES.

Celte notion consiste, d'après M. d'Ocagne, dans la considéra-
tion des valeurs que prennent deux quelconques z\ etz^ des trois
variables de l'équation Fias === o pour une valeur indéterminée de
la troisième Zy. Ces valeurs de ^, et z^ sont dites critiques.

Suivant que l'échelle (^i), correspondante d'une variable Zç, est
curviligne ou rectiligne, les valeurs critiques de z^ et ^3, pour une
valeur indéterminée de la variable considérée z^ sont réunies aux
points de rencontre des deux échelles (z^) et (^a) ou réparties
aux points mutuels de rencontre de ces trois échelles.

( * ) Dull. de la Soc. des Ing. civils, août 1901, p. i\Î^Bïdl. delà Soc. math.,
t. XXXI, 1907, p. 174; C.G.N., p. 3.3o.
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Celte définition s'étend aussi aux valeurs correspondantes des

fonctions de ces variables dont dépendent ces échelles.
Pour avoir, diaprés M. d'Ocagne, les valeurs critiques des deux

variables z^ et 5a, correspondant à une valeur indéterminée ^3,
on ordonne nomographiquement l'équation Fi23==o par rapport
aux fonctions de celte variable. Ensuite, il suffit d*égaler à zéro
les coefficients de ces fonctions pour obtenir un système d'équa-
tions aux valeurs critiques cherchées.

IV. — APPLICATION DE LA NOTION DES VALEURS CRITIQUES A LA

DISJONCTION DES VARIABLES DES ÉQUATIONS NOMOGRAPHIQUEMENT

RATIONNELLES DE LA FORME GÉNÉRALE ( ï ) AU PLUS D'ORDRE 2

PAR RAPPORT A UNE MÊME VARIABLE Z^ ( < ) .

Ce problème peut se ramener à la recherche de deux systèmes
de trois fonctions Fa, Ga, Ha et F3, G'^ Hs, respectivement des
deux variables z^ et ^3, tels qu'ils vérifient les deux identités

(3) F.Faa-l-GzGîs+H^H^-o,
( 4 ) FaFza- i -OaG^+HaH^—o,

lesquelles, avec l'équation (2), donnent par élimination la forme
cherchée ( i ).

Désignons par/;,^, ..., t^ pour 1=1 et 3, les fonctions de
la variable Zi par rapport auxquelles l'équation (2) peut être
ordonnée nomographiquement sous forme homogène. Soit rii le
nombre de ces fonctions.

Pour avoir l'un quelconque des deux systèmes de fonctions in-
connues ci-dessus, par exemple le système Fa, Ga, Ha corres-
pondant à la variable ^a? écrivons les trois fonctions Fas, Gaa, îï^
sous la forme suivante ordonnée nomographiquement par rapport
au système des fonctions/3, ^-3, ..., ̂  de ^3

F23=A|/3-+-A|^3-+-...4-A^3,

(5) G,3^Bi/s-hB|^3-4-...-+-B^3,

H23== Ci/3+C|^3+...-+-C^3,

( 1 ) Cette solution a clé précédemment communiquée par nous sous une forme
différente à l'Académie des Sciences {Comptes rendus du i4 février 1910, p. 379).
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où chacun des coefficients A^, Bî, Bî représente une forme linéaire
et homogène du système/a, g^, ..., t^ à coefficients constants.

Cela posé, introduisons les expressions (5) dans l 'équation (2)
et appliquons le procédé précité de M. d'Ocagne à la détermination
des valeurs critiques que prennent les deux variables ̂  et z^ en
rendant indéterminée la variable ^3, dans l'équation (2), nous
aurons le système suivant de n^ équations linéaires et homogènes
enF, , Gi, H, :

(6) AtFi-t-BÎGi4-C^Hi=o (k = 1,2, 3, ..., n,).

A présent, je dis que^ si en considérant F<, Gi, H< comme
inconnues^ ce système d'équations est com/^atible, et si

9

(7) P i = X < h , G t==X^ , H i = = X X ,

(5^ étant un nombre arbitraire) en est la solution la plus géné-
rale^ tes trois fonctions ^2, ^2, Xs représentent précisément
les fonctions cherchées Fa, Ga, Ha.

En effet, les deux systèmes d'équations (6) et (7) donnent les
Hz identités

(8) A^2+B^+CtX2==o (À- = 1 , 2 , 3, ...,^s).

D'autre part, en ajoutant membre à membre les trois rela-
tions (5), après les avoir multipliées respectivement par <Ï>a, ^3, Xg,
on obtient l'égalité

^2F^3-4- lI)•2(Î23+XâH23==Sl/2+S|^3-+-...4-S;^3,

où les coefficients S^, S^, ..., S^3 représentent les ^3 tri-
nomes (8).

Or, comme tous ces trinômes sont, par hypothèse, nuls, quels
que soient z^ et ^3, il en résulte que le premier membre de l'éga-
lité ci-dessus est identiquement nul. Donc, les trois fonc-
tions 0a, ^Fa» X.2 vérifient l'identité (3).

En vertu des relations (7), ces trois dernières fonctions peuvent
être considérées comme étant les expressions critiques respectives
d e F i , G i , H i en fonction de <S2î pour une valeur indéterminée
de ^3.

REMARQUE, — II est aisé de voir que, si Je couple de varia-
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blés (^, ^2) admet des valeurs critiques, le système d'équations (6)
définissant les fonctions cherchées ^3, W^ X,» doit être compatible
par rapport à F<, Go Hi.

Or, comme les équations d'ordre 3 et 4 ne sont qu'un cas parti-
culier des équations de la forme (2), il s'ensuit que M. d'Ocagne,
en se servent des valeurs critiques réelles pour la construction
directe des nomog-rammes représentatifs de ces équations, a, en
même temps, affirmé la possibilité de la disjonction de leurs varia-
bles, et effectué l'opération de cette disjonction ; car, pour arriver
aux équations (7) des valeurs critiques qui sont la solution géné-
rale du système d'équations (6), il a dû évidemment établir la
compatibilité de ces dernières équations.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, relatif à la
disjonction des équations de la forme (2) :

THÉORÈME. — Si chacun des deux systèmes d'équations de
valeurs critiques correspondant aux deux couples de varia-
bles (^i, ^2) ̂  ( ^ i j ^s) est compatible^ en considéj'antV^ G^, H,
comme inconnues^ ou si^ a fortiori, chacun de ces deux couples
admet des valeurs critiques réelles, la disjonction complète des
variables peut s'effectuer sous la forme voulue. Sinon, elle
est impossible^ à moins toutefois d'une transformation autre
qu'une substitution linéaire et homogène effectuée sur les
systèmes de fonctionsV^Q^ïl^ et fi, gi, ..., ^ (pouri== i et 3)
par rapport auxquels V équation proposée (2)0 été considérée
ci-dessus nomo graphique ment rationnelle sous forme homo-
gène.

Démontrons, premièrement, le cas de l'impossibilité relative
à la substitution définie par les équations suivantes :

^ F i==aiFi -+-a2G;+a3H( ,
(9) . Gi== 6iFi-4-6îGi4- ôaHi ,

f H i = CiF,+ C2G;+ csH;,

F^ G^, H ^ , étant les nouvelles fondions de ̂  et a^ a^ ..., c^ €9
des constantes quelconques, telles que le module de substitution,
c'est-à-dire le déterminant

M = [ ai by €3
soit diflerent de zéro.
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En effet, si Von effectue cette substitution dans l'équation (2),
et si, ensuite, on applique le procédé de M. d'Ocagne, on obtient
comme correspondant du système (6), le système suivant de n^
équations :

(6') a7, F; + PÎG; + ̂  H; =o (À- =: i, 9, ..., /1.3),

OÙ

a^==aiA^'4-6iB^-t-CiGÎ,
P^aaA^-h&îB^+CîC^
YÎ=:a3At+63BÎ+C3C^

Or, si l'on désigne par S et 5'deux déterminants caractéristiques
correspondants entre eux et relatifs aux deux systèmes (6) et (6'),
on établit aisément la relation

Ô'=M8.

Mais, comme par hypothèse M et 8 sont différents de zéro, il
en est de même de leur produit S'. Donc, le système (6') est in-
compatible, et il en résulte que la disjonction ne peut s'effectuer
moyennant la substitution (9).

Passons à présent à la substitution concernant le système de ni
fonctions f^ gi, ..., ^ (pour /==a et 3). Pour démontrer le cas
relatif à Fun quelconque de ces deux systèmes, par exemple, le
système correspondant à (===3, écrivons les 713 formes linéaires
définissant cette substitution

/3== «l<pî^-«2?|+...+^3?^

^3= bt^-}- &2?j-+-...-h bn^\

^ = Pi^ -+- Pî^l -+-• • -+^3??»

y î î ?ïï • • • ? <??3 étant les 713 nouvelles fonctions de ^3 et a,, a^ ...,
&<, 63, ...,yo^, des constantes quelconques telles que le module
de substitution

A = | ai bf es ... pny 1

soit différent de zéro.
Si Fon introduit ces 713 formes linéaires dans les expressions (5),

et si ensuite on applique le procédé de M. d'Ocagne en désignant
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respectivement par A, B, C, ..., P les premiers membres des 713
équations (6), on aura, comme correspondant à ce dernier, le sys-
tème suivant de n^ équations

(6') û ^ A - t - 6 A B - h C A . C + . . . 4 - ^ P = = o (À: =1,2, 3, ...,713).

Or, comme ce dernier est équivalent à son correspondant (6)
qui est incompatible par hypothèse, il en résulte que la disjonction
ne peut s^efiectuer par la dernière substitution ci-dessus.

Avant de passer aux applications, énonçons la règle pra t ique
suivante que nous adopterons pour effectuer la disjonction au
moyen des valeurs critiques :

RÈGLE DES VALEURS CRITIQUES. — Uéquation F ̂ 3 === o étant
mise sous la forme (2) au plus (tordre 2 par rapport à une
même variable z^ pour avoir le système de trois fonctions incon-
nues Fa, Ga, Ha correspondant à Vune quelconque z^ des deux
autres variables z^ et ^3, il suffit de substituer ces trois fonc-
tions respectivement aux trois autres F<, G^, Hi dans l'équa-
tion (2), ensuite de résoudre l'identité obtenue (3).

Pour cela^ on ordonne nomo graphiquement cette dernière
par rapport au système des fonctions /3, q 3, ..., t^ de l'autre
variable ^3. Puis en égalant à zéro les coefficients de ces fonc-
tions^ on obtient un système d^ équations linéaires et homogènes
en Fa, Ga» Hg.

REMARQUE. — II convient de bien remarquer que ce dernier
système d^équalions n^est autre que celui (6) des valeurs critiques
des deux variables z^ ̂  dans lequel F,, G < , H< seraient remplacés
par Fa, Ga, Ha.

V. — ÉQUATION D^ORDRE 3 LA PLUS GÉNÉRALE.

Celte équation, complètement étudiée par M. d^Ocagne (1) ,
peut s^écrire sous la forme

0°) ^3(0/1/2+^1/2+62/1+03)
+G3(^3/1/?+ Ci/i-h- C2/2-+- û ? ) + H 3 H i 2 = 0 ,

( * ) Acta math:, t. XXI, 1897, p. Soi ; T.N., p. 436; C.G.N;, p. 257.
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où

F3==/3, G 3 = I , H3=0,

est une quantité arbitraire que nous désignerons par \.
En appliquant la marche de la règle ci-dessus à la recherche des

deux systèmes de fonctions inconnues F<, G(, H^ e tF^, Ga Ha,
on obtient les deux systèmes d^équations :

(ii)

(^)

(a/i+6i)Fi-4-(63/i4-C2)Gi =o,
(&2/ i -+-C3)Fi+(c i / i+â?)Gi+XHi ,==o;
(a /î4- 6s)F2 -+- (^/2+ cQGs = o,
(&1/Î-+- C3)F2.+ (CÎ/2-+- d )Gî+ X H 2 = = 0,

Distinguons les deux cas suivants relatifs au paramètre \ :

i°) ,==o. (Test le cas des nomo grammes à échelles rectili-
gnes No, qui a été déjà traité par M. d'Ocagne au moyen des
valeurs critiques (C. G. A^., p. a5^),

En euet,^ si dans les équations ( i l ) et (12) on substitue le sys-
tème de fonctions Fa, Ga, H3 de ^3 à chacun de ceux correspon-
dant à z\ et ^2? o" a"ra précisément, en vertu de la dernière
remarque du paragraphe IV, les deux systèmes d'équations des
valeurs critiques, respectivement des deux couples de variables
(-s<, ^3) et (^2î ^a) qui s^obtiennent, d'après M. d^Ocagne, en
rendant successivement indéterminée z^ et ^3 dans réquation (10).

Les deux systèmes d'équations (n) et (12) sont donc compati-
bles pour les deux couples de valeurs critiques (o-p 7'\) et ((Tg, (T^)
relatifs aux deux fonctions ̂  et^a*

D'ailleurs, on véritie aisément cette compatibilité en remarquant
que o-3 et, 0'̂  sont les racines du déterminant résultant de l'élimi-
nation de F,, G^, H/, dans le système d'équations correspondant.
Ainsi, le système (i i) donne par élimination le résultant

1 0 fi -4- bi 63 fi + c»
A / 1 / l ^ - ( f i -^ ) ( f i -< )==0 ,Oî/i-t-Cî ci/i-4-a

ayant pour racines 7\ et 7\, et qui n'est autre que l'équation (ô,)
donnée par M. d'Ocagne dans son C. G. N.^ p. 258.

Nous connaissons donc de chaque échelle (zi) deux points o^, v[
placés aux points de rencontre avec les deux autres échelles (sy)
et (^).



— lli —
A présent, cherchons les équations en coordonnées cartésiennes

des supports des trois échelles de ce nomogramme en partant des
formules

F/ H,
^==7-» y ^ T "(j, tr/

Le support de l'échelle (^3), est défini par l'équation y == o re-
présentant l'axe des x,

Pour avoir les équations des supports des échelles ( ^ i ) et (^2)1
divisons respectivement par G< et Ga les membres des deux sys-

•p»

ternes d'équa f ions (i i) et (12); puis remplaçons — (pour i== i et 2)

par x et éliminons f^ ct^ respectivement dans ces deux systèmes
d'équations. Nous aurons relativement à chacun de ces derniers la
même équation

ax -h 63 _ h\x -\- Cg
b^x -t- Ci c^x -+- d

représentant deux droites parallèles à Paxe des y qui peuvent être
rendues concourantes par une transformation homographique.

2° \~^=- o. Montrons immédiatement que c^esl le cas des nomo-
grammes coniques qui a été traité au moyen des valeurs critiques
par M. d^Ocagne, après avoir été établi d^une fiiçon assez laborieuse
par MM. Clark et Soreau.

En effet, substituons respectivement .r, y, i aux trois fonctions
F/, G/, H, pour / == i et 2, contenues dans les deux systèmes
d^équations (i i) et (12). Ensuite, éliminons f^ etf^ ; nous aurons
la même équation suivante, définissant le support commun des
deux échelles (z^) et (^a),

b^x -\- QÎ _ bîX -h Ci
ax -\- b^ CzX-\-\y-}-d

Elle représente une hyperbole à un paramètre arbitraire \ que
l'on peut transformer en une conique quelconque par l'homogra-
phie la plus générale.

Il est intéressant de remarquer que, si l'on fait X == o dans
l'équation ci-dessus, l'hyperbole se réduit à deux droites.

( 1 ) C.G.N., p. 292; Revue de Mécanique^ t. XXI, 1907.
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VI. — EQUATION D'ORDRE 4 LA PLUS GÉNÉRALE.

Celle équation est de la forme suivante, posée par M. Soreau (1),

/3(«0/l/2-t-«l/l-t-<l2/2-+-^3)

+^3(^0/1/2+ ^1/1+ 62/1-4- 63) + ^3(CO/1/2+ <*!/!+ <Î2/2 -+- <*3 ) = 0;

en prenant
F3=/3, G3=/3, H3==/l3 ,

et en appliquant la règle ci-dessus, on obtient les deux systèmes
d'équations

j (ao/i4-a,)Fi+(ôo/i4-&2)Gi+(co/i4-c,)Hi==o,
1 (^i / i+^î)Fi+(6i / i+63)Gi+(ci / i+Câ)Hi=o,

04)
(ao/î-+- ai)F2-t- (6o/i+ ^i)Gî-h (<?o/2+ Ci)Hî= o,
(CT2/Î+ a3)F2-+- (02/2-h 63)Gî+ (C2/î4- C3 ) HÎ == 0,

qui définissent les fonctions inconnues F < , G i , Hi et F^, Ga, Ha.
Nous allons voir que les échelles correspondantes (^i) et (z^)

sont portées sur une même conique ayant pour équations en coor-
données cartésiennes

(i5) a^x -\- hpy -4- Cp asa"-h égy-4-Ça
ai 37 4- 61 y 4- ci ~~ 0337 4- ^37 -+- c-^

En effet, si Fon ordonne le système (i3) par rapport à/<, après
y avoir substitué a?, y, i respectivement à F,, G ^ , Hi, et si, ensuite
on éliminer, on obtient précisément l'équation ci-dessus.

En opérant par une marche analogue sur le système ( i4)? on

retrouve la même équation.

VII. —— EXEMPLE ^APPLICATION PRATIQUE.

Considérons Féquahon du quatrième ordre

(16) (i^.l)h^l(i-}-p)h-^{i-l)(i-}-îp)^o

(voir T. YV., p. 198) à trois variables z^ === A, z^ ==/?, 53 == /.

( * ) C.G.N., p. 2 7 1 ; Bull. de la Soc des Ing. civils, août 1901, p. 290.
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Pour appliquer la règle ci-dessus, faisons :

Fi=Aî, Gi=-A, "i^-i-

Celte équation devient

(i + l)Ft -+- l(i -+•/?) Gi4- (i -- l ) (i-4- -2/?)Ui == o.

Substituons à F<, G<, H< respectivement Fa, Gai Ha et ordon-
nons nomographiquement cette équation par rapport à la variable
l=Zs. Ensuite, égalons à zéro les coefficients de cette dernière,
nous aurons le système d'équations

(,7) j

ayant pour solution générale

FÎ-+- (l -^Gs-- (l -t- ïp)ïit = o,

F2-+-(i+27?)H,=o,

F2==-:^, 02=——•——9 HÎ=
1-4-/ Î Ï-h'27?

(X étant un nombre arbitraire).
Pour avoir Inéquation du support de Péchelle z^ substituons

.r, y, i respectivement à Fa, Ga, Ha dans le système (17). Puis,
ordonnons ce dernier par rapport à y o ; nous aurons l'équation
cherchée

(18)
• — i x -4- y — i
2 ~ ay-t-i

En opérant de même pour avoir les inconnues F^, Ga, Ha, on
aura le système d'équations

(i9)
^ G 3 - + - 2 ( l — Q H 3 = 0,

( I -+-OF3-^G3.4-(I——OH3==0,

ayant pour solution générale

F ^ P — 2 Â ( I - 4 -^ u ^O-^-O
1^3= À, Ors=—————^—————f "3= i _ ^ '

En appliquant la marche ci-dessus à la recherche du support
de l'échelle (^s), on retrouve pour ce dernier la même équa-
tion (18).
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VIII. — EQUATION D'ORDRE 6 LA PLUS CÉJNÉRALE.

Elle s'écrit sous la forme suivante, que nous avons déjà traitée
tout récemment (1) :

/3(/lA^+^lLî+P2)4-^3(/lA2+^l^-^-P2)4-À3(/lA/2-+-^^-^-P2)=0,

dans laquelle on a, d'une manière générale,

A2=û?2/2-t- ^2^2-+-C2,

Ls== lîfî-^m^g^n^
P2=^2/2+ qigî-^r^

AÏ == ^2 /2 -+- ^2 gï -+• C21

Si l'on applique la règle ci-dessous et si l'on pose d'une
manière générale

À2= a^x-^- ci!^y-^-a'^
B2 == b^x -+- b\y 4- ^2,

R,== ^2^-4- / '2y+ r^

on établit aisément le théorème suivant :
Si le déterminant

A B C
A = = L M N

P Q R

est identiquement nul, ^équation d'ordre 6 la plus générale
est représentable en un nomogramme à points alignés.

Les équations en coordonnées cartésiennes des supports des
deux échelles (^,) et (^2) s'obtiennent en éliminant z\ et z^ entre
les rapports

1̂ =± ^ == -1- et A^^^-L,
A^ A/ Ap Aa AA Ac

dans lesquels les A sont les déterminants mineurs figurant dans
les deux développements suivants :

A == A A a - x - L A / 4 - P A p = A A a - t - B A ^ + C A c .

( ' ) Comptes rendus de l'Académie des Sciences du i4 février 1910, p. 379.
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IX. — SYMÉTRIE WOMOGRAPHIOUE.

Avant cT exposer la forme caractéristique que nous avons trouvée
poar les équations F < 2 3 = = o susceptibles d'être représentées par
un nomogramme à échelles superposées, rappelons, au moyen de la
remarquable notion des valeurs critiques de M. d'Ocagne, la défi-
nition de la symétrie nomo graphique mise en évidence par
M. Clark ÇRevue de Mécanique^ t. XXI, 1907).

Soit Fi 2 3 = o une équation représentable par un nomogramme
à simple alignement défini par le déterminant

(20) D =

Fi Gi Hi
F, G, H,
Fa Ga Ha

M. d'Ocagne a montré que si, pour une valeur indéterminée de
^3 dans ce déterminant, les équations suivantes des valeurs cri-
tiques des deux variables ^, et ^2

/ . F, Gi Hi
(21) F- == 7- = îT = ^'1^2 t»2 "2

admettent une solution de la forme

(22) /1=A

les deux échelles (^) et ( ^2 ) de ce nomogramme ont leurs sup-
ports confondus.

En effet, tous les alignements correspondant à l'infinité de
couples des valeurs des variables z\ et z^ satisfaisant à la rela-
tion (22) étant indéterminés, et comme ces valeurs sont celles
prises par les deux susdites variables aux points de rencontre de
ces deux échelles, il en résulte que les supports de celles-ci
coïncident.

Les éléments des deux premières lignes du déterminant (20)
étant, dans ce cas, proportionnels pour/i ===/2, ce déterminant
est divisible par/2 —/n et nous pouvons par suite le mettre sous
une forme telle qu'on ait (JL == i et la relation suivante

D=(/2-/l)F«3,
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relative au cas où Je support commun des deux échelles (^)
et (^2) e^1 distinct de celui de l'échelle (^s).

Cela posé, si l'on permuter et/a dans cette dernière relation,
le déterminant D change de signe, mais non de valeur. Comme il
en est ainsi du facteur f^ —f^ il s'ensuit que l'équation ^33 = o
est symétrique sous une forme apparente ou cachée par rapport
aux fonctions / et/a.

C'est en raison de cette symétrie analytique que cette représen-
tation par unnomogramme à trois échelles dont deux {z\) et (-Sa)
ont leurs supports confondus, est dite symétrique par rapport
aux fonctions }\ et/3.

Si, de même, le système d'équations

(23)
F î _ G 2 _ H 2
Fa Gs Ha

des valeurs critiques de z^ et z^ admet une solution de la forme
/2 ==/s, on démontre aisément les trois points suivants : 1° les
trois échelles de ce nomogramme ont même support ; 2° le déter-
minant D est divisible par le produit (/a —f\ ) C/3 —/a) {f\ —/a) î
3° l'équation F i 2 3 = = = o est douée de la symétrie par rapport aux
trois fonctions f\, f^ /a.

Dans ce cas, on dit également que la représentation est symé-
trique par rapport à ces trois dernières fonctions.

X. — THÉORÈME DE LA FORME CARACTÉRISTIQUE DES ÉQUATIONS

SUSCEPTIBLES D'UNE REPRÉSENTATION SYMÉTRIQUE.

Enonçons ci-dessous ce nouveau théorème et son application à
la disjonction, en admettant les points suivants possibles:

i° L'équation F i 2 3 = = o est prise sous la forme symétrique ap-
parente par rapport au système de fonctions/<, /2»/3 suivant
lequel la représentation est considérée symétrique ;

2° Le déterminant correspondant (20) est pris sous une forme
telle qu'on ait pour/i ===/2 ==/3

t F ,== F,= Fs= F (/,),
(24) G , = = G s = = G 3 = G ( / ) ,

( H i = = H 2 = = H 3 = = H ( / , ) ,

c'est-à-dire (JL == v == i dans les équations (21) et (23);
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3° Inéquation F < 2 3 = = o est égale au quotient du déterminant
correspondant D par le produit des facteurs parasites envisagés
ci-dessus.

THÉORÈME. — Toute équation F 1 2 3 = 0 susceptible dune
représentation en points alignés symétrique par rapport à un
système quelconque de fonctions f\, f^ f^ possède la propriété
de pouvoir être mise sous la forme dite caractéristique en x

(25) Fi23== F(a-)4>i,3-+- G(x)^,+ H(^)Xi23= o,

qui est satisfaite par x ==./i, fî et ^3. Les fonctions ^123, ^23?
X.123 sont symétriques par rapport aux lettres f\, f^ /g comme
Vest V équation considérée,

Les éléments F/, G/, H/ du déterminant correspondant (20)
ont pour expressions

F,= F(/,), G,== G(/,), H,= X(/,).

Si la symétrie est considérée par rapport à deux fonctions
ft et /2? Ie8 éléments F/, G/, H( pouri=\ et i sont donnés
comme ci-dessus ; quant aux éléments ¥^^ Gs^^ Hs, ils sont clé-
finis par U identité

(26) F3<I»l23+ G3^l23+ H3Xi,3= 0.

RÉCIPROQUE. — Pour que V équation F<23==o soit représen-
table par un nomogramme symétrique par rapport à un sys-
tème quelconque de trois fonctions /<, /2, /a, il faut et il suffit
quelle puisse être mise sous la forme caractéristique (a5)
satisfaite par x == /i, /a ^t fs •

Indépendamment de cette condition^ pour que Inéquation
considérée soit représentable par un nomogramme symétrique
par rapport à deux fonctions quelconques /, et f^ il faut et il
suffit quelle puisse être mise sous la formecaractéristique (20)
satisfaite par x=f^ et f^ et qu^ii existe un système de trois
fonctions Fs, Gs, 113 qui vérifie ^identité (26).

Démonstration. — Nous allons déduire le théorème ci-dessus
du déterminant (20) considéré sous la forme sus-mentionnée.

Pour cela, énonçons d^abord le lemmc-suivant, qu^on démontre
aisément au moyen de la série de Mac-Laurin :
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LEMME. — -51/15/2^/3 désignent trois quantités quelconques
et F (x) une fonction quelconque dune seule variable^ les deux
différences

F(/3)-F(/,),
F(/3)-F(/Q F(/,)~F(/Q

/3-/1 /2-/1

50/1^ divisibles par f^ —/a.

A présent, distinguons les deux cas suivants :

i° Symétrie par rapport à deux fonctions fi etf^.

En remarquant que, dans ce cas, l'équation F < 2 3 = = o est le
quotient du déterminant correspondant

F(/Q G(/i) H(/<)
D== F(/,) G(/,) H(/,)

Fa 63 Ha

par le facteur/a —/<, et en se reportant au lemme ci-dessus, si
l'on développe ce déterminant par rapport aux éléments de la pre-
mière ligne, après y avoir substitué aux éléments de la deuxième
ligne le quotient de la différence des deux premières lignes par
le facteur/a —/i, on obtient la forme

(27) Fus- F(/i)^n-+-G(/,)^«+H(/i)X,,3.

Or, si l'on permute f^ et f^ dans les expressions des fonctions
^1235 ^123? X<23 obtenues dans le développement ci-dessus, ces
fonctions ne changent pas, et comme l'équation F^ == o est par
hypothèse symétrique par rapport à/, et/a, il en résiilte que, si
l'on remplace/i par/a dans la forme (27), celle-ci ne change pas
non plus.

^123? ^123» X,23 étant les déterminants mineurs du quotient du
déterminant ci-dessus D par le facteur/a—/,, si l'on substitue
F3, Gs, Hs respectivement à F(/,), G(/<), H(/<) dans la forme (27),
on obtient l'identité (26).

2° Symétrie par rapport à trois fonctions /<, /a, /3.

En remarquant que, dans ce cas, l'équation F^3== o est le quo-
xxxix. 9
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tient du déterminant correspondant

D==
F(/Q G(/,) H(/.)
P(A) G(A) H(/2)
F(/3) G(/3) H(/3)

par le produit (/a —/, ) (/s —/O (/3 —fs), et en se reportant au
lemme ci-dessus, effectuons successivement sur ce déterminant les
opérations suivantes pour en chasser les facteurs parasites.

Remplaçons à la fois les éléments de la deuxième ligne de ce
déterminant par le quotient de la différence des deux premières
lignes par le facteur (/a —/<) et les éléments de la troisième ligne
par le quotient de la différence des deux lignes extrêmes par le
facteur/a —/,. Puis de nouveau remplaçons, dans le déterminant
obtenu, la dernière ligne par le quotient de la différence des
deux dernières lignes par le facteur/3 —/a.

Finalement, développons par rapport aux éléments de la pre-
mière ligne ; nous aurons une équation de la forme (27). Le reste
se démontre comme dans le cas précédent.

La réciproque de ce théorème s'étal)lit aisément. En effet, les
équations (a5) et (26) avant été déduites du déterminant (20),
sont donc nécessaires pour que l'équation F < 2 3 = = o soit re-
présentable par un nomogramme du type considéré. Elles sont
également suffisantes, parce que Péliminalion de $123; ^23? ^123
donne le déterminant voulu (20).

XI. — EXEMPLES DUPLICATION A LA DISJONCTION

DES VARIABLES.

Considérons la forme canonique suivante entièrement symé-
trique de ̂ équation du troisième ordre la plus générale (*) :

(28) Fi23=/iAA+PX/V7+Tsy^o=o^

Pour mettre celle-ci sous la forme (25) admettant pour racines
x ==y\, /2ï fï il est aisé de voir qu'il suffit d'ajouter à cette équa-

( 1 ) C.G.N., p. 295.
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tion (28) l'équation suivante du troisième degré

(^-/l)(^-/2)(^-/î)=-/l/î/3-+-^S/,/y-^S/,-4-.r3==0

admettant les mêmes racines/(,/a,/3 pour qu'on ait immédiate-
ment la forme cherchée

„ Fl23==(a l-^-P)2/</y—(^2~•y)2/<+(^34-S)=o,
d'où

F,==y,+p, G,=^-Y, H,==/^+8.

Symétrie par rapport à deux fonctions /i et /a*

Considérons l'équation

Fll3=/3-^(/l2+/22+/l/2)-~/l/2(/l+/2)=0,

symétrique par rapport à deux fonctions f^ et/^. En ajoutant à
cette équation, la suivante

(x-f,)(x-f^(x-^f^f^
=^-x(f}+f}^f^)+f,f,(f,+f,)=o,

admettant/! et/a pour racines, elle prend la forme voulue

Flî3-F(rp)+G(rr)(/?+/,2+/l/2)+H(^)[/3-^3(^^^

où
F(x)==x^ G(.c)=—a t, H( ; r )==i .

Les éléments F,, G(, H/pour i = = i et 2 ont, par suite, pour
valeurs

F<=/^, Gi^-fi, H,=i,

En résolvant l'identité suivante d'après l'équation (26)

F3+ Wî+fÏ^fiA) + H3[/3-^(/f4-/,24-/t/2)J^Q,

on obtient les valeurs suivantes

F3==-/3, G3=^3, H3=I,

d'où le déterminant cherché

fî -A î .
fî - A i ==o

——/3 ^3 l
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XII. — DES CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QUE

L'ÉQUATION F<23==0 SOIT REPRÉSENTABLE PAR UN NOMOGRAMME

DE L'UN DES TROIS TYPES PRINCIPAUX DE NOMOGRAMMES A SIMPLE

ALIGNEMENT DÉFINIS COMME SUIT : DANS L'UN D'EUX, LES TROIS

ÉCHELLES ONT LEURS SUPPORTS DISTINCTS; DANS UN AUTRE, DEUX

ÉCHELLES SONT SUPERPOSÉES, ET DANS LE TROISIÈME, LES TROIS

ÉCHELLES SONT DE MÊME SUPERPOSÉES.

Désignons respectivement par N3, N2, N1 ces trois types de no-
mogrammes, en indiquant par un exposant le nombre de supports
distincts d'un type. D'après ce qui précède, résumons ci-après
pour chacun d'eux les susdites conditions de représentabilité.

Type N3 a trois supports distincts.

Il faut :

i° Que l'équation considérée puisse être mise sous la forme (2)

(-29) F,23 = Fl F-23+ Gi Gî3+ H, H,3,

au plus d'ordre 2 par rapport à l'une quelconque des trois variables,
2° Qu'il existe deux systèmes de fonctions Fa, Ga, Ha et

F^3, GS, Ha qui vérifient les identités (3) et (4);

( Fa Fs3-4-GÎ Gi3-+-Ha Hî3 == o,
( FîFî3-*- Cr3 G23-+- HsHî3= 0;

3° Que le système d'équations (23) des valeurs critiques

(3i) J^^0!-11!{ ) Fa G, ~ Ha

n'admette pas une solution de la forme f^ ==,/3.

Type N2 à deux échelles (2) et (3) superposées et symétriques
par rapport à deux fonctions /.> e t / y :

II faut :

i° Que l'équation considérée puisse être mise sous la forme (29)
au plus d'ordre 2 par rapport à la variable z^ ;

2° Que les deux identités (3o) admettent une solution,
3° Que le système d'équations (3i) soit satisfait pour /a == /a.
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Oatre ces trois dernières conditions, on peut considérer à part

les deux suivantes qu'on en déduit pour le même type N2.

Il faut :

i° Que Inéquation Fia» == o puisse être mise sous la forme ca-
ractéristique (2 5)
(32) F,,3= ¥(x)^+ G(;r)^i,3-+- H(.r)Xi,3

satisfaite pour x ==^2 ct^ ;
2° Qu'il existe un système de fonctions F<, G(, H( qui vérifie

l'identité
FI ̂ 1Î3+ GI Viî3+ HI Xi,3 == 0.

Type N1 à trois échelles superposées et symétriques par rap-
port à trois fonctions f^, f^, fs.

Il faut que l'équation considérée puisse être mise sous la forme
caractéristique ci-dessus satisfaite pour z =f^,f^^f^.

REMARQUE. — Toutes les conditions indiquées dans l'ordre ci-
dessus, pour un quelconque de ces trois types de nomogrammes,
sont successivement nécessaires, c'est-à-dire que chacune d'elles
devient nécessaire si les précédentes sont remplies.

En outre, il importe de remarquer que la représentation de
l'équation Foa == o par un nomogramme de Fun quelconque des
deux types N* et N2 exige que cette équation soit douée de la sy-
métrie par rapport au système de fonctions suivant lequel le type
de nomogramme considéré est symétrique.

Telles sont les conditions qui, une fois remplies, permettent
d'effectuer la disjonction sous la forme voulue.

XIII. — APPLICATION DE LA NOTION DES VALEURS CRITIQUES A

LA RÉDUCTION DE L'ÉQUATION F< 33 == 0 D'ORDRE QUELCONQUE LA

PLUS GÉNÉRALE A LA FORME (î) EN VUE DE LA DISJONCTION DE

SES VARIABLES.

Afin d'abréger les écritures dans les démonstrations relatives à
cette question, nous adopterons la notation suivante, à indices
superposés^ très usitée dans la théorie des équations et des formes
linéaires,
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Nous conviendrons de représenter des fonctions quelconques
d'une seule variable Zi par f^f}f ff^ ... en affectant une quel-
conque des lettres usuelles /, g^ A, 0, W, ... d'un indice infé-
rieur correspondant à celui de la variable '̂, et déposants indi-
quant que les fonctions sont quelconques.

Nous étendrons cette notation aux constantes quelconques et
aux fonctions de deux variables. Nous représenterons ainsi par
f\îi f\îi f\ïi • • • ^es fonctions quelconques dépendant chacune des
deux variables z^ et ^3.

A présent, considérons l'équation F < 2 3 = = = o nomographique-
ment rationnelle d'ordre quelconque par rapport à chaque va-
riable.

Cette équation peut s'écrire sous la forme

(33) Fl23=/ll/213+/12/223+..•-+-/i^l/?lS==0,

ordonnée nomographiquement pour une quelconque z\ de ses va-
riables. Nous désignerons, d'une manière générale, parf^jffj
fÏj • • •? /nl 1e8 ni fonctions d'une variable Zi par rapport auxquelles
cette équation est considérée nomographiquement rationnelle
sous forme homogène.

Ceci posé, d'après ce qui a été dit au paragraphe XII, pour que
cette équation soit représentable par un nomogramme de l'un
quelconque des deux types N3 et N2, il faut d'abord qu'elle soit
réductible à la forme

(34) Fi^-FiFss+GiG^+HiH^o.

Cette condition nécessaire est suffisante s'il existe deux sys-
tèmes de fonctions Fa, Ga, Ha et F3, €3, H3 vérifiant les deux
identités (3) et (4).

Ayant déjà donné au paragraphe II une méthode pour résoudre
ces deux identités au moyen des valeurs critiques, le problème
de la disjonction des variables de l'équation (33) seramène donc à
la recherche de la forme générale des deux systèmes de fonc-
tions inconnues F( ,GI , H< et Faa, Gag, Ha3 qui doivent vérifier
l'identité (34). r

Pour résoudre aussi ce,dernier problème par la considération
des valeurs critiques et de l'ordre nomographique, nous admets
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trons que chacune des trois fonctions F i, Gi, H< est linéaire et
homogène par rapport au système des n^ fonctions ci-dessus
f\i f\i ' ••^y?1* Autrement dit, que ces trois fonctions sont de la
forme

(35)

F,=a}//+aî/^+...+a^/î1*,

G,=6}/;4-6î/i'+...+^/^
Hi=cî//4-cî/î+...+cî</^

a*, b^ c^ étant des coefficients constants à déterminer.
Si, après avoir porté dans l'identité (34) ces trois expressions et

la forme (33), on applique le procédé de M. d'Ocagne à la recherche
des valeurs critiques de 53 et ^3 correspondant à une valeur indé-
terminée ^< , on obtient le système suivant de n\ équations linéaires
exprimant que cette identité (34) a lieu quel que soit z\ :

(36)

a\ F^ÔÎ G23-4-C} H23=/L,

aîF^+^G^+cîH^/^,

• • . . . . « » « . . . » . . . . , « * « J . * . . . « ^

0^3-4- ̂ G^-h C?*Hî3^/?3.

N'ayant assujetti les coefficients a^, b^ c\ à aucune condition,
nous pouvons prendre comme déterminant principal de ce sys-
tème le déterminant des coefficients des inconnues dans trois
quelconques de ses équations; par exemple, le déterminant sui-
vant correspondant aux trois premières :

A=
i < AI f ii^ &i Ci
iî A2 /.21^ Ol Ci

a\ b\

Pour que ce système d'équations (36) soit compatible, il faut et
il suffit, d'après le théorème de M. Rouché, que les (n\ — 3) déter-
minants caractéristiques qu'on obtient en faisant k = 4, 5, ..., /i<
dans le tableau

(37)
A

/v^ hk fie fkai ^l cl fî3

/»

fh
fh

soient tous nuls quels que soient z^ et ^3.
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Or, je dis qoe, pour que l'un quelconque AA de ces ( / i i—3)

déterminants soit nul, il faut et il suffit que les éléments
j^3? fÏ^i fÏîj /23 ae sa dernière colonne soient linéairement dépen-
dants quels que soient z^ et 33; autrement dit, qu'il existe quatre
nombres a, jî, y, S non tous nuls et tels qu'on ait identiquement

(38) «AS + p/,S 4- ï/^3 + 5/^3 - o.

En effet, si cette condition est remplie et si nous déterminons
des constantes Œ^, 7^, c\ qui vérifient les trois équations

aa}+ paî-hyaî-i- ôaf= o,
a A } 4 - P 6 î - + - Y Ô î - h S 6 î = o ,
a c} 4- P <?î 4- y c? -+- S c^ == o,

nous aurons précisément exprimé qu'il existe, entre les éléments
des colonnes du déterminant A^, une même relation linéaire et
homogène quels que soient s^ et ^3. Par suite A^ = o.

REMARQUE. — La détermination des quatre nombres a, j3, y, 5
qui doivent vérifier l'identité (38) peat s'effectuer facilement en
remarquant que les fonctions/^, y^,,/^,/^ sont nomographi-
quement rationnelles par rapport au système de fonctions
/^/^•••; /^(pou ^^=2et3).

Une fois que les (n^ — 3 ) identités (38) sont résolues, pour
réduire l'équation (33) à la forme (34), on tire de ces (n^ —3) iden-
tités les valeurs de ( / i i — 3 ) fonctions ̂ 3 {k = 4, 5, ..., /ii) en
fonction linéaire et homogène des trois lettres/^, /^, /^g. Puis, en
les portant dans l'équation (33), celle-ci prend la forme cherchée

(39) Flî3=?î/,l3+yî/t2l-^-?î/l33SFlï^î3-^-GlG23-^-HlH,3.

A présent, remarquons que les trois fonctions F^, Ga3, Ha 3 sont
définies par les trois premières équations du système (36) à coef-
ficients tous arbitraires tels que

A = | a\ b\ c\\^. o.

Si l'on tire de ces trois équations les valeurs de/^,,/^, f\^ en
fonction de Fa3, Ga3, Ha3, et si, après avoir introduit ces valeurs
dans l'équation (3g), on identifie les deux membres de celle-ci, on
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obtient les expressions suivantes du système F<, G|, Hi,

{ Fi==aiîp}-t-aî(pî+aî<pî,
(4o) j Gi=6}^+6î9î+6î^,

HI= c}<p}+ c îy î+ c?<^,
où

A^o.

De là, le théorème suivant relatif à la réductibilité de Inéqua-
tion (33) à la forme (2).

Si les fonctions fi^f^ fî^f^ pour k = 4, 5, ..., n\ sont
linéairement dépendantes quels que soient z^ et ^3, V équation
Fiaa == o est réductible à la forme (2). Sinon, il est impossible
quelle le soit, à moins toutefois d9 une substitution non linéaire
et homogène effectuée sur les systèmes de fonctions f\, f\,..., /^
par rapport auxquels Inéquation ci-dessus a été considérée
nomo graphiquement rationnelle sous forme homogène,


