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MELANGES.
CORRESPONDANCE MATHEMATIQUE ENTRE LEGENDRE ET JACOBI (').

(Suite.)

Jacobi a Legendre.

Konigsberg, le 12 janvier 182
MonsIEUR,

Je chercherais en vain & vous décrire quels furent me:t
ments en recevant votre Lettre du 30 novembre et en méme
le numéro du Globe, qui contient la Communication que vo
bien voulu faire a I’Académie des Sciences de mes essais.
sentis confus, accablé de cet excés des bontés que vous m’avc
et du sentiment que jamais de vie je n’en saurai mériter de pa
Comment vous rendre grace? Quelle satisfaction pour o
I'homme que j’admirais, tout en dévorant ses écrits, a bier
accueillir mes travaux avec une bonté si rare et si précieus
en manquant de paroles qui soient de dignes interprétes
sentiments, je n’y saurai répondre qu’en redoublant mes e
pousser plus loin les belles théories dont vous étes le créate

(') Voir Bulletin, t. VIII, p. 287.
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Javais déja appris, il y a quelques mois, que vous avez publié
un nouvel Ouvrage sur les Fonctions elliptiques, en deux volumes.
Aussitdt j’ai donné a un libraire de Berlin l'ordre de me le faire
parvenir; mais, 4 mon grand dépit, je ne I’ai pas encore recu. J'at-
tends donc avec une impatience extréme le cadeau brillant que
vous m’en avez voulu faire, et pour lequel je vous rends mille
graces.

Depuis ma derniére Lettre, des recherches de la plus grande im-
portance ont été publiées sur les Fonctions elliptiques, de la part
d’un jeune géométre, qui peut-étre vous sera connu personnelle-
ment. C’est la premiére partie d'un Mémoire de M. Abel, a Chris-
tiania, qu'on m’a dit avoir été a Paris il y a deux ou trois ans,
inséré dans le second cahier du second volume du Journal des
Mathématiques pures et appliqudes, publié a Berlin par M. Crelle.
La continuation doit avoir été publiée dans ces jours dans le cahier
troisi¢éme dudit Journal; mais elle ne m’est parvenue pas encore.
Comme je suppose que ce Mémoire ne vous soit pas encore connu,
je vous en veux raconter les détails les plus intéressants. Mais,
pour plus de commodité, j’avanceraile mode de notation dont je
me sers ordinairement.

- d = . , . o .
Si l'on pose [———'— =% I'angle ¢ étant’amplitude de E, je
. v 1+ x*sin*g
3
- iy : . _ dy
le désigne paramE; K étant la fonction entiére = ===
Jo V1—x'sin’g

je mets, au licu de am (K —Z), cette autre expression coamZ
(c’est-a-dire complementi amplitudo). Je désigne, avec vous,

————————=— damZE -
Vi—zsin‘(amE) = —= bar AamZ.

Le module sera mis & coté, si on le juge convenable: toutes les
fois qu’il sera supprimé dans le suivant, les formules se rapportent
au module z. Du reste, je désignerai le complément de z par ' et
la fonction entié¢re qui répond a »’ par K.

M. Abel commence par donner I'expression analytique de toutes
les racines des équations élevées desquelles dépend la division des

fonctions elliptiques. En effet, soit sing = i tang{, i étant V- 1,
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on aura
do idy
- ’
Vi—wsinte  y1—x"sin?¢’

d’ou I'on tire
sinam ({E, ) = i tangam (=, »'),

théoréme fondamental de M. Abel.
Je remarque encore les formules suivantes :

cosam({X, z) =sécam(Z, »'),
Aam (E,

- . ")
Aam ({2, 2) = (. ]

=coséc coam (=, %),
Aussi on aura

sinam (2i/K’, ) =o,

I
—_—
% SN gm =
cotam (E + Ky =—iAamE
i Aam( +1K’)

sinam (E + {K/)

I

——zcotam:.,....

Comme on a
tangam (2m'K', »') =0, i
L
m’ étant un nombre entier, on aura aussi

sin(2m/iK/,x)=o, 7/\
7
d’ou suit qu’on aura en général
sinam (E + 4mK + 4m'iK') =sinamE,

m et m’ étant des nombres positifs ou négatifs. On voit donc que
les racines de 'équation élevée qui sert a la division de la fonction
elliptique Z en n parties seront de la forme

E+4m K+4m'iK
*
n

sinam

formule qui embrasse toutes les racines au nombre de n?, si I'on
donne & m, m’ successivement les valeurs o, 1, 2,..., 7 ~—1.
M. Abel raméne ensuite la division d'unc fonction elliptique .
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quelconque E 4 la division de la fonction entiére K. En effet, soient
. * ’ . b .
a, ( des racines quelconques de I'équation x" =1, I'expression

(Za”‘@"" sin am = +4mK + 4m'K )n ()

n

ou l’on donne & m, m' toutes les valeurs o, 1, 2,..., 2 —1, ne
=
changera pas si I’on met, au lieu de sinam —» une autre racine
E+4pK+4piK
n
symétrique par rapport a ces racines et pourra, par conséquence,
étre exprimée par

quelconque sin am - Cette expression sera donc

sinamX (?).

A présent, si 'on donne & o, 3 toutes leurs valeurs possibles, ce
qui donne n* combinaisons, on tire de la les valeurs de toutes les
racines. M. Abel suit une autre méthode, qui, si je ne me trompe
pas, rend le probléme plus compliqué qu’il n’est en lui-méme.

La division de la fonction entiére, laquelle dépend en général

. . .n?—1 , , .
d’une équation du degré — est ramenée a une équation du de-
gré n+-1, n étant un nombre premicr. En effet, soient

GpR + 4K

®,
n

& une racine primitive de la congruence x"~*=1 (mod. 2), ¢ ()
une fonction trigonométrique quelconque de I'amplitude o, o une
racine de I’équation x"~'=1; on y parvient en considérant I'ex-~
pression

[9(0) +ap(go) + 229 (g2 0) +...+ " ¢ (g w)]",

symétrique en ¢ (w), ¢ (gw), ¢(g%w),..., ¢(g"*w). Or les
fonctions symétriques de ces quantités ne sauront avoir que

(*) On entend par = la somme des expressions formees de ladite maniére.
(*) Il faut ajouter : Et par des quantites constantes, mais irvationnelles, de la forme
. fmK— 4m' 1K'
sinam —————— .
n
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des valeurs différentes au nombre 72 + 1, qui répondent a p = o,
=1, p=1;5 =0, p'=1,2,3,...,2—1. Donc elles seront
données au moyen d’une équation algébrique du degré rn--1.
Je vais ajouter a présent les propres paroles de M. Abel, en
remarquant qu’il considére dans son Mémoire les fonctions ellip-

. < dzx
tiques sous la forme .
o Y(1— cx?)(1+ e2x?)
« Donc, en dernier lieu, la résolution de I'équation P, = o est

réduite a celle d’'une seule équation de degré n+1; mais cette
équation ne parait pas en général étre résoluble algébriquement.
Néanmoins, on peut la résoudre complétement dans plusieurs cas
particuliers, parexemplelorsquee=c,e=c \/3, e=c(at \/3) , ete.
Dans le cours de ce Mémoire (), je m’occuperai de ces cas, dont le
premier est surtout remarquable, tant par la simplicité de la solu-
tion que par sa belle application dans la Géométrie. En effet, entre
autres, je suis parvenu a ce théoréme : On peut diviser la circon-
férence entiére de la lemniscate, par la régle et le compas seuls,
en m parties égales, si m est de la forme 2" ou 2" + 1, le dernier
nombre etant en méme temps premier ; ou bien si m est un produit
de plusieurs nombres de ces deux formes. Ce théoréme cst, comme
on voit, précisément le méme que celui de M. Gauss, relativement
au cercle. »

Connaissant les racines des équations mentionnées, M. Abel les
résout en facteurs; ensuite, dans les formules qui en résultent, il
pose n = , d’out il tire des expressions trés-remarquables; mais
cela n’a plus aucune difliculté.

Vous m’avez permis, Monsieur, de vous communiquer 1’analyse
dont je me sers. Une démonstration rigoureuse du théoréme général
concernant les transformations s’imprime a présent dans le Journal
de M. Schumacherj; elle vous sera envoyée aussitot qu’elle sera im-
primée. Mes recherches ultérieures sont encore loin d’étre finies;
cependant j’en embrasserai une partie dans un Mémoire que je
crois pouvoir publier sous peu. Il s’y trouvera, entre autres, un
résultat curieux quim’a d’abord frappé un peu; c’est le cas suivant:
Si 'on peut transformer un module » dans un autre 4, on a entre

(*) Qui n’est pas encore publie.
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ces deux modules une équation algébrique du degré n 41, si la
transformation se rapporte au nombre , qu'on suppose étre pre-
mier. Ces équations symétriques en et A sont, par exemple, pour
n=3,n=>5,

w'— o' 2ue (1 — uv?)=o,

us— S+ 5wt (wr— )= fuv(1— utvt)=o,

oul'on a supposé u = yx, v = yX. 11 parait remarquable que ces
équations, qu’on pourrait appeler éguations modulaires, ont leur
forme la plus simple entre les quatriémes racines des modules. Or
toutes ces équations algébriques en nombre infini satisfont a une
méme équation différentielle du troisi¢éme degré, savoir :

3(der d N — i d'w?) — 2dn d) (ded') — d)dox)
2 2 I+%‘I ! 2 '+7\2 ! 2 —
-+ dx d)\ [(R—Kj) dr. —(m> d)\]-—f),

ot on n’a supposé constante aucune différentielle. Aussi j’ai trouvé
que, dans certains cas, on retombe sur le méme module, de sorte

que latransformation devient multiplication ; ainsi z, étant \/ ;' on

aura deux racines de I'équation

ut— S+ S5urv(ur— o) — fuv(1— wiv') =o,

. . . 1
égales a (1==1)u®, d’oi l'on tire v® = A= »*= —. Ce sera, dans

2

les cas ou le nombre 7 est la somme de deux carrés, n= a®-- 452,

% étant \/ S la fonction elliptique se trouve alors multipliée par

a == 2bi. On remarque des choses semblables dans les modules qui

., , I
sont liés d’aprés une échelle quelconque avec » == . C’est un

genre de multiplication qui n’a pas son analogie dans les arcs de
cercle. Je suis trés-curieux de savoir votre avis sur ma démonstra-
tion, laquelle a la vérité est un peu compliquée. La nouvelle d’une
troisiéme édition de la ZThéorie des nombres m’a charmé. Je n’ai
travaillé sur cette science que trés-peu de temps; quand je wm’aurai
pris laliberté de vous communiquer un petit Mémoire qui va étre
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publié sur la Zhéorie des résidus, vous verrez que mes idées ne
méritent pas la place brillante que vous leur avez offerte. Aussi les
recherches sur les fonctions elliptiques doivent étre en quelque
sorte finies avant qu’elles soient dignes de former un Supplément a
un Ouvrage sans doute parfait dans toutes ses partics.

Adieu, Monsieur, daignez recevoir les respects les plus profonds
que m’inspirent la supériorité de vos lumiéres et la générosité de
vos sentiments. Jamais de ma vie je n’oublierai cette bonté de pére
avec laquelle vous avez voulu m’encourager dans la carriére des

sciences.
Votre dévoué serviteur,

C.-G.-J. Jacosni.

P.-S. Le troisiéme cahier du Journal de Crelle, que je viens de
recevoir, ne contient pas cncore la suite du Mémoire de M. Abel.

Legendre a Jacobi.
Paris, le g février 1828.

MonsiEur,

Lorsque j’ai recu votre lettre du 12 janvier, M. Schumacher
m’avait déja envoyé le n° 127 de son Journal, ou se trouve votre
démonstration du théoréme sur les transformations des fonctions
elliptiques. J’ai pris infinimentde plaisir 4 votre démonstration, ou
brille votre sagacité et que je trouve fort courte relativement a la
grande étendue de son objet; elle m’a suggéré quelques remarques
dont j’ai envoyé un précis a M. Schumacher, pour étre imprimé
dans son Journal, suivant le désir qu’il m’en avait témoigné. La
maniére dont vous passez de lavaleur de 1 — y a celle de y, décom-
posée également en facteurs, mn’a paru trés-élégante; mais ce qui, a
mes yeux, fait le grand mérite de votre démonstration, c’est 'heu-
reuse idée que vous avez eue de substituer a la fois ;'; axet ;\—I]- a
- Cette double substitution, qui satisfait & I'équation difiérentielle.
doit satisfaire aussi aux intégrales qui la représentent; par ce "
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srifier ’un trait de plume la valeur y = O
moyen, vous pouvez vérifier d'un trait de plume la valeur y = v

et vous trouvez pour seule condition la valeur du module 1 expri-
mée en fonction du module donné z; dés lors le théoréme est dé-
montré dans toute sa généralilé, sans aucun calcul pénible et par
une sorte d’enchantement; vous verrez dans ma Note que celte
belle démonstration m’aurait paru plus satisfaisante si vous y eus-
siez joint quelques détails sur la série desidées qui vous ont conduit
4 la valeur supposée pour 1—y; vous pourrez avoir égard a mon
observation dans les autres parties de vos recherches qui vous res-
tent a publier. J'ai indiqué aussi une vérification de votre théoréme
qu’il serait curieux d’effectuer, et qui mettrait dés a présent cette
découverte dans tout son jour. Par vos formules, il est facile de
trouver la valeur de la fonction T en facteurs; ensuite 1’idée vient
naturellement de faire les substitutions dans I’équation

dU dv. 1 T
Udz ~ Vdz M UV’

afin de voir si elle est satisfaite. L’équation mise sous cette forme
se décompose dans les deux membres en fractions partielles dont
les dénominateurs sont les facteurs bindémes des fractions Uet V,
et il est facile d’avoir 'expression générale du numérateur corres-
pondant a un facteur quelconque de U, et celle du numérateur cor-
respondant a un facteur quelconque de V.

L’identité de I'équation fournira donc deux conditions générales
qui devront étre satisfaites. Depuis 'envoi de ma Note, j'ai observé
que ces deux conditions se réduisent 4 une seule, que je présente

ici sous la forme la plus simple. Soit e, P'amplitude telle que
F(d,)= ———K;la condition dont il s’agit, et qui doit avoir lieu
on+1 gthetq
T . .. " L
pour toute valeur de ¢ depuis I jusqu’a 7, est celle-ci :

sin’ay sin?a,; sin?e,;
2 COSay; T, —1 < — T s —— —1
sin*a, sin®o; * sin?o,

sinfay; sin?ety
o X —— )1 — —
sin?o; sin’a,,

= (1 — #?sin?ay sin*a,) (1 — z*sin®a,, sin?a;)

XK (1 — %?sin?on; Sin*as ). o . (1 — 2? Sin oy SiN? dtan—y )
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Cette équation doit étre vraie d’aprés votre démonstration, mais
il serait intéressant de la déduire des premiers principes de la
théorie des fonctions elliptiques. C’est une recherche que je laisse
a votre sagacité et qui me parait assez importante, puisqu’elle con-
firmera d’une maniére invincible ’exactitude de votre théoréme.
Je suis parvenu a cette équation au moyen d’un lemme que j'ai
déduit de vos formules et qui, dans votre notation, serait exprimé
ainsi :

x? )
1_—.

. 2mK —_ - 2mK
sin?{ coam —— cosam | =+ cosam |~ — ———
an+1/ 2n-+1 2n—41

. amik\ aomK

1—x?x*sin?( am cos|{am ———

2n-+1 2n —+1

Je crois voir, en écrivant ceci, que ce méme lemme donnera assez
facilement la démonstration de mon équation.

Javais déja connaissance du beau travail de M. Abel inséré dans
le Journal de Crelle; mais vous m’avez fait beaucoup de plaisir de
m’en donner une analyse dans votre langage qui est plus rapproché
du mien. C’est une grande satisfaction pour moi de voir deux
jeunes géométres, comme vous et lui, cultiver avec succés une
branche d’Analyse qui a fait si longtemps 'objet de mes études fa-
vorites et qui n’a point été accueillie dans mon propre pays comme
elle le méritait. Vous vous placez par ces travaux au rang des meil-
leurs analystes de notre époque: nous voyons au contraire ici les
talents peu nombreux qui y restent se livrer a des recherches va-
gues qui ne laisseront que de faibles traces dans 'histoire. Ce n’est
pas assez d’avoir du talent, il faut savoir choisir I'objet dont on
doit s’occuper.

Jattends avec impatience la suite des recherches que vous ferez
paraitre dans le Journal de M. Schumacher, et particuliérement
les relations que vous avez trouvées entre deux modules qui peu-
vent se transformer I'un dans Pautre. Vous me donnez, pour lc cas
n =3, 'équation .
u'— iz aue (1—ute?)=o,

a laquelle j’ai ajouté le double signe == j’ai, pour le méme cas,
donné dans mon Zraité 1'équation 1 = \/cc, —+ \/b[h qui revient au
méme; mais vous ¢tes allé beaucoup plus loin.
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Je ne m’occupe pas encore de ma troisiéme édition de la Z7héorie
des nombres; ainsi vous avez tout le temps de me fairc part de ce
que vous aurez imprimé sur les résidus de différents degrés. J’ai
déja approuvé beaucoup votre démonstration de la loi de récipro-
cité, a laquelle pourtant il faut ajouter quelques développements; je
pourrais vous indiquer dans cette partie des objets de recherche
qui ont une difficulté digne de vous; mais j’aime mieux vous donner
le conseil de ne pas donner trop de temps aux recherches de cette
nature. Elles sont trés-difficiles et ne ménent souvent a aucun ré-
sultat.

Je suis étonné de ce que vous n’avez pas encore recu I’exemplaire
que M. 'ambassadeur, le baron de Werther, avait promis de vous
faire passer. Il faut le réclamer & Berlin, si vous éprouvez de nou-
veaux retards.

Agréez, Monsicur, 'assurance de mon estime bien sincére et de
mon entier dévouement.

LEecENDRE.

Je vous pric de ne pas prendre la peine d’affranchir, quand
vous m’écrivez : il ne faut Pas que ma correspondance vous soit
onéreuse.

(A suivre.)



