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MELANGES.

SUR L’ELLIPSOIDE DE VOLUME MINIMUM PARMI CEUX DANS LESQUELS UN CERTAIN NOMBRE
DE SECTIONS CENTRALES ONT DES AIRES DONNEES;

Par M. C.-W. BORCHARDT.

(Extrait-du Compte rendu mensuel de 1’ Académie royale des Sciences de Berlin,
Juin 1872.)

Aprés avoir résolu, par une méthode algébrique spéciale, le
probléme, posé par Lagrange, de la détermination du tétraédre de
volume maximum dont les quatre faces ont des aires données, et
I’extension de ce probléme 4 un nombre quelconque de dimensions,
et avoir publié cette solution dans les Memoires de cette Académie
pour I'année 1866, p. 123, je trouvai, dans I’année 1867, que la
question algébrique a laquelle conduit le probléme de Lagrange est
. susceptible d’une autre interprétation géométrique, relative a Vel-
lipsoide, savoir, la détermination de I'ellipsoide de moindre vo-
lume, étant données les aires de quatre sections centrales faites
par des plans donnés de position. Ce résultat et la solution de deux
problémes sur Iellipsoide qui se rattachent a celui-1a ont fait I’objet
d’une Communication, adressée par moi a I’Académie, le 5 dé-
cembre 1867 (voir les Comptes rendus mensuels de 1867, p. 779),
sans que |} aie, toutefois, publié les résultats obtenus. Ceux-ci étant
restés, de cette maniére, inconnus en dehors des limites de I’Aca-

(*) Nous nous permettrons, au nom des abonnés bibliophiles de ce Journal, de
supplier l'éditeur de ne plus mutiler les marges des livraisons, comme on 'a fait
pour la derniére que nous avons regue. (Note de la Rédaction.)
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démie, il me semble a propos de rattacher a la Communication que
vient defaire mon ami M. Kronecker (*), dans laquelle il a également
appliqué la solution d’un méme probléme algébrique, d’une part,
au probléme du tétraédre de Lagrange, et, d’autre part, 4 un pro-
bléme de maximum et de minimum concernant I'ellipsoide, une
exposition de mes recherches de I’année 1868.

Il ressortira de 13 que les deux problémes de maximum et de mi-
nimum concernant l'ellipsoide, dont M. Kronecker s’occupe en ce
moment et que j’ai étudiés il y a cinq ans, malgré la diversité des
formes géométriques dont ils sont revétus, ne sont pas cependant
essentiellement distincts au point de vue algébrique, puisque, dans
les deux problémes, on donne au déterminant d’une forme quadra-
tique ternaire sa valeur maximum, tandis que dans I'un la forme
elle-méme, dans 'autre la forme adjointe prend des valeurs données
pour des systémes connus de valeurs des variables, et que, de plus,
comme on sait, le déterminant de la forme adpmte est le carré du
déterminant de la forme primitive. g

« Soient donnés p plans, passant tous par le centre connu d’'un
ellipsoide variable d’ailleurs. Supposons que I'on donne la surface
de T'ellipse suivant laquelle chacun de ces plans centraux coupe
l’ellipsol‘de\. Il s’agit alors, parmi tous les ellipsoides dans lesquels
ces p sections centrales ont des aires données, de déterminer celui
dont le volume est minimum. »

Le nombre p, qui reste encore indéterminé, doit, bien entendu,
étre moindre que 6, puisque la determxnatlon d’un ellipsoide de
centre donné ne dépend plus que de six éléments.

En coordonnées rectangulaires x,, x,, &3, dont l'origine est au
centre de Uellipsoide, soit f= 1 I'équation de cette surface, on

f:Zag/,xgxi,; (gph=r1,2,3)

supposons, de plus, les plans des p sections centrales déterminés
par les équations

.

U= o, x,+ob .+t =0, (I=1,2,c..,p)

de sorte que les 3p quantités « sont données, et que les six coeffi-

(*) Voir Bulletin, t. 1V, p. 256.
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cients @,y de la forme ternaire f sont les variables du probléme.
Alors le probléme proposé, au point de vue algébrique, s’énoncera
comme il suit :

« Rendre maximum le déterminant
Ay Q3 Qg

A= Ay A 23 )

les p déterminants

A= ’ (i=1,2,...,p)
af oy dy o
ayant les valeurs négatives données —K;. »

Soient A, les quantités adjointes des agy, de sorte que

oA

Ag =22
8= Dag’

le développement de A; donnera

— _E i g
Ai= Aghary arf,

8k

de telle sorte que, en désignant par ' (xy, x3, x3) la forme adjointe
de f, K, représentera la valeur de F pour les valeurs i, o, o} des
variables. On a alors, par différentiation,

2dA :2 ag/,dAgh, 2
—dA; _—_2 o o dA g s

Or, les différentielles des p expressions A; s’annulant, puisque
chacun des 4; doit étre égal a une constante donnée —K;, et la
différentielle de A s’annulant aussi, puisque A doit étre un maxi-
mum, on obtient, d’aprés les régles du Calcul différentiel, les équa-
tions du probléme, en égalant a zéro la somme

2dA + MdA+. ..+ R dA,,

(g h=1,2,3)
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2. .., A, étant des multiplicateurs provisoirement inconnus. En
ayant égard aux équations précédentes, il vient

o :E(ag;.-—l.ozg‘ ah—-..—habal)dAmu, (g h=1,2,3)
d’ou 'on tire, pour la détermination des coefficients a,
g = Mag oty Ao ajy + .« .+ hpobal.

Ces valeurs, substituées dans 1’équation de ’ellipsoide, donnent au
premier membre fla forme

f———zli(a‘} Z + o x. aﬁ,xa)’:zhu,—’. (i=1,2,...,p)

Le premier membre de I'équation f =1 de Uellipsoide peut
donc s’exprimer linéairement au moyen des carrés des premiers
membres des équations des p plans sécants. |

Tandis que, d’'une part, p ne peut étre plus grand que 5, puisque
déja, pour p = 6, l'ellipsoide serait complétement déterminé, on
voit, par le résultat que 'on vient d’obtenir, que p ne peut étre
moindre que 3; car, pour p=1 et p= 2, 'équation f= 1 ne
peut représenter une surface fermée, et le probléme de maximum
et de minimym proposé perdrait alors sa signification; p ne peut
donc avoir que les valeurs 3, 4, 5.

Désignons par (ik/) le déterminant formé avec les coefficients des
* trois fonctions linéaires u; , u;, u;, et par (kl),, (ki),, (kl); ses dé-
terminants mineurs pris par rapport i af, oi, af; alors des valeurs

(1) “gh:E“fg“pi (i=1,...,p)
i
résultent, pour les quantités adjointes A, les équations

(2) , Ay =Z(i/f)g(ilz' WA

. . (p—1 . .
la sommation devant s’étendre aux BLZ—-—) combinaisons i, k des
indices 1,..., p. ‘
Pour le déterminant A des éléments a,;, on a, d’aprés un théo-
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réme connu sur les déterminants, I’expression combinatoire

(3) A :E(ikly Nhds,
la sommation devant s’étendre a toutes les E-(-p—f-l—fl—(g———z—)

naisons 7, k, [ des indices 1,. .., p. De plus, les p expressions

combi-

(4) Ki:-—m:EAgm{i,az (gh=1,2,3)
se transforment, & I'aide de I'équation (1), en
K ¥ OA da _ A
: Jag Ok — Ok

&h

et il en résulte les p équations

(4) - K; ::z(i]fl)’)\f)\[,
i
ou la sommation doit s’étendre aux (_p:lll(_;’____z_) combinaisons

k, I des indices 1,.. ., p, a 'exclusion de i.

Par 14, le probléme de maximum et de minimum est ramené au
probléme algébrique de déduire des p équations (4)* les p multi-
plicateurs Xy,. .., ,, ¢’est-a-dire d’exprimer ces multiplicateurs au

moyen des p constantes données K; et des 1-)—(—}—)——-:—1‘)2(—’;—_—3—)-

minants (tkl), ces derniers devenant de simples grandeurs angu-
laires, si I'on assujettit les quantités ai, ai, ai, pour chaque valeur
de 7, a la condition que la somme de leurs carrés soit =1, ce qui
les délivre du facteur arbitraire qu’elles renfermeraient sans cela.

Par la substitution des multiplicateurs obtenus 2,,..., 1, dans la
fonction

(5) f:E}\iui’ :zh(ai.x.+a",xz+aiax3)z, (i=1,...,p)

Péquation f= 1 de l'ellipsoide cherché se trouve enfin déterminée.
1l y a maintenant trois cas, p = 3, 4, 5, 4 considérer séparément.
Cas de trois sections centrales.— Dans ce cas, en vertu deI'équa-

tion (5), les trois plans u, = 0, u; =0, uy= o des sections cen-

Bull, des Sciences mathém. et astron., t. V. Décembre (1873.) 20 '

déter-
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trales données forment un systéme de plans conjugués de I'ellipsoide.
Les équations (4)* donnent les produits deux a deux Ay, A2,
Ay}, des multiplicateurs ,, Ay, 4;, et la résolution des équations (4)*
n’offre aucune difficulté.

Cas de quatre sections centrales. — Dans ce cas, la détermination
des quatre multiplicateurs 3,,..., A, et de la valeur maximum A
d’aprés (3) et (4)* conduit aux équations

2 3 ) 2
1 9 3 ‘

dans lesquelles

my= (234), m.= —(134), my=(124), my= — (123).
Si 'on y pose

)\,’ Kcmf A

_— = y; . A—— 7 —_—
m} Y (mimamam,)? T (mimamym,)?

- Ru

on retombe précisément sur les équations (6), (8), §2, de mon Mé-
moire publié dans le Recueil de cette Académie pour 'année 1866,
p- 132 et 133, lorsqu’on y fait n = 4, c’est-a-dire sur le systéme
méme des équations établies dans ce Mémoire, équations d’ou dé-
pend le probléme de Lagrange sur le tétraédre, et qui conduisent
finalement & une équation du quatriéme degré.

« Les deux problémes de la détermination d’un ellipsoide de vo-
lume minimum, étant données les aires de quatre sections cen-
trales, et de la détermination d’un tétraédre de wvolume maxi-
mum, étant données les aires de ses quatre faces, sont donc
algébriquement identiques, et la solution de I'un est donnée en
méme temps par la solution de I'autre. »

La solution du probléme du tétraédre ayant été complétement
développée dans le Mémoire cité de ’année 1866, je n'ai qu’a ren-
voyer i cette solution pour le probléme actuel.

. Cas de cing sections centrales. —Le systéme des équations & ré-
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soudre (3) et (4)* a, dans ce cas, la forme suivante :

’

(3) A:z(ilfl)’};hh, (b l=1,...,5)
K _0A % (123 )2 hods =+ (124 Aol + (125202
(4) PTTOM T |4 (145200 + (135)2h0 ) + (134241,

.............................................

Malgré leur apparente complication, la résolution de ces équa-
tions n’exige, comme nous le montrerons plus loin, que deux ex-
tractions de racines carrées consécutives.

Le premier membre fde I’équation de I'ellipsoide ordonné sui-
vant les coordonnées xy, x,, X3, est

f:Eag,,x‘,xA, (g h=1,2,3)
ou les coefficients ont pour valeurs, d’aprés I’équation (1),
(1) aglu———:z;\iaédi- (i=1,...,5)
i

Entre ces six équations (pour g, h = 1, 2, 3), on peut éliminer
les cinq multiplicateurs A,,..., 4;. Le résultat de I’élimination
étant représenté par

{6) Ethaglg—:O, (& h=1,2,3)

I'équation (6) devra devenir identique, si 'on y substitue aux a
leurs expressions (1). Les B, doivent donc satisfaire aux cing
équations

(7) ‘ ng/.aeéa;;:o, {(gsh=1,2,3)

pour i ==1,..., 5. Or ces équations définissent les quantités ad-
jointes des coefficients b, de la forme ternaire

(8) o= bois i (& h=1,23)

qui, étant égalée i zéro, détermine le cdne du second degré tangent

aux cinq plans u; = o; car, pour que le cdne ¢ = o touche les cinq
20,
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plans u; = o, il faut que les cinq équations

» b, b by, ail

by by by Olig

by by by o

i i i
oy a, o, o

=0

soient satisfaites pour i = 1,..., 5, lesquelles équations, dévelop-
pées suivant les quantités By, adjointes des b,4, donnent les équa-
tions (7). Les coefficients B, dans les équations (6) ne sont denc
autre chose que les quantités adjointes des coefficients b, de la
Jorme ternaire ¢(x(, x4, x3), qui, égalée & zéro, détermine le
cone tangent aux cing sections centrales u; = o.

En multipliant 'équation (6) par A, et remplacant les produits
Aayg;, par leurs expressions au moyen des quantités adjointes A, il

vient
(6)" Bu(AnAp—A2) +...+2Bu(AuAu— AuAs) +...=o.

Entre les six quantités A, il existe déja les cinq équations

(4) K=Y afai A

8k
qui définissent les cing quantités K; comme fonctions linéaires des
A,i. En introduisant arbitrairement une sixiéme fonction linéaire
homogéne

(9) U :2‘155A3h?
ey .

puis, en exprimant, par la résolution de ces équations, les A, en
fonctions linéaires homogeénes de K,,..., K;, U et portant ces va-
leurs dans (6)*, cette équation se changera en une équation du se-
cond degré en U. La résolution de cette derniére donnera pour U
une fonction linéaire homogéne des quantités K;, augmentée de la
racine carrée /R d’une fonction quadratique homogéne des K;;
par conséquent, les quantités A, et leur déterminant A?, ainsi
que les produits Aag,, Ad;, peuvent s’exprimer en fonctions en-
tieres de K;,..., Ky et de \/’ﬁ; d’ou I'on voit que, pour obtenir A,
on a besoin d’une seconde extraction de racine carrée. Ce qui pré-
céde peut donc se résumer ainsi :
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« La forme ternaire f(xy, x;, Xs), qui compose le premier
membre de I'équation de I'ellipsoide, étant multipliée par son déter-
minant A, peut s’exprimer au moyen d’un seul radical carré /R.
Il en est de méme du carré du déterminant A. L’expression de f
elle-méme exige deux extractions consécutives de racines carrées. »

Le développement du calcul qui donne la solution des cing équa-
tions (4)*, et dont on peut apercevoir sans aucune difficulté la
‘marche générale, conduit & des résultats intéressants.

Le radical /R, qui se présente dans la résolution de I'équation
quadratique, est, comme il est aisé de s’en convaincre, indépen-
dant du choix des coeflicients ¢, de I'équation (9). Ces coefficients

- n’entrent que dans la fonction linéaire des K;, qu’il faut ajouter a

\/E pour obtenir U; mais, comme cette fonction linéaire des K,
que je désignerai par U,, peut elle-méme se mettre aussi sous la
forme d’une fonction linéaire des A ;, il existe une nouvelle fonc-
tion lmealre homogéne,

T=U0-10,

des A, indépendante du choix des coeflicients ¢, et dont le
carré = R; en d’autres termes, les coefficients q,, peuvent étre
particularisés de telle maniére que la fonction U, définie au
1moyen de ces coefficients par l'équation (9), et que j appelle-
rai T, dépende d’une équation quadratique pure.

Cette particularisation, abstraction faite d’un facteur arbitraire
affectant la fonction T tout entiére, ne peut s’effectuer que d’une
seule maniére, savoir, comme il est facile de le démontrer, en po-
sant ¢, = by, et, par suite,

(10) T :2 by A i
-

les b, étant toujours les coefficients, définis par (8), de I'équation
¢ = o du cone tangent.

On peut donner, comme on sait, 4 'équation ¢ = o du céne tan-
gent, différentes formes, dont une particulierement simple, que I'on
obtient en rapportant le cone a trois quelconques des cing plans
u;=o. La fonction ¢, exprimée au moyen de u,, us, u;, par
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exemple, prend la forme
¢ = ‘U-? u? -+ {Aiui -+ sz ul — 2halhs Uslly— 2 Ly fhs Uy Us—— 2 [Ly Lo Uy Uz,

.
~ou

= (234)(235)(145), = (34)(135)(245), pra=(124) (x25) (345).

Si l'on congoit que le facteur arbitraire, contenu dans les coeffi-
cients b,y de 'équation (8), soit déterminé de cette maniére, alors
le déterminant B de cette €équation deviendra = —45*, & dési-
gnant le produit de tous les dix déterminants (ikZ). Si, de plus, on
substitue dans (10) les valeurs des coefficients b,;, et que I'on ex
prime les Az, en vertu de I'équation (2), au moyen des 1, on ob-
tiendra pour T l'expression symétrique

(10)* T = [(123)(124) (125) (345) P M da+. ..,

la somme devant s’étendre aux dix termes formés d’aprés une loi
semblable.

La définition de la fonction T, donnée dans I’ équation (10),
peut se ramener & la formation du déterminant de la forme qua-
dratique ternaire f — po, ou, ce qui revient au méme, & la forma-
tion de ' équation du troisiéme degré en p, dont dépend la déter-
mination du systéme d’axes conjugués, commun & Uellipsoide
f=1 et au cone tangent ¢ = o. En effet, si I'on développe ce
déterminant suivant les puissances de p, A sera le terme indépen-
dant de p; —T sera, d’aprés 'équation (10), le coefficient de p;
zéro sera, d’aprés I’équation (6), celui de p®; enfin —B = 4&*
sera le coefficient de p*. L’équation du troisiéme degré en question
sera donc

() 0o=A—Tp-+ 4w

Les valeurs des A, tirées des six équations (4), (10), étant sub-
stituées dans (6)* et dans le déterminant A* des A,;, donnent les
équations

(12) T"=R=R,K}+...+R; KK, +...,

(13) 2. BmrAi=— =S+ k7,
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(l4) SZSme"—- B SuszKz”“-- A Su KKK 4.

Les coefficients Ry;,... et Syy,..., qui entrent ici, peuvent,
d’aprés mes calculs de 1867, se représenter comme il suit :
Formons, au moyen des déterminants (ik/), les produits

rge = (ght) (ghk) (ghl),

ghikl désignant une permutation des cinq indices 12345, et com-
posons, au moyen de ces produits, les expressions

8§ == IgiThk =+ Tgh Thie

Les r,; sont des fonctions alternées de leurs indices, de sorte que
Thy = —Tg; les 5§ sont des fonctions qui restent invariables :
1° quand on échange entre eux leurs indices supérieurs; 2° quand
on échange entre eux leurs indices inférieurs; 3° quand on échange
a la fois les deux indices supérieurs avec les deux indices inférieurs.
Cela posé, les coeflicients des équations (4) sont donnés par les for-
mules

I
— 2 2 2 2 2 .2
Ry = ;(r”ru—i—r“rn-!—r“r“),
*
12
( ) Rlz:rna”'zsr:s—*—’114rza’1§5+r|57'>5r§“

Sin e
Sie==siisiisll +silsilsll+siisltell,
(14)" { 8= 513 (sitsli siisll) +sii(sis2l+ 63382
+ si3(s3isls+ sidsty),

D]

Dans ces formules, il n’entre ainsi que les deux fonctions homo-
génes R et S des cinq quantités Ky,. .., K;, lesquelles sont com-
posées symétriquement avec ces quantités, et dont l'une est du
second ordre, I’autre du troisi¢éme.

Aprés le calcul des irrationnelles R et \/ — éS —+ R%, les dif-

férents multiplicateurs A s’obtiennent, comme on I'a vu plus haut,
sous forme de fractions, dont le dénominateur commun se com-
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pose de la seconde de ces irrationnelles, tandis que les numéra-
teurs sont des fonctions homogénes du second ordre des six quan-
tités K,,. .., K;, R.

Tout en réservant pour une autre occasion la discussion des
~ valeurs que l'on vient de trouver, je résumerai comme il suit le ré-
sultat algébrique obtenu pour le cas de cing sections centrales :

« Pour résoudre le systéme d’équations ‘

dA JA

Kl:—d‘);’"" K5:.d—);’

A :E(ikl)’m\m, G ky l=1,...,5)
(ikl) = | of |, (g:l’ f l)

h=1,2,3

et dont dépend la détermination de U'ellipsoide de moindre volume
parmi ceux pour lesquels cing sections centrales ont des aires don-
" nées, joignons aux cinq fonctions Ky, ..., Ky, quadratiques et ho-
mogénes par rapport a Ay,. .., s, une sixiéme fonction

T = [(123) (124) (125) (345) P A de+. . 5

le carré de T pourra étre représenté sous forme d’une fonction R,
uadratique et homogéne de K,,..., K;, en vertu des équations (12
quadratique et homogéne de K,,..., Ky, tu des équat y
(12)*. A Vaide du radical carré T = /R, on pourra ensuite mettre

le carré de A, abstraction faite d'un facteur indépendant des K,
sous la forme

\

' _‘1
—;S—a—R’,

LI . \ . sy
— — § étant une fonction homogéne du troisieme ordre de K,, ..., K,
2

donnée par les équations (14), (14)*; enfin chacune des quantités
A1y ..y Ay sera exprimable par une fraction ayant pour dénomi-
nateur

V/—%S+R%,

et pour numérateur une fonction quadratique homogéne des six
quantités K,,. .., K;, yR. »



