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MELANGES.

SUR LA POSSIBILITE DE REPRESENTER UNE FONCTION PAR UNE SERIE Thlﬁj}w;uwn;
Par B. RIEMANN.

Publié, d’aprés les papiers de ’auteur, par R. DEDEKIND (*.
(Traduit de Vallemand.)

Le présent travail sur les séries trigonométriques se compose de
deux Parties essentiellement distinctes. La premiére contient une
histoire des recherches et des opinions des géométres sur les fonc-

© (*) Ce Mémoire a été présenté par l'auteur, en 1854, a la Faculté de Philosophie
pour son habilitation & V'Université de Geettingue. Bien que Yauteur ne semble pas
Pavoir destiné a la publicité, cependant I'impression de ce travail sans aucun change -
ment de forme paraitra snffisamment justifiée tant par I'intérét considérable qui s’at-
tache au sujet, que par la maniére dont y sont traités les principes les plus importants
de PAnalyse infinitésimale.

Brunswick, juillet 1867. R. DepEkiND.
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tions arbitraires données graphiquement, et sur la possibilité de
les représenter par des séries trigonométriques. Le rapproche-
ment de ces résultats m’a permis de metire a profit quelques indi-
cations de D'illustre géométre (') & qui I'on doit le premier travail
sur cet objet. Dans la seconde, je soumets la représentation d’une
fonction par une série trigonométrique a un examen qui embrasse
des cas qui n’ont pas encore 6té traités jusqu’ici. Il a été nécessaire
‘de faire précéder cette étude d’une courte Note sur la notion d'in-
tégrale définie, et sur I’étendue dans laquelle cette notion est ap-

plicable.

Histoire des recherches relatives a la représentation par une série
trigonométrique d’une fonction donnéee arbitrairement.

§ 1.
_ Les séries trigonométriques, ainsi-appelées par Fourier, c’est-
d-dire les séries de la forme

a,sinx + a,sin2x + a;sin 32+ . ..
~++b,+ b, cosx~+ bycos2x + b,co083x + .. .,

jouent un role considérable dans la partie des Mathématiques ou
I'on rencontre des fonctions entiérement arbitraires; on est méme
fondé a dire que les progrés les plus essentiels de cette partie des
Mathématiques, si importante pour la Physique, ont été subor-
donnés i la connaissance plus exacte de la nature de ces séries. Dés
les premiéres recherches mathématiques qui ont conduit a la con-
sidération des fonctions arbitraires, s’est posée la question de savoir
si unc fonction entiérement arbitraire pouvait se représenter par
une série de la forme ci-dessus.

Cette question a pris naissance vers le milieu du siécle précé-
dent, a l'occasion des recherches sur les cordes vibrantes, dont
s’occupaient alors les plus célébres géométres. Il serait difficile
d’exposer leurs vues sur ce sujet sans entrer dans les détails du
probléme. o

Sous certaines hypothéses, qui s’accordent de trés-prés avec la
réalité, la forme d’une corde tendue, vibrant dans son plan (en dé-

(') Lejeune-Dirichlet. (V. du Tréd.)
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signant par x la distance d’'un quelconque de ses points & son extré-
mité initiale, et par y la distance, au bout du temps t, de ce point
a sa position d’équilibre), est, comme on sait, déterminée par
Iéquation aux différentielles partielles

9y Py

P T rok

o étant indépendant de ¢ et, dans le cas d’une corde d’épaisseur
uniforme, indépendant de x.

D’Alembert est le premier qui ait donné une solution générale
de cette équation différentielle. '

Il a montré () que toute fonction de x et de ¢ qui, mise a la
place de y, rend cette équation identique, doit étre contenue dans
la formule

flx+at)+¢(x— at),

ainsi qu’on le voit en introduisant comme variables indépendantes
x + at, xr—at ala place de x, t, ce qui change

g
2y LI 4 d(x + at)

0xr & ol? o(x —at)

Outre cette équation aux différenticlles partielles, qui résulte
des lois générales du mouvement, il faut encore que y satisfasse a
la condition d’étre constamment = o aux points d’attache de la
corde; on a donc, en faisant pour 1'un de ces points x = o, pour
Pautre x =/,

Sflat)=—o(— at), fil+at)=—q(l—at),
et, par suite,
JE)=—09(—z2)=—o[l— (I+3z)]=fl2l+3),
y=flat+z)—flat— x).

Aprés avoir poussé jusque-la la solution générale du probléme,
d’Alembert s’occupe, dans une Suite a son Mémoire (?), de I'équa-

(Y) Mémoires de I’ Acad. de Berlin, 1747, p. 214.
(*) Itid., p. 220.
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tion f(z) = f (2l + z), c’est-d-dire qu'il cherche des expressions
analytiques qui restent invariables lorsque z croit de 2/.

C’est le mérite essentiel d’Euler, qui a donné, dans le volume
suivant des Mémoires de Berlin (*), une nouvelle exposition de ces
travaux de d’Alembert, d’avoir reconnu plus exactement la nature
des conditions auxquelles la fonction f(z) doit satisfaire. Il re-
marqua que, d’aprés la nature du probléme, le mouvement de la
corde est complétement déterminé si I'on donne, pour un instant
quelconque, la forme de la corde et la vitesse de chaque point

at
deux fonctions soient définies par des courbes tracées arbitrai-
rement, on peut toujours en déduire, par une simple construction
gbométrique, la fonction f(z) de d’Alembert. Supposons, en effet,

a
(c est-a-dire y et =~ ), et il fit voir que, si I'on imagine que ces

que l'on ait, pour t = o, y = g(x) et %{g = I (x); il vient, pour

les valeurs de x entre o et [,
flz)—fl—a)=g(z), fla)+fl—z)= fﬁ(x ) dz,

et, par suite, on obtient la fonction f(z) entre — [ et [. Or de la
on déduit la valeur de cette fonction pour toute autre valeur de z,
au moyen de U'équation f(z) = f(2/+ z). Telle est, en notions
abstraites, mais actuellement bien connues, la détermination due a
Euler de la fonction f(z).

Cependant d’Alembert protesta contre cette extension donnée a
sa méthode par Euler (*), parce que sa méthode supposait néces-
sairement que y put s’exprimer analytiquement en £ et en x. ;

Avant qu'Euler etit fait connaitre sa réponse, parut un troisiémeé
travail sur ce sujet, tout différent des deux premiers et dit i Daniel
Bernoulli (*). Déja, avant d’Alembert, Taylor avait vu que I'on a

oy _ 0 ‘
ar 07’

(') Mémoires de I’ Académie de Berlin, 1748, p. 69. e

(*) Mémoires de I’ Académie de Berlin, 1750, p. 358. « En effet, on ne peut, ce me
» semble, exprimer y analytiquement d'une maniére plus générale qu’en le supposant
» une fonction de ¢ et de x. Mais dans cette supposition on ne trouve la solution du
» probléme que pour les cas ou les différentes figures de la corde vibrante peuvent étre
» renfermées dans une seule et méme équation. »

(*) -Mémoires de I’ Académie de Berlin, 1753, p. 149.
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et que, en méme temps, y est toujours égal 4 o pour x=o et
pour x = [, sil’on pose ‘
nnx nmot

—7_ CcO0Ss 7 ’

y = sin

‘en prenant pour 7 un nombre entier. Il expliquait ainsi le fait phy-
sique qu'une corde, outre le son fondamental qui lui est propre,
_peut encore donner le son fondamental d’'une corde ayant une lon-
gueur égale 4 , 1, L,... de la sienne (et d'une constitution d’ailleurs
identique), et il regardait sa solution particuliére comme une solu-
tion générale, croyant que la vibration de la corde, si le nombre
entier » était déterminé d’aprés la hauteur du son, serait repré-
sentée, au moins trés-approximativement, par cette équation. L’ob-
servation qu'une corde pouvait donner simultanément ses diffé-
rents sons conduisit maintenant Bernoulli & cette remarque, que
la corde (suivant la théorie) pouvait aussi vibrer conformément a
I’équation

y:Ean sin ———m;x cos ———n";a (t—Bn),

et, comme cette équation donnait explication de toutes les modi-
fications observées du phénoméne, il la considérait comme la plus
générale (). A Vappui de cette opinion, il étudia les vibrations
d’un fil tendu, sans masse, chargé en certains points de masses
finies, et fit voir que ces vibrations pouvaient toujours se décom-
poser en un nombre, égal au nombre des points, de vibrations dont
chacune est de méme durée pour toutes les masses.

Ces travaux de Bernoulli furent l'occasion d'un nouveau Mé-
moire d’Euler, imprimé immédiatement 4 leur suite, dans les Mé-
moires de I’ Académie de Berlin (*). Euler y soutient (*), a I'en-
contre de d’Alembert, que la fonction peut étre complétement
arbitraire entre les limites — ! et +/, et remarque (*) que la
solution de Bernoulli (qu’il avait déja prouvé n’étre qu'une solution
particuliére) serait générale dans le cas, et seulement dans le cas,

(*) Loec. cit., p. 157, art. XIIL
* (*) Année 1753, p. 196.

(®) Loc. cit., p. 214,

(*) Loe. cit., art. II-X.
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ou la série
x

. T . 22T
a.sm——l——l—azsm _l——l—

+ébo+ b.COS‘E;—r-I— b,cosg—xl—-n+...

pourrait représenter, pour l'abscisse x, I'ordonnée d'une courbe
entiérement arbitraire entre o et I. Or personne, i cette époque,
n’avait mis en doute que toutes les transformations que ’on pou-
vait faire subir & une expression analytique, qu’elle fut finie ou
infinie, ne fussent légitimes pour toutes les valeurs des quantités
indéterminées, ou du moins que, si elles devenaient inapplicables,
ce ne fit seulement que dans des cas tout a fait spéciaux. Il sem-
blait donc impossible de représenter une courbe algébrique, on
généralement une courbe analytique donnée non périodigue par
Pexpression périodique ci-dessus, et Euler croyait, en conséquence,
devoir décider la question contre Bernoulli.

Cependant le débat entre Euler et d’Alembert n’était pas encore
terminé. Cela engagea un jeune géométre, encore peu connu alors,
Lagrange, a tenter la résolution du probléme par une voie toute
nouvelle, par laquelle il arriva aux résultats d’Euler. 11 entreprit (*)
de déterminer les vibrations d’un fil sans masse, chargé d'un nombre
indéterminé et fini de masses égales et équidistantes, et il recher-
cha ensuite comment varient ces vibrations lorsque le nombre des
masses croit a U'infini. Mais, quelque habileté, quelque richesse
d’artifices analytiques qu’il etit déployée dans la premiére partie de
cette étude, le passage du fini 4 'infini laissait encore beaucoup a
désirer; si bien que d’Alembert, dans un écrit qu’il placa en téte de .
ses Opuscules mathématigues, put continuer a réclamer pour sa
propre solution le mérite de la plus grande généralité. Les opinions
des grands géomeétres de cette époque continuérent donc A rester
divisées sur ce sujet; car, dans leurs travaux ultérieurs, chacun
conserva, au fond, son point de vue.

Pour résumer, finalement , les maniéres de voir qu’ils ont déve-
loppées & l'occasion de ce probléme touchant les fonctions arbi-
traires et la possibilité de les représenter par une série trigono-
métrique, Euler avait, le premier, introduit ces fonctions dans

(*) Miscellanea Taurinensia, t.1. Recherches sur la nature et la propagation du son.
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I’Analyse, et, s’appuyant sur l'intuition géométrique, leur avait
appliqué le Calcul infinitésimal. Lagrange (*) tint pour exacts les
résultats d'Euler (sa construction géométrique de la courbe des
vibrations); mais il ne trouva pas satisfaisant le procédé géomé-
trique d’Euler pour traiter ces fonctions. D’Alembert (*), au con-
traire, admettait la maniére dont Euler envisageait le Calcul diffé-
rentiel, et se bornait & contester la justesse de ses résultats, parce
que, dans le cas des fonctions enti¢rement arbitraires, on ne pou-
vait pas savoir si leurs quotients diflérentiels étaient continus. Pour
ce qui est de la solution de Bernoulli, ils s’accordaient tous les
trois a ne pas la considérer comme générale; mais, tandis que
d’Alembert (*), pour pouvoir déclarer la solution de Bernoulli
moins générale que la sienne, était forcé de soutenir qu'une fonc-
tion analytique donnée, méme périodique, ne peut pas toujours
étre représentée par une série trigonométrique, Lagrange (*) croyait
pouvoir démontrer cette possibilité.

§ 2.

Prés de cinquante anndes s’étaient écoulées sans que la question
de la possibilité de la représentation analytique des fonctions arbi-
‘traires fit aucun progreés essentiel, quand une remarque de Fourier
vint jeter un nouveau jour sur cet objet. Une nouvelle ére s’ouvrit
pour le développement de cette partie des Mathématiques, et s’an-
nonga bientot d'une maniére éclatante par de grandioses développe-
ments de la Physique mathématique. Fourier remarqua que, dans
la série trigonométrique '

fiz)=|

a, sinx 4+ a, sinax +. ..
+ 1b,+ b, cosx + b,cos22 +...,

les coeflicients se déterminent par les formules

ki3 T
an:%j;ﬂf(x)sinnxdx, b":%f f(x)cosnzxdx.

J—x

Il vit que cette détermination reste encore applicable lorsque la

() Miscellanea Taurinensia, t. 11, Pars math., p.18.

(*) Opuscules mathématiques, t, 1, 1961, p. 16, art. VII-XX.

(*) Opuscules mathématiques, t. 1, p. 42, art. XXIV.

(*) Miscellanea Taurinensia, t. 111, Pars math., p. 221, art. XXV,
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fonction f(x) est donnée tout a fait arbitrairement; il substitua
d’abord pour f(x) une fonction de celles qu'on nomme discon-
tinues (I'ordonnée d’une ligne présentant un point de rupture pour
certaines valeurs de I’abscisse x), et il obtint ainsi une série qui,
effectivement, donnait toujours la valeur de la fonction.

Quand Fourier, dans un de ses premiers travaux sur la chaleur,
présenté 2 I’ Académie des Sciences le 21 décembre 1807 (), énonga
pour la premiére fois cette proposition, qu’une fonction donnée
(graphiquement) d'une maniére tout a fait arbitraire pouvait s’ex-
primer par une série trigonométrique, cette assertion parut a La-
grange si inatlendue, que l'illustre vieillard la contesta de la ma-
niére la plus formelle. Il doit exister encore (*) sur ce débat une
pitce écrite dans les Archives de I’Académie de Paris. Malgré cela,
Poisson, partout ou il se sert des séries trigonométriques pour
représenter des fonctions arbitraires, renvoie (*) a un passage des
travaux de Lagrange sur les cordes vibrantes, ou cette représen-
tation doit se trouver. Pour réfuter cette allégation, qu’on ne peut
expliquer qu’en se rappelant la rivalité qui existait entre Fourier et
Poisson (*), nous sommes forcés de revenir encore une fois au Mé-
moire de Lagrange; car les Recueils publiés par I’ Académie ne con-
tiennent rien sur cet objet.

On trouve effectivement, & I’endroit cité par Poisson (*), la
formule

r=2/YsinXndX Xsinzn + 2fYsin2aXndX X sin2zn
+ 2/ Ysin3XndX X sin3xr +...+2fYsinnXndX X sinnzm,

« de sorte que, lorsque x = X, on aura y =Y, Y étant l'ordonnée .
qui répond a I’abscisse X. »

Cette formule a bien le méme aspect que la série de Fourier, et
peut, au premier coup d’ceil, étre confondue avec elle; mais cette
apparence provient simplement de ce que Lagrange a employé le
signe fdX la ol nous emploierions aujourd’hui le signe TAX.

(") Bulletin de la Société Philomathique, t. 1, p. 112.

(*) D’aprés une Communication verbale du professeur Dirichlet.

(*) Notamment dans son Ouvrage le plus répandu, son Traité de Mécanique, n® 323,
t. I, p. 638.

(*) Le Compte rendu dans le Bulletin des Sciences sur le Mémoire présenté par Fou-
rier & ’Académie est de Poisson. :

(*) Miscellanea Taurinensia, t. 111, Pars math., p. 261,



28 BULLETIN DES SCIENCES

Elle donne la solution de ce probléme : Déterminer la série finie de
sinus
a,sinxw 4+ a,sin2xw+. ..+ a,sinnxm,

2

n41’ n_—i—_';’”"n—l—
Lagrange désigne d’une facon indéterminée par X, elle prenne des
valeurs données. Si Lagrange avait fait 7 infini dans cette formule,
il serait bien parvenu au résultat de Fourier; mais lorsqu’on lit
complétement son Mémoire, on voit qu’il est fort éloigné de croire
qu’une fonction tout & fait arbilraire puisse réellement étre repré-
sentée par une série infinie de sinus. Il avait, au contraire, entre-
pris tout son travail, parce qu'il croyait que ces fonctions arbi-
traires ne sont pas exprimables par une formule, et, quant a la
série trigonométrique, il pensait qu’elle peut représenter toute fonc-
tion périodique donnée analytiquement. Aujourd’hui, il est vrai,
nous avons peine a concevoir que Lagrange ne dit pas arriver de
sa formule de sommation 4 la série de Fourier; mais cela s’ex-
plique par cette circonstance, que le débat entre Euler et d’Alem-
bert avait fait naitre dans son esprit une opinion arrétée sur la voie
qu'il fallait suivre. Il croyait que 'on devait commencer par ré-
soudre complétement le probléme des vibrations pour un nombre
fini indéterminé de masses, avant d’employer les considérations de
limites. Ces considérations exigent une étude assez étendue (1), qui
et été inutile s’il avait connu la série de Fourier.

C’est Fourier qui a, le premier, compris d'une maniére exacte
et complete la nature des séries trigonométriques (*). Celles-ci ont
été, depuis, employées de diverses maniéres en Physique mathéma-
tique pour la représentation des fonctions arbitraires, et, dans
chaque cas particulier, on s’est aisément convaincu que la série de
Fourier convergeait effectivement vers la valeur de la fonction;
mais on est resté longtemps avant de pouvoir démontrer généra-
lement cet important théoréme.

La démonstration donnée par Cauchy dans un Mémoire lu, le
27 février 1826, a I’Académie de Paris (*), est insuffisante, comme

de fagon que, pour les valeurs de x, que

(") Miscellanea Taurinensia, t. 111, Pars math., p. 251.

(*) Bulletin des Sciences, t. ¥, p. 115, « Les coeﬁiclents a,a’ya”,... étant ainsi dé-
terminés, etc. »

(*) Mémoires de I’ Académie des Sciences, t. V1, p. 603.
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Dirichlet I’a fait voir (*). Cauchy suppose que, si, dans une fone-.
tion périodique f(x), donnée arbitrairement, on remplace x par
un argument complexe x + yi, cette fonction est finie pour toute
valeur de y; mais cela n’a lieu que pour le seul cas ou la fonction
est égale & une grandeur constante. Il est cependant facile de voir
que cette supposition n’est pas nécessaire pour la suite des conclu-
sions. 1l suffit que L'on ait une fonction ¢ (x +- y7), qui soit finie
pour toutes les valeurs positives de y, et dont la partie réelle
devienne égale, pour y = o, ala fonction périodique donnée f(x).
Si on admet préalablement cette proposition, qui est en effet
vraie (?), la voie proposée par Cauchy conduit alors au but, comme,
réciproquement, cette proposition peut se déduire du théoreme de
Fourier. :

§ 3.

En janvier 1829 parut dans le Journal de Crelle (*) un Mé-
moire de Dirichlet, ot la possibilité de la représentation par les
séries trigonométriques se trouvait établie en toute rigueur pour
les fonctions qui sont en général susceptibles d’intégration, et qui
ne presentent pas une infinité de maxima et de minima.

Il arriva a la découverte du chemin a suivre pour obtenir la so-
lution de ce probléme, par la considération que les séries infinies se
partagent en deux classes, suivant qu’elles restent ou non conver-
gentes, lorsqu’on rend tous leurs termes positifs. Dans les pre-
miéres, les termes peuvent étre intervertis d'une maniére quel-
conque; dans les autres, au contraire, la valeur dépend de Vordre
des termes. Sil’on deSIgne, en effet, dans une série de la seconde ,
classe, les termes positifs successifs par

a, as, a,. ..,
et les termes négatifs par
- bl’ - b?a - bs,

il est clair que Xa, ainsi que b, doit dtre infinie; car si ces
deux sommes étaient finies 1'une et I’autre, la série serait encore
convergente lorsqu on donnerait A tous les termes le méme SIgne;

() Journal de Crelle, t. 4, p. 157 et 158.

(*) La démonstration se trouve dans la Dissertation inaugurale de 'auteur.
(*) T. 4, p. 157,
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si une seule était infinie, la série serait divergente. Il est clair main-
tenant que la série, en placant-les termes dans un ordre conve-
nable, pourra prendre une valeur donnée quelconque C; car, si
Pon prend alternativement des termes positifs de la série jusqu’a ce
‘que sa valeur soit plus grande que G, puis des termes négatifs jus-
qu’a ce que sa valeur soit moindre que C, la différence entre cette
valeur et C ne surpassera jamais la valeur du terme qui précéde le
dernier changement de signe. Or les quantités @, aussi bien que
les quantités 4, finissant toujours par devenir infiniment petites
pour des valeurs croissantes de l'indice, les écarts entre la somme
dela série et C deviendront encore infiniment petits, lorsqu’on pro-
longera assez loin la série, c’est-a-dire que la série converge vers C.

C’est aux seules séries de la premiére classe que l'on peut appli-
quer les lois des sommes finies; elles seules peuvent &tre consi-
dérées comme I’ensemble de leurs termes; celles de la seconde
classe nc le peuvent pas : circonstance qui avait échappé aux ma-
thématiciens du siécle dernier, principalement par la raison que
les séries qui procédent suivant les puissances ascendantes d’'une
variable appartiennent, généralement parlant (c’est-a-dire a l'ex-
ception de certaines valeurs particuliéres de cette variable), a la
premiére classe.

La série de I'ourier, évidemment, n’appartient pas nécessaire-
ment a la premiére classe; on ne pouvait donc point, comme Cau-
chy avait vainement tenté de le faire ('), déduire sa convergence
de la loi suivant laquelle les termes décroissent. 11 fallait montrer,

. *au contraire, que la série finie

T T
L f(oz)sinowlocsinx—;—i ‘fla)sin2adasinax +. ..
) .z TJ_

1 [T . .
+7—rf fla)sinnadasinnz
—T

1 ™ 1 T
-+ — Slo)da + —f fla) cosada cosxz
am,)_ T

1 T . P
+;f f(a)cos2adacosaz +..4+~ | f(a)cosnadacosnz,
t—m

‘V—

(') Dirichlet, Journal de Crelle, t. 4, p. 158 : « Quoi qu’il en soit de cette pre-
miére observation,... & mesure que 2 croit. » ’
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ou, ce qui est la méme chose, que l'intégrale

.

T’ . o2n—-1 '
sin —— (x — «)
1 P
— fla) peg do
2T sin ———=
2
—n 2

s’approche indéfiniment de la valeur f(x), pour n croissant &’
V'infini.

Dirichlet fonde cette démonstration sur les deux propositions
suivantes :

. o ¢ sin(2n+1
1°Sio<lcZ g, l’mtegralef 2 (8) _(__.__._l_@ dp, pour n
. R -
. o T
croissant indéfiniment, tend vers la valeur 59 (0)3

2°Sio<lb<¢c zz;:, l’intégralej; cp(ﬁ)%—ﬂdﬁ,pourn

croissant indéfiniment, tend vers la valeur zéro;

-

la fonction ¢ () étant supposée toujours décroissante ou toujours
croissante entre les limites de ces intégrales.

A Taide de ces deux propositions, on peut évidemment, si la
fonction ne passe pas un nombre infini de fois d’une marche crois-
sante 4 une marche décroissante et vice versa, décomposer 'inté-.

grale

.o2n—1 N
sin ——— (x —a)
1 2
— fla) da -
2T . X—
sin

—T

en un nombre fini de termes, dont I'un converge vers ; f(x+ o) (!),
un autre vers f(x — o), et tous les autres vers o, lorsque n croit
a l'infini.

De la résulte que 'on peut représenter par une série trigono-
métrique toute fonction se reproduisant périodiquement aprés 'in-
tervalle 2w, et

(*) On démontre sans difficulté que la valeur d’une fonction f, qui n’a pas un
nombre infini de maxima et de minima, Pargument tendant vers x, soit par des va-
leurs décroissantes, soit par des valeurs croissantes, doit toujours ou converger vers
les valeurs finies f(x +0) et f(x -—o0) (d’aprés la notation de Dirichlet, Dove’s Re-
pertorium der Physik, t. 1, p. 170), ou devenir infiniment grande.
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1° Qui est généralement susceptible d’intégration;

2° Qui n’a pas un nombre infini de maxima et de minimaj;

3° Qui, dans le cas ou sa valeur varie brusquement, prend la
valeur moyenne entre les valeurs limites prises de part et d’autre
de la discontinuité.

Une fonction qui jouit des deux premiéres propriétés, et non de
la troisiéme, ne peut évidemment pas étre représentée par une
série trigonométrique : car la série trigonométrique qui la représen-
terait en dehors des discontinuités en différerait aux points mémes
de discontinuité; mais une fonction ne remplissant pas les deux
premiéres conditions peut-elle, et dans quel cas peut-elle étre
représentée par une série trigonométrique? C’est le point que les
recherches de Dirichlet laissent indécis.

Ce travail de Dirichlet a donné une base solide & un grand
nombre de recherches analytiques importantes. En mettant en
pleine lumiére un point sur lequel Euler s’était trompé, il a réussi
a éclaircir une question qui avait occupé, depuis plus de soixante-
dix ans (depuis I'année 1753), tant d’éminents géométres. En effet,
pour tous les cas de la nature, les seuls dont il s’agit ici, la ques-
tion était complétement résolue; car, si peu que nous sachions
comment les forces et les états de la matiére varient avec le lieu et
avec le temps dans les infiniment petits, nous pouvons cependant
admettre en toute sécurité que les fonctions auxquelles ne s’appli-
queraient pas les recherches de Dirichlet ne se rencontrent pas
dans la nature.

Toutefois, ces cas non élucidés par Dirichlet semblent, pour une
double raison, mériter 1'attention.

En premier lieu, comme Dirichlet lui-méme le remarque ala fin
de son Mémoire, cet objet est intimement lié avec les principes du
Calcul infinitésimal, et peut servir & porter dans ces principes une
plus grande clarté et une plus grande précision. Sous ce rapport,
I'étude de cette question offre un intérét immédiat.

Mais, en second lieu, 'application des séries de Fourier n’est
pas restreinte aux seules recherches physiques; on I'emploie aussi
maintenant avec succés dans une branche des Mathématiques pures,
la Théorie des nombres, et ici ee sont précisément les fonctions
dont Dirichlet n’a pas étudié la représentation en série trxgonome-
trique qui semblent ¢étre les plus importantes.
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A la fin de son Mémoire, Dirichlet promet bien de revenir plus
tard sur ces cas; mais sa promesse est restée jusqu’ici sans effet.
Les travaux de Dirksen et de Bessel sur les séries de sinus et de
cosinus ne fournissent pas ce complément; ils sont, au contraire,
inféricurs a celui de Dirichlet sous le rapport de la rigueur et de la
généralité. Le Mémoire de Dirksen, publié presque en méme temps
que celui de Dirichlet (*), dont évidemment Dirksen n’avait pu
prendre connaissance, suit en général une bonne marche; mais il
contient quelques inexactitudes de détail. Sans parler, en effet, de
ce que, dans un cas spécial (?), il trouve pour la somme de la série
un résultat faux, il s’appuie, dans une étude accessoire, sur un dé-
veloppement en série (), qui n’est possible que dans des cas parti-
culiers, de sorte que sa démonstration n’est compléte que pour les
fonctions dont la premiére dérivée est toujours finie. Bessel (*)
cherche 4 simplifier la démonstration de Dirichlet; mais les modifi-
cations apportées dans cette démonstration ne donnent aucune sim-
plification essentielle dans les conclusions, et servent tout au plus a
les revétir d’une forme plus habituelle, ce dont la rigueur et la gé-
néralité ont notablement & souflrir.

La question de la possibilité de représenter une fonction par une
série trigonométrique n’est donc résolue, jusqu’ici, que dans ces
deux hypothéses, que la fonction soit généralement susceptible
d’intégration, et n’ait pas un nombre infini de maxima et de mi-
nima. Si cette derniére hypothése n’est pas admise, les deux théo-
rémes d'intégration de Dirichlet ne suffisent plus pour décider la
question; mais si la premiére hypothése est rejetée, la régle de
Fourier pour la détermination des coeflicients n’est déja plus appli- .
cable. La voie que nous allons suivre pour étudier cette question,

- sans faire de suppositions particuliéres sur la nature de la fonction,
dépend de la, comme on le verra; une voie aussi directe que celle
de Dirichlet n’est pas possible, par la nature méme du probléme.

(*) Journal de Crelle, t. 4, p. 1796.
(*) Loc. cit., formule (22).
(®) Loc. cit., art. 3.
)

*) Schumacher, Astronomische Nachrichten, n°® 374 (1. 16, p. 229).

Bull. des Sciences mathém. et astron., t. V. (Juillet 1873.) 3
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Sur la notion de Lintégrale définie, -et sur I étendue
.dans laquelle elle est.applicable.

§ 4.

‘L'incertitude qui régne encore sur quelques points fondamentaux
de la théorie des intégrales définies nous oblige 4 placer ici quél-
ques remarques sur la notion de I'intégrale définie, et sur la géné-
ralité dont elle est susceptible.

Yeld
Et d'abord que.doit-on entendre par f flx)da?

Pour répondre a cette question, prenons entre @ et b une série de
valeurs xy, s,.. ., Xa_y, rangées par ordre de grandeur, depuis a
jusqu’a b, et désignons pour abréger x,— a par Jy, xs— x; par
Oaye sy b—a,_y par 0,; soient, en outre, ¢; des nombres positifs
plus petits que I'unité. Il est clair que la valeur de la somme

S:i=0, fa+ 0)+ 0 f(#1 + €203) - O3 f{ L2 8505) teere
-+ 8n_f(xn—l'i‘ Enan)

dépendra du choix des ‘intervalles 0 et des fractions e. Si elle a la
propriété, de quelque maniére que les d et les ¢ puissent étre choi-
sis, de s’approcher indéfiniment d'une limite fixe A, quand les ¢
tendent tous vers zéro, cette limite s’appelle la valeur de I'intégrale

1
définie f f(a) da.
a b
‘81 la-somme Sne tend vers aucune limite, la notation f f(x)dx
X v a

ne peut avoir aucune signification. On a cependant cherché dans
plusieurs cas a conserver a ce signe une définition précise, et parmi
1e‘s‘ généralisations de la notion d’intégrale définie il en est une qui
a recu l'assentiment de tous les géométres. Si la fonction f(x) de-
vient infinie quand son argument x s’approche d’une valeur parti-
culiére ¢, comprise dans 'intervalle (a, b), alors évidemment la
somme S, quel que soit le degré de petitesse attribué aux 3, peut
prendre une valeur quelconque : elle n’a done aucune limite et le

b .
signe f f(x)dx n’aurait d’aprés ce qui précéde aucune significa-
a
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tion ; mais, &i I'expression

c—a, b
f flz)dz+ [(x)de

e+,
s’appr'oche, lorsque «, et o, deviennent infiniment petits, d'une
' 3
limite fixe, c’est cette limite que 'on désigne par f S(x)dx.
a

D’autres extensions, dues & Cauchy, de la définition de Pintégrale
définie dans le cas ou cette définition ne découle pas des notions
fondamentales qui précédent, peuvent étre commodes pour certaines
classes de recherches, mais elles ne sont pas généralement admises,
et Uarbitraire qui préside aux définitions de Cauchy suffirait seul a
les empécher d’étre universellement acceptées.

§ 5.

Recherchous maintenant 1'étendue et les limites de la définition
précédente, et posons-nous cette question : dans quels cas une
fonction est-elle susceptible d’intégration? dans quels cas ne U'est~
elle pas?

Considérons d’abord la définition de I'intégrale dans son sens le
plus étroit, ¢’est-a-dire, supposons que la fonction ne devienne pas
infinie, et que la somme S converge, quand tous les ¢ tendent vers
zéro. Désignons la plus grande oscillation de la fonction entre a
et x,, c'est-a-dire la différence entre sa plus grande et sa plus petite
valeur dans cet intervalle par D,; de méme les plus grandes oscilla-
tions entre x, et &y par D,,..., entre x,_, et b par D,; alors la

somme
6|D‘+ 82])2‘}" .. + 6nDn

doit devenir infiniment petite avec les quantités 3. Supposons que
la plus grande valeur que cette somme puisse prendre, quand tous
les 0 sont plus petits que d, soit A; A sera alors une fonction de d,
diminuant et devenant infiniment petite avec d. Maintenant, si la
somme totale des intervalles pour lesquels les oscillations sont plus

b o’ . . .
grandes qu'une quantité o est s, la contribution de ces intervalles &
la somme

0D+ 6D +...+8.D,
3.
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sera évidemment égale ou supérieure i ¢5s. On aura donc
= = ’ A = A
esZ,D+...+3,D,ZA, dou s35

A . . P P .
— peut d’ailleurs, si ¢ est fixe ¢t donné, étre rendu infiniment petit
T

par un choix convenable de d; il en sera donc de méme de s, et Pon
peut énoncer la proposition suivante :

Pour que la somme S converge, quand tous les 0 deviennent
infiniment petits, il faut non-seulement que la fonction demeure
finie, mais encore que la somme totale des intervalles pour les-
quels les oscillations sont plus grandes que o, quel que soit o,
puisse €tre rendue infiniment petite par un choix convenable de d.

Cette proposition admet une réciproque :

Si la fonction f(x) est toujours finie, et si, par le décroisse-
ment indéfini de toutes les quantités 0, la grandeur totale s des
intervalles dans lesquels les oscillations de la fonction sont plus
grandes qu’une quantité donnée o peut toujours étre rendue infi-
niment petite, la somme S converge quand tous les d tendent vers
zero.

Car ces intervalles, dans lesquels les oscillations sont plus
grandes que g, apportent a la somme d;D;+ d,D,+4...+3,D,
une contribution plus petite que s multiplié par la plus grande os-
cillation de la fonction entre a et b, oscillation qui est finie par hy-
pothése : les autres intervalles donnent dans la somme une partie
plus petite que ¢ (b — a); on peut prendre évidemment o aussi
petit qu’on le veut, et alors, par hypothése, on peut déterminer la
grandeur des intervalles, de telle maniére que s soit aussi petit
qu'on le veut. On peut donc rendre 0, D, + 0,D,...+03,D, aussi
petit qu'on le veut, et, par suite, renfermer la somme S entre des
limites aussi rapprochées qu’on le voudra.

Nous avons donc trouvé les conditions qui sont nécessaires et
suffisantes pour que la somme S converge, quand les intervalles &
tendent vers zéro, et par suite, pour qu’il puisse étre question, dans
le sens restreint, de I'intégrale de la fonction f(x) entre les li-
mites a et b.

Si l'on étend, comme nous I'avons indiqué plus haut, la notion
d’intégrale aux cas ou la fonction devient infinie, pour que I'inté-
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gration soit possible, il faudra encore que la seconde des condi-
tions trouvées ci-dessus soit satisfaite; mais, a la place de la pre-
miére, & savoir que la fonction demeure toujours finie, il faudra
faire intervenir la suivante : que la fonction ne devienne infinie
que lorsque son argument s’approche de eertaines valeurs particu-
lieres, et que I'on obtienne une valeur limite parfaitement déter-
minée, quand les limites des intégrations s’approchent indéfiniment
de ces valeurs pour lesquelles la fonction devient infinie.

§ 6.

Aprés avoir trouvé les conditions pour la possibilité d'une inté-
grale définie d’une maniére générale, c’est-a-dire sans hypothése
particuliére sur la nature de la fonction & intégrer, nous devons
en partie appliquer, en partie poursuivre cette recherche en parti-
culier pour les fonctions qui, entre deux limites aussi rapprochées
qu’'on le veut, deviennent discontinues un nombre infini de fois.

Comme ces fonctions n’ont pas encore été considérées, il sera bon
de partir d’un exemple particulier. Désignons, pour abréger, par
(x) Pexcés de x sur le nombre entier le plus voisin, ou zéro si x
est 4 égale distance des deux mombres entiers les plus voisins.

Soient d’ailleurs 7 un entier et p un entier impair, et formons la
série

floy=2 00, B2, _in),

4 9 n
I
Cette série converge, comme il est facile de le voir, pour toutes
les valeurs de x; sa valeur, toutes les fois que I'argument tend
d’une maniére continue vers une valeur x, soit par des valeurs
décroissantes, soit par des valeurs croissantes, tend vers une limite

- ) s .
fixe, etl'on a, si x = fl—l (p et n étant premiers entre eux),

fom —_——tf1 1 _I._ —_— _ n*
fl@ + 0) = f(a) ,(+9+2 +...)__f(x)

T ?
1o n?

1602

f<x—0):—‘f(x)+-2—;—.,(H—é—i—g—-f-...):f(x)+——ﬂz—
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Pour toutes les valeurs de:x qui ne sont pas de Ia.forme :—l’%&-_, on a

Sz +o)=f(z), flo—o)=Ff(z).

Cette fonction est done discontinue pour toute valeur rationelle de
x qui, réduite & sa plus simple expression, a un dénominateur pair;
elle est donc discontinue un nombre infini de fois. dans un inter-
valle, si petit qu'il soit, mais de telle maniére que le nombre des
variations brusques qui sont supérieures 4 une grandeur donnée
est toujours fini. Elle est pourtant susceptible d’intégration. Cela
résulte, en eflet, de ce que, outre qu’elle est une valeur finie, cette
fonction jouit des deux propriétés suivantes : que, pour chaque
valeur de x, il y a de part.et d’autre une valeur limite f(x -+ o) et
f(x —o0), et que le nombre des variations brusques qui sont plus

~ grandes qu’une quantité donnée ¢ est toujours fini. Alors, si nous
appliquons les méthodes des articles précédents, nous pourrons
prendre d assez petit pour que, dans chacun des intervalles qui ne
renferment pas de ces variations brusques, les oscillations soient
plus petites que o, et que la grandeur totale des iatervalles qui
contiennent ces variations brusques soit aussi petite qu'on le
voudra.

Il importe de remarquer que les fonctions qui n’ont pas un
nombre infini de maxima et de minima (auxquelles d’ailleurs
n’appartient pas la fonction que I'on vient de considérer) possé-
dent toujours ces deux propriétés la ou elles ne deviennent pas
infinies, et, par suite, qu’elles sont susceptibles d'une intégration,
comme il est facile de le montrer directement.

Si nous passons maintenant & 'examen détaillé du cas ot la
fonction & intégrer devient infinie pour une valeur particuliére de
x, nous pouvons supposer que cela ait lien pour x = o, et de telle
maniére que, pour x positif décroissant, la valeur de la fonction
dépasse toute grandeur donnée.. , )

On démontre d’abord facilement que x f(x) ne peut pas, quand
a décroit & partir de a, demeurer constamment supérieur & une
quantité finie ¢’ car on aurait alors

‘fxaf(x~)dx.> cf:.—dx'—x,
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et par-suite :
; f f(x)dx> c (‘l'og .—;— lbgiﬁ)\,

quantité qui croit indéfiniment quand' x tend' vers zéro : donc, si
la fonction n’a pas un nombre infini de maxima et.de minima dans
le voisinage de x = o, il faut nécessairement que x f(x) devienne
infiniment petit avec x, pour que la fonction f'(x) soit susceptible
d’intégration. Si, d’autre part,

dal(1 —
f(x)x“:f———“—(xt)i(zs;) 2)

2

pour une valeur de & <1, est infiniment petit avec x, il est clair
que l'intégrale converge, quand sa limite inférieure tend vers zéro.

On trouve de méme que, dans le cas de la convergence de I'inté-
grale, les fonctions

f(x)xlog-;: .M)di_x R
— dloglog;
f(a)wlog L loglog L = — L (ZVd2 |
x x 1
~ —dlogloglog:—
x
! ! a1} 21 f(x)dx
f(x)xlog;loglog;. ..log ;log =
: — dlog"*'-;

ne peuvent, lorsque x décroit a partir d'une limite finie jusqu’a
zéro, demeurer plus grandes qu'une quantité finie, et; par suite,
que, si elles n’ont pas un nombre infini de maxima et de minima,
elles doivent devenir infiniment petites avec x; qu’au contraire

Pintégrale converge, quand sa limite inférieure tend vers zéro,
toutes les fois que I'expression

. ./ . f(x)dz (1 — a).
z)xlog— ...log"'—{log"~ | — 1\!1=%,
Slz)zlog—...log x( g2 =_4 lng'~); »
\*)
pour a <1, devient infiniment petite-avec x..
Mais, si la fonction f(x) a, dans le voisinage de zéro, un nombre
infini de maxima et de minima, on ne peut rien déterminer sur son
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ordre de grandeur dans le voisinage de zéro. En effet, supposons
que les valeurs absolues de la fonction et, par conséquent, son
ordre de grandeur soient donnés. On pourra toujours disposer des

signes de telle maniére que 'intégrale f f(x)dx converge, quand

sa limite inférieure décroit. On peut prendre comme exemple d’une
telle fonction, qui devient infinie, et de telle maniére que son ordre

1, . o, o s .
(l’ordre de - étant pris pour umte) soit infiniment grand, la fonc-

tion suivante :

ifceos( )] -

T b 4
l == coser + —ersinex-.
dx x

- Nous nous contenterons de ce qui vient d’¢tre dit sur cet objet,
qui appartient a une autre branche de I'’Analyse; nous allons main-
tenant aborder le probléme spécial que nous nous sommes pro-
posé : la recherche générale des conditions sous lesquelles une
fonction peut étre représentée par une série trigonométrique.

Etude sur la possibilité de représenter une fonction par une série
trigonométrique, sans faire aucune supposition sur la nature
de la fonction.

§ 7.

Les travaux que nous avons signalés sur cette question avaient
pour' but de démontrer la série de Fourier pour les fonctions que
I'on rencontre en Physique mathématique; on pouvait donc com-
mencer la démonstration pour des fonctions tout a fait arbitraires,
et ensuite soumettre la marche de la fonction i des restrictions
quelconques, nécessaires pour la démonstration, si ces restrictions
n’allaient pas contre le but que I'on s’était proposé, et convenaient
aux fonctions que l'on avait en vue. Dans notre probléme, la seule
condition que nous imposerons aux fonctions, c’est de pouvoir étre
représentées par une série trigonométrique; nous rechercherons
donc les conditions nécessaires et suffisantes pour un tel mode de
développement des fonctions. Tandis que les travaux antérieurs
établissaient des propositions de ce genre : si une fonction jouit dé
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telle et telle propriété, elle peut étre développée en une série de
Fourier, nous nous proposons la question inverse : si une fonction
“est développable en une série de Fourier, que résulte-t-il de 1a sur
la marche de cette fonction, sur la variation de sa valeur, quand
I’argument varie d'une maniére continue?

A cet effet, considérons la série

a.sinz + a,sin2x +. ..

I
—+ = by+ b,cosx -+ b,cos2x+. ..,
2
ou, si pour abréger nous posons
1 . . . -
—b,=A,, asinz+ bcoszx=A, asin2z+b,cos2x=~A;, ...
2

la série

Av+ A+ A+ .,
que nous supposons donnée. Nous désignerons cette série par £, et
sa valeur par f(x), en sorte que cette fonction est déterminée seu-
lement pour les valeurs de x qui rendent la série convergente.

11 est nécessaire, pour la convergence de la série, que ses termes
finissent par devenir infiniment petits. Si les coefficients a,, b, ten-
dent vers zéro pour n croissant & U'infini, les termes de la série Q
finiront par devenir infiniment petits, quel que soit x; sinon, ils ne
pourront le devenir que pour des valeurs particuliéres de x. Les
deux cas doivent étre traités séparément.

§ 8.
Supposons d’abord que les termes de la série Q finissent par de-

venir infiniment petits, quel que soit x.
Dans cette hypothése, la série

x?
CtCaorAZ—a 22 . =TF(x)

qu'on déduit de Q, en intégrant deux fois consécutivement chaque
terme, sera convergente, quel que soit x. Sa valeur F(x) varie d'une
maniére continue avee x, et cette fonction F (x) est, par suite, tou-
jours susceptible d’intégration.

Pour reconnaitre & la fois la convergence de la série et la conti-



42 -BULEETIN DES SCIENCES-

nuité de la fonction F (), désignons la somme- des: termes jusqu’a
Ay : . TV
— I:‘_par N; Ie reste de la série, c’est-a-dire la série
I YV
(rn+4+1)*  (n—+42)?

par R, et la plus grande valeur de A,,, pour m >>n, pare. La va-
leur de R, quelque loin qu’on prolonge cette série, est évidemment
plus petite, abstraction faite du signe, que

1 1 £
€[<n+r)2+(,n+z}“+"']<.7z(’

et, par suite, R peut ¢tre renfermé entre des limites aussi petites
qu'on le veut, quand 7 prend des valeurs suffisamment grandes;
donc la série est convergente. De plus, la fonction F est con-
tinue, c’est-a-dire que son accroissement peut étre rendu aussi petit
qu’on le veut, en assignant 4 o un accroissement suffisamment petit;
car I'accroissement de F(x) se compose de deux parties : celui de
N et celui de R; or on peut prendre d’abord 7 assez grand pour que
‘R, quel que soit x, soit aussi petit qu'on le veut, et, par consé-
quent, pour que I’accroissement de R, pour chaque accroissement
de x, soit infiniment petit; et ensuite on peut prendre I’accroisse-
ment de x assez petit pour que celui de N soit au-dessous de toute
quantité donnée.

11 sera bon de présenter maintenant, sur la fonction F (x), quel-
ques théorémes dont la démonstration interromprait la suite de
notre étude.

Tatorvkme I. — Quand la série Q est convergente, I’expression

F(x—i-oc—{—ﬁ)—F(x—i—o:——ﬁ)—-F(x—-cx-l—vB)+F(x-'ac—ﬁ)’
4aB

ol a et 3 sont des infiniment petits dont le rapport est fini, con-
verge vers la méme limite que la série.

En eflet, on.a

Flota+p)—F(z+a—B)—Fle—a+8)+F(z —a—p)

fap
o sine sin3 ., sin2a sin2f sin3« sin3f3 :
=A,+ A, o +A—— 2B \+A3’3a T + ey
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ou, pour traiter d’abord le cas plus simple ot & = 3,

F(x+ia)‘-2F(x)+F(x——zac) — At A, ‘sina A sin2a\?
bo? 2a
Si la série infinie Ag-+A +A,+... est désignée par f(x), et
que Pon fasse
Ao‘+’ A4+ . -+An—-1 :f(x) -+ €y
on doit pouvoir trouver, pour une grandeur donnée a volonté 9,
une valeur m de n telle que, si 7> m, ¢, devienne plus petit que &

Prenons maintenant & assez petit pour que ma < 7; transformons;
par la substitution

Ap= €ap1—%

®

, . sinna\? C o

la série EA,, < > dans la suivante :
na

‘sin(n — sin(n —1)a’]? sinno\?
+ _— I 9
(n—1)a no
et partageons cette série en trois parties, en réunissant :

1° Tous les termes de rang 1 4 m inclusivement ;
2" Les termes de rang m —+ 1, jusqu’au plus grand nombre entier,

que nous désignerons par s, inféricur & g;

3° Depuis s + 1 jusqu’a 'infini. :

La premiére partie se compose de termes variant d’'une maniére
continue, et peut étre rendue, par conséquent, aussi voisine qu'on
le voudra de sa valeur limite zéro, si I'on prend a suffisamment
petit.

La deuxiéme partie, comme le facteur de ¢, est toujours positif,
est ¢videmment plus petite, abstraction faite du signe, que

6 sinmao sinsa)?

. S :
Pour trouver enfin des limites entre lesquelles soit renfermée la
troisiéme partie, décomposons son terme général en deux parties,

([S](nn(,_l__ll ] [sm(n—l ]}
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et

En;[sin(n-—r)a:r__ (sinna>2}l__ . sin(zn—-r)asina.

no na y " (na)

Sous cette forme, il est clair que le terme général est plus petit que

ol —+ 7,98
(n—1)ra? n’a"] n'ad’

et, par suite, la somme depuis s+ 1 jusqu’a I'infini est plus petite

que
0 (%‘F*L)’
\§$"x

sa

valeur qui, pour « infiniment petit, se transforme en

S ()

approche donc, pour une valeur décroissante de «, d’'une valeur
limite qui n’est pas supérieure a

N 1 I
[e) L+ —+ =
™ ™

et, par conséquent, qui est nulle; et, partant, I'expression

La série

Flz+2a)—2F(z)+ Flx —2a)

fo
— flx +E %[smnn_—l)la :‘ _ (siz:a)?%

converge, lorsque ¢ décroit indéfiniment, vers la limite f(x) : ce
qui démontre notre théoréme pour ot = f3.

Pour le démontrer dans le cas général, soit

F(z + a+B) — 2F(2) + F(z — o — B) = (« + B) [f(2) + 3],
Fla -+ a—B) —2F(z) + Flz — a+B) = (a— By [f(a) + 8],
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d’ou
Flz+a-+B)—Fle+a—B) —Flz—a+ B)+Flox—oa—f)
= 4B flw) + o+ BYS, — (a— Bl

Par suite de la démonstration déja faite, J; et d, sont infiniment
petits quand « et  le sont : donc il en sera de méme de

(a+BPy (2—P)
~Gab d, “FaB 02

pourvu que les coefficients de 9, et de 0, ne deviennent pas infinis,

ce qui n’a pas lieu si le rapport g demeure fini; et, par suite,

Flzx+a+B)—Flxr+a—p)—Flr—a+B)+Flr—a—0p)
fap

converge vers f(x). ¢: Q. F. p.
Tutorime II.

Fle +2a)+Flx—2a)—2F(2x)
20

est toujours infiniment petit avec o.

sinne

2
Pour le démontrer, partageons la série 2 A, ( ) en trois

groupes, dont le premier contienne tous les premiers termes jusqu’a
un certain indice m, a partir duquel A, demeure inférieur a ¢; le
second, tous les termes suivants pour lesquels na est plus petit
qu'une quantité déterminée c; le troisiéme, tous les autres termes
de la série. Il est facile de voir que, si & décroit, la somme du pre--
mier groupe fini demeure finie, c’est-a-dire plus petite qu’une quan-

g .. . c
tité déterminée Q3 celle du second, plus petite que e celle du

€

<

n*a? ac

troisiéme, plus petite que 62
c<lna

Par suite,

Flex +2a)+Flx —2a)—2F(x)
2a

sinne?
2a2An )
no

H

qui est égal a
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est inférieur A
I
.2[Qac+s ((:-i— z_):l,

d’ou résulte le théoréme qu'il s’agissait de démontrer.

Tatorime III. — 8i.l"on désigne par b et ¢ deux constantes -ar-
bitraires, dont la plus grande est c, et par (x) une fonction qui
demeure finie entre b et c, et s’annule aux deux limites, dont la
premiére dérivée ait les mémes propriétés, et dont la seconde dé-
rivée n’ait pas un nombre infini de maxima et de minima, l'in-
tégrale

. ‘/:F(x)cosg(x — %)M#)dz,

quand p. croit indéfiniment, devient plus petite que toute quantité
donnée.

Remplagons F (x) par son expression en série dans 'intégrale
précédente ; nous obtiendrons pour cette intégrale la série

,J.zf <C+C'x+A,,§> cosp(z — a) N #)dz
b

=¥ [ sucosule — a)r(a)de.
; n° Je

A, cosp.(x — a) peut évidemment se décomposer en .une somme
de quatre termes,

(@)

cos(p +n)(x—a), sin(p—+n)(x—a),
cos(p —n)(x —a), sin(p—n)(z—a);
et, si I'on désigne par Byi. la somme des deux premiers, et par
B, celle des deux derniers, on aura
Ascosp(x—a) = Buyn + By

d'B,_,

d'B,..
BT — —(H+n)zB{A+n; —ZZ‘_Z”’_ = "_([/-—n)zBP,—n:

dx?

et Butn, Bu—r deviendront infiniment petits, quand 7 croitra indéfi-
niment.
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iLie'terme général de la série (P),

¢ ’ .
—_ —P'—: f A cosp (w— a)d(x)dz,
nJs
peut donc s’écrire

¢ J2 2 °d*B,_.
———L— stL—i—n )\(x)dx - - - 2f d“? )\(x)dx;
W(p+n)J, dz wlp—npJy A

ou, en intégrant deux fois par parties, et considérant d’abord A(x),
puis A () comme constantes,

c 2 ¢ :
vt () d +_T_“__f'B_n)\” z)dx
n’(p+n)’fb B V() do -+ B [ B (2)

puisque A(x) et X (x) deviennent nuls aux limites de 1'intégration.
c
On s’assure facilement que f But» 2" (x) dx devient infiniment
b

petit, quel que soit n, si g croit indéfiniment; car cette expression
est composée des intégrales

fccos(y:tn)(x——a) V(x)dx, fcsin(;.cin)(x~— a)N' (z)dz.
b b

Si p=£=n devient infini, ces intégrales deviennent infiniment pe-
tites; si, n devenant infini avec g, p. == n reste fini, ce sont, au con-
traire, les coeflicients de ces intégrales dans B+, qui deviennent
infiniment petits.

Pour la démonstration de notre théoréme, il suffira donc évidem-
ment de montrer que la somme

-étendue i toutes les valeurs entiéres de n qui satisfont aux con-

ditions ' ' ’
n—dc, <nlp—c, p+cv<n,

pour des valeurs positives quelconques des quantités ¢, reste finie,

quand . devient infini; car, en faisant abstraction des termes pour
lesquels

_c’<n<cl/, P-"c,”<n<y-+0",
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qui sont en nombre fini et deviennent évidemment infiniment pe-
tits, il est clair que la série () demeure plus petite que la somme
précédente multipliée par la plus grande valeur de

f B+, ) () dx,
b

qui est infiniment petite.

Maintenant, si les quantités ¢ sont plus grandes que l'unité, la
somme

]
PR )
n(u—n)P  pu ( n)’(n)"’
I— - -—
w) \p
prise entre les limites précédentes, est plus petite que 'intégrale
1 [‘ dx
\ ¢’ —1 - M ciV—1
éiendue de — w0 4 — » de ar— "1, de 14

4 -+ ; car si, en partant de zéro, on sépare l'intervalle entier de

: . . 1
— 0 4+ oo enintervalles de la grandeur de -, et que l'on rem-
(L

place partout la fonction sous le signe f par sa plus petite valeur

‘dans I'intervalle considéré, on obtient, puisque la fonction n’a au-
cun maximum entre les limites de 'intégration, tous les termes de
la série.

Si I'on effectue I'intégration, on trouve

1 dx T ___I_+ 1 ol 2l
i) wo=a Z T, 2l — Og(l—-—.z‘)]—f-COHSl,.,

et, par suite, entre les limites déja indiquées, une valeur qui ne de-
vient pas infinie avec p.

(A suivre.)



