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RANDOM FIELDS: APPROXIMATION OF LOCAL TIME

Abstract: Let { X(t,w), t € IRd, w € Q }, d > 2, be a real stationary gaussian 
field, defined on a probability space { Q, JJ-, P ). We look at the asymptotic 
behavior of a particular stochastic integral, with respect to the geometric 
measure of the u-level sets, u € R, of the regularized field, obtained by 
composition of a convolution of X, say Xe, with a matrix normalization

which contains part of the information contained in the spectral moments 
matrix of second order of Xe.

Under the condition that the covariance function is twice continuously 
differentiable out of a set of zero Lebesgue's measure, this functional 
converges in L2( Q ) to the local time of X at the level u.
Furthermore, we give a bound for the speed of convergence.
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AVERTISSEMENT

Cet ouvrage est composé de trois travaux indépendants.
Nous n'exposerons ici que l'un d'entre eux, le plus récent et le plus 
conséquent; nous nous contenterons d'ajouter à sa suite les deux premiers 
sans commentaires.
L'exposé de la partie principale est précédé de plusieurs pages visant à 
faciliter la compréhension du lecteur.
L'introduction rappelle certains résultats étroitement liés au sujet et 
explique les motivations de l'auteur.
Suivent ensuite une série de notations et hypothèses et la présentation des 
résultats.
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la mesure d 'a ire  (cM)-dimensionnelle de Cu(Xe) = { t € IRd, Xe(t) = u } et u

un niveau fixé, u e IR. Dans le cas d=1, J.M Azaïs a étendu ce résultat, pour 
u = o, aux processus stables à accroissements indépendants [1].
D. Florens-Zmirou et J.M Azaïs [2] ont établi une approximation du même 
type pour une certaine classe de processus gaussiens stationnaires, 
indexés par le temps. Ils ont établi sous un certain nombre de conditions 
techniques que si, N^ e]a,b[ est le nombre de passages par zéro du

processus Xe durant l'intervalle de temps ]a,b[, X2;e le moment spectral

d'ordre deux de Xe, et si X admet un temps local L(u,]a,b[) continu en u au

point u = o alors, {%i2)/z X N ÿ e ]a,b[ converge dans L2(Q) vers L(o,Ja,b[).
t  }C  )

[9] a généralisé ce dernier résultat au cas où le processus X est 
multiindexé dans IRd . Plus exactement si T désigne un cube ouvert borné de
FRd, c(e) = ( A ^ e )  ) *1, où A.,(e) > A 2(e) > .....> A d(e) désignent les valeurs
propres de la matrice des moments spectraux d'ordre deux de 
Xe,Mrn c(e) A ,(e) = A j , i € {1, d }, 0 = E II Y II où Y suit une loi normale

dans (Rd, centrée et de variance (Aj  s i,j )i,j(s ifj désignant le symbole de 
Kronecker), et si X admet un temps local continu L(u,T) continu en u = o,

alors: c^(e) 0 *1 crd_i(C0(Xe) fï T) converge dans L2(Q) vers L(o,T).

L'objet de cet travail est de donner d'une part, une approximation du temps 
local en u, u € IR, de X, et d'autre part, d'estimer la vitesse de convergence 
de cette approximation, lorsque X est multiindexé dans IRd, utilisant une 
normalisation matricielle prenant en compte une partie de l'information de 
la matrice des moments spectraux d'ordre deux de Xe.

La partie concernant l'approximation du temps local proprement dite 
améliore essentiellement [9]; en effet, cette matrice de normalisation 
nous dispense, contrairement à ce qui a été fait, de privilégier une de ses 
valeurs propres, ou encore, de supposer une quasi-isotropie sur X.

1. Introduction
Des techniques différentes ont été proposées par plusieurs auteurs pour 

approximer le temps local. Lorsque X est un processus de Wiener à d- 
paramètres, M. Wschebor [25] utilise les régularisées du processus X. Plus 
précisément, si Xe = Y e * X est une régularisation de X, obtenue à l'aide

d'une C00-approximation de l'unité ¥ e, si T est un ensemble ouvert borné

dont l'adhérence est contenue dans l'intérieur de (IR+ )d, M.Wschebor

montre la convergence dans tous les LP(Q) de s/2 ll'J'IÛ1 o-H.1(Cll(XP) n T)

vers une renormalisation canonique du temps local usuel, où < T d-1 désigne
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De plus ce type de résultat est sensiblement plus général que celui obtenu 
dans [2], d'une part, parce-qu'aucune hypothèse n'est demandée au 
processus X, mis à part le fait que la covariance R de X soit régulière en 
dehors d'un ensemble A, et en particulier aucune hypothèse croisée liant R 
et ¥  n'est requise, et d'autre part, parce-qu'il est montré que la limite 
obtenue est toujours le temps local, que celui-ci est de carré intégrable, 
et que lorsque d > 3 il est continu en tant que fonction de x.
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On notera dt la mesure de Lebesgue dans IRn, n € IN*-pour laquelle on 
employera parfois la notation \i (dt)- < . , . >n le produit scalaire habituel

dans IRn et II . Iln la norme euclidienne dans IRn.

Pour x € IRn et r > 0, on note Bn(x,r), Bn(x,r) = { y € IRn , lly-x||n < r } et Sn_1,

Sn' 1 = { y € (Rn, ||y|ln = 1 }. Diam notera le diamètre.

Si E est une partie non vide de IRn, et si x € IRn, on note dn(x,E), 
dn(x,E) = inf{ Il y-x||n, y € E }; card désignera le cardinal de E.

O
3E note le bord de E, E l'intérieur de E. Si y € IRm, m < n, on notera Ey la 

section de E en y, soit: Ey = { z € IRn*m, (y,z) € E }, avec la convention que si 

m=o, Ey = E.

borélienne de IRn et le symbole 0  celui du produit de 

Si A est une matrice carrée de IRn: soit A = (a..).. , on note ||A||,
* » J  i f j - 1  t * 1

||A|| = sup {la. ¡1; i,j = 1,n}, A' la transposée de A. On notera supp le support. 

ln désignera la matrice carrée identité d'ordre n 

identiquement nulle.
Il IL „désigne la norme des applications linéaires continues de (IRn , Il IL)3, n n

dans (IR , Il l^): soit Lc((IRd , Il lln) ; (IR , Il l^)) = L et II Ilb celle des 

applications linéaires continues de (IRn , Il II) dans (L , Il IL n).
a,Il

C n(respectivement C00) désignera l'ensemble des fonctions de classe 

Cn(respectivement C00).
Nous travaillerons avec le périmètre relatif qui généralise la notion d'aire 

(n-l)-dimensionnelle, soit Q (.)> qui est défini de la façon suivante (cf [19]
m

à [21] et [25]): Si B et V sont respectivement borélien et ouvert de IRn et si 
B n V est suffisamment régulier topologiquement pour pouvoir appliquer la 
formule de Green, nous avons avec les hypothèses et notations précédentes:

<Jn.,(3BnV)=sup{ J < v(t), n(t) >n d<rn.,(t), v € (C ~ (V ))n , ||v(t)||<1, t € IR"}
3BD V

où n(t) est le vecteur unitaire normal à 3BHV orienté vers l'extérieur de 

BDV et (C ^(V ))n l'ensemble des fonctions de IRn dans IRn, de classe C00 et à

support compact inclus dans V (on le normera avec la norme sup, 
symbolisée par || U^).

2. Présentation des résultats

2.1 Définitions et notations

A désignera la tribu
deux tribus.

et 0
p.q

la matrice pxq
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On notera P y  n ,

P y n= { v € (C^(V))n, llvll^ < 1}. D'après la formule de Green, nous avons:

J div v(t) dt = J <v(t),n(t)> d a n ^t). Une extension naturelle de la
B ÔBflV

mesure <rn_., est alors: QV(B) = sup {. div v(t) dt, v € P \ j   ̂ }•

Q V(B) est appelé périmètre relatif de B par rapport à V (fini ou 

infini) [19].
Cette extension est notamment utile dans le cas où pour un processus 
stochastique donné, soit { Y(t,w), t € IRn, w € Q }, et pour chaque réalisation

de la surface aléatoire Y(.), l'ensemble CU(Y), CU(Y) = {t€lRn / Y(t)= u}, u € IR,

est très irrégulier topologiquement. Si nous considérons AU(Y),

A U(Y) = {t € IRn / Y(t) < u} et si nous supposons que Y est gaussien

stationnaire et à trajectoires de classe C2, le théorème de Belyaiev ([3] et 
[25]) nous permet de conclure que Y n'a pas de points critiques de valeurs u, 
ceci P.ps et QV(AU(Y)) n'est alors que la mesure d'aire (n-l)-dimensionnelle

de CU(Y) n V.

Nous noterons cn = o n 1(Sn*1).

Quand il n'y aura pas de risque de confusion, nous supprimerons l'indice n.
5 et a  étant > o, H g a désigne la pré-mesure servant à définir la mesure

de Hausdorff d'ordre <x sur IRd; plus précisément, on associe à S l'ensemble 
des recouvrements de E par des boules B¡de diamètre inférieur ou égal à 5:

Soit E c uB¡ , diam B¡ < 8 ; soit H s(E) la borne inférieure des sommes
j (X ,0

Z(diamB¡)a pour les recouvrements précédents ([16] à [18], [22] et [23]).

x € B, y € IR, nous dirons que x js y si et seulement si x est équivalent à y. 
zc C, Imz notera la partie imaginaire de z. 
x désignera la fonction indicatrice.
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2.2 Hypothèses
Soit { X(t,w), t € IRd, co € Q }, d > 2, un processus gaussien stationnaire et 
centré, à valeurs réelles sur un espace de probabilité (Q , Jf- , P), où P est 
complète, à trajectoires continues et bi-mesurable par rapport à la tribu

<^d ®Jf-, de covariance R continue, de classe C2 en dehors d'un ensemble A 
et de mesure spectrale dF^, que nous noterons dF, dont le support sera

supposé non contenu dans un espace vectoriel de dimension strictement 
inférieure à d.

Soit Xe une régularisation de X obtenue par convolution avec la C1- 

approximation de l'unité V e, soit Xe = ¥ e * X, e > o. Nous supposerons que

Yg est de la forme: Ÿ e(t) = ( - - ) d Ÿ (~ ) ,  V t € IRd, où ÿ  est telle que:

¥  ; |Rd----- > IR+, C1, f ÿ(u) du -  1 et il existe p > 1,

R d
C' > o tels que :

V u € (IRd)*, ¥  (u) <

V symbolisant le gradient.

On notera Rc( . ) -  E(Xe(.) Xe(o)) et r e( . ) -  E(Xe(.) X(o)), V e > o.

Soit S l'espace vectoriel, S = { v € IRd / f < v, x >2 dF(x) < <*> }.

IRd
On supposera que la dimension de S est s, soit dim S = s e t o < s < d .
Le cas s=d ne sera pas traité; l'étude du temps local n'ayant alors que peu 
d'intérêt.
On se donne une base orthonormée de S x S1 (le symbole 1  désigne  
l'orthogonal par rapport au produit scalaire de IRd) et on travaillera 
désormais dans le nouveau système de coordonnées correspondant, soit

<U,’U2..US’US.,..Ud>-
-92Re

On appelera B(e), B(s) = ( ^ ^ 7 (0) ).. = S+1 d ; B(e) étant diagonalisable, il

existe P(e) matrice unitaire telle que: B(e) = P(e) A (e) P'(e) où A(e)  est la 
matrice formée des valeurs propres de B(e). On pose alors c(e),

P2 > 2, C > o et

C( Hull *
d+P1/ Il V Ÿ  (U) Il < C'(

1

Hull )
d+P2

c(e) = A -Vz
(6) P'(e).

Soit V un ouvert borné de IRd dont la mesure de Lebesgue dans IRd de la 
frontière est nulle: soit nd(c)V) = o.
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On notera V£ l'image de V par l'application :

IRS x IRd s ----- > IRd

(x , y) ------> (x,yc'1(s))

Pour y € IRS, e >o, u€fR ,on désignera par A (u,y),
O

Ae(u,y) = Au(Xe(y , .c(e))), C£(u) = C u(Xe(. , .c(e))), e e(.) l'angle que forme

Xe(. , .c(s)) avec sa projection orthogonale sur IRd-s, 0 = E II X II où X 

suit une loi normale centrée et de variance I d_s.

Soit u € IR, un niveau fixé.

Théorème 1: Si nd (Â) = o alors la variable aléatoire ?g(V):

£*(V) = 0"1 |dét c(e)| J x ve n c e(u,.) I cos0e(t) • dcrd -i^  » conver9e 

dans L2(Q) vers L(u,V).

Remarque: La difficulté dans [9], de donner une normalisation ne favorisant 
pas une valeur propre de la matrice A(e), venait du fait que les éléments de 
la matrice de passage P(e) n'ont pas nécessairement de limite quand e tend 
vers zéro.
Lorsque S = {o}, toutes les valeurs propres de A(e )  tendent vers l'infini 
avec des vitesses qui sont à priori différentes et c(e) prend en compte 
chacune de ces vitesses.

Un exemple d'application de ce théorème peut être donné par:

R(t) = exp(-||t||a ) (exp désignant la fonction exponentielle), où o < a < 2; ce 
cas correspond à celui d'un processus stable symétrique d'indice a. La 
constante de normalisation c(e) est équivalente lorsque s tend vers zéro à:

c(e) ~ ca e 1 a / 2  *d ’ ca ®tant une constante dépendant uniquement de a.

La démonstration du théorème 1 nécessite entre autres deux propositions 
qui méritent d'être énoncées ici; la première concerne le temps local de X 
et ses propriétés; la deuxième, la formule de Rice à l'ordre deux d'un 
processus gaussien stationnaire, lorsque ses trajectoires sont supposées 
seulement continues et différentiables en moyenne quadratique.

2.3 Résultats
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dans L2(Q) vers L(u,V) .

Il est à noter que l'existence d'une version continue du temps local en tant 
que fonction de x lorsque d=2, semble rester un problème ouvert. Avec une 
technique semblable à celle que nous avons utilisée pour la démonstration 
de cette proposition, et en supposant par exemple lorsque d=2, que X est 
non localement-déterministe , on prouve qu'il existe une version continue 
du temps local (pour la définition du non local-déterminisme voir par 
exemple [6]).

Proposition 2 :
Soit { Y(t,w), t € IRd, w € Q }, d > 2, un processus gaussien stationnaire et 
centré, à valeurs réelles sur (Q, Jf-, P), à trajectoires continues et bi-

Soit T un ouvert borné de IRa dont la mesure de Lebesgue de la frontière est 
nulle: soit |id(9T) = o et soit r  la covariance du processus Y, supposée

continue et telle que: r 2(o) - r 2(u) *  o pour u *  o et u € T - T.
Notons dFy la mesure spectrale de Y supposée telle que:

J l|x||2 dFy(x) < + oo et Fy non concentrée sur un espace vectoriel de 
IRd

dimension strictement inférieure à d.

■

Sous les conditions précédentes et si Y désigne la dérivée en moyenne 
quadratique, on a:

EQ2 (AU(Y)) -  I  a ;llV(t)ll«Ÿ(s)l|/ Vtt)=VCs) = u)
T TxT

-mesurable par rapport à la tribu Ad
0

p
Y (t) Y (S)

(u,u) dt ds < +00

Proposition 1 : (i) Le temps local L(.,V) de X existe P.ps et appartient
à L2(h, x  P).

(ii) Lorsque d > 3, P.ps le temps local admet une 
version continue en tant que fonction de x .

(iii) V u € IR,
1

25 J
v

X { t / 1 X(t)-ul <8 } dt converge
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La démonstration de cette proposition suit de très prés le livre de 
M.Wschebor[25].
Cette formule a l'avantage de ne pas exiger de propriétés presque sûres; 
seule l'existence de la dérivée en moyenne quadratique est demandée (si 
celle-ci n'existe pas, le premier moment de QT(Au(Y)) vaut déjà +<») et donc

elle permet de s'affranchir des hypothèses H12 et H22 de [25]. En effet, la

formule de Rice à l'ordre deux peut être appliquée selon [25] sous les 
conditions suivantes:

1) Les trajectoires de Y sont de classe C4

2) r 2(o) - r 2(u) *  o pour pp u € T - T .
3Y 32Y

3) V j € {1,d}, les densités jointes de (°) et TôT  ( ° ) ne dégénèrent pas
dtj d tj

Théorème 2 : Soient Hi, i=o,3, les hypothèses suivantes:

Ho II existe 5 , 0 < 5 < 1 tel que Mg , Mg = J ||u||  ̂ dF(u) < + oo
IR d

Soit h(e) une fonction qui tend vers zéro lorsque s tend vers zéro et telle 
que:

h'2(e) soit bornée

HZ l |A '^ (e )||2 l2(e) h'2(e) ---------> o
e -> o

H2 ||A ^ (e )||2 n(s) ---------- > o
£ —> O

Alors sous les hypothèses Hi, i=o,3, nous avons:

E (?e(V) - L(u,V))2 S ch [ (e 5 hY"2(e) + C1 (e) h1'^ 2^ )  + C (̂e) + C2(e)) + 

Hd-,,f(e)(A2h(e))<Xs-d-l G O ^ ( f 1(e)))+ X , ^ ,  g^(f'(e)))]

Ceci pour tout o < y  < d-1, y  < 2 ; nous avons posé:

C,(e) = l(6) [|A ^(e)|| h*'/2' 1(e), C2(e) = n(e) ||A -^(e)||2

l(e) = sup (Il VRe(x) IL, Il V r e(T) IL)
x/d(x,A)>h(e) t a  a

n(8) = sup II D2FL(t ) IL 
x/d(x,A)>h(e) D

+ 00

G(z) = J
z

X
-2 inf

u € S J-n s d-1 1
l lx l l< Z

< x , u >2 dRx), z > o

(la fonction argsh désigne la composée de la fonction argument avec la 
fonction sinus hyperbolique).

Hi 88

Argshx dx, g(z) =
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R e m a rq u e : S va en fait mesurer la distance qui sépare R(t) de son 

approximation Re(t). On peut montrer que: | Re(t) - R(t) | < este e°, où 5 est

tel que: 0 < 6 < 1 et f ||u||  ̂ dF(u) < + oo
IRd

On a donc intérêt, pour maximiser la vitesse de convergence, à prendre 5 le 
plus grand possible; on pourrait alors se demander ce qui se passe si F est

telle que: 3 1 < S < 2 tel que: f ||u||^ dF(u) < + ©o, c'est à dire si on a:
IRd

|Re(t) - R(t) | < este e^, avec p > 1. La réponse n'est pas toujours positive; 

par exemple, si on prend: R(t) = exp(-||t||a ), <x > 1, on montrera (cf chapitre

5) que: f ||u||^ dF(u) est fini dès que (3 < oc et pourtant
IRd

|Re(t) - R(t) | < este ( e + ea); on est donc limité par S = 1.

Il est clair que plus t  est grand, plus la majoration proposée de la vitesse 
sera meilleure.
On montrera lors de la démonstration de ce théorème, que si on veut que le 
membre de droite de l'inégalité tende vers zéro lorsque e tend vers zéro, on 
doit exiger que f(e) et h(e) tendent vers zéro lorsque s tend vers zéro, ce 
qui semblait intuitif au départ. De plus, on montrera également que g(A) et 
G(A) tendent vers l'infini lorsque A tend vers l'infini, et donc si on sait

par une constante, alors on est sûr que le

deuxième membre de l'inégalité de droite tend vers zéro lorsque e tend
vers zéro; si, par exemple, pour tout n € IN*, on sait recouvrir A par moins

H 1 1
de este n° boules de diamètre égal à — alors:

majoré par une constante ne dépendant pas de e, ceci pour h(e) < f(e); un 
exemple de cette situation est donné par:

d = 2 et A = u  C. u  {o} où C. = 6B(o,-r). k € IN*.
k€lN* K K 2

En général l'hypothèse H2 implique H3.
Le cas s = d-1 joue un rôle particulier; en effet, ce cas revient à travailler 
avec d - 1 ,  avec un processus dont le moment spectral d'ordre deux est 
infini, et il engendre les difficultés qui lui sont spécifiques: entre autres 
ne pas pouvoir intégrer 1/|x| au voisinage de x égal zéro .
Ce théorème permet donc de donner une majoration de la vitesse de 
convergence de £ (V) vers le temps local L(u,V). Malheureusement nous

O

n'avons pas su donner la vitesse exacte de cette convergence, ce qui reste 
donc un problème ouvert; ceci pour plusieurs raisons: l'unes d'entre elles

majorer Hd-1 f(e)
( A2h(e) )

H
d-1, f(e) ( A

2h(e) ) est
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étant que la formule de Rice mixte (calcul de E(£ (V) - L(u,V))2) n'a pu êtreO
appliquée que "loin" de {0} et donc la "partie" près de {0} échappe à la 
facturation de cette vitesse; par conséquent, il ne nous a pas été permis de 
proposer un théorème du type central-limite.

2.4 Plan du travail
L'étude du temps local, les démonstrations de la formule de Rice et du 
théorème 1 feront l'objet de la partie 3. Dans la partie 4 nous 
démontrerons le théorème 2 et dans la partie 5, nous ferons l'étude de deux 
exemples: le premier traitera des cas particuliers d'un processus quasi- 
stable et d'un stable symétrique; le deuxième, celui d'un processus somme 
de n variables indépendantes uniindéxées. Enfin, la partie 6 , sera 
constituée d'une annexe où nous regrouperons et montrerons un certain 
nombre de résultats auxquels nous ferons référence aux cours des 
démonstrations.
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3. Approximation du temps local

3.1 Démonstration de la proposition 1

Proposition 1: (i) Le temps local L(.,V) de X existe P.ps et appartient à

L2(h, x P).

(ii) Lorsque d > 3, P.ps le temps local admet une version 
continue en tant que fonction de x.

( ¡ ¡ ¡ ) V u « R  , ^  I  X{ t / | x ( t ) -u l  < 8 ) dt converge 

dans L2(Q) vers L(u,V).

Dans tout ce qui suit, on pourra toujours choisir l'ensemble V aussi "petit" 
que nécessaire (voir la remarque suivant la proposition 8 de l'annexe).
Avant de poursuivre la démonstration de la proposition 1, nous allons 
énoncer et montrer un lemme:

Lemme 1 :

J < x , u >2 dF(x) = m(B) > c
Il x||< B

(ii) 3 M > o tq V u  € V-V , on ait : R2(o) - R2(u) > M llull2 

Preuve du lemme 1 :
(i) Raisonnons par l'absurde en supposant que:

V B > o, i n f . J < x , u >2 dF(x) = o alors:
u es0' 1 II x|| <B

V n € IN*, 3 (u .)» .^ *  € Sd' 1 telle que: J < x , u >2 dF(x) = o.
n n€IIN IIx||< n n

Mais Sd‘1 est compact, d'où il existe une sous-suite extraite de (un)n€nvj* 

convergeant vers u*€ Sd'1 et d'après le lemme de Fatou:

j < x , u*>2 dF(x) = o; et donc le support de F est contenu dans un 
IR d

espace vectoriel de dimension strictement inférieure à d, ce qui contredit 
notre hypothèse de départ, d'où (i).

(ii) Soit II u II < i ,  R(o) - R(u) = J . (1 - cos< x , u >) dF(x)
IRd

> J (1 - cos< x , u >) dF(x)
Il x II < B

(i) 3 c > o, 3 B > o tq i nf
U€ Sd-1
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Mais |< x,u >| < 11x11 ||u|| < 1, d'où: 1 - cos< x,u > > C1 < x,u >2 et donc:

< x,u >2 dF(x) > C ||u||2 m(B) > C. C ||u||2, d'après(i). 
<B 1 1

R(o) - R(u) > C.
1 II x

En tenant compte que R est continue en zéro, on a alors (ii)

Preuve de la proposition 1: Dans cette démonstration nous nous appuierons 
surtout sur les articles de S.M Berman [8] et de D.Geman-J.Horowitz [14]. 
Tout d'abord rappelons la définition du temps local de X.

Soient A et B des boréliens respectivement de IR et IRd, la mesure 
d'occupation |i(A,B) de X est définie par n(A,B) = nd { t € B / X(t) € A }.

Lorsque n ( . ,B)  est absolument continue par rapport à la mesure de 
Lebesgue de IR, sa dérivée de Radon-Nikodym est appelée temps local de X 
et nous la noterons L(x,B)(co), x € IR, co € Q (Nous omettrons d'écrire co et 
écrirons en fait L(x,B)); On a donc dans ce cas:

| i (  A , B ) -  |  L( X , B ) dx 
A

L'étude de l'existence d'une version continue du temps local a été traitée 
dans [4] à [8] , [10] , [11] et [14].

(i) La fonction qv> 

qv: IRd x IRd ------> IR+

(X , y ) — > qv(x,y) = I  Px(s)i X(t)<x,y) ds dt
V X  V

est continue en (x,y) ( P (x1(x2,.....xn) désignera dans tout ce qui
Xi 1X2,...,Xn

suit, la densité, quand elle existe, du n-uplet (Xr X2.......Xn) évaluée en

(x^Xj,,.....xn)).

En effet, il suffit de voir que: J (F?(o)- Fp(t-s))'^ dt ds <00.
VxV

(la finitude de cette intégrale découle du (ii) du lemme 1) puis d'appliquer 
le théorème de convergence dominée de Lebesgue. D'après [8] et [14],

on conclut donc que le temps local L(.,V) de X existe P.ps, est dans 

L2( Q x B, (i x P ), et de plus on a la formule suivante:

(F) E(L(x,V) L(y,V)) = qv(x,y), V (x,y) € IRdx IRd. Ceci achève la démonstration 

de (i). Passons à celle de (ii).
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En utilisant la formule d'inversion pour les fonctions caractéristiques, on 
en déduit:

3(x,h) = (Jb 2 |  |  ( e iu(xth)- e iu!t) ( e iv(x+h>- e iv>()E(ei(,jW tv> i^) dtdsdudi/ 
IR2 VxV

(ex désignant exp(x), x € IR); et donc:

g(x,h) < este J J 11 - e iuh I I 1 - e ivh I E(ei(u)^t)+v)^ )  dtdsdudv 
R2 VxV

Depar l'inégalité: |1 - e 'lx I ^ 2 | x | s pour x e I R et o < S < 1, on a alors en 
intégrant en u et v:

8+1 2S+1

g(x,h) <cste |h |25 J { [R?(o)- Ff(t-s)]" 2 + [Fp(o)-Fp(t-s)]’ 2 } dsdt
VxV

En utilisant (ii) du lemme 1, on en déduit alors les deux inégalités 
suivantes:

E |L(x+h) - L(x)|2 < este | h | 1+e , d > 3 , V o < e < 1

et E |L(x+h) - L(x)|2 < este | h |a , d > 2  , V o < o c < 1  

La première inégalité prouve donc (ii).

(ii) Pour prouver l'existence d'une version continue du temps local L(.,V) en 
tant que fonction de x, lorsque d > 3, nous utilisons le critère de 
Kolmogorov.
Plus précisément, nous montrons que lorsque d est supérieur ou égal à 3, 
nous avons l'inégalité suivante: V x c I R ,  V h e I R ,  V o < e < 1 ,

g(x,h) = E |L(x+h) - L(x)|2 < este I h |1+e (nous avons écrit ici L(x) au lieu de 
L(x,V)).

Effectuons la majoration de g(x,h) pour d > 2 (nous nous servirons de cette 
majoration pour la démonstration de (iii)). D'après (F), nous avons:

9(x,h) = qV
(x+h,x+h) - 2 qV

(x,x+h) + qy/
(x,x) , d'où :

g(x,h) = J
VxV

(PXïs),X(t)
(x+Jix+h) - 2d (x+h,x) +p (x,x) ) ds dt

* » * s)»m
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R e m a r q u e : Il est à noter que lorsqu'on travaille directement sur la loi du 
processus X, on obtient les majorations sensiblement plus fines suivantes:

E |L(x+h) - L(x)|2 < este | h |2, d > 4 

E |L(x+h) - L(x)|2 < este | h I2 Log | h f 1, d = 3 

E |L(x+h) - L(x)|2 < este | h I, d -  2

(iii) D'après (i) on a:
u + 8

J X {t / 1 X(t)-u| < 8 } dt = 1 L( x , V ) dx 
V u-8

et donc:

1 f  p  

g(S,u) = E I si" J X { t / 1 X(t)-u| < 8 } dt - L ( u , V ) r  est égal à :

u + 8

E [ ^ -  j  ( L( x , V) - L( u , V) ) dx ]2 
u-8

d'où, d'après l'inégalité de Schwarz: 
u + 8

|  E( L( x , V) - L( u , V) )2dx . 
u-8

D'après la majoration faite dans (ii), on a donc: 

g(8,u) < este Sa , V 0 < ex < 1. Il s'en suit que:

i img(8,u)  = o, ce qui achève la démonstration de la propositionl.
o—>0

g(s,u) <
1

28
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Preuve: Soit Yp -  <t>p * Y, où <>p est une C00-approximation de l'unité dans

. IRd, c'est à dire: V p > o, 4>p : IRd ----- > IR+ , C00 , J <t>p(u) du = 1 et
IR d

supp 4>p c Bd(o,p).

{ Yp(t,co), t € IRd, w € Q } est un processus gaussien, stationnaire et centré, 

à trajectoires C°°; on notera r p sa covariance.

Avant de poursuivre la démonstration de cette proposition, nous allons 
montrer un lemme qui sera utile tout au long de ce travail.

U?mrne Z:
_ _ 2 2

3 M > o, 3 po > o tq V p < po , V u € T - T, on ait: r p (o) - r p (u) > M Null2

Preuve du lemme 2 :

3.2 Démonstration de la proposition 2

Proposition 2:
Soit { Y(t,w), t € IRd, w € Q }, d > 2, un processus gaussien stationnaire et 
centré, à valeurs réelles sur (Q , «4, P), à trajectoires continues et bi-

mesurable par rapport à la tribu Ad 4 ■

Soit T un ouvert borne de IRa dont la mesure de Lebesgue de la frontiere est 
nulle: soit |id(3T) = o et soit r  la covariance du processus Y, supposée

continue et telle que: r 2(o) - r 2(u) # o pour u * o e t  ue T - T.
Notons dFw la mesure spectrale de Y supposée telle que:

J
IRd

||x||2 dFy(x) < + oo et Fy non concentrée sur un espace vectoriel de

dimension strictement inférieure à d.

■

Sous les conditions précédentes et si Y désigne la dérivée en moyenne 
quadratique, on a:

EQ
2

T f
TxT

E( Il V(t)Il II Y(s)||/ Y(t) = V(s) = u) P
Y(t),Y(s)

(u , u) dt ds < +00

L'application x l « l 2(px) étant continue en zéro, on a donc:

(AU( V ) )
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V B > o, 3 P B > o, tq V o < p < pB et V x € !Rd tq II x II < B, on ait: l$l2(px) >!4. 

D'autre part Fy n'est pas concentrée sur un espace vectoriel de dimension 

strictement inférieure à d; on applique alors le lemme 1(i) et on obtient: 

3 c > o ,  3 B > o tq i n f . J < x , u > 2 dFY (x) > c
U € S II x||< B 

Soit alors u tel que: Il u II <g-

>
llx||<B

>

lemme 1 (ii)).
2 2

En tenant compte que r p (o) - r p(u) converge uniformément vers
2 2

r  (0 ) - r  (u), lorsque p tend vers zéro, ceci d'après le théorème de
2 2 _  _  

convergence dominée de Lebesgue et que r  (o) - r  (u) *  o pour u € T - T, on
en déduit le résultat.

Retour à la preuve de la proposition 2 :

{ Yp(t,w), t € IRd, w € Q } a des trajectoires C°°; V p < pQ , V u € T-T, u *o ,
2 2

r p ( ° ) "  r p(u) *  o(ceci d'après le lemme 2); de plus puisque Fy n est pas 

concentrée sur un espace vectoriel de dimension strictement inférieure à

■ ■

d, la matrice des dérivées partielles secondes en zéro de r ,  soit r (o ), est 
non dégénérée, et donc pour p suffisamment petit (p ^ p ^ ,  celle de r p, soit

rp (o), ne l'est pas non plus; ceci implique que la mesure spectrale de Yp, 

soit ^Yp,’ n est Pas concentrée sur un espace vectoriel de dimension

strictement inférieure à d et donc que la loi jointe de (

ne dégénère pas, ceci V j € {1 ,d } et pour tout p < p 1.

On peut donc appliquer à Yp, la formule de Rice à l'ordre 2 [25].

D'autre part les conditions |i .(C (Y)) = o Ps et Y à trajectoires continues

r
p
(0) r

p [u) i
IRd

(1 - cos< x , u >)
A

l < t > l

2(px) dFY (x)

J (1 - COS< X , u >) I
A

4>I2(px) dFY (x)

3Y P
B t j

(o ),
Ô2YP

at 2
j

(0))

impliquent que: Ps, X Au(YP) (t) X Au(Y) (t) pour nd-presque tout

Vz C1 C ||u|| (C1 a été défini dans la démonstration du

p o
>
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t de fRd; on peut donc appliquer la proposition 1 (iv) du chapitre 1 [25], 
pour obtenir:

Q (A (Y)) < liminf Q (A (Yp ))
T p —> O T

En appliquant le lemme de Fatou, on obtient:

ECU A U(Y)) < liminf EC? (A (Yp))
T p —> O T

s liminf I  EC II gradY (t)ll 11 gradYp{s)ll /  Y (t)=Y(s) = u) Pv (u,u)dtds 
P- *3 TxT Yp(t),Yp(s)

1) pour Ps tout (t,s) € TxT,
E (Il gradYp(t)|| Il gradYp(s)|| / Yp(t) = Yp(s) = u)

lorsque p tend vers zéro vers:

E( l|V(t)llll Y(s)l|/ Xt ) = ̂ s) = u) P (u,u)
■ \ V » ■ \S/

2) 3 p2 > o tel que pour p < p2 et pour tout (t,s) € TxT, on ait:

E(ll gradYp(t)ll II gradYp(s)|| / Yp(t) = Yp(s) = u)

En effet, pour montrer 2), nous allons utiliser la 

proposition 3 dont la preuve est donnée en annexe.

Soit donc t  = t - s € T-T, d'après la proposition précédente, on a:

E(|| gradYp(t) H 11 gradYp(s) II/ Yp(t) =Yp(s) =u) <

d-d2rp 2 -2
(z —^(o))(i +u2rp(o)(rp(o)+rp(T) ) 2

■f,2r  p -d2r  
Or— 2^ ( 0) -------- > — r (  o), r p( o ) --------- > r  (o) et

dlj p —> O C'Lj p —̂  o

r p(o)+rp(x) --------- > r (o )+ r (x )
p -> 0

En tenant compte que r  est continue en zéro et r ( o ) + r ( x ) * o  pour 
x € T-T, x *  o, on a:
3 c > o, 3 p' > o tel que pour p < p' et pour tout (t,s) € Tx T, on ait:
E (Il gradYp(t)II II gradYp(s)|| / Yp(t) = Yp(s) = u) < C 

D'autre part, d'après le lemme 2, on a:

P (u , u) < U'i/z H t - s  I I"1 pour p < p n et
Yp(t),Yp(s)

(u , u) < h(t,s),

h € L 1
TxT

l\l d X d)■

M ■'/a Il t-s II - 1 e L 1
TxT(Hd x d) d'où 2) •

p
Y

P(t), Y
P (S)

P
Y

P(t), Y
P (s)

(u,u) converge
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On peut alors appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue, il 
vient:

EQ2 (Au(Y)) < j  B( i V(t) Il II V(s)ll/ V(t ) — VÇs) — u )
T TxT

Pour l'inégalité inverse, nous allons exhiber une partition de T avec 
laquelle nous travaillerons. T étant un cube ouvert borné, il existe un cube 
C d'axes parallèles aux axes de coordonnées, de longueur I tel que: T c C. 
Pour tout n € IN*, nous considérons la partition de C en cubes {Cj} d'axes

parallèles aux axes de coordonnées, de longueur l/n et dont les intérieurs 
sont disjoints deux à deux; soit: C = u  C. et T = u  ( C. D T ). Posons T. =

C .n  T et W. = f j .

Compte-tenu que nd (3T.) = o ( puisque nd (9T) = o ) et des propositions 4 et

l'annexe, on en déduit:

On fixe alors n € IN*.

ECMAu(Y)) = Z Z E ( Q  (AU(Y)) Q (AU(Y)) )
I | J VVj VVj

Nous dirons que deux cubes C. , C. de la partition sont "proches " s'il existe 

tj € C j et tj € Cj tels que: Il tj- t. Il < l/n.

L notera la somme correspondante aux couples (i,j) tels que: i *  j implique 
que Cj et Cj ne sont pas proches.

11 -L  X  ]-oo U[(y (s 'V grad(pe(t'-s') ds' Il dtdt' )
[R  J » L

P
Y(t) JY

(u , u) dt ds

5 dont les demonstrations sont donnees dans
Q

T
(Au(Y)) Q

UT i

(Au(Y)) Z
i

Q
Wi

(An (Y)) Ps.

Il est clair que: EQ
2

T
(AU(Y)) > S

ij€L
E (Q

Wj
(A

u(Y)) O
Wj

(Au(Y)))

Soit ( i ,j) € L : en particulier , V u € Wj , V v € W. , Il u-v II > l/n 

Soit o < e < 5
D'après la partie b) de la proposition 2 du chapitre 1 [25], on a:

Q
Wj

(Au[Y)) > I
(W|) -5

il grad( X AU(Y)
*

<Pe )(t) || dt (respt pour j)

Nous avons noté O.g , O.g = { t , d ( t , O ) > 5 }

E( Q
Wj

(Au(Y)) Q
\AI

j

(Au(Y)) ) >

E(
(Wj )

I

-8 x [W
i) -8

II J
IRd

X
]-°° » u[(Y(s)) grad<pe(t-s)ds|| x

(s)
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Soit {fm} une suite de fonctions de IR dans IR, de classe C , non croissantes 
et telles que: fm(x) = 1 si x < u-1/m et fm(x) = o si x > u.
On applique alors le théorème de convergence dominée de Lebesgue, il s'en

lim E ( J || J .  fm(Y(s)) grad<p (t-s)dsll x
m — > + oo (W ¡)_§ x ( W j)_g IR e

•I /d  fm(Y(s )) grad<p£(t'-s') ds' Il dtdt' )
IR

En appliquant encore une fois le théorème de convergence dominée de 
Lebesgue et en tenant compte que:

V s , fm(Yp(s)) --------- > fm(Y(s)) Ps, on a:

E( Qw (AU(Y)) q J J ^ Y ) )  ) >

lim lim E[
m —» +00 p -» o

x II I  d f m(Yp(sO) Qracl(Pe(t - s0 ds' Il dtdt ' )
IR

En intégrant par parties les deux intégrales sur IRd, on obtient alors:

Il J* i  m(Yp(s))9radYp(s)(Pe(t - s)dslllim lim E(
m +00 p —> o

Xll |  df'm(Yp(s')) grad Yp(s) q>e(t'-s') ds'lldtdt' )
IR

Compte-tenu que <p > o, f'm est de signe constant et de l'inégalité

triangulaire, on obtient donc que I' espérance mathématique qui figure à 
droite dans l'inégalité est minorée par:

x lf'm(Yp(s'»l llgradYp(s)ll llgrad (Yp(t')-Yp(s') Il ds ds'dt dt' ) +

(II)

suit:
E( Q

Wj
(Au(Y)) Q

W:
(Au(Y)) ) >

E(
( W i)

J
-8 x (W ¡) -s

t

IR2d <Pe
(t-s) <Pe

(t'-s') If' m ( V P(s))l

X If' m(V P
(s '))| llgradY Pmil llarad VP(t')ll dsds'dtdt' ) +

E(
(W i)

J
-8 x ( W

j) -8 IR2d

(D

<Pe
(t-s) <PE If' m (Y0 (s))|

E( Q
Wi

(Au(Y)) Q
w

i

(An(Y)) ) >
»

(Wi)_S [Wi 5

1
(Wj)_ sX(Wi) »

II i
IRdf m(Yp(s)) grad<pe(t-s) dsll

(t' -S ')
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E( I
( W i ) . 6 x ( W j ) . 8

X |f 'm(Yp(s'))l NgradYp(s')ll llgrad (Yp(t)-Yp(s) Il ds ds'dt dt' ) +

(III)

E( I
(WlJ.gXÎWp.g

X lf 'm(Yp(s'))l llgrad (Yp(t)-Yp(s) Il llgrad (Yp( t > Y p(s') Il ds ds'dt dt' )

(IV)

Interessons-nous à la première quantité 
D'après le théorème de Fubini:

(i) -  I
(w i ) .5 * ( w j).S n

x lf 'm < V s'))l HgradYp(t)ll llgrad Yp(t')ll ) ds ds'dt dt'

Et donc:

2d (Pe<t' s> 1>e(t'-s') E( lf'm(Yp(s))l

(I) -  1 I
(wp.jxfwp.j IR

lf 'm(x)l If m(V)l

x E( llgradYp(t)|| llgradYp(t011/ Y (s)=x, Y (s > y )  Pv  (x,y) dxdydsds'dt dt'
H Yp(s),Yp(sO

En appliquant successivement le lemme de Fatou lorsque p-»o, m-»+<»,
e ->o, 8->o(dans cet ordre), la limite inférieure de (I) est minorée par:

J E( IIŸ(t) Il II V(t ") 11/ V(t) =• Yft") = u ) P (u ,u )d td t'
Wj XWj  Mt),MO

Pour la deuxième quantité 
De façon analogue à ce qui précède, on a:

(") -  I
(w ¡)_g x (w j)_g m

2d <Pe(t-s) <p£(f-s ')  J 2 |f 'm(x)| | f 'm(y)|
IR

X E( llgradYp(s)||||grad(Yp(t>Yp(s') )||/ Yp(s )=x , Yp( s > y )

où dX = dx dydsds'dt dt'
On applique la proposition 3, il vient:
E( llgrad Yp(s)|| ||grad( Y p(t>grad( Y p(s')|| /  Yp(s)= x , Y p(s')= y ) <

dX

d- 92r p ^ d -a2r p -32r p
(Z - r j^ fo ) )  (Z 2(— ^ ( t ' - s v ------B
k=1 k=i atk at?

(O)))

X

IR 2d <Pe(t-s) <Pe(t'-s') If' m (V P(s))l

IR 2d <Pe(t-s) <Pe [t'-s') If' m (Yp(s))l

P
VP(s; J V (s')

(x,y)

IR 2d <Pe (t-s) <Pe(t'-s ') 2

P



{ i  + r p(o ) ( r p (o ) - r p  ( s - s ' ) ) ' 2 [ l x r p(o ) -y rp(s-s')l+ l y r p(o)- x ry s -s ' ) ! ]2}

D'autre part: l x r p(o)- y rp(s-sO I < ( |x | + ly I) r(o) < c(u) r(o) (de même pour 

I y r p(o)- x rp(s-sO | ) et si s € W . et s' € W . alors: Ils - s ' I l  > l/n, ce qui 
2 2

implique que: rp ( o ) -  ^ ( s - s * )  > cn > o pour p < ptf Finalement:

E( llgrad Yp(s)|| ||grad( Yp(t') - Yp(s') )|| / Yp(s)= x , Yp( s >  y ) <

- a2r

- “ T j^ io )))^  pour p < p et donc: 
dtk

f f d - ^ P
(il) ^ g nu J 9 e(t-s) (p . ( t ' - s ' )  J 2d [E — ^ ( t ' - s O -

n,u (w ¡) g x (W j) g e e IR k=i 3rk

¡ 2  If 'm W I lf m(y)l dx dv > p °ur p ^Pi
IR

Et donc (II) tend vers zéro lorsque p -» o, m +<», e -> o à cause de la 

a2r
continuité de — y '< on fait de m©me Pour i111) et (,v )-

atk

Finalement : si (i,j) € L :

J EtlŸ(t) ll |Ÿ(s)l| /V lt)-Yts)-u) P (u ,u )  dt ds
w j x w j Y(t),Y(s)

D'où en posant: E(u ,t ) = E( IlV(o)||Il Y(x)||/ ^ o) =Y(x ) - u ) Pw/ x w  x(u ,u)
Y(o),Y(t )

EQ2 (A..(Y)) > E J E ( u , x - x ) d x d x
T u ij€ L W ¡x W j

Compte-tenu que: Wj n W. = 0  dès que i *  j et que:

Or
-d2r

p

K
(O)

-02r
(0) » r p(0) r (0)

9nu (Z 
n,u k=1

d ô2rp
(t- s

d2r?
(O)] ds ds' dt dt'

E( Q
w,

(A J Y ) ) □
W

j

(Au(Y)) ) >

M2d
f

ij€L
u (W i

x W
j) )  = U 2d( L J

¡jet-
CT x T.) ), on a:

S
ij€L

I
W i < W

j

E ( u ,t  - t  ) dx
1

dx
2 J

L J

ij€L
T iX T i

E(u,xr x 2) d x 1 dx2

Or: {(s,t) € T  x T, Il t-s II > (2 d
Vz + = A

n C u
ij€L

(T i
X T

D 'où:

- 25 -

at
2

at2k

1)'n }

p —»
>
o p

>
o

)
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BO? (AU(Y)) > i E(u,t,-t2) dT,dT2.
A  n

Mais An t  T x T  lorsque n T +00 ; en appliquant le théorème de Beppolevi, 

on obtient finalement:

EQ2 (Au(Y» S J Et II V(t)ll II V(s)ll/ VÇt ) = V(s) = u )
T TxT

Ceci achève la démonstration de la formule de Rice (la finitude de

2
EQ (AU(Y)) est triviale compte-tenu du lemmel et de la proposition 3). 

Théorème 1: ___
Sous T hypothèse nd (Â n V-V) = 0 la variable aléatoire ?e(V),

converge dans L2( Q ) vers L(u,V).

Remarque: Dans l'énoncé des résultats, nous avons annoncé la convergence 

dans L2( Q  )  de £*(V), £*(V) = 9 ' 1 |détc(s)|J X V e n c e ( u , . )  l c o s e e ( t )  > d < r d - i ( t ) ’

vers le temps local L(u,V) de X. En fait on peut montrer que £_(V) peutt

toujours s'écrire comme une intégrale relativement à la mesure QdtA£(u,.)

(la démonstration de cette égalité est faite dans les propositions 6 et 7 de 
l'annexe); plus précisément nous montrons que cette intégrale s' écrit:

J X ve n a*Ae(u,.) N P2 ne ^  N Q dt(Ae(u’ -)) » où d *  désigne le bord essentiel

(cf annexe 6.1.2 pour sa définition), P2 la projection orthogonale sur IRd*s 

et n coïncidera avec le vecteur unitaire, défini presque-partout par 

rapport à la mesure de référence, qui coïncide avec le champ normal à 

C e(u,.) n V e orienté vers l'extérieur de A£(u ,. )n  V e lorsque le bord est

régulier; ce qui est le cas par exemple, losque Xe est de classe C2: dans ce 

cas, on aura d'ailleurs £_(V) = £*(V).
C &

P
Y(t),Y(s)

(u , u) dt ds

3.3 Démonstration du théorème,,,,!

?E(V) - e-i |dét c(s ) I i
IRs

Q
(Ve)y

( A (u,y) ) dy
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Avant de commencer la démonstration du théorème 1, nous allons énoncer 
et prouver deux lemmes techniques.

Lemme 3:
(i) Re(t) et r e(t) tendent vers R(t) quand e tend vers zéro, uniformément

en t. _  _
(ii) Pour t = (tr t2) € V x V tel que di^-12 = t ,  A) > S, 6 > o, alors

Il VRe(x) ||Q, Il D2R£( t )  Ilb et II v r e(x) Ila sont majorées par des 

constantes ne dépendant que de 5, ceci V o < e < eQ.

Preuve du lemme 3:

(i) Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue .
(¡i) Posons pour tout 8 > o , Lg = Il VR(t )

NS suj3 _ Il D2R (t) i l  où : C . = { x € IRd , d (x,A) > S }. 
T€Cgn[V-V+B(0,5)]

Compte-tenu des propriétés de ÿ  nous avons donc:

D.'î'(v) ¥ (u ) [R(T+e(u-v)) - R(t )] du dv = J (1) 
i |R20

Découpons IR2d en deux domaines: A = { (u,v) € IR2d , Ilu-v|| < — } et

B = { (u,v) € IR2d , llu-vll > j  }

On majore |D.Rf (t) | par: —■ J JD.'I'(v)|'î'(u) |R(x+e(u-v)) - R (t)| du dv
• c |R ̂

sur les deux domaines.
Si (u.v  ̂ € A: On écrit R(x+e(u-v)) - R (t)  sous la forme:

IIa
et

T € C 5n
SUD
[V-V+B(o,ò)]

Soit T € C
25

n (V - V ) , i € { l . d  }•

DiRE(^) =
1
8

Í
n 2d

Di (V) 'F(u) R(x+e(u-v)) du dv (on a noté Di’ D
i ati

(T) -
1
8

J
IR2d

d
Z
i=1

3R
3Uj

( T + e ( u - v ) 0 * )  e (u -v ) .  , o < |0*l  <1 et donc:

| R ( t + s (u -v )) - R (t)| <
d

Z
i=1

I
9R
auj ( T + e ( u - v ) 0 * )  |

et x+e(u-v)0* € C8 fi [(V -  V )+ B(o,S)], doù:

i
A

1(1)1 < dL 5 i
IR2d

ID i ^  (v )|  ÿ ( u ) l lu-v ll  du dv

DiRe
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Ÿ(u) Null du + J d ID.'í'(v) llvll dv], où:
IR IR

d f
c = sup [ J . ID.'F (v) dv ]

¡ = 1 IRd 1

De par les hypothèses faites sur ¥  on a: J 'î'(u) llull du < +©o
IRd

dv, ceci V i € {1 ,d}.ainsi que: J_JD.'i'(v)
(Rd 1

Si (u.v  ̂ g B: On majore |R(T+e(u-v)) - R(t )| par 2 R(o). En remarquant que: 

{ l l u - v | | > | } c  { U = { Hull a ~ }  X IRd } u  { R d x { l l v l l a ^ - }  }, 

on obtient finalement:

1( 1)1 < 2
IRd

ID.YÎv)! 'î'(u) du d v +
IR d

|D.^(v)|'P(u) dv du ]

y(u) du + J ID.SE' (v)| dv ]
U U

1(1)1 s c ( 8 , | 3 , , p 2,d) ( g M  + e M )  . 

et donc: |D.re(x)| < M(5) pour o < e < eQ.

Soit j € {1,d}, D.D.Re(T) = ¿ } 2 J D.^(u) D.'i'(v) R(x+e(u-v)) du dv
i j & e |p 2o 1 J

De par les hypothèses faites sur Y , nous avons:

DDF\(t ) = À 2 i  Dÿ (u) D ÿ (v) [ R(T+e(u-v)) - R(t ) -
* J O J

Si (u.v  ̂ g A: On écrit R(x+e(u-v)) - R (t)  -  Z ^ 7- ( t  ) e(u-v)k sous la
,d 3R 

k=1 duk

forme:
a2R

( T + e ( u - v ) e * )  e2 (u-v)n (u-v)m , o < 10*1 < 1,

de la même façon que précédemment, on obtient:

I  1(2)1 S d2 N , J ID ^tu)! |D,Ÿ(v)| [||ull2+ 2 llull llvll + llvll2] du dv 
A 0 IR2d 1 J

II suffit alors pour conclure de remarquer que: J ID. ^(u)| ||u||T du < + 00,
IRd K

ceci pour tout k € {1,d} et tout t  € {1,2}.
Si (u.v) € B : On procède de façon analogue à ce qui a été fait dans la 
majoration de la deuxième intégrale apparaissant dans le calcul de D.R£(t ).

< d L5 [ c J j

IMI

u u

B

( 1)1 <
este

e [ f

q D, Ffew = 1
IR2d

(2)

d
S

m;n=1

d
S

k=1

3R
du

( T ) s ( u - V ) k 1 du dv

9u n9u m

R (o)
8 [

B

.  I
B

» M» m

IROrt
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2 R(o) + d l_2g e [ llull + llvll ] et d'utiliser ensuite les propriétés de ÿ  e t

donc:
|DDF^(t )| < M^S) pour o < s < 8q.

La majoration de ID .re(T)|, i € {1,d } et t  € c 2g n (V -  V ) s'obtient par les 

méthodes utilisées précédemment.

Lemme 4 :

(i) g(A) =  i n f J <  x, u >2 dF(x) -------------> +  oo
u e s - L n s 0 ' 1 II x l l<  A a  —» +oo

(ii) Les valeurs propres de B(e) tendent vers l'infini lorsque e tend

vers zéro et donc: ll(c(e)|| ______> o
e -> o

Preuve du lemme 4 :

(i) Raisonnons par l'absurde en supposant que l'on ait:

non ( g(A) _____ > + oo ). Ceci implique que: 3 c > o, 3 (A( i^ncIN T + 00■
A —» +oo

3 (un) n€[|S| € S-'-nS'1' 1, telles que: V n € IN,

Mais S ^ H S d '1 est compact, d'où il existe u

V
de Fatou, il vient:

c > liminf J < x , u >2 dF(x) > J < x , u*>2 dF(x) = + oo , par
k 11 x II <Ank k IRd

définition de S1 ; ce qui prouve (i).

(ii) La plus petite valeur propre de B(e) est notée ppvp de B(e) et est

J < x , u >2 | i | 2(ex) dF(x) 
(Rd

A i2L'application x -» lY l (ex) étant continue en zéro, on a donc:

V A > o, 3 eA > o, tq V o < e < eA et V x € IRd tq II x II < A, on ait: |Ÿ |2(ex) > 14. 

d'où: V A > o, 3 eA > o, tq V o < e < e A on ait: ppvp de B(e) > g(A)

Il suffit alors de majorer I R (x  + e(u-v)) - R(t ) -
9R
3uk (x ) e(u-v)k l par

qui converge vers u* c S 1 H S (u kelN’

Il x I < An
<  X . U

n
>2 dF(x) < c.

ne sous-suite extraite de (u
n)ncIN

On applique alors le lemme

égale à: i n f
n s d-1

Z
k=1

d

d-i
y soit

u € Sj.

1
2
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On utilise alors (i), il vient: liminf ppvp de B(e) = + oo
e-> o

Compte-tenu que les coefficients de la matrice de passage P(e) sont bornés

par 1, on en déduit que: l l ( c ( e ) | | _____ > o , ce qui termine la
e —» o

démonstration du lemme.

Démonstration du théorème 1

Nous allons montrer dans un premier temps que:

Mm limsup E [ ? (V) - n s(V) f  = o 
S-»0 8—>0 e ù

où nous avons posé pour tout 5 > o: 

n S(V) = 28 (  X  { I X(t) - u I < 8 } dt

Soit Z  = E [ r e( V ) - n 5(V)]2

= E ( xl  (V) ) + e ( ns (V) ) - 2E ( * e(V) n s(V) )

E ( n 5 (V) )

Nous avons vu lors de la démonstration de la proposition 1 
que la fonction qv ,

qv : IRd x IRd ----- > IR+

( x ’ y ) — > pv (x .y) = J pY/cx Ym(x-y) ds dt
V x V ( ( ) 

est continue en (x,y); d'autre part nd(9V) = o, d'où:

I i m
o—>o E(

2
n5 f

V x V

P
X (^  i ) i X ( t 2)

(u,u) dT1 d x 2 = oc (u)(V) ) =

X étant bi-mesurable par rapport à la tribu 
le théorème de Fubini, et donc:

d
nous pouvons appliquer

E ( n
2

s (V) ) = (■
1
25)2

u+5 u+5

I í í
u-S U- ò V x V

P
X

(x,y) dx dy d i 1d c
2(t 1).X 2 )

® 4 -
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E(?g(V))

Pour pouvoir estimer E(£ (V)), nous avons besoin d'une propositiono

technique (proposition 8), dont la démonstration est donnée en annexe.
2

Cette proposition, plus le théorème de fubini permettent d' écrire E(£ (V))
C

sous la forme:

2

Posons Y£ (x,y) = X£ (x,c(e)y) et GradyYe(x,y) = VyYe(x,y), (x,y) € IRS x IRd's 

Comte-tenu du lemme 2 et de la proposition 2, nous avons:

E ( U V )  ) = 0’2 [dét c(e)]2 f(e) avec:c

Vit ,s)ll IIV Y (v,w)|| / Y (t ,s)=Y(v,w)=u) P (u,u) dX
e y fc t  t  Ye(t,s),Ye(v,w)

où nous avons noté: dX = dw ds dv dt 
D'après le théorème de Fubini, il vient:

E ( £g(V) ) » 0'2 [détc(e)]2 g(e) avec: 

g(e) = J m iV  YÊ(t,s)ll8V Ye(v,w)ll/Ye(t,s).Ye(v ,w ).u )

vex Ve

On fait le changement de variables: (T,S) = (t,sc(e)), de même avec 
(v,w).
Il vient alors, compte-tenu que nd(3V) = o et VyY£(t,s) = VyX£(t,c(e)s) c'(e):

E ( U V ) ) = 0 ‘2 f Ec ( x - x_)  P ( u, u) dx dx
v >ev 7 7 J___e,U ' 1 27 v / T  \ y / T \ '  1 2

vxv

Où: E£U(x) = E(||Vy^(o)c(e)HIIVy^(x)c(e)|||/ )^(o)=^(x)=u)

Posons B, B = { (y,z) € V x V / y-z € Â } (Bc désignera le complémentaire de 
B dans V x V ). La section By de B en y e V est contenue dans (y-A) Pi V; or

la mesure de lebesgue dans IRd de (y - A) Pi V est la même que celle

Eß
2

B(V)) e•2 [dét C(8)]2
Í
IR

E
2S

(Q V
e) t

[ Ae(u,t) )
Vp) (A E

(U,v) ) dt dv

f(e) = J
R2s

f EflIV
y

(Ve)t><

P
Y
e

Y
eIv.vA

(u,u) dX
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V ( T 1tT 2) € V X V,

. E( Xe(T ) Xe(x ) ) = Rg (T - T ) ---------> R( T -T )
e ->  o

(d'après le lemme 3 (i)).

-  ! d-S Si T , -  T 2

- - - - >  e d - s ,d - s  si d ( x , - x 2 , A )  â c o o

(d'après les lemmes 3(ii) et 4 (ii))
- d

‘  °<e> ( l ^ T r V ) ¡ = 8 n , d

®d-s, 1 

®d-s , 1

(d'après les lemmes 3(ii) et 4 (¡¡)).
Et donc d'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue:

V (x x ) € Bc , E (t  -t  J  ---------> 02; d' où grâce au lemme 3(i), on
’ e —» o

obtient:
(1) V ( T 1fT2) € B c,

( u , u ) --------->
e -»  o

D' autre part, d' après la proposition 3:

Ee,u ( V t 2) ~ d̂_s  ̂ t 1 + 4 Re(°) (Re(°) + Re(Tr T 2))"2 1,2 1« clui est bornée si 
e est suffisamment petit et (t 1(t 2) € V x V, ceci d'après le lemme 3(i).

De plus, d'après le lemme 2:
3 N > o, 3 eQ > o tq V e < êq , V u € V - V, on ait:

de A n (y-V) , qui estjnclus dans A n ( V - V) ; le théorème de Fubini, plus 
I' hypothèse nd (Â n (V-V))= o impliquent: n2d(B) = o, et donc:

E ( ?
2

e (V) ) = e-2
i
Bc

E
E,U 1

-T
2 ) P

X (T 1I,
(u,u) dT 1dx 2

- B K y
x
e(r 1) < ¡w v

y
(x 2>c'(e) ) =  c(e) (

- m

3u¡3uj (t 1
-  T

2)) Í. j =S+1, dC(e)

- B K X
e

) c w x
e.( x

2))

si x
1

= T ?

si d (t i T2’ A) > oc > o
e -» o>

P
Xi  T1) r

(u ,u )

P
x
e

r
1),XE 2

( u , u )  < N
.i

llT 1-T
2 i r 1, ce qui entraîne:

(2) 0 -2 E
e,u ( t 1

•T 2 ) P
( l 1). > (1

2)

suffisamment petit et (t 1’
r

2 ) € V x V.

X 2,)

7

0-2 E
E,U (X 1

-T 2) P
.(1I), X

E
( C

2
)

( u , u ) < D(u) Ht 1
- T

2 I I 1. pour e



- 33 -

(1) et (2) permettent d' appliquer le théorème de convergence dominée de 
Lebesgue, il vient:

( u , u) ch^dTg = a(u)

-2E u E(V) n 8 (V) )

Pour tout n € IN*. notons Bn = {(y,z) € V x V, d (x,A) < ~ }

En appliquant la proposition 8, le théorème de Fubini permet d'écrire la 
majoration suivante:

_ 20"1
- 2E??e(V)n6(V ))s -g -M étc(e )| |  E ( a  (w,s)(Ae(u,w» X{|>, s). u |< 5 )cWds

IR^V 6,0

(w,s) = { z € IRd's / (w,zc(e)) € V et (w,zc(e)) - s € A® } et 

An = { u € IRd / d(u,A) < 1/n }

Mais d 'après le lemme 3(i),

Re(o) R(°) " Î ( T r T 2) -------- > R2(o) - R2(t  -x  )
1  ̂ e o

uniformément en (x r T 2), ceci pour presque tout u € (V - V) n A®

D' autre part R2(o) - R2(u) > vn > o, pour u e (V - V) n À° , ceci d'après le 

lemme 1, ce qui entraîne: Re(o) R(o) - 

et pp u € (V - V) n A®

On peut donc, d' après la proposition 2, appliquer la formule de Rice 
" mixte ", pour obtenir:

ic:

Ye(w,z)|y ̂ s)=x,Ye(w,z)=u) 

et dY = dz dx dw ds
On fait le changement de variables: zc(e) = z', il vient compte-tenu du 
théorème de Fubini:

- 20‘1
■2E(?e(V )ns(V)) i  ~ 2T n(e). avec:

I i m 
8— >0 I

Ec
P
X[î1), X t )

u,u)  dx 1dx 2

P r
1

T2

2
( 1

- T
2) > vn/2 > o, pour e < eR

-2Efte(V)r\s(V)) <
-26 -1

25
détc(e) m(e) avec:

m(e) =

U4S

I  J
IfrxV u-8

J
Be;

BfllV
y

E (?
2

E

■  i
VxV

où : B&n

T

n(w,s)

P
X(s) .Yiw.z)

(x,u)dY

(V))  =
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C  I C.'

(u,x) (la démonstration de cette affirmation est la

même que celle faite dans la partie concernant

alors:

Mais d'après la proposition 1, la fonction q c ,
n

q c : Rd x IRd ----- > IR+
n

(X , y )  — > q_c =
n

est continue en (x,y) (on a fait un abus d' écriture en écrivant q c ), et
Bn

donc:
ümsup limsup (-2E(Ç (V )n8(V))) <

8—>o e—>o fc °

-2 J P ( u , u )  dx. dx.  = -2oc(u)
JB c X x ^ . X x J  1 2 "

Finalement on a montré que:

limsup limsup E  < 2(<x(u) - oc (u)) 
5—>o e-»o n

n(e) = J
Cn

u+8

J  B [  I V j y ^ J c X e ) « /  j y x , )  = u ,  X [ t 2 )  = x )
u-8

P
X I 1), A T2 I

(u,x) dZ

avec dZ = dx dx dx et C = { (y,z) € V x V , d(y-z, A) > 1/n }

Or |id(9V) = o, et donc:
26

fC = M2d(B
c
n ce qui entraîne:

-2E(££(V )n 5(V)) avec:

p(e) =
-20 • 1

28 J
Rc

n

U+8

Í
U-Ò

BÍI V
y

h i X ( i 1) = u ,X r 2) = X ) P

2I
(U,x) dZ

zéro, vers 0 P
>( t 1 I, A x2)

E(?
2

e
(V))); nous obtenons

u-5 R
n

(

-20 -1
< ———

26 P(e),

)c (8)1/ X (T 1) »

En appliquant le lemme de Fatou et en tenant compte de la convergence de

A T
2) = X P

X ( r )
(u,x), lorsque e tend vers

l i m s u p  ( - 2 E ( ?  ( V ) n 8 (V)) ) *S—>0 e 0

-2
28

u+S

1 J
c

P
T 1 X 2)

( u , x ) dx dx i dx
2

1
Bc

n

P
T 1l.X T 2)

( u . x)  dx dx
1
di

2

B[ IIV
y
x T

1)C (8)1 / X [T1) = U ,

XT

I x[ T



- 35 -

Il reste à voir que : lirn (oc(u) - oc (u) )= 0
n -»+«*> n

Mais I i m B„ = B et |x„ .(B) = o
n-»+oo n 2d' •

En appliquant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, 
on obtient donc: 

lim (oc(u) - <x (u)) = o
n —>+oo n

d'où:

limsup limsupS =  l im  limsupE = o  
S-K) 6—̂ 0 S—>o e-»o

vers zéro et que ( t is (V))s a la même limite dans l_2(fi)  quand S tend vers 

zéro. Or d'après (iii) de la proposition 1, ( t \5 (V ))s converge dans l_2(fi)  

quand S tend vers zéro, vers L(u,V); ceci implique donc que (£e(V ))e

converge dans l_2(fi) vers L(u,V), lorsque e tend vers zéro, ce qui achève la 
démonstration du théorème 1.

Or <x(u) - a n(u) - I
B n

P
X(T 1).X( r 2)

(u . u) dx 1 dx 2

Ceci implique que ( X e(V)) e
est une suite de Cauchy dans L

9
(fi) quand e tend
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4. Une majoration de la vitesse d'approximation du temps local

Nous allons montrer en fait un résultat un peu plus général que ce que nous 
avons annoncé dans l'énoncé des résultats.

Théorème 2 :
Soient Hi, i=o,3, les hypothèses suivantes:

Ho II existe S , o < S < 1 tel que Mg , Mg = J ||u||  ̂ dF(u) < + <*>
IR d

Soit h(e) une fonction qui tend vers zéro lorsque s tend vers zéro et telle 
que:

S p
Hi e h (e) soit bornée
H2 il existe a , o < a < 1 tel que pour e suffisamment petit:

a(d,s) || A '^ ( e )  ||2 l2(s) h'2(e) s a < 1

t L i  Il A  ^  (e ) | |2 n (e) ---------> o
e -> o

Soit alors f(e) > o , une fonction qui tend vers zéro lorsque s tend vers zéro 

et telle que: s f 1(e) < M pour e suffisamment petit.
Alors sous les hypothèses Hi, i=o,3 , nous avons:

E (Çe(V) - L(u,V) f  < ch[s 8 h*-2(e) + c,(e) h1^ /2(e) + c f  (e) + c2(e) + 

H d . , , f ( e ) ( A2h(e )n <V-V»< X s-d-1 G ( 9 K (oof' 1(E) ) ) + X s * M  3 ^ « = 0f' 1 <e) » ]  

Ceci pour tout o < y  < d-1, y  < 2 ; nous avons posé:

a(d,s) = (d-s)l [22(d's) - 1](d-s)3R (o )c '1, et c est défini dans le lemme qui 
suit cet énoncé (lemme 5).

c,(e) = l(e) ||A ^(e)| |  h^ /2‘1(e), c2(e) = n(e) ||A ^ (e ) | |2 

'(•> -  Lh(e) 

n(e) = 2d2

(P2-1 )'1h(s

A = J . ||Vÿ (u)|| du, B -  J ||u|| ||Ÿ(u)|| du, C = J |lu|| ||Vÿ (u)|| du, 
IRd IRd lRd

D -  1 2 I|Vÿ (u)|| du
IRd

t € c a n [ v - v  + B(o, a)]

N„ -  sup II D2Re(t ) IL , où :
“  t€ C a n [V -v  + 5(0, o)] 6

d [AB + C] + 2R(o)cd [2 P1-1 P-i
1

£P 1-1 h-P1(8 ) + 2 1Pi
-1

£ P1-1 h■P1 (e)]

N
m

[ DA + C2 ] + 2P2 Cd £ P2 -2 h-p2 (e) [ 4R(o)A ï
-1

+ dL2h(e)
A x

) + 2dL
2híe) P2

-1
Ce ] et

I M I

L
a SUD (||VR ex) Ila t Il v r e[x) Ila ) .
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C = { x € FRd / d(x,A) > a }, a > o
\X

dR(x), z >o

Dans le commentaire qui suit l'énoncé du théorème 2, nous avons annoncé 
que pour que la vitesse proposée tende vers zéro lorsque e tend vers zéro, 
il fallait nécessairement que f(e) et h(e) tendent vers zéro lorsque e tend 
vers zéro. La démonstration de cette affirmation est faite dans l'annexe 
de la partie 4.
Avant de commencer la démonstration de ce théorème, nous allons montrer 
un certain nombre de lemmes techniques que nous démontrerons pour la 
plupart.

+ 00

G(z) = | x '2 Arg shx dx et g(z) =
u €

in f .
S-LOS0' 1

S
Il x || < z

< X, U >

Lemme 5 :
3 eQ > o tel que pour tout u € V-V tel que > 2h(e) et V o < e < eQ , on ait:

(i) R(°) R£j(o) - r e (u) > c ||u||

(ii) Re(o) + Re(u) > R(o)

(iii) Re (°) - Re (u) > C ||u||2

(iv) R(o) + R(u) > R(o)

(V) R2(o) - R2(u) > C ||u||2

où C est défini par: c = cQ = R(o)/4 inf .  .
B u € S llx l<B

<x , u> dF(x) , B > o

Preuve du lemme 5:

Tout d'abord remarquons que l'on peut toujours choisir B > o tel que CB > o,

ceci d'après le lemme 1(i). Fixons donc ce B.
(i) Nous allons montrer:
3 B1 > o, 3 eQ > o tel que V o < e < eQ et V u € IRd tel que o < 2h(e) < ||u|| < B1, 

R(o) Re(o) - r * ( u )  > C ||u||2

En effet, raisonnons par l'absurde en supposant que cette affirmation n'est

pas vraie; alors il existerait une suite (e ) , e ___ > o et une suite
n->  + oo

Hull

A p
c = inf (1, r/M ) où r est tel que : ||y|| < r implique: l^ r(y ) > L

(t n) i i T
n

0 telle que: V n € IN*, o < h(e
n

<
n Il ,

rw+oo
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Et donc: I ¡ m i n f [(R(o) R (o) - r  (T )) ||t  H'2 ] S C
n-> + oo n n n

Or: r e(u) = J Ÿ (-ex) el<x,u> dF(x) , u € IRd, e > o et 
e R d

$(-ex) = 1 + ge(x), x € IRd avec |g£(x)| < e ||x|| ||vll où: v  = (Vj)j=1j d et 

V , -  J . |X.| ¥ (x )  dx, j=1,d (on a noté x , x -  (x.-.x,,...... x. )) .
J [pd J I £  U

Ecrivons maintenant 'P(-ex) sous la forme : ¥(-ex) = ^ (-e x ) | e '^ e x̂\  où 
0 e(x) est mesurable comme fonction de x et -k < 0 e(x) < n. Avec cette

écriture: r o(u) -  J l'î' |(-ex) cos(<x,u> + 0 P(x)) dF(x) , u € IRd
IRd

En appliquant l'inégalité de Schwarz:

r *  (u) < R£(o) J cos2(<x,u> + 0 e(x)) dF(x)
IR

En appliquant le lemme de Fatou, on obtient:

l i r n i n f  [(R(O) R (T ) - r *  (T »  ||T | f 2 ] a
r w  + oo n n

J I i m i n f[i- cos2(<x,x > + 0 F (x))][ <x ,Tn>+ 0 e (x) ]"2 x
11 x 11 < B rw + o o  n n

R£n(°) [< X,Tn||Tni r 1> + 0 en(x) ||Tni r 1]2 dF(x)

Or $ (-e nx) _____ >1 entraîne: 0 e (x) _____ > o
n-> + oo n n-> + eo

Plus précisément lorsque n tend vers l'infini: 0 F (x) s lmgF (x) et pour n
c n c n

suffisamment grand: |0 En(x)| e'n1 <cste |g£n(x)| e"n1 < este ||x|| ||\ÿ||

Ceci plus l'hypothèse sur h et ||t J| > h(en) impliquent:

i 0 e (x)i i iTni r 1 — > o
n n n-> + oo

En remplaçant dans (1), on obtient grâce au lemme 3(i):

1 i m i n t [(R(o) R (o) - r  2 ( t  )) ||x M'2 ] a R(o) J < x ,x *> 2 dF(x)
n - 4  + oo n n n ||x||<B

Puisque c > o, on aboutit à une contradiction, d'où (i).

et x n utn.n
-i

------> T * € S d-1 , et R(o) R
e n

(o) - r
2

e n
(T n> < c HTn.n

2

n-> + oo

-  (1)

> 4 C
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Remaraue: Si ¥  est symétrique, on a le résultat suivant:
3 e > o tel que V o < e < e et V u e  V-V:0  ̂ O

R(0)Re(0) - T^ (u) £ C||u||2

(ii) est trivial d'après le lemme 3(i).

(iii) R? (O) - R2 (u) s ( R (o) + R (u) ) J (1 - cos<x,u>) m 2(ex) dF(x)
e 6 e e || x|| < B

On applique alors (ii) et on utilise la même méthode que dans (i).
(iv) et (v) sont triviaux; il suffit de choisir V suffisamment petit et 
d'appliquer la même méthode que dans (i) et (iii).

Dans le lemme 6 nous donnons une minoration de R (o)-R (u) pour ut  O
suffisamment petit , et pour ce faire nous mettons en évidence le résultat 
suivant ((iii) du lemme):
Si X est une mesure positive sur E espace vectoriel normé muni de la norme
Il II, f et g deux fonctions Borel-mesurables de E dans IR telles que:

o < J  f2 dX,<oo, f g2 d X= o o e t V  A > o ,  J g2(x) dX(x) < oo alors la 
E e  II x||< A

corrélation de (f,g) tronquée en A > o, soit CA(f,g), converge vers zéro 

lorsque A tend vers l'infini. Nous avons noté:

C .(f,g )=  [1 fg dX. ] [ |  g2 dx J iz à x r ' / i
*  Il xll< A lixll<A II x!l< A

Lemme 6 :

(i) si s # o, 3 c' > o, 3 B > o tq i n f . J < x , u >2 dF(x) > c'
ucsns0' 1 il x||<b

(ii) s i s ^ o , V r t > o , 3  B > o t q  sup . J <x,u>2 dF(x) < t\
11 uesns Brçdl x||

(iii) s i s ^ o . V n  > o , 3  cî i > o t q V c > c n , V  (u*,v*) c (S nS d' 1)x(S±n S d' 1)

[ J < x , u*>< x , v*> dF(x) ] 2 < n J < x , v*>2 dF(x)
Il X||<C II x||< C

(iv) 3 e ^ o t q  V o < e < e r  V t  = (tr t2) € S*x (S1)* tq II t II < f(e) 

on ait : R£(o) - R£(t) > este [ 11̂  II2 + g(c0f 1(e)) ]llt2 ll2 (idem 

pour R(o)-R(t))
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Preuve du lemme 6 :
(i) La démonstration est la même que celle du lemme 1 (i), en remplaçant

ipact.Sd' 1 par S n S d' 1 qui est com 

(ii) On sait que: V i € {1,s}, . x.  dF(x) < + oo. Pour tout n > o, il existe

donc B > o tel que: J llx., x .......x II2 dF(x) < t\.Tl m  11 11 1 d. o

Soit alors co € S n S d‘1, en appliquant l'inégalité de Schwarz on a: 

f < w, x >2 dF(x) < J llx x ....... x II2 dF(x) < n
n îi vil 1 * b

Bn <Hx||

Bn <||x ll

d'où (ii).
s^o,  soit n > o, d'après (ii), il existe B̂  > o tel que:

sup^ iu€Sn^
J < x , u>2dF(x) < t\.

B^< Il x||

Soit donc B > B^ et soit (u*,v*) € (S H Sd' 1) x (S^n Sd'1),

[
Il x

< x, u*>< x, v*> dF(x) ] 2 < [ J < x, u*>< x, v*> dF(x) ] 2 
< B || x|| < B^

(I)

< x , u*>< x , v*> dF(x) ] 2 +
x|| < B

(II)

+ [• 
Bt|< I

2 [J < x, u*>< x, v*> dF(x) ] [J < x, u*>< x, v*> dF(x) ]
Ii x|| <  B-rj B-q < Il x|| <B

( I I I )

En appliquant l'inégalité de Schwarz on a: (I) < Bjj F2(IRd),

(II) < J <x, u*>2dR(x) J <x,v*>2dF(x) <t\ J <x, v* >2dF(x)
B^llxll ||x||<B || x||<B

et (III) < 2 B2 F(IRd) n ‘/2 [ J < x , v* >2 dF(x) f 2 , d'où:
llx||<B

/ I tf <x, u* ><x, v* >dF(x)]2 [J <x, v*>2dF(x) ]
(u * ,v *)  € (sn ? 1) x (s'-n y 1) iixii<B Hxii<b

est majoré par: Bjj F2(IRd) g(B)’1 + n + 2 B2 F(IRd) r\ /2 g(B)'^.

-1

(¡¡o

Bn<11xll
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En appliquant alors le lemme 4(i) on en déduit (iii).
(iv) Deux cas se présentent: s = o et o < s < d .

Premier cas: s = o

Rp(o) - R (t) = i (1 - cos< t , x >) |¥  |2(ex) dF(x) 
iRd

> este J (1 - cos< t , x >) |¥ |2(ex) dF(x)
Il x | | < c 0 f‘ 1 (e)

Or <t,x> < cq < 1 et ||ex|| < cq s f 1(e) < cq M < r 

Et donc: R£(o) - R£(t) > este g(cQ f 1(ej) Util2 

On fait de même avec R(o) - R(t).

Deuxième cas: o < s < d
c'

Soit t\ > o tel que r\ < jg- où c' est la constante apparaissant dans (i).

Compte-tenu que f(e) tend vers zéro lorsque e tend vers zéro et de (i) et
(iii), il s'en suit que: il existe sq suffisamment petit tel que pour e < eo, on

ait: V (u*,v*) € (SnS?'1)x (S Jn 3 H ):

[J < x, u*>< x, v*> dF(x) ] 2 <
Il x II < c 0 f” (e)

n 1 , < x, v*>2 dF(x)
Ilx||<Cqf~ (e)

et in f J < x, u >2 dF(x) > c'
uesns llxii<c0r 1(e)

D'où pour o < e < eQ et t= (tr t2) € S x (S1) et lit II < f(e),

Rp(o) - FL(t) > este J <t , x >2 dF(x)
6 e llx||<c0 r 1(e)

f\(o) - Fyt) >

cste[ J < t ,x>2 dF(x) + J < t  ,x>2dF(x)
||xll<c0 f 1(e) 1 II x II < c 0 f_1 (e)

+ 2 J . < L x > < L x >  dF(x) ]
| | x | |< c 0 r 1(e) 1 ^

Posons :

t* =ü7 i ï  , a L ( t , ‘ ) = i  . < t * , x >2 dF<x) , i € (1,2). On a
1 HmH 6,1 1 ||xll<c0 f 1(e) 1

avec ces notations:
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Re(o) - Re(t) soste [ f i l  t ,ll2c' + f l l  t2ll2g(c0f 1(e)) + ( j - | |  t2ll I a e.2( { )  I 

-2|| t , l l n *  )2 + 7 I I  t ,ll2 (o ' - i6 r » ) ]

et donc : Re(o)- Fyt) a cste[ll t,ll2 + g(c0f ' ( e ) )  Il t2ll2 ]

On fait de même avec R(o) - R(t); ceci termine la démonstration du 
lemme 6.
Dans le lemme 7, nous majorons les dérivées partielles de R et r  "loin "o c
de A.

Lemme7:
Pour t s» ( V y  € V x V tel que d ^ -1 2 -  t  , A) > 2h(e):

V { i , j } € {s+1 ,d} , |D.Re(T)| < l(8) , |D .re(T)| < l(e) et |D.D.Re(T)| < n(e)

Nous ne démontrerons pas ce lemme. Sa démonstration s'inspire de celle 
faite dans le lemme 3(ii).

Enonçons maintenant le lemme 8.

Lemme 8:
V S > o , V S ' > o

H2d-1,5<BS'> *  ad » a d - U ^ B « ' ) )  *  ad H2d.1>5( V x  ( A r n ( V - V ) ) )

*  bd Hd- l , 5 ( Aô ' n (V-V) )

où t: IRd x IRd ------> IR2d

(x , y ) ------> (x , x-y)

et Bg = { (y.z) € V x V , y-z € Ag } avec Ag = { x € IRd / d(x,A) < S }

Preuve :
Tout d'abord faisons une remarque élémentaire.

(1)
1) Soient <x > o, 5 > o et a > o, la mesure Ha;ag relativement à une certaine

(2)
norme II || peut toujours être considérée comme étant égale à aa H a;5 

relativement à la norme II IL = ~ ll IL.
¿ c l  i

R
E
(0) R

e [t) > este [ E
i=l

II ti II
2 DC

2

e ;i (
t

I ) - 2 | | t1 Il II t2
II n I 0 e;2

il ) 11, d'où
2 * *
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On notera donc Ha § indépendamment de la norme sous-jacente; l'inégalité 

(1) découle alors facilement de cette remarque.
En tenant compte que: t (Bg- )  c V x  ( Ag* n (V-V) ), l'inégalité (2) est

immédiate. Prouvons maintenant l'inégalité 3.
Pour cela on montre le résultat plus général suivant:

Soit O un ensemble borné de IRd, alors pour tout A s IRd, oc > o, 6 > o, on a: 
Hd+a s ( O x A ) < C d a Ha 5  (A) où c dépend seulement de la mesure de

Lebesgue de O, de oc et de d.

00 H
Pour tout s > o, il existe (I.) boules ouvertes de IR telles que:

1 i=1
00 00 

A c u  I, , diam I. < S , E (diaml.)a < H *  (A) + e . 
i = 1 1 1 ¡=1 1 a>°

ni
O étant borné, pour tout i € IN*, O c u  B .. où pour tout i € IN* et tout

j.-, M
j € { 1, n.} B .. est une boule ouverte de IR de diamètre tel que:

» ‘»J

diam B.. = diam I. et nj < e^ 

d'où:

00 ni 2d 
O x A  c u  u  C .. où ( C . . sont des boules ouvertes de H ,

l»J *>J mJ

diam C .. = 21* diam I.
•J *

^ h(d.oc) (Ha g (A) + e)

Et donc: Hd+a5 ( O x A )  < c(d,oc) Ha g (A)

Il suffit maintenant de prendre O = V, A = Ag- n (V -V ) et a  = d-1 pour en 

déduire l'inégalité 3. Ceci achève la démonstration du lemme 8.

Montrons maintenant le théorème 2.
Comme dans le théorème 1, posons:

2  = E [ Çe(V) - n 8(V) f  , soit :

2  = E( çe2(V) ) + E( n | (V )  ) - 2E( ?e(V) n 8(V) )

Or
00 ni

(diamC..)a+d
00 n

(diam I i)
a+d < h(d,oc) Z (diami i)

aZ Z
¡ = 1 J=1

Z z
i = 1 J-1

00

1 =  1

i = 1 = 1

< g(d, a )

[ Ent
1 d

] où Ent désigne la partie entière;
diami i
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E(?e(V))

De façon analogue à ce qui précède, posons:

Ee,u<T> -  E< 11 V i (0) c'(e>»11 Vy^(x)c'(e)| Il / jyo) = )^(t ) = u ), x € lRd; pour les 

mêmes raisons que dans la démonstration du théorème 1, nous avons:

V  e > o , on partitionne V x V en: V x V = B2h(e) u  B 2h(e) (c désigne le 

complément dans V x V ).

On posera: C2h(e) = B2°(e)

On a alors: E( ?£2 (V) ) -  J (i) + J (2)

B2h(e) c 2h(e)

Sur B2h(c) : Pour tout t\ > o, Il existe un recouvrement fini de B2h(e) par

(C.) boules ouvertes dans IR2d, de diamètre h inférieur ou égal à f(e)d_l/* 
ieiN

+ 00

Soit B2h(e) e u  C. , 

diam C .=  lj < f(e)d '^  , i € {1,+<» } telles que:

H2d-i,f(e)d-^ (B2h(e)) + n
PH

Mais une boule dans IR de centre (x,y) et de diamètre I, peut toujours être
incluse dans un produit de cubes de IRd, soit T . x T . , où T .x,i y, i x , i
( respectivement T . ) est un cube dans IRd d'axes parallèles aux axes dey t *
coordonnées, de centre x ( respectivement v ) et de lonaueur I: et donc:

Donc:

+ 00

J (1) < E  [E(? 2(T„ . , ) ) ] *  [ E ( Ç 2 (T , . ) ) ]  *
a i=1 fc l ’ I 6 Yl-'l
B2h(e)

E( ?e
2(V) ) = 0 -2

i
V x V

EE,U 1
- T

2 ) P
X f l1) t ( %2

( u , u )  dT 1
dx

2

1 =  1

Z
i=1

oo
Ii
2d-1 <

B2h(e) c u T x T
+ oo

i = 1
Xi ;li yi:'i
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Or V i € {1,+°° },

Comme dans le théorème 1, on a:

Ee,u < V t 2> s  <d-s> 1 1 + 4 Re<°) (Re<°) + Re( V T 2» ' 2 “2 1 
< c(u)

si e est suffisamment petit et (T 1fT2) € V x V , ceci d' après le lemme 

3(i), et donc:

E( ? j ( T x-|.) ) S este  |  ( R |(° )  - R | (T , -T 2) )  « , « 2

' ' '  V l > V l -X | , l ,  x ,  ,1J

Ce qui implique:

E< ? e < V l - >  > S cste  (l¡)d 1 < Re(°> - Re<u> >
]-l¡;l¡[d

pour e suffisamment petit, toujours d'après le lemme 3(i).
On applique alors le lemme 6(iv) et donc: il existe sq > o tel que pour e < e ,

on ait:

E( ?! (Tx..|.) ) Scste (l¡)d I  ( x2+ g(c0f 1 (e)) x2 )~y* dx, dx2_dxd

J-ViÎ
pour s = d-1 et

Seste (l¡)d |  tg(c0f '1(e))]'14( x2 ,+

JVlf
pour s *  d-1 
et donc :

(Tx.;|.) ) < este (l¡)2d"1 G ( [g(c0f 1(e))]'/2 ) , pour s = d-1 et o < e < eQ 

et

E( i l (TXi;|¡) ) *  este (l¡)2d‘ 1 fe(c0f '1(e))]'!4I pour s *  d-1 et o < e < eQ 

On en déduit donc que:

+00 v2d-1 r* / iw~J (1) < este Z (lj)2d‘ 1 G ( [g(c0f 1(6))]/2 ) ,

B2h(e) 1 “ 1
pour s = d-1 et o < e < eQ et

E( ?
2

e
6 -2 E

E,U 1 -T 2 ) P
e
ix1 i E t,2!

( u , u )  dT 1dx 2

E( ?
2

e

E(
2
e ( Tx \>Ii

) )

(T ) )  = íX i;ii T xT
x¡;lj x ¡

-!4

2 .-14
d 1 2 d

X )' dx. dx ....dx

;i¡

-I
du
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J (1) < este E este (Ij)*“ ' 1 [g(c</ ' ,(e))]"sr* ,

B2h(e) i_1
pour s *  d-1 et o < e < e0

s'en suit que: V r\ > o,

J (1) < este [ H2d1)f(e)d-«/2 (B2h(e)) + n  ] G ( [g(c0f '1(e))]*^ ) 

B2h(e)
Dour s = d-1 et o < e < e et

(1) < este [ H2d l f(e)d-</2 (B2h(e)) + n ] [g(cof"1(e))]_!̂  

2h(e)

pour Sîtd-1 et o < e < eQ

Compte tenu du lemme 8, on a alors:

J (1) < este H2d.I f(£)d-K (A2h(e)n (V -  V)) G( [ g t c / V #  )
B2h(e)

pour s = d-1 et o < e < e et

(1) < oste H2d1 f(e)d-i^ (A2h(e)n (V - V)) [gicof-1<e))r^

2h(e)
pour s *  d-1 et o < e < eQ 

Sur C2h(e) :

On décompose alors J (1) sous la forme:

c 2h(e)

i <1) = 1 P» , l » „ ( U ’U ) d T 1d T 2 +

c2h(e) c2h(e) 1 ' 2

0 2 J Ep n (Tr T o) [ p ( U, u)  - P  ( u , u ) ]  dT.dTW) w w  xv-V
(I)

2

+ 00

O

II

'3

%

J (1) = 9 Í E p (u ,u )  dT dT
c c2h(e) 2h(e)

1' 2e,u 1 2' i T ) » x i c.
1 e
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¿(Ff(o)- FfW)'*4 I expt-ií(Fyo) + FyT))-1] - exp[-u=(R(o) + R-r))’ ’] I

- (F?(o) - Ff ( t ) ) '14 -

[ (Rfo) - fyo )) - (B?(x)) - R*(t )) ]<Fyo)- (F^(tt))' ^  (Ff(o) - F?(t ))'**  x

2 2 !4 ,  .  -Yt .
t (t\(o) - (f^W ) + <F?(o) - fP(t )) ] 1

Mais V t € IRd : I R2(t) - Fyt) | s 2 R(o) | Rt) - Fyt) |

et I Rt) - Fyt) I = I I d ( 1 - |Ÿ l2(eu) ) ek t 'u> dF(u) |

S 2 J I 1 - |* |(e u ) I dF(u)
IRd

< 2  I .  I 1 - ¥  (eu) I dF(u)

Or V x € IRd, | 1 - i ( x )  | -  | J \  Ÿ (u ) (1- ei<x,u>) du |
IRd

et d'après l'inégalité: V y € l R e t V o < a < 1 ,  |1- e ‘ |̂ < 2 |y|a , on a:

| 1 - ÿ ( x )  | < J Ÿ (u) |<x,u>|5 du < ||x||S J Ÿ (u ) ||u||5 du
IRd IRd

Posons NX) Ns = J ÿ ( u )  ||u||5 du < + 0 0 , d'après les hypothèses faites sur
FR ̂

Ÿ ,  et donc:

+ 0 -2 I
C2h(£)

[E
E,U ( 1

- T
2) -  0 2

] P
* c

1). > V
(u,u) dT

1
d T

2

(II)

Pour en :

IP
x to),X iti

( u , u ) - P ( U , U ) I =

1

27?
(F (o) (R .(x)) expF-i (Fyo) + Fyx))- '] - (Ff(o) - ff(T)) exp[- tf(R(o) + R(t ))‘ '] |

- Í 4
- 1-

? 2
? x-1-

■ 'ev V

< 1
2 n

I (R (o)- (R (t )) - (F (o) - R XV) I exp[-i (R (0) + RÁ
- 1

] +
2 2 - !4

A 2 ,
- !4

Ter 'ÏV“ E

IRd

X c* i X X)

- \

O  :
2 2 - l

£(R(o) - (FUt))

X
(

T ))
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Compte-tenu que: Ee u (T 1_T2  ̂ ~ c û ’̂ si 6 est suiiisamment petit et 

( t  t  ) € V x V et que J ( R2(o) - (R2(x - x ) ) ' l/4 | |t  - x | f Y dx dx
Y xV

est finie pour tout o < y  < d-1, o < y  < 2, on en déduit que:

| (I) | < este es hY’2(e)

Pour (II):

Ee,u ro  -  

Avec

f(e.x,x,y) =exp[-^(détAe(x))'1(x-me(x) ,y+me(x)) A*'(x)(x-m£(x) ,y-Hne(T))'] 

où A* (x)  note la matrice des cofacteurs de A^x) et A^x) celle de la 

covariance de (VyX£(o) c'(e) , VyX£(x) c'(e)) / X£(o) = X£(x) = u 

Plus précisément:

M i )  q - ( T )

W -  k y - r )  b ^ t )

V  t €  IRd , | R t )  - Fy t )  | S 2 N 5 e 5 I
IRd

INI5 dF(u) < este e 5 (la dernière

inégalité provenant de l'hypothèse 
D'après le lemme 5((iii) et (v)) on

Ho).
a:

2 2 ,2 2 2 , 2

2 2 .-*4 5 ,-!4 Y-2

e 2h(£) »

fe
8 ti (e)

Rp(o) - Ft(x) > c ||T |f  et Fr(o) - Ff(x) > c | |x |f  , pour x € c d 'où  :

l(FL(o) - (FL(x)) - (FT(o) - R^x))“' 2 1 < este ||x|| -y (FT(o) - R(x))

D' autre part:

>-1 >-1

2 -1 -1

8
■e

I exp[- if  (F ô) + F^t)) '] - exp[- if (R(o) + R(t)) '] |<

i f  [| m  - Fyo) I + I R(t) - R^x) |] (R(o)+ Rgj[o)) (R(o) + R(x))‘

< este e
Finalement :
IP i u . u ì -  P

E' r e v y

i 21
8 1 2 (e)-Y 8 -14 Y-2

Xi'O.XiO TJ.XX)

este | |T.-T-| | (FT(O) - F f ( T - T j ) h

-I.

( U >U I *

IR
I s-d _i

2(d-s)
(27C] (détA (t )) IMI ||y|| f(e,x,x,y) dx dyex
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3Re

(c(e) ) ) | . 8+1 ,d (°<8> a n ^ » ' i„s+l,d

, 3Re
et me(T) = u (Fyo) + Fyx))-1( c ( e ) ^ T ) ) i=s+1 d

détAe(x) =1 + ae(x) et la^x)! < este ||x ||~Y c3 (e), o <|ag(x)| <1-b(a), o < b(a) < 1 

et c3 (e) = sup( C2 (e), C2(e) ), ceci d'après les hypothèses H2 et H3 et les

lemmes 5 et 7.
De même:

|me(T)| < este c(e) h1‘Y/,2(e)

On écrit A£(x) sous la forme:

, ,  , fd -sW  ®d-s;d-s <T>1 . , , 

ÎT) = led.s ;d-sW 'd-s<T> J + ^

où: A£1(t ) =(a^1)j . , |a^| ^ este ||xH"Y c3 (e) i,j € {s+1,d}, ceci d'après les

hypothèses H2,H3 et les lemmes 5 et 7 et E (x) - 02 comme:

Ee,u <T> ‘ 02 “ t Ee,u (T) - (détA^-r))-^ 62 ] + e2 [ (détA^x))’ 2̂ - 1 ]

Interessons-nous à: Eeu (t ) - (détA^x))'^ 82

Ee,u(T> • <détAe<T» '!4e2 -

J (2it)s‘d (détAe(T )) 'K ||xi| ||y]| [ f(e,T,x) - exp(-'/2 ||x,y||2 ] dx dy
IR 1 *

Et :

|exp[-'/2(détAe(T))‘ 1(x-me(T )(y-Hne(T)) A^'(x)(x-me(x), y-wn^x))'] - exp(-!4 ||x,y||2| < 

yA \ I|x_m (x ) , y+m (x)||2 (détA (x )) '1 - ||x,y||2 | +

Avec :

EUt) =
2 2 -1 3R 9R

d-s B c ui i=s+1 ,d
i

i=s+1 ,dI (R [o) (R (t )) [o) (c(e)
E
(T)) (c(e)

E
(T ))

S

du

r = c(e) (t )) c(e) fF (o) ÍR (T)) F T) X
-a2RB 2 2 -1

(dl i)uJ
i,j=s+1 ,d e
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(détA£(T )) '1| (x-me(T), y+m£(x)) Ae 1(x) (x-m£(x) , y+me( x ) ) ' | ]  x 

[exp[-^(détAe(T))‘ 1(x-me(T),y+me(T)) A*'(x)(x-me(x),y-«ne(x))'] + exp(-l4 ||x,y||2] 

et exp[ - !/2(dét A£(t))" 1 (x- m£(x ) , y-Hng(x)) A*'(x)(x-m£(x) ,y+me(x))' = (a) 

<exp[-'/2(détAe(T))‘ 1||x-me(x) , y+me(x )||2 ppvp A^(x)

Or dét A* (t) = [ dét A^x) ]d'1 et (*) dét A^x) > b(a) > o, d'où:

*  ,  H 1 *
dét A (x) > b(a) . Compte-tenu que chacun des termes de A (x) estt  t
borné uniformément (hypothèses H2 et H3 et lemmes 5 et 7), on a donc 

forcément que la plus grande valeur propre de A (x) est uniformément
O

bornée; ceci plus (*) entraînent que ppvp A*(x) >w(a) >o.
c

Déplus :V x € IR , V v € IR , (x-v)2 > %  x2 - 3v2, d'où:

(a) < exp[ y -  w(a) b(a)'1||x,y||2 ] exp[yw(a) (b(a))'1||me(x),m e(x)||2]

et donc: (a) < este exp[-cste||x,y||2 ], pour e assez petit, ceci grâce à H2. 
D'autre part:

(b) = | ||x-me(x) , y+m£(x )||2 (détAe(x ))_1 - ||x,y||2 |

£ I l|x-me(x) , y+me(x )||2 - ||x,y||2 | (détA£(x )) '1 + |a£(x)| (détAe(x))"1||x,y||2

< este [|| m£(x) , m£(x)|| ( ||x,y|| + || |x| + e, , |y| + ^  || ) + C3(e) ||x|fY||x,yll2 ] 

où : |x| = ( |x11 , |x2| ....... |xd| ) et e1 = (1,1........,1) (ceci d'après H2 et H3 et les

lemmes 5 et 7).
D'où:

(b) < este ||x||-'y[ci (e) h1^ /2(e)( ||x,y|| + || |x| + e, , |y| + e, || ) + C3(e)||x,y||2 ]

(c) = (détAe(x ) ) '1 | (x-m^T),y-me{T))^{T)(x-rne(T),y-me(T))' |, ce qui implique:

(c) < este | | x | r  C3(e) || |x| + e1 , |y| + e1 ||2 , et donc:

| Ee u (x) - (détAe(x))‘ ^  02 | < este ||x|fY [ C l(e) h1^ /2(e) + c3(e) ]

(d) =|détAe(x))_!/2- 1| -  | (1 + a^x))"14 - 1 | = 14 | a£(x) ||1 + 0£(x) a£(x) | ' 3/2 , 

avec o < 0c(x) <1; ce qui implique: (d) < este C-(e)||x||_Yt  O
On a donc:

|(ll)| < este [ C^e) h1'^ 2(e) + C3(s) ] , ce qui entraîne:

/  (1) < este [ e5 hY’2(s) + C^e) h1' Y/2(e) + C3(e) ] 

c 2h(e)
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On en déduit finalement:

E( ¿(V) ) < i P (u ,u )  dT ,dx0 +
c2h(e)̂ V^V ’ 2

cste[(e5 hY'2(e) + c^e) h1'Y/2(e) + c 2 (e) + c2(e)) +

Hd . , , f ( e ) ( A2h (e ) n  <V-V»< X s -d -1 G ( g * ( c or ’ ( e ) ) ) + X s, d.1 9 ^ ( c . r 1 (e)))]

E( n |(V )  )

u+5 u+6

E< n2̂ )  ) = ( ^ 2 J J J
°  VxV u - S  u - S

En procédant de façon analogue à ce

c s t e  Hd -1 ,f(e) <A2h(e)n <V-V»< X s -d -1 G < 9 ^ ( c o r ’ <e>» + X s ^ d - l 9 < c of' 1 <e»>] 

-2E ( ? e (V) Ti s (V) )

D'après le lemme 5(i) , on a:
3 eQ > o tel que pour tout u € V-V tel que ||u|| > 2h(e) et V o < e < eQ, on ait:

R(o) Re(o) - r *  (u) > c ||u||2 ; en particulier, si u € (B2h(e))°, on a:

R(o) Re(o) - r£u) > 4 c h2(e), et donc on peut appliquer la formule de Rice 

" mixte ", il vient:

On a noté: Fe;u(x) = E( HV^oJc'fe)!!/ X^o) -  u , X[t) =z )

P
(r 1) X( u2)

(x,y) dx dy dT
1
dT

2

qui précède, on a finalement:

I i m E( n [V) ) < I F ( u , u )  d i
1
dx

2
+

ò -> 0 t c 2h(e)
T ) » T

-2E(X (V)n M )  < J i F (T1
- T )P (u,z) dT dx dz

-20 -1 ihS
Z

e S 25
u-8 C 2h(e)

e;u 2 ( T ) » n T )1' 2

z



- 5 2 -

¿ I (Fyo)R(o) - r e2( x ) ) - 1/2e x p [ -L Î /s (F y o )+ F<0) - a r ^ T jx F y o jR o )  - r eV ) r ' ] -

(F?(o) - F?(t ))- 14 exp(- ifato)+ H(t ))' 1] |

£  ¿  I (F y o )  R o )  -  ( r e2( T ) ) ’  '/2  - (P?(o) -  F f ( t ) ) '  * |  x

exrt-^/afF^oí + Rtoí-areíTlKFtíoJHto)- reW ]  + ¿ (^ (0)- Rfa»- *  x 

\ e x ( i - ^ / 2 { P ¿ o ) + m - 2 T ¿ x ) ) { F t ¿ o ) m -  r e2(x ) ) * 1- e xp [-i? (R (o )+  F (-c ))-1] |

O : (F̂ o) Ro) - ( r^T) ) -14 - (FP(0) - Ff(T) ) ' l/2 =

- I  R (o ) (F y o )-  R (o )) +  (F^(-r)) - r e2(x )) ] (F yo )R (o ) - ( r e2(T ))- '1/2 (Fp(0) - f F ( t ) ) - 1«  X

[ (Fyo )R (o ) - ( r / f T ) ) 14 +  (F?(o)- F p (x ) ) -^  ] • '

Par des calculs semblables à ceux déjà faits:

| R(o)(Fyo) - R(o)) | < este s 5 , et V t € IRd:

(V) n s
(V)) < -2 0

-1
J
C me)

F u
e;u 1

T
2 ) P

X fT 1). X2'

(u,u) dX
1

d u
2

On notera dorénavant: F u
e;u

F
E,U

Or : -2 6
1

J
C 2h(e)

F
E,U( t :1

-x
2 ) P

C1), * I
2)

(u,z) Ó T
1

d T
2

- 2 J
C 2h(e)

P
XI

V x: V
( u , u )  d x

1
dx 2

2 0
- 1

J
C 2h(e)

F B,U ('t 1■X
2 > [ P

Xt'
( U . U )  - P

AC1> n y

( U , u )  1 d x
1
dx

2

(I)

2 0
■1 Í

C 2h(£)
[ FE,U 1

- X
2 ) 0 ] p

1) , X y

( u , u )  dx
1
dx

2

(II)

Pour (h :

I P (u . u )  - F ( U , u ) I  =

D'après le lemme de Fatou:

limsup
6 - x )

-2 E (? e

d)f Av »At)
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KFyo)R(o)- re2(T))-'/2 - (F?(o)- Fp(x))-^1 <cste  | | T | r V  (Fp(o)- R f r ) ) ' *  h ^ fe )

D' autre part:

| exp[- u2/2  (Fyo) + R(o) -2r¿[T))(Fyo) RCo) - re2(T ))-’ - expt-ii(F<0) + F(T))-'l | <

¿12  [| (Fyo) - iy n x fy o jR to )  - r 2(T))-1 - (R(o)+ r t » '  11 +

I ( FKo) - r ¿ T )  ) ( Ryo) Rto) - re2(x) y 1 - ( r m - ^ t )  y 1 1

Par des calculs analogues à ceux menés antérieurement, on montre que:

(b) = | (Fyo) - r¿tT))(Fyo) R(o) - re2(T))M - (R(o) + R(t ) ) ' '  | s este | |T | f ï e 5 h -̂2(e), 

e t

(c) = ( FKo)- r ¿ T ) ) (F y o )R (o ) -  r 2(T )) '1 - (RtoJ+RtT))-'! Scste | |T | | - ïe 8 h^2(e)

II s'en suit que:

(a) < este ||x||"YeS hY'2(e)
On en déduit que:

¡P (u ,u )-  P^, , (U,u)| S este l lT l I^ e 8 (F?(o)- F?(t) ) ' *  h?'2(e) (*)
>yo),xt) y o w

De plus par un calcul analogue à celui fait dans la démonstration de la 
proposition 3, on montre que:

Fe u (x) < (d-s) [ 1 + R(o) u2 (fí¿o) - r e(T))2(Fy0) R(o) - r 2(T ))'2

Mais on a vu que: (b) £ este ||x||"^e8 h^‘2(e) £  este e 8 h'2(s), 
pour x € C2h(e), qui est borné d'après l'hypothèse H1; de plus,

(R(o)+ R(t ) ) '1 < este pour x € C2h(e), ceci d'après le lemme 5; d'où:

| R^o) - r e(x) |(Fyo)R(o) - re2(x )) '1 < este , pour x € c 2h(e)> ce °lu' implique:

Fe,u (T) "  cste’ pour T € C2h(e)-

De cette inégalité et de (*), on déduit que:

(I) < este eS hY'2(e)

Pour f in:

Ff  u (x ) = J ( 27c)(s-d)/2 (détD (x))"'/2 ||x|| g (e ,x ,x ) dx 
e.u |pj ( d- s )  t

I R?(t) - r e2(t) | <  este  e s (ceci tou jours  d 'a p rè s  H o )  

D e plus d 'a p rè s  les le m m e  5 ((i) et (v)) on a:

2 2 ,2
2n s)> c IIT I et R o) R ;x ) > i-» ur ir pour T € c d 'où:R

2

e :o) R
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Avec

g(8,T,x)=exp[-'/4(détDe(T))"1(x- p £( t ) ) D * '( t)  (x  - p£(x)')]

où D*(t ) note la matrice des cofacteurs de De(x) et D ^ t ) celle de la 

covariance de VyXe(x) c'(e) / X£(o) = X(t ) = u 

Plus précisément:

-  ‘d-s ■ ( R^0) m  ' r£ (T))‘ 1 FfetoWcie)
3 r  Ê

et pe(x) -  u (Fyo) - r £ t ) ) (  Fyo) R(o) - r 2(t))-1(c(e)â^ T ))iitStnd

De la même façon que ce qui précède, on a:

détDe(x) = 1 + d e(T )  , |dg(T)| < este | |t H"y  C3 (e) , o < \à^T)\ < 1-b(a)

|pe(x)| < este c1 (e) h1-?/2 (e), pour t  € C2h(e).

On décompose D* ( t ) et F ( t )  sous la forme:
C O j u

este ||TH'Y C3 (e) i,j € {s+1,d} 

et F ( t ) - 0 comme:
C j U

Fe,u - 9 = [ Fe u (t ) - (détDe(T))-'/ î  9 ] + 6 [ (détDE(T))-'/2 - 1 ]

De façon analogue à ce qui précède, on montre que:

| Ee u ( t)  - (détAe(T))‘ Vi e2 1 S este | | t | |^  [ C,(e) h(e)’ ^ /2 + C3(e) ]

et | (d é tD (T )) '^ -1  | s este | |T | |^ c ,(e ) ,  d'où:

|(ll)| < este [ C^e) h(e)1"^2 + C3(e) ] , ce qui entraîne :

lim sup-2E (re(V )n 6(V ))< -2  J

c2h(e)

cs te [(e5 hY*2(e) + c^e) h1*7/2(e) + c3(e)) ]

Ceci implique, compte-tenu de (iii) de la proposition 1 et de ce qui précède 
que:

E (?e(V) - L(u,V) f  S ch[ (e 5 h ^ e )  + 0,(6) h1_1r/2(e) + c 2 (e) + c2(e)) +

Hd.,,f(e)<A2h(e)n <v -v»< X s=d-1 0 ( 8 ,<(eor 1(e)))+ X ^ . ,  g ^ c / f e ) ) ) ]
ceci achève la démonstration du théorème 2.

D i c)e
ar e ar e
au: i=s+1 ,d auj i=s+1,d)) (C(6) T))

*

D (x) = I + D (x)F d-s B,1
¡;j i;i

P
* T ) » n )

(u ,u ) di dx +
'1

1 2

où: D
e, 1 (C 51)

i.j
J |dei
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5. Exemples

5.1 Exemple d'un processus auasi-stable et d'un processus 
stable symétrique

Nous allons donner deux exemples que nous traiterons conjointement.

Soient R.(t) « J ei<t,x> <î> (x) dx et RJt) = exp(-||t||a ), t € IRd, où:
• |p O ^  ^

V x € fRd , O a (x) = 2 cj 1 9a (llxll) ||x||1*d e t V y  € IR, g^(y) = exp(-|y|a ),

0 < a < 2.
Nous allons montrer le résultat suivant (l'indice k=1,2 correspond à la 
covariance Rk).

A = o et S = {o}, ce que implique que s=o.

c M (e )  « e ^  e 1-cx/2 ld avec: e ^  = [ c d a ^  J y 1 -a  |Ÿ |2(y) dy ]~'A

O

(1-cosy ) lyl'1"“  dy ] ' 1

J d (1-cosy^ ||y|rd’ a  dy ] '1 , où : y = (y1 ,y2..........yd)
IR

et en posant : V£ «■ E (?£(V) - L(u,V) f ,

V < este e“  s io <  tx i  « 1

V s este e ü -^ H d -a /a H d + i-a /a c O ' 1 si cc, S <x s 1
e 1

V < este e 1 ~ °^2 si 1 < oc < 2e

avec 0̂ =  1/7 [3(d+1)-(9(d+1)2 - 28d)!/2]

Tout d'abord voyons que R1 et R2 sont effectivement des covariances et 

qu'elles sont isotropes.
Il est clair que R1 est une covariance et qu'elle est isotrope; nous dirons 

qu'elle est quasi-stable.
Nous allons montrer que Rg est la fonction caractéristique d'un processus 

stable symétrique d'indice o < cc < 2, ce qui suffit pour conclure que R2 est 

une covariance.

a c [

et a = [

(1) . 1
a d

( 2 )
a

+ co
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En effet , avec les notations du Feller W[13], nous avons:

R2(u) = exp(-||u||a ) -  exp(\i/(u)), u € IRd , avec:

+ oo

'*'( u ) = d a J d - i  [  (®'<U,Z> -1  - i<u ,t0 (z)>) ||zH'2 A a (dp) d<rd1(z") 

où z = pz', p » ||z||, z'e Sd'1, A tt(dp) = p1-<x dp,

(1-cosvz1 ) v'1_a dv d a d^(z) et

t  (z) = o si o < <x < 1

T a (z) = ( z r z2........zd) si 1 < a  < 2

x a (z) « ( sinzr  sinz2.......,sinzd) si a  = 1

R2 est donc une covariance ne dépendant que de la norme; elle est donc 

isotrope.
Regardons maitenant les propriétés des dérivées partielles de R., k=1,2.

cd 1 i j l N l “ -2 sJd1 I x j “  e ' l |t||(X|xi |a d a d 1 (x) et 

cd 1[ X i=jl|t||Ct'2 + (°c-2)t¡tjlltHa '4] *

g-d-1 IA1> c ................  u u d-1w t w  lilj " l ' l 2 a ’4

SL  lxi l2<X ©'i|t|l<X,Xll<Xd<Td1(x)

De même:
3R
3^  (t) = -«  t, l|t||“ '2exp(-||t||a ) et

02 R

jtJatT <*)- - « [ X h I K I I “ ' 2 + («-2)tit,i |t ||a -4 - « t ltjnt||2a '4 ]exp (- i | t | |a )

On en déduit que A = {0}
De plus on a les inégalités suivantes:
V k € {1,2}, V i,j € {1,d}, V t € (IRd)*,

^ r (^) 0 2 d ( )̂

I —âtj—  (t) l S este util“ -1 . la ï^ tT  (*)l s este tutu“ -2 + ||t||2“ -2 ] (F1)

d 1 ia S d - 1

+ oo

0

R
1

c f e d a (x)

D'où pour t € (IRd) , i,j € {1,d}

util
a

|xil
a

a S d-1 d-1

3R
(t) =  -OC

at i
2 R1

(t) = -aat iat
j

1 |x -uti l
a |X 1 I

a
d cr (x) + a 2 1t t lit! Xe
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3 r (k) 32r M
On a aussi: I i m — —  (t) = M m  ■ (t) = 0 (F2) 

l|t|| -» +°° a t i | | t | | - > + ~  3 , ia t i 
D'autre part: S = {o}, et donc s=o.
En effet:

k ) ( k )
Si k . note la densité de la covariance R ., k=1,2 , F  étant isotrope ,

CX K OC

f ? ( k ) ri 1
J_, < v*,x > F„ (dx) est constante pour v* € S , donc égale à +00,
IRd a

sinon on aurait S ■  IRd.
Donnons maintenant un équivalent de c(e) et pour cela montrons le lemme 
suivant:

Lemme 9: V k € {1,2}

1 ) P < «  - *  l d IM I P F ^ k ) (dx) < + ~
IR

(k)  f o ( k )  ( k )
2) ga (B)= inf  d. 1 J <v,  u > 2 F (dx) « D

a  U€S±C\S0  ̂ Il x||<B a  a
lorsque B __>+<*>

L'équivalent de c(e) sera donné à l'aide de 2); 1) servira un peu plus loin 
pour le choix de S.
Preuve du lemme 9:

Pour R1 :

+ 00

||x||P dF(x) = 2 cd1 |  ||x||P g0 (||x||) ||x|f-d dx -  
IR IR

Enonçons maintenant un résultat dont la démonstration est donnée en 
annexe qui nous permettra de terminer la démonstration du lemme 9.

( k )
Soit f la densité spectrale de R ., k=1,2, alors:

(X  K

l|x||d+a f(ak) (x) s a(ak ) lorsque ||x|| _>+oo

Ce résultat qui est énoncé dans l'annexe sous forme de proposition 
(proposition 9) permet de montrer d'une part que:

1 llxll  ̂ ^  k  ̂ (dx) est finie , dès que p < <x , ce qu'on savait d'ailleurs 
IRd a

pour R^ d'autre part:

B2-a

2 J PPga (P) dp = Ea (I * IP ). où ç est une variable aléatoire stable sur IR,
0

d indice oc.

D'après [13], Ea (I K\ ) < +oo dès que p < a .



- 5 8 -

En appliquant alors la proposition 9 et le théorème de convergence dominée 
de Lebesgue, on obtient:

(k ) (k  ) o n ( k )  i ( k )
ga (B) ~ B lorsque B — >+00, avec Da = cd /d x (2-a) ^

ce qui achève la démonstration du lemme 9. Nous sommes maintenant en 
mesure de donner un équivalent pour c(e).

Nous allons faire l'hypothèse supplémentaire suivante sur ¥  :
¥  ne dépend que de la norme.

/UX (  k  )  1 _  / v / 2

Sous cette condition, nous avons : cv ;(e) ~ ea e ^

-a2 4 k )
l'hypothèse précédente implique que: V i *  j , V k«1,2, — dt~dt— ^  = 0 ’

, d2 R<k > _a2 R<k >

et V i € {1 ,d}, V k=1,2, --------- 1------- (°) ■ ---------- 2------- (°)
3t. 3 tt
( k )

Re ( k )
Il reste à voir que : ---------5------- (°) ~ en

at.

32 n< k >
-à  f  2  a  9  (  k  )

--------- 2------- (O) -  • H x i M  (ex) fa (x) dx
at. d

( k )
Comme f et Y ne dépendent de la norme, on a:

_d 2  ̂ + 00

-------- 2------- (0)= cH d-1 ea_2 J m 2(x) x1' a f ^k \ x e -1) (xe-1 )d + a dx
at. d 0 a

De la même façon que dans la démonstration du lemme 9, et grâce aux 
hypothèses faites sur ÿ , on a:

- 1  ( k )
(°) = cd d aoc

(k ) 2 f k ) 2

( k )

( k ) 2+a
1

1-a d+a l k )

g (B) = 1/d 1 l i x f f F (dx) = 1/d J INI f x dx
a | |X | | <B

a Il X 11 <  B
a

Or fa
ne dépend que de la norme, d'où:

g Dt c /d B J > (Bx) f BX dx
d

o
a

8 i - a / 2
» k=1,2, i=1,d

Ea-2
1 | Ÿ  |2 ( x )  X

1-a dx

+ OO

0

-a 2 R€
( k )

2

at i
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Donnons une majoration de la vitesse de convergence V .

Nous avons les inégalités suivantes:
Soit a(e) une fonction de 8 strictement positive tendant vers zéro lorsque e

tend vers zéro et telle que a(e)e'1 tend vers zéro lorsque e tend vers zéro; 
on vérifie grâce à F1 et F2 que:
3 N > o , 3 eQ> o  tels que V o < e < eQ et V t € V-V tel que ||t|| > a(e),

V i € {1,d},V k € {1,2}
( k ) ( k ) 

a r i  , a r: '
si o < a  < 1 , |— ^ -----  (t)| S N [a(e)] , |— ^ ------(t)| S N [a(e)]0 '1,

d r 3 RpM  
si 1 < «  < 2, |— 3^ — (t)l S N , |— ^ ----- (t)| S N ,

32 Rik)
I at,atj " (t)l ~ Nta<̂)]“'2

Nous pouvons grâce à ces inégalités améliorer légèrement les résultats du 
lemme 7 en choisissant l(e) et n(e) sous la forme:

si o < oc < 1 , l(k){e) = N [2h(e)]a * \  n(k)(e) = N [2h(e)]a '2

si 1 < oc < 2 , l(k)(e) = N , n(k)(e) = N [2h(e)]a '2 
Montrons que: V k € {1,2}

A‘ek> = H d.l f (e ) (B (o,2h(e)) n  (V-V))

tant que fonction de f, pour f = 4h.
Tout d'abord remarquons que V-V est un ouvert de IRd contenant {o}; ceci 
plus le fait que h(e) tende vers zéro lorsque e tend vers zéro (voir annexe 
de la partie 4) impliquent que pour 8 suffisamment petit:
B(o,2h(e)) n (V-V) = B(o,2h(e)) et donc:

et donc c(e) » e
( k )

e 1 - a / 2 I (pour le calcul de a , cf proposition 9).a j
( k )
a

32 Fe a -2
ai i3t

j
(t)| < N [a(s)]I

( k )

[g
(k) (c of ■1

m
. ii est minimum en

A = H (B(o,2h(e)) [g (c f m
( k ) (k) 1 -Ii
e d-1 (e) o

Considérons ïï
k

(r) = H (B(o,R)) [g
(k) ;-i

d-1 ,r (cof (e))] , pour r et R petits,

et montrons que ïï (r) est minimum pour r=2R.
(k)

Remarquons que pour r=2R , on a : H (B(o,r/2)) -  r = (2R)d-1 ,r
M d-1

En effet, dans l'annexe de la partie 4, on montre que : H (B(o,r/2)) > r
d-1 .r

d-1

D'autre part, il est évident que H (B (o ,r/2)) < r ; d ou I égalité
d-1 ,r

d-1

précédente.



- 6 0 -

De plus:

(a) TT(k)(r) > ^ R ^ ' V ^ c / V ) ) ] " 54 > (2R)d' 1[g(k)(co(2R )'1)] '!/2pour 2R<r

(b) ï ï (k)(r) > (2R)d r'1[g(k)(c0r'1)r'/2 > (2R)d' 1[g(k)(co(2R )'1) r ,/2 pour r<2R

La première inégalité de a) et b) provient des résultats contenus dans 
l'annexe de la partie 4.
La deuxième inégalité de a) provient du fait que si r est petit g ^ ( c 0r‘1) 

est une fonction strictement croissante de r (en effet:

1) l|x||d+a f^ K) (x) « a(ak) lorsque | | x | | _ > + o o )

La deuxième inégalité de b) provient de la remarque suivante:

r~1[Q ^(c  r'1)]"*4 est une fonction strictement décroissante de r (en effet,
( K ) o ci

d'après 1): g(x) - !4xg'(x) » ba x lorsque x __>+oo, avec:

( k ) « « i ( k ) 
ba = cd d [ 2(2-<x)]* a  aa

D'où:
(k)

< o pour r petit, ce qui implique que TT (r) est

minimum pour r=2R. Dans ce qui suit, nous prendrons f=4h; avec cette 
valeur de f, il vient:

Hd-i.4hfel (B (° ,2 h(e)) n (v -\/)) [g(k)(c0(4h(e))-’ )]-'/2 = c , /  ’ h(e)d'“ /2

[4 cQ1 ]1‘a/2 où:

Traitons le cas 1 < oc < 2 
Nous avons vu que p < oc implique:

L  IIXHP Fo,k)<dx><+~
IRd a

Ici, puisque 1< oc < 2 , nous pouvons prendre S maximum, c'est à dire : 6 = 1 

D'après le lemme 4(i) et compte-tenu que S1 = IRd,

C0 _____ >+oo ; de plus l^ (e )  = N et c ^ ( e )  » e^k * e 1-ct/2 ld.

D'où H2 est vérifié dès h(e) > e 1-a 2̂
1 /P

Puisque oc > 1, cette condition implique que h(e) > e et compte-tenu que

n*k)(e) = N [2h(e)]a '2, H3 est vérifiée; on a alors:

E (?e(V) - L(u,V) f  <

este [ e h^2(e) + e 1’ “ '2 + e2' “  h^2(e) + e2' “  h°-2(e) + hd a/2<e) ]

d
[r

-1 (k) -1 _i

dr [g (Cor >] )

lorsque e __>o; avec: c = 4 w

w = c [d(2-oc)] a

d-1 - i4
a

a 'd
-1 ( k )

a

a

B
B + oo
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Ceci pour tout o < t  < d-1, y < 2 et toute fonction h(e) telle que

h(e) ______> o , h(e) > e 1-0^ 2 et si e est suffisamment petit.
£ —> o

Nous dirons par la suite que : x »  y
C Cr

Puisque a  > 1 , e2 - a  h^'2(e) »  e h^'2(e) et la condition h(e) > s]~â 2 
implique: e 1-a/2 »  e2 -a  ha '2(e), et donc:

E ( * e(V) - L(u,V) f < este [ e 1" a/2 + e2-oc hY‘2(e) + hd’a /2 (s) ]

Choisissons maintenant : a /2  < y < inf(d-1,2) et h(e) =s^ , avec:

( 1 - a / 2 ) (d -a / 2  )’ 1 < p  < (1 -cx/ 2  ) inf(1 , (2 -* r ) '1)
Avec ce choix de y et de |3 , on obtient :

E ( U V )  - L(u,V) f < este e 1_a /2 , pour 1 < a  < 2
C

Etudions maintenant le cas o < <x < 1

Pour cela nous améliorons légèrement les hypothèses et l'énoncé du 
théorème faits dans le cas général.
Enonçons le résultat préléminaire auquel nous allons aboutir:

Soit une fonction h(e) > o, vérifiant: h(e) ______> o et
e o

s h(e)"1 ______> o, alors:
8 —> 0

E (?e(V) - L(u,V) f S este [ e“ + H ,(e ) + H2(e) + h ^ f e )  ] 

où: H ,(e) -  h“ " '(e )  e ' " “ 72 et H2(e) -  h“ ' 2(s) e2'a
Nous n'allons pas faire la démonstration de cette affirmation. Nous nous 
contenterons d'en esquisser les grandes lignes.
Nous montrons que sous la condition:

h(e) ____ > o  et e h ( e ) " 1 _____> o, on a:
e o e _» o

1 ) V t € i R d , V  e > o ,  |R ^ (t )  - r!, k \ t ) |  < este ea  et
C

IR(k)(t) - r £ k V )|  < este ea

2) V t € V-V , R(k)(o ) -R (k)(t) > este Util01

3) 3 eQ > o, 3 B' tel que pour tout t € V-V tel que ||t|| > 2h(e) et V o < s < eQ,

I i m V >
- 1

=  0e e

on ait:

(¡)
( k ). ( k ) a

(ü)
(k). ( k ) ( k ) 2 a

Re [o) R W

F [ o ) Re 0 - [ r E (t) ] *  B' Util

> B
*

Util



- 6 2 -

En appliquant alors le même principe que dans la démonstration générale du 
théorème, on obtient alors:

este [ ea + e 1_a/2 ha_1(e) + e2“a ha_2(e) + hd’a/2(e) ]

avec h(e) _____> o et e h(e)~1 _____> o
e —> o £ —» o

On a deux cas qui se présentent:

Premier cas : h (e )> e 1-a/2

Dans ce cas : E (? (V) - L(u,V) f  < este [ ea + e 1-a/2 ha “1(e) + hd'a/2(e) ]
O

le minimum du crochet droit est atteint pour h(e) = c e ( 1-0^2)(d+i-3/2a) f
IX

et la condition h(e) > e 1-a/2 entraîne que h(e) > > e, et donc:

E (?P(V) - L(u,V) )2 < este [ ea + e(l_ a /2 )(d" a/2)(d+1-3/2a)*1]

Deuxième cas : e «  h(e) < e 1-0^2

Dans ce cas : E (£P(V) - L(u,V) f  < este [ ea + e 1-01/2 ha ' 2(e) + hd'a/2(e) ]O

le minimum du crochet droit est atteint pour h(e) = d e 1-a/2, d'où:
U»

E (£P(V) - L(u,V) )2 < este [ ea + ea/2(2' a > + e (2_a)/2(d-a/2) j 

ou encore:

E (£P(V) - L(u,V) )2 < este [ ea + ea/2(2' a ) ]( ceci parce-que:

(1 -< X /2 ) (d -0 C /2 )  >  (1-0C/2)0C

On compare alors les deux majorations de la vitesse de convergence de 
£e(V) vers L(u,V) proposées et on remarque que:

e ( i -a /2 ) (d -a /2 ) (d + i-3 /2a )  < ga/2(2-a) ^  (i-oc)(d-3oc/2) > o, ce qui est le 

cas. On obtient finalement:

E (?e(V) - L(u,V) )2 < este [ ea + e( i - a / 2)(d-a/2)(d+i-3/2a)'1j

Il nous reste donc à comparer la position de oc par rapport à celle de

(1-oc/2)(d-cc/2)(d+1-3/2oc)'1; on est alors ramenés à résoudre une équation 
du second degré et on obtient finalement:

E (?e(v ) • L(u,V) )2 < este ea si o < oc < oc1

E (SP(V) - L(u,V) f  < este e( i - a / 2)(d - a / 2)(d+i-3/2a)’1 si oc < oc < 1
c  I

avec cc^ 1/7 [3(d+1)-(9(d+1)2 - 28d)!4] 

ceci achève la partie concernant l'exemple 1.

E « e(V) - L(u,V) )2 <
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5.2 Exemple d'un processus somme de n variables indépendantes 
uniindéxées

........Xd sont gaussiens centrés

stationnaires, indépendants, X. de covariance R.de classe C2 en dehors de

o, R. borné à l'infini, ainsi que R., |R.(t) | < este |t|a ' 1,

■ " ex—2
|R.(t) | < este |t| 1 , pour t dans un voisinage de zéro (. désigne la dérivée

première et .. la dérivée seconde); R.est supposée également posséder une

densité spectrale f paire telle que:
a i

f (x) = f (x) » c |t|’a '’1, lorsque x __>+«> et o < oc. < 2, f bornée, c > o.
a î i a i 1 i a i

■ ■ ■

(on remarque que les hypothèses sur R., R. et fj sont liées; e l l es  

sont dûes aux théorèmes de Tauber (cf [24])).
d

Soit Xe -  * X où Ÿ est de la forme: 'î' (t1 ,t2......td) « TT SE' ¡(tj) où est

telle que:

----- > IR+, C1 , J ^.(u) du =1 , J 'F.(u) |u|a 'du < +©o
IR IR

et il existe ô. >1, p. > 1, C. > o, D. > o tels que:

V u 6 R*, Ÿ,(u) fi C ,(jjj-)1+S|, I

f 2si oc. = 1, on impose en plus: J 'P.(u) |u| du < +<» et ¥ . paire.
R

Enonçons le résultat auquel nous allons aboutir:

d d 
Posons a * =inf oc. et oc* =sup oc. ,

¡=1 ' ¡=1 1

" ^(e)  si oc* > 1 et

H j^(e) ■  e 1 _a"/2 h"“ ’72̂ 2 '  ï)(e ) h°“ -1(e) si a .  S 1

H2(e) -  e2' “ ‘ha - 2(e) , H < % ) -  sup ( [H,<%)]2, H2(e) )

d
Y étant un réel tel que : y  ^ 3/2 , 1/2 < y  < £ oc.

i=1

Soit X(t
1 ’

t
V

..... t d) = z
d

i=1

'J' i (U)| <  D i (
1

) i
lui /

H (Y) e) = e
i - a * / 2 h-a* 12 (3/2

1

X
ï [t OÙ X1 iX 2
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Sous les hypothèses et notations précédentes on a:
A est la réunion des plans de coordonnées, S = {0} et par conséquent s=o.

+ 00

j y • | T  .\ u yc(e) « (C ^ .e 1' a '/2 5. .).. avec : C^. = [ 2 ca . j  y1" “ ' |Ÿ j|2(y) dy ]“

et en posant : V£ = E (£e(V) - L(u,V) f ,

V e < este [( e + ea * ) h'a ^ 3/2 " ^ ( e )  + H < % ) haV 2<3/2 " ^ ( b) + H < % )  +

h (e )1_a / 2 ],  ceci pour tout y  tel que: y  <3/2,  y  < z a ' 1 et sous les
i=1 i

contraintes suivantes: 

si 1 < a *  < 2 e2 -a * h 'a *(s) < 1

si o < a *  < 1 e2" a * h2a*"2(s) h"a *(e) < 1 , ea * h 'a *(e) < 1 et

e2-a* ha *'2(e) ____ > 0
e _> o

Nous allons esquisser les grandes lignes de la démonstration.
On se place sous les contraintes énoncées précédemment.
Compte-tenu que X. est indépendant de X. pour i *  j, 

d
R(t ,t ...... t.) = S R.(t); il est alors évident que A est la réunion des plans

a j= 1 i i

de coordonnées.
d

On vérifie que la mesure spectrale F du processus X est égale à Z F., où F.
¡=1 1 1

est la mesure spectrale de X. concentrée sur Taxe de coordonnées {x., j*  i} 

de IRd. Il s'ensuit que S -  {o} et donc que s -  o.

d r
Xjitj-eUj) du -  Z x e,Ÿi^V’ <Puisclue J Ÿ j(u) du = 1)>

IR

et donc: Re(t) -  f R e ^ V  * Z Rl k)<,k>
k-1 k=1

.02r  .02r

v ' *  J ï ïT ïïf - W  " 0> et V i € {1 ,d}, — 2~~ (o) -  -Re(l)(o)
j j at.

B(e) se diagonalise "naturellement" et B(e) ■  ( -rJ^(o) 6 . . ) . . ;  par des
•ij l»J

calculs analogues à ceux de l'exemple 1, on montre que:

- R,P(o) s BŸ .e“ i-2 avec: BŸ |= 2 ca. J y '- “ ' |ÿ¡|2(y) dy
+ 00

0

o

X e !t) = z i * (u)
d

i = 1 IRd

H



Donnons une majoration de la vitesse de convergence V . Pour cela nousO
améliorons légèrement les hypothèses et l'énoncé du théorème faits dans 
le cas général.
Nous avons I' inégalité suivante:
3 e > o tq V t € IRd et V e < ,

O ^ O

|R(t) -R (t)| < este (s + ea *) et |R(t) - r e(t)| < este (s + ea *)
C o

Nous prendrons donc 5 = inf(1,oc*)

Nous avons également la suite d'inégalités suivantes:
3 N > o, 3 eQ > o tels que V o < e < eo e t V t €  V-V tel que ||t|| > 2h(8) et

V i€ {1,d }:

< 9RF
(t)| S N [h(e)]a i , |gT-(t)| £ N [h(e)]0i ,

a r e 3Re
si1 < « . < 2 ,  l - ^ -  (t)| < N, \ ^ - ( \ ) \  < N 

a2RP a2RF

s i i * j  • lâTar W - 0 et i— wi * N [h(e)iaioiioij at.

Nous pouvons grâce à ces inégalités améliorer légèrement les résultats du 
lemme 7 en choisissant l(e) et n(e) sous la forme:

si o < <x* < 1, l(e) = N [2h(e)]a *‘\  n(e) = N [2h(e)]a *'2 

si 1 < oc* < 2 , l(e) = N , n(e) = N [2h(e)]a *’2

Les inégalités suivantes vont servir dans la partie "près" de A; nous 
prendrons dans tout ce qui suit f(e) » 4h(e)
3 eQ > o tel que pour tout t € V-V tel que d(t,A) < 2h(e) et V o < e < eQ , 

on ait:

0) Re(o) - Re(t) > este h“ ""2(e) ||t||2

(ii) R(o) - R(t) > este ha ' 2(e) ||t||2

Ecrivons maintenant les inégalités qui serviront dans la partie "loin" de A.
d «■(i) V t € V-V , R(o) - R(t) > este S |t.|a '

i=1 1
(ii) 3 eQ > o tel que pour tout t € V-V tel que d(t,A) > 2h(e) et V o < e < eQ , 

on ait:
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si o < oc <1 , I
ar e

i at i

F
e(o) - R

E(t) > este Z |tiI
Qi et

R(o) R
E
(o) - r (t) > este Z ItiI

a i
2 d

e
¡=1

d
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Le choix de y  provient du fait suivant:
En appliquant les inégalités précédentes et en appliquant le même principe 
que dans la démonstration générale du théorème, nous sommes amenés à 
nous intéresser à la finitude de l'intégrale A suivante:

r d f»- -3/2
A -  J [ Z |t|“ ' ]

[o ;1 ]d '=1
Cette intégrale n'est pas toujours finie; sa finitude dépend du choix de d et 
des oc.. Soit donc l'intégrale B, définie par:

B = J [ Z* |t |° i ]'Y
[o;1 f  '=1

d ,
Une condition suffisante pour que B soit finie est que: z oc j - y  > o

i=1
Il est alors évident que si: oc* < 1, on peut prendre y  = 3/2; si oc* > 1, on

d 1
prendra y  tel que: y  £3/2, y  < z cc,

i=1

le résultat annoncé antérieurement découle de la même méthode que celle 
employée dans le cas général.
En procédant de façon analogue à ce qui a été fait dans le chapitre 5.1, on 
obtient les résultats suivants:

Si o < oc* < 1 et oc* < oc*

I) cc* + <x*/2 -1 > o

a) oc* < 2 a *

1 + oc * - 3/2 oc * > o V£ < este

1 + oc * - 3/2 oc * < o V£ < este

b) 20c* < oc* V < este g (1 -a *̂ 2) (2-a*)(2-2a*+a*)
'  e

II) OC* + OC */2 -1 < 0

a) oc* > oc*(1-oc*/2) V < este [ ea * + e ( 1-0t^ 2) (2' a - a */2)
&

b) a *  < oc * ( 1 - oc */2)

(i) a *  < 1 et o < oc* < oc*/2

o < oc* < 2/3 V < este ea *O

E(1 -a*/2)(2-a*)(3-a*-a*/2) -1

-1

-1

E( i - a * / 2 ) (2-a*) (2-2a*+a*)
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. -1
2/3 < oc* < 1  V  <  este  e ( 1 _ a * /2) a * a

£

(ii) oc* <  1 e t  oc*/2 <  oc* <  o c * (1 -o c * /2 )

V  S es te  [ e “ - +  e ( ' - « * / 2 ) 2 ( 2 - a . - a * / 2 ) - '

(¡¡¡) oc* > 1 V S este s ( i - « * / 2 ) o . a
£

.-1

Si oc* = oc* = oc avec o < oc < 1

o < oc < a

a < oc < 2/3

2/3 < a  <  1 

avec a = (6 - 2 2 xz) /7

Si o u  >  1

3 - oc* - 3 /2oc*  > o

3 - OC* - 3/2 OC * <  O

V < este ea
C

V s este e ( , _ “ /2)2(2' 3/2“ ) ' 1 
£

V s este e ( ' " “ /2 )(2" a )(3' 3,2<!0  
£

-1

V£ < este e ( 1" a */2 ) ( 2" a * ) (3' a *’a */2 )
-1

V s este s ( i - o * / 2 ) ( 2 - o * ) o
£

.-1

Donnons un exemple illustrant le cas oc* =  oc* =  oc < 1

t

Soit R.(t) -  1 - |J.1 J h.(x) dx , t > o  où: h. : [o,+oo[------ > IR+ ,
o

+  00

hj(x) -  exp(-xa ' ) et o < a. < 1, p. = J h.(x) dx
o

On montre alors que l'on peut prendre oc. = 1 et donc: V£ < este e 

R em arque: On peut restreindre les conditions sur '{ '.à : Y . : IR------> IR+ , C1,

J ^ ( u )  du = 1 ,  J 'J'.(u) |u| du < +oo , J |Ÿ j(u )| du < +oo et il existe 
IR IR IR

5j > o tel que: V u € IR* , Y . (u) <
1 +5 iCi(

1

lui )
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6. Annexes

6.1 Annexe de la partie 3

6.1.1 Démonstrations des propositions 3.4.5

Dans cette partie, nous allons montrer les propositions auxquelles nous 
avons fait référence lors des démonstrations et que nous n'avons pas 
démontrées.

Proposition 3 : Soit (Y,Z,X1(X2) un vecteur gaussien centré à valeurs dans 

[R2d+2 où Y et Z sont à valeurs dans IRd et Xr X2 dans IR, avec:

E( X  ̂ ) = E( X2 ) = a 2, E ^ X g ) » y  et tel que cr4-*f2 *  o alors:

V (x,y) € IR2:

E(I|Y|| ||Z|| / X, = x , X2 = y ) S E^dlYH2) E^(||Z||=)t 1 + ct W ) ' 2< |xa2 - y r l  +

|y<r2 - x -iï )2 ]
Si x = y = u, alors:

E(I|Y|| l|Z|| / X, -  X2 -  u ) S EK (||Y||2) E^(||Z||2) [ 1 + 4<t2(<t2+t ) '2u2 ]

Preuve : D'après l'inégalité de Schwarz:

Ed|Y||||Z|| / X,= x, X2= y ) S E^dlYII2/ X ,-  x, X2-  y )E^(||Z||2/X ,=  x,X2= y )

En posant Y = (Yr Y2...... Yd), on a:

E( Y. / X, = x , X2 = y )

OrE( Y j / X ,  -  x , X2 - y )  = Var ( Y j /X ,  , X2 ) + E2( y  X, -  x , X2 -  y ), et

Var (Y j/  x , , x 2 ) < E( Y* ), E (Y ./X , -  x, X2 -  y ) -  (<r4--r2) ' ’ [ E ^ X ^ x a 2 - yY ) 

+ E (Y X 2) (y a 2 - xT ) ]
2 2

Compte-tenu que: E2(Y.X1) £ E( Y. )E( X. ), on en déduit les deux inégalités 

annoncées.

Proposition 4 : Soit { Z(t,co), t € IRd, w € Q } un processus à valeurs réelles 

sur ( Q , J}-, P ) et bi-mesurable par rapport à la tribu 

ouvert borné de IRd, alors Qq(Au(Z)) est une variable aléatoire.

E( i|Y||2 / X I — x , X
2 = y )  = s

d

=1

A d 0 soit O un
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Preuve : Tout d'abord il suffit de remarquer que:

Q 0 (AU(Z)) = sup { J div g(t) dt , g € 3  } , où £T est un ensem ble
O

dénombrable de fonctions de (CK (V)) de norme ||

indépendantes de w , qui est dense pour la topologie de la convergence 
uniforme des fonctions et de ses dérivées.
Il suffit alors pour conclure de voir que:

pour chaque g appartenant à (C^(V))d ,

(Q  , 4 )  ----- > (IR ,<^  )

X { |Z(t,w)| < u } div g(t) dt est ^ -m e s u r a b le .

En effet, la fonction

intégrable sur O x Q, 
de Fubini:

w ---- > J X

achève la démonstration de la proposition 4.

Proposition 5 : Soit { Z(t,w ), t € IRd, w € Q } un processus gaussien 
stationnaire et centré, à valeurs réelles sur ( Q, 4 ,  P )» à trajectoires

continues et bi-mesurable par rapport à la tribu

spectrale supposée non concentrée sur un espace vectoriel de dimension 
strictement inférieure à d et telle que:

J ||x||2 dF^(x) < + oo ; soit alors F un borélien borné de IRd dont la 

IRd
mesure de Lebesgue de la frontière est nulle: soit nd(F) = o, alors Qp(Au(Z)) 

est une variable aléatoire et Qp(Au(Z)) = o Ps.

Preuve : puisque (a.d(F) = o, il existe (On)n suite décroissante d'ouverts 

(bornée par O ouvert borné de IRd ) telle que : V n € IN, F c On et

1 im M°n) = 0-n—>+oo a n

IIoo bornée par 1,

w ----- > I
O

X
{ |Z(t,w)| < u } div g (t) est (t, w)- mesurable et même

respectivement à la mesure dt®P; d'après le théorème

{ |Z(t,w )| < u } div g(t) dt est 4 -mesurable, ce qui
o

<R
d

4 f soit FZ sa mesure
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Soit W = H 0 _  ; lim  Qn  (An(Z)) = QW (A.,(Z)) (ceci d'après la 
n € IN n-»+oo u n u vv u

proposition 4 et parce-que d'après la formule de Rice à l'ordre un[25], 
Q/ç)(Au(Z)) est une mesure finie comme fonction de O), d'où QW (AU(Z)) est

^-mesurable.
D'autre part: V n € IN, QQn(Au(Z)) £ Qq(Au(Z)) Ps et Q q (AU(Z)) € L1(dP).

On applique alors le théorème de convergence dominée de Lebesgue, et donc: 

nii+oo E(QOn(Au<2 )» “ E<QW(A, ( Z»)-

Or d'après la formule de Rice à l'ordre un: E (Q q  (Au(Z))) < C Hd(O n) qui

converge vers zéro lorsque n tend vers l'infini, d'où: E (Q ^(A U(Z))) = o; or

QW (AU(Z)) > o Ps, ce qui entraîne: QW(AU(Z)) » o Ps.

Il suffit pour conclure d'utiliser le fait que P est complète et que: 
o < Qp(Au(Z)) < Qyy (AU(Z)) Ps (la dernière inégalité provenant du fait que

F c W). Ceci achève la démonstration de la proposition.

6.1.2 Démonstration de la propositions 6 et énoncé 
de la proposition 7

Montrons l'égalité £*(V) = £_(V)
t» t

Nous avons énoncé suite au théorème, une remarque où nous prétendons 
pouvoir écrire l'intégrale apparaissant dans le théorème comme une 
intégrale relativement à la mesure <rd r

Pour cela nous allons montrer une proposition plus générale et tout d'abord 
définir le vecteur n.

Soient V un ouvert borné de IRd et B un borélien borné de IRd tels que:
QV(B) < +oo

Grâce au théorème de représentation de Riesz, il existe d mesures de Radon 

définies sur V, soient

on ait:

d
V <P € (C ~(V))d , |  div <!>(>.) d X - Z  J <t>|dM̂  = J < 0 , d n B >

B i = 1 y  y

D'après les théorèmes de Radon-Nikodym et Vitali, il existe un champ

vectoriel n, n : V ----- > IRd Borel-mesurable tel que: d(iB * n d  |^BI sur V,

Il n II = 1 lnBl presque-partout, où lnBl désigne la variation totale de |iB et 

est définie par:

1 2 d 1 2 d
»U M telles que si \i ( P , P )B B B B B E B
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+ 00 oo
V C borélien de V, lnR| (C) = sup E II \in (C.) Il où (C.) forme une

j - 1  J J j = i

partition de boréliens de C. De plus lnBl ( (3*B)C H V ) = o; 3*B désigne la 

frontière essentielle de B [25] et est définie par:
3*B = n { 3(BAN) , nd(N) = o }, A notant la différence symétrique.

On a alors une formule généralisant celle de Green qui est la suivante:

V $ € ( C “ (V))d , J áv<S>{X)6X = J < < P , n > d k i Bl
b ô*Bnv

([19] à [21])
Avec ces notations, on est alors en mesure d'énoncer la proposition 6:

Proposition 6 : (IRS, <=̂ s) ----- > (IR+ , J^+)

y ----- > Qv (B )
y y

J I P2 n(t) Il Qd (B) = J II P2 n(t) Il d lnBl(t) 
a*Bnv 9*Bnv

I Qv (By) dy
IR y

Commentaire : Cette formule a l'avantage de ne demander aucune régularité 
sur le bord de B. Lorsque B est une d-variété différentiable et orientable

de bord 3B, et V y € IRS By est une (d-s)-variété différentiable et

orientable, on peut remplacer Qdt(B) dans le deuxième membre de l'égalité

par d a d (̂t), où <j  d  ̂ est l'aire (d-l)-dimensionnelle sur 3B et n coïncide

avec la normale unitaire à 3B orientée vers l'extérieur de B.
Dans ce cas-là, la proposition peut d'ailleurs se démontrer par des 
méthodes locales en utilisant le théorème des fonctions implicites.
La démonstration de la proposition requiert une autre proposition qui se 
prouve aussi par des méthodes standart d'approximation; nous nous 
contenterons donc de l'énoncer.

est A s
-mesurable et:
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tribu borélienne de V) alors:

sup J < v(t), f(t) >dcr(t) = J ||f(t)|| d a ( t )
V€3>v V V

2) Soit (p: (IRS,<^S) ----- > (IR+ , ^ +) telle que:
*

J tp(y) dy = J <p(y) dy , alors (p est </^s-m e s u ra b le .

Nous avons posé:
*

J <P(y) dy =* inf { J g(y) dy , (p < g , g < ^ s-mesurable } et

IR s

I  9  (y) dy = sup { J h(y) dy , o < h < (p , h </^s-mesurable }

IR s

3) Soit (fn)n une suite de fonctions non-négatives, fn : IRS------> IR+ , alors:

J liminf fn (y) dy < liminf /  f (y) dy
n n

Démonstration de la proposition 6 :

Pour la première égalité : Elle est immédiate à partir des définitions de 

Q e(B) et lnBl(.) et du 1) de la proposition 7.

Pour la deuxième égalité : On pose a  = lnBl.

D'après le 1) de la proposition 7:

(1) -  J IIP,n(t)ll dcr(t) = sup 1 < v(t), P,n(t) >d<r(t)
V v€£PV v

(1) = sup J < P.v(t), n(t) > dcr (t) et d'après la formule de Green 
v€spv v *

généralisée, on a:

div P2v(t) dt. On applique alors le théorème de Fubini, il(1) = sup J 

vient:

V€iPv

Proposition 7 :

1) Soit f: (IR
d

?

d
) ----- y (IR

ri
i A

H
) une fonction vectorielle <R

d
-mesurable

bornée et soit a  une mesure finie définie sur (V, A V ) ( A v désigne la
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(1) = sup

V
V€<7> IRS B

[ J div P2v( y , z ) dz ] dy. Or: 
y

J div P v( y , z ) dz < Q v (B ) , V y € IRS, parce-que P.v(y ,.)
By vy y ^

donc:

J IIPpn(t)|| da(t) < J Q v (B ) dy (inégalité (i)) 
v * y y

Posons alors g£(y,z) = Ÿ e * X g (y,z), où Ÿ e est une C1-approximation de 

l'unité dans IRd. On suppose de plus que supp ÿ  c B(o,e).

L 1
L a  J  J

Mais g ----- > X  (L signifie ici L (R )); donc il existe une sous-suite
t B

(en)n € IN telle que : gen — X b ^d"PP et d0nc :

9e v (•) = 9f (Y-) ----- > X n P°ur ^.-presque tout y de IRS.
fcn*” n n by

On utilise alors la partie a) de la proposition 2 de [25], il vient:

V 6 > o, Q,v x (B ) < liminf J IIV^g„ (z)|| dz , ceci pour u -
y y n (V_5) " ’V s

presque tout y de IRS. D'où en appliquant successivement les théorèmes de 
Fatou et de Fubini, on obtient:

V S > o, J Q ,v x (B ) dy < lim in f J HV_gP (z)|| dz dy
l - 8 ' y y n V_§ z en«y

(inégalité (ii)).

Soit o < e < 6 , d'après le 1) de la proposition 7, on a:

J HV,gc(y,z)|| dz dy = sup L  < v(y,z), V a„(y,z) > dy dz
V . §  Z  e V€SPv IR z e

On applique alors le résultat de la proposition 2b de [25], il vient:

< v(y,z), Vzge(y,z) >dy dz div w(s) ds , où w est définie par:

w(s) = - J . y  Jt-s) v(t) dt, w e P . ,  ; ceci entraîne: 
IR 6

€ p M
y

1et

B z1dIR
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V S > o, liminf J IIV g (y,z)|| dz dy <
n V.5 z n

sup J div P v(t) dt =J IIP n(t)|| dcr(t)
V€iPy B v ^

D'après l'inégalité (ii), on obtient finalement:

< J IIPpn(t)|| dcr(t) 
v ^

Or ( V 5)y î  Vy lorsque S i  o, ceci V y e IRS. On applique alors la partie (ii) 

de la proposition 1 de [25], et donc:

V y € IRS, Q /v x (B ) t  Q v (B ) lorsque 5 l o, d'où en appliquant le 3 de la
vv-8/y y y y

proposition 7 , il vient:

*

J Q v (B ) dy s J IIP n(t)ll d a ( t )  
y y v *

et d'après l'inégalité (i) et le 2) de la proposition 7, on a:

j  II P2 n(t) Il d lnBl(t) = |  Qv (B ) dy ,
a*Bnv irs y

ce qui achève la démonstration de la proposition 6.

En particulier : On peut appliquer la proposition 6 à: B = A J u ,. )  n V0
C c

et V = V £. Si Xe est de classe C2 ps, Ae(u ,.) est une d-variété orientable,

a*B il V£ = C£(u,.) D Ve et <j d_1 (Ae(u,.) n C) = Qc (Ae(u,.)), v  C ouvert de IRd, 

d'où:

V  S > 0 ,

*

J Q
(V-ô) y

(B ) dy
y

i Q (A fu.v) ) dv = i X II P n (t) Il Q A (U,.)
IR (ve)y e ve n Ce(u,.) 2 E dt c

J X II p r (t) Il d a (t) = J X I cose (t) I da (t)ven c e(U,.) 2 E d-1 ve n c e e d-1

Et donc
S *

E (V) 8(V).
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Proposition 8 : Soit { Z(t,w), t € IRd, w € Q } un processus à valeurs réelles 

sur ( Q , Jj- , P ) et bi-mesurable par rapport à la tribu < ^ d ® J}-; soit V un 

ouvert borné de IRd alors si o < s < d,

(IRSx Q , Ĵ s ®4) ------> (IR"*",

( y .  W)  ------ > Q Vy(Au(Z(y,.))

Preuve :
Comme dans la démonstration de la proposition 4, nous allons prouver que:

QVy(Au(z (y ,»  - S y ,où:

div v(t) Xg^dt x X suppV c Vy , v € V  }.

avec B = AU(Z) et V  est définie de la manière suivante:

Soit T un ouvert borné de (Rd‘s, tel que: V y € IRS, Vy c T.

Soit alors {B.} une base dénombrable de la topologie de T.

V = { f,. . . w , K = u  { B . , i € I , cardl < +<*>}, K = u  { B . , j € J , cardJ < +«>}, 
*■ k > l  1 j

K c L c L , w e 9 } e t 9  = { P : IR d ' s -------> IR d' s , P polynômes

trigonométriques à coefficients rationnels, IIP II^  £ 1 } ,  où fK L est définie

de la manière suivante:

L . € c!?(L) (si O est ouvert IRd"s, C ^ (O ) désigne l'ensemble des fonctions
K, L K r\

de IRd’s dans [o,1] , C 00, à support compact inclus dans O), fK L à valeurs 

dans [o,1], fK L(x) = 1 si x e K.

Tout d'abord il est clair que si v € V  et supp v c Vy , v € ( C ^ ( V y ))d' s , 

||v(t)|| < 1, V  t € fRd's; si

b| , .8 div v(t) X Bydt 

Compte-tenu que Qv^(Au(Z(y,.)) > o, Sy < Qv^(Au(Z(y,.))

Réciproquement : Soit v € (C ^ (V y ))d's, suppv = Cy c V y

f l y  __ ^ y  —

Il existe K et L de la forme: K = u  B . e t L  = u  B. tels que:
y y y ¡=1 y k=i

suppv = Cy c Ky c Ky c Ly c Ly c Vy

6.1.3 Démonstration de la proposition 8

A
+ )

S
y

= sup {
IRÜ-S

v € V  et supp v V
y

, on a:

x x
s u p p v  C V

V
=  o

est A s
-mesurable.
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Soit alors f„ . la fonction correspondante.
Ky, Ly

D'autre part, il existe une suite (fn)n€ 3- telle que: f --------- > v, sur T .
n -»  + 0 0

(la convergence,ici, est uniforme ainsi que celle des dérivées)

On considère maintenant la fonction: f„ . . f_; elle appartient à V  et
y , y

SUPP(fKy,Ly ■ V  C Vy 

De plus:

Î - 8  d iV ( ,K L • f n (t » ><B W  dt ---------- > J d -S  diVV(t)X (t) dt
ir Ky,Ly n by n - )  +00 n flS By

Ceci signifie donc que: Qv (A (Z(y,.)) = S
vy u y

Montrons maintenant que S ^est mesurable en tant que fonction de y et 00 

Il suffit de montrer que : V v € V

a) (IRsx Q , J { s ® 4 )  ----- > (R+ ,c^+)

( y , w )  ----- > J X{ |z(t,y,w)| < u } div v(t) dt

® J^-mesurable et

b) O = { y € IRS / supp v c Vy } est ouvert dans IRS.

Pour a  ̂ : La démonstration se fait de la même façon que celle de la 
proposition 4.

Pour b). : Posons K = supp v et soit z € IRS tel que: z -  l im
n —» + 0 0

pour tout n € IN, zp € Oc.

Montrons que nécessairement z € Oc

zn € Oc * *  K £ V «  3 xn € K et xn c (V )c <=* 3 x_ € K tel que ( xn,z„ )€ Ve 
n zn zn

Mais K est compact, il existe donc une sous-suite (nk)k et x* € K tels que: 

l im  x = x* et donc: I i m (x , y ) = (x*,z)
n —» + 0 0  k n - 4  + 0 0  k k

Or V n € IN, (xn, yn) € Ve fermé de IRd d'où: (x*,z) € Ve et donc z € 0 e, ce qui

prouve que O est ouvert dans IRS, et achève la démonstration de la 
proposition 8.

Remarque : Suite à cette proposition, nous sommes en mesure de justifier 
pourquoi nous avons pu choisir V "suffisamment petit".
En effet, avec la même construction que nous avons utilisée dans la 
démonstration de la proposition 2 (formule de Rice ), nous avons:

est A S

zn , avec
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diamBj < r}

Soit donc .uBj , card I < + oo tel que .UjBj d B(o,R) , diamBj < r

d 1
^  (diamB|)d‘1 = .^  ( « d(VolB,)d ) ' = ( « / - ’ ( . 2j ( V o l > d"’ )

où ocd est une constante qui dépend seulement de d.

Mais on a l'inégalité suivante:
+ 00 + 00 + 00

si V i € IN*, a. > o, E a. < +oo et o < oc < 1 alors: E a? > (E a.)a , d'où:
1 1-1 1 i=i 1 ¡=1 1

VolBj )(d‘1)d'1 > a d̂ 1(VolB(o,R))(d'l)d'1 =

c £ 1(diamB(o,R) ô '1)61 = (2R)d1

(diamBj)d'1 > r'1

> r'1ocd VolB(o.R) = r'1a d(2Ro^'1)d = r'1 (2R)d

(B(o,R)) > (2R)d‘1 et Hd 1 r (B(o,R)) > r’1 (2R)d

Mais V est ouvert, d'où V-V est ouvert dans IRd et de plus il contient le 
point {o}; il existe donc R > o tel que: V-V :> B(o,R), et donc:
B(o,2h(e)) H V-V D B(o,inf( 2h(e),R ))
Soit donc e > o tel que R < 2h(s). Pour cet e, on a alors:

Hd,,f(e)<A2h(e)n <V-V» s Hd.l f(e)(B (o ,R ))M 2R )d (f(e))-1

Mais V z > o, g(z) < R(o) z2, d'où : [g(cof 1(e)]'^  > c1 f(e), c1 > o 

De plus G est une fonction décroissante, d'où:

G([g(c0 f 1(é)]+!^) > G(c2 f 1 (s)), c2 > o; mais V x > o,

G(x) > x'1 Log(x + (x2 +1 )^ ), et donc:

G([g(co f 1(e)]+,/2) > c 3 f(e)Log(c2r 1 (e) + ((c2f 1(e))2 +1 )/2) ,oz > o

V = u  ( Cj n V ) = u  V. où V. = C. n V; il suffit ensuite de travailler sur
0
V i1 J

et a après les propositions 5 et a et puisque le temps local est additif 
comme fonction de V, le résultat découle.

6.2 Annexe de la partie 4
Justifions le fait que l'on ait pris: I i m h(e) = o et I i m f(e) = o

e-> o e-> o
H (A n (v-v)) > H (B(o,2h(e)) n (V-V)), ceci parce-qued-1 ,f(e) 2h(e) d-1 ,f(e)
{o} € A.

Interessons-nous d'abord à H
d-1 ,r (B(o,R)) f lù £ ^ a x £ ^ a .

H (B(o,R)) = inf{ y (diamB:) d-1 u Ei D B(o,R), card I < +oo,
d-1 ,r i t  i

t l€l

y.
l€ I

(diamBj) d > ri y
I €  I

OC
d
d VolBi

D'où le résultat: Hd-1 ,r

D'autre part : y
i £

y
€

(diamE i)
d-1 > <xd-1

d ( i t
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(2R)d inf { c, , c3 Log(c2f 1(e) + ( ( ¡ ¡ / ' (e ) )2 +1 f 1))

Mais lorsque r > o, on a vu dans la démonstration du lemme 6(iv), que l'on 
devait au moins prendre f(e) borné pour e assez petit; soit f(e) < Mr  et

donc:

Hd.,, f(e) <A2h(e)n <V-V»< X s.d-1 G to ’W M »  +

(2R)d inf { c, , c3 Log(c2 M;1 + «c2 W,1)2 +1 ) * }

On voit donc que l'on doit imposer: card{ e / 2h(e) > R } < +<», et donc:
3 eQ , tel que V e < eQ , h(s) < R, ce que nous supposerons dans ce qui suit,

d'où:

Hd-,, f(e) <A2h(e) n <V-V» a Hd-i,f(e) (B(o,2h(s)))
Mais d'après ce qui précède :

Hd-,, f(e) <A2h(e)n (V-V»( X s.d-1 QCO ^Co^ie)» ♦

(2h(e))d c , et donc on doit imposer: I i m h(e) = o
e->o

D'autre part :

Hd-1,f(E)(A2h(B)n (V-V))( X S=d-1

inf {c, f (s ) , G(c2f 1(e)) }

Il est alors clair que pour minimiser le crochet droit apparaissant dans le 
théorème et compte-tenu que: G (x )__> o x __>+<», on doit prendre

I i m f(e) = o. 
e-^o

Le résultat que nous allons prouver est classique pour d =1(cf par exemple 
[13]). Nous ne l'avons pas trouvé dans la littérature pour d >1.

la densité spectrale de Rk , k=1,2 , alors : 

lorsque ||x||__>+oo , a * > o

(x) = 2  cd 1 ga (||x||) ||x||1d et V y € IR,

Qa (V) = exp(-|y|a ), o < a < 2. Or x1+a ga (x) » ba lorsque x — >+oo,

Finalement:

Hd-1, f(e) (A2h(e) n (V -V ))(  x s=d-1 G(g
u

(cof 1(e))) + X s*d-1 g (C0f
1

6.3 Annexe de la partie 5

Proposition â. : Soit f
( k )
DC

llxll
d+a f a (x) » a

( k )
a

Preuve : V x € IRd , f
( 1 )
a

X s*d-1 g
.1

(Cof -1
(e) )) >

( k )

-I
(e») >

G( g
i

2
(C of •1

(e ))) +■ X
s*d-1 g

.i
[c0

f •1
(e ») >

(2h (e »
j-1

X
s*d-1 g ( c0f■1

(e ») >
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b = [  J (1-cosy) |y|-1‘a dy ] '1 > o, est le résultat classique pour d = 1
a m

cité au début de ce paragraphe; et donc:

a j  } = 2 c j 1[ |  (1-cosy ) |y|*1"a dy ] ‘1 > o.
IR

Afin d'alléger les notations, nous noterons f la densité

fa<x) = (à > d ¿ d ei<X'y> e' ilyl1“  dy , o < a < 2 

D'après [26], pages 2-3:

f«(x) -

où r  d 

Posons

h a < z > -

On a donc: V x € Hd , f0 (x) -  (J -)d 2(d-2)/2 r(d /2) ^  ha(||x||)

Pour montrer que: ||x||d+af i x )  » a„ , lorsque ||x|| tend vers l'infini, nous
IX  IX

allons montrer que : lim  zd+ot h i z )  = \w
z—>+oo « «

En faisant le changement de variables pz = w dans l'intégrale ci-dessus, on
obtient:

hB(U = - Z‘d

Or d'après [12] page 11 et [15] page 16 

V € [R, z € IR.

En intégrant par parties et compte-tenu que: |Jv (z)| < Cp z~v* , pour z->+oo, 

(cf [12] page 85 et [15] page 57) et que d > 2, il vient:

« z 'd-“  I  Jd;2.2(u) u-(d,2'2> ud'3+“ e-<uz' 1>“  du n

f
(2)

,V X € IRd
»a

( ¿ ) d 2(d'2)/2 r(d/2)

+ 00

J
o

J (Pllxll) (P llx l l)
-(d-2)/2 e-P

P
d-1 dp(d-2)/2 c

a

d

lésigne la d'Euler et Jv la fonction de Bessel d'indice v , v  € IR.

alors : V z > o,
+ oo

Iti

J id-2)/2 (pz) (PZ)
-(d-2)/2 e-P a

P
d-1

dp

ha (z) = (d-2) z •d
+ oo

J
0

Jd/2-2 (U) u
-(d/2-2)

U
d-3 e- ( u z ' 1) a du

+ 00

0

+ 00

J
o

-Ji/ 2-1 ( W )  W
-(d/2-2) 00 d-2 e-(w z*1)a dw

d
dz (Jy (z) 2

,-V
) = -J

L> + 1 (z) z
-V
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Premier cas : d pair ( d > 2 )
On procède par récurrence et compte-tenu du théorème de convergence 
dominée de Lebesgue, on voit qu'il suffit de montrer:

+ 00

(**) V p € IR, V m € IR, J Jp (u) u‘ v um
1

Montrons (**) :
V P € l R , V m € l R , V z € l R ,  posons:

O r J v .,(1) e’2'“  ---------> Jp . , ( 1 )
Z —» +0O

donc que 1̂  m a (z) donne naissance à deux sortes de termes: 

^u) u'v+1 um‘2 e '(uz’1)Ct du (type 1) et
1

z - °  I  J (u) u 'p * 1 um ta '2 e-(u r ' ) “  du (type 2)
1

On réitère alors le procédé, c'est à dire: la première intégrale lp m a (z) a

donné naissance au plus à deux intégrales(étatl); chacune des deux 
intégrales donne alors naissance au plus à deux intégrales (état 2), et ainsi 
de suite jusqu'à l'état M.

A l'état M, on alors au plus 2^* intégrales et lp m a (z) est une combinaison 

linéaire de termes. Nous notons JM M (p,m,cx,z) l'un d'entre eux

caractérisé par le couple (M^Mg) où: Mt+ M2 = M. Plus exactement soit:

+ 00

JM M (v,m,oc,z) = z‘aM2 J Jy M(u) u‘ v+M um-2M i+(«-2)M2 e-(uz 1)

M b M + M2 , M1 > o, M2 > o, l'une des deux extrémités de l'arbre ainsi 

construit.
On choisit alors: m-M-p+14 < o, ce qui est toujours possible si M est grand.

e-(uz'1)a du Cv ,m,oc

Ip,m,oc (z) -
+ oo

J
1

Jp (U) U
-P

U
m e-(uz-1)« du

En intégrant par parties, on obtient alors:

Ip,m,oc p-1 (1) e- Z ' a + (m-1)

+ 00

J
i

Jp-1 (u) u-p+1 um-2 e-(uz'1)a du

- ocz -a
+ 00

I
1

J
p-1 (u) u-p+1 um+a-2 e-(uz-1) a

du

+  OO

On voit

+ oo

I JV-

où

z —» + oo
>

M J

a
du,
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Premier cas : Mg = o

D'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue et compte-tenu

lim  J.. 
Z—>+oo M

+ 00

.m-M-P ̂ 0 (p,m ,a,z) = J Jp M(u) um du < + o o ,  ceci parce-que

m-M-v+!4 < o

Deuxième cas : M2 * o

on a : l im JM .. (p,m,<x,z) -  o
Z —>+oo 7

En effet: en faisant le changement de variables: uz'1 = w , on obtient:
+ oo

i /,, _  ~ -M-P+m+1 f . / - , , , \  , .m+aMp-M-v « -w a  
JM«.M„<V-m-0t-z> _ z  J W ZW> w 0 dw

1 + oo

On découpe alors la dernière intégrale en deux: J et J
‘ 1 1Z

+ 00

Or : |z'M' p+m+1 J j p M(zw) w m+aM2'M_p e"wCt dw| £
1

+ oo
z-M-P+m+!4 J um+aM2-M-P-!4 e-ua  ^  

1 z —» +oo

BM„M2<V'm'a 'Z> -  z-M-p+m+1 I  t Jp.M(z « )  w ™+«M2-M-P , . « «  du
Z

+ oo
|Bm m (v,m,<x,z)| < z-M-u+m+'^ J w m+aM2-M-p-!4 dw

Deux cas se présentent alors: m+<xM2-M-i>+!4 * o  et m+<xM2-M-v+l4 = o

a) m+ocM2-M-i>+!4 * o

|Bm m (v >m>a >z)l ^ [ m+aM -M -p + ^ ] '1[z 'M‘ v+m+!4 - z 'aM 2] -------- >
1 ’ 2 2 z  —» +o o

b) m+ocM2-M-i>+!4 = o

lBM M (^»nri,oc,z)| < Logz z 'aM2 --------- > o
IVI1’ IVI2 z  - »  +o o

On a donc montré que si d est pair: I i m zd+a Ir  (z) = w„
z —>+oo «  a

que: V ç € IR, UK
(z)| < C

K
z

- ly

t pour z—>+oo, on a:

o

Interessons-nous à BM1*M2
(p,m,cc,z),

+ 00

z

o



on procède par récurrence: k = 1

K1 a (z) = za J j .^ (u )  u/z e '{uz 1)0C du 
o

D'après [15] page 17: J ^(u) = (54jcu) 'Y2 cosu, d'où:

En intégrant par parties l'intégrale ci-dessus, on obtient:

Mais d'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue:
1 1

lim f sinu ua "1 e‘ ûz 1̂ a du -  J sinu ua ’ 1 du 
z^ +0° o o
D'autre part,

(u) ua J/̂ e ‘ (uz 1̂ a du 

(ceci d'après [15] , page 17)

On applique alors (**), il vient: L i z )  _____ > v. , ce qui implique:
z —> +oo ’

K1 (z) ---------> C, a
'-u  z +oo 1 ,w

Supposons maintenant que: K. „(z) _____ > C. „ :
K+i,a  ̂ _> + oo K,a

- 82 -

Deuxième cas : d impair (d > 3), d = 2k+1, k > 1
Compte-tenu de (**) et de l'expression de h (z) (*), on voit que pourIX

montrer que zd+a h (z) a une limite quand z tend vers l'infini, il suffit de
IX

p ro u v er :

K
K,OC

Z
a

+ 00

J
o
Jk-3/2 w uk-!4 e ■(uz'1)a du C

Z —» +  oo k.a

Ki,a (Z) =  {VZTZ)
-!4

z
a

+ 00

i
o
cosu e-(uz-1) a

du

K1 ,a
- '/z

oc

+ 00

J
o
sinu ua  -1 e ■(uz-1)a

du

La(z) = {yin)

+ oo

J
1
sinu ua  -1 e -(uz‘1)a du =

Kk+1 ,a (z) z
oc

+ oo

1
0
J

k-14 (u) uk+14 e-(uz -1
)a du

:z) (K k )

(Z)

+ 00

J
1

J!/2
J4
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On intègre par parties l'intégrale ci-dessus, il vient:

+ 00

oc J Jk-3/2 û  ̂ u3/2-k u2k+a’2 e-<uz1 )a du 
o

On applique l'hypothèse de récurrence et (**), ce qui montre finalement 

que: lim zd+a hi(z) = \at et donc que: „ ),im
z—>+oo a v a ||x[|—>+oo

H reste donc à  montrer que â a > f i

nous allons voir que, plus précisément: a = [ J .(1-cosyJ ||yH’d’a dy ]'1,
fR

ce qui prouvera donc que: aa > o.

En effet: ( 1 - ^ ( x )  ) ||x|ra = ( l - e l M l “ ) ||x|r“  --------- > 1
11 x 11 —> 0

D'autre part, compte-tenu que fa est une densité, on a:

( 1 - f a M  ) IMf“  -  J H (1-cos<x,y>) llxir“  f0 (y) dy
IRd

= J (1 -cos(||x||y1 ) ||x|ra fa (y) dy 
IR

En faisant le changement de variables: ||x||y ■  z, et en tenant compte que

lim ||x||d + a ffv(x) = a , que ||x||d+a f (x) est bornée pour tout x 
11 x J | —> + oo a a a

appartenant à IRd et que o< a  < 2, ce qui entraîne:

(1-cosyJ ||y|rd_cc dy < +00 , et en appliquant le théorème de 
IRd 1

convergence dominée de Lebesgue, on obtient:

f (1-cosy.) ||yird"a dy. Ceci achève la démonstration de la 
IRd 1

proposition 9.

Kk+ i ,a (2 ) = -(2k-1)z oc
4- 00

I
o

Jk-3/2 (U) U
k-14 e (uz'1)a du +

lim ( 1 -
A

f a (X) ) ||x||
-a

l|X | | -»0

1 = a
a

IlxII
d+afa(x) a a
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DEUXtEME PARTIE

APPROXIMATION DU TEMPS LOCAL DES CHAMPS ALEATOIRES GAUSSIENS 
STATIONNAMES PAR REGULARISATION DES TRAJECTOIRES

Ce texte est constitué d'un article présenté à la revue Probability and 
Mathematical Statistics(1987)
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A P P R O X I  M A T I O N  DU T E M P S  L O C A L  DES C H A M P S  A L E A T O I R E S  

G A U S S I E N S  S T A T I O N N A I R E S  P A R  R E G U L A R I S A T I O N  DES T R A J E C T O I R E S

C o r i n n e  B e r z i n  

U n i v e r s i t é  P a r i s  XI 

U A  743 S t a t i s t i q u e  A p p l i q u é e  

Bat. 425, M a t h é m a t i q u e s  

9 1 4 0 5  O R S A Y  C é d e x

d
R é s u m é  : S o i t  { X(t) , t G IR > un c h a m p  a l é a t o i r e  g a u s s i e n

c e n t r é  et s t a t i o n n a i r e  . N o u s  n o u s  i n t é r e s s o n s  à. la

m e s u r e  d ' a i r e  (d — 1 )— d i m e n s i o n n e 1 1 e de l ' e n s e m b l e  des

p a s s a g e s  à n i v e a u  du c h a m p  r é g u l a r i s é  p a r  c o n v o l u t i o n

S o u s  c e r t a i n e s  h y p o t h è s e s  et m o y e n n a n t  u n e  n o r m a l i s a t i o n
2

a p p r o p r i é e  , c e t t e  m e s u r e  a l é a t o i r e  c o n v e r g e  d a n s  L 

v e r s  u n e  l i m i t e  c o ï n c i d a n t  a v e c  le t e m p s  l o c a l  du 

c h a m p  X  , l o r s q u e  c e l u i - c i  a d m e t  u n  t e m p s  l o c a l  c o n t i n u .

d
S u m m a r y  : Let {X(t) , t £ DR > be a s t a t i o n a r y  g a u s s i a n  f i e l d  .

W e  are l o o k i n g  for the ( d - 1 ( - d i m e n s i o n a l  a r e a  m e a s u r e  

of the i n t e r s e c t i o n  w i t h  the level z e r o  of the f i e l d  

r e g u l a r i z e d  by c o n v o l u t i o n  .

U n d e r  s o m e  c o n d i t i o n s  a n d  w i t h  an a p p r o p r i a t e d  n o r m a —
2

- l i z a t i o n  ,t h i s  m e a s u r e  c o n v e r g e s  in L t o w a r d s  a li m i t  

w h i c h  is the l o c a l  time, w h e n  X  a d m i t s  a c o n t i n u o u s  

l o c a l  t i m e
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I I n t r o d u c t i o n

1 ) Le cas du W i e n e r  à. d — p a r a m è t r e s  (d >  1)

La t h é o r i e  du t e m p s  local d ' u n  p r o c e s s u s  s t o c h a s t i q u e  X  a

été é l a b o r é e  pa r  P. L é v y  d a n s  le cas du m o u v e m e n t  B r o w n i e n  .

D e p u i s  de n o m b r e u s e s  a p p r o x i m a t i o n s  ont é t é  p r o p o s é e s  ;

en 1984, M. W s c h e b o r  [6 ] a p r o p o s é  un e  c o n s t r u c t i o n  du t e m p s

l o c a l  du p r o c e s s u s  de W i e n e r  à d — p a r a m è t r e s  , en u t i l i s a n t

les r é g u l a r i s é e s  de X . Le r é s u l t a t  p r i n c i p a l  e s t  q u e  si

X (t) =  ÿ  * X (t) est une r é g u l a r i s a t i o n  de X o b t e n u e  à 
s  s

oo
1' a i d e  d ' u n e  C - a p p r o x i m a t i o n  de l ' u n i t é  ÿ  , si T es t

£
un e n s e m b l e  o u v e r t  b o r n é  d o n t  l ' a d h é r e n c e  e s t  c o n t e n u e  d a n s

*+■ d
l ' i n t é r i e u r  de (R ) et si le t e m p s  l o c a l  e s t  d é f i n i  de la 

m a n i è r e  s u i v a n t e  :

d
S o i e n t  A  et B des b o r é l i e n s  r e s p e c t i v e m e n t  de ER et DR ,

d
jjl d é s i g n a n t  la m e s u r e  de L e b e s g u e  d a n s  DR , la m e s u r e  
d

d ' o c c u p a t i o n  jjl ( A , B ) de X  est d é f i n i e  p a r  :

jut ( A , B ) =  jul { t G B , X(t) € A > 
d

et le t e m p s  local L ( x,B) est c a r a c t é r i s é  c o m m e  

é t a n t  u n e  f o n c t i o n  s a t i s f a i s a n t  :

JM ( A , B )  =  j 1A (x) L (x ,B ) dx

L ' e x i s t e n c e  de v e r s i o n s  r é g u l i è r e s  de t e l l e s  f o n c t i o n s  

es t  é t u d i é e  d a n s  [4] et [5] , a l o r s  p o u r  ü n e  c e r t a i n e  

n o r m a l i s a t i o n  d(e) d ' o r d r e  £ on a :

P
L *

M d ( e )  cr ( C ( X ) n T ) ----- >  - L ( O , T ) , V P € DM
d — 1 £ £-- > 0

où a  d é s i g n e  la m e s u r e  d ' a i r e  (d— 1 ) d i m e n s i o n n e 1 1 e ,
d — 1

d
C ( X  ) =  { t G ER , X  (t) =  o > .

£ £

2) Les cas des p r o c e s s u s  s t a b l e s  et g a u s s i e n s  s t a t i o n n a i r e s  (d=l )

J.M. A z a i s  a é t e n d u  ce r é s u l t a t  a u x  p r o c e s s u s  s t a b l e s  à. 

a c c r o i s s e m e n t s  i n d é p e n d a n t s  Cl]

D. F I o r e n s - Z m i r o u  et J.M. A z a i s  ont e n s u i t e  d o n n é  une  

a p p r o x i m a t i o n  s i m i l a i r e  du t e m p s  local, p o u r  u n e  c e r t a i n e
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c l a s s e  de p r o c e s s u s  g a u  s s i e n s  s t a t i o n n a i r e s  i n d e x é s  p a r  le 

•temps Q2 ]

Ils ont: é t a b l i  que si N ] a , b [ d é s i g n e  le n o m b r e  de
, £

p a s s a g e s  p a r  z é r o  de X  d u r a n t  l ' i n t e r v a l l e  de t e m p s  ] a , b [  ,
£

A le m o m e n t  s p e c t r a l  d ' o r d r e  2 de X  et si X  a d m e t  un
2 , £ £ 

t e m p s  l o cal L ( u , ] a , b [ )  c o n t i n u  en u au p o i n t  z é r o  a l o r s  :

2
-1/2 L

M  Jt / 2 X N ] a , b [  ----- >  L ( 0 , ] a , b [ )
2 , £ 1¡J , £ £--- >0

Le but de c e t t e  n o t e  est de g é n é r a l i s e r  ce r é s u l t a t  au cas 

où le p r o c e s s u s  X est m u l t i i n d e x é

N o u s  g é n é r a l i s o n s  la n o t i o n  d ' a i r e  (d — 1 ) — d i m e n s i o n n e 1 1 e à

c e l l e  de p é r i m è t r e  Q (.) u t i l e  d a n s  les cas où p o u r  u n  p r o  —
T

■-cessus Y et p o u r  c h a q u e  r é a l i s a t i o n  de la s u r f a c e  a l é a t o i r e  

Y ( .) , l ' e n s e m b l e  C(Y) est t r è s  i r r é g u l i e r  t o p o 1 o g i q u e m e n t

d
No u s  c o n s i d é r o n s  A ( X  ) =  { t €E ER , X  (t) <  O } ;

£ £
A

l o r s q u e  X est à. t r a j e c t o i r e s  c o n t i n u e s  , p r e s q u e  s û r e m e n t  
£

X n ' a  pas de p o i n t s  c r i t i q u e s  de v a l e u r  z é r o  et Q (A(X ))
£ T £

n' est a l o r s  que la m e s u r e  d ' a i r e  (d — 1 )— d i m e n s  i o n n e 1 1 e de

C ( X  ) H  T Q6 ] ; n o u s  m o n t r o n s  a l o r s  so u s  c e r t a i n e s  h y p o t h è -  
£

- s e s  , q u ' i l  e x i s t e  u n e  n o r m a l i s a t i o n  d(£) s t r i c t e m e n t  p o s i — 

— t i v e  , t e l l e  que si X  a d m e t  u n e  v e r s i o n  c o n t i n u e  du t e m p s  

lo c a l  , L , a l o r s  :

2
M  d ( £ ) Q ( A  ( X ) ) ----- >  L ( O , T )

T £ £-- >0

Il est à n o t e r  que l o r s q u e  d >  1 , les h y p o t h è s e s  de t r a v a i l  

s o n t  b e a u c o u p  p l u s  g é n é r a l e s  que d a n s  le cas d == 1 ; ceci

p r o v e n a n t  du fait que u -- >  1 / || u || est i n t é g r a b l e  au

v o i s i n a g e  de u =  O .

II R e s u l t a t s

1) N o t a t i o n s  et h y p o t h è s e s  :

d
S o i t  { X ( t ) , t E. DR > un c h a m p  a l é a t o i r e  g a u s s i e n  c e n t r é  et

s t a t i o n n a i r e  de c o v a r i a n c e  r ( .) c o n t i n u e  en z é r o  , et de

m e s u r e  s p e c t r a l e  F (d X ) , s u p p o s é e  n o n  n u l l e  sur les q u a d r a n t s  
d

o u v e r t s  de OR . On s u p p o s e  d >  1

O n  n o t e  D —  3 / 9t 
i i



Soit: ijj u n  n o y a u  de c o n v o l u t i o n  de c l a s s e  C v é r i f i a n t  :

d + l d •+•1 
(|i ( u ) < 1 / || u || , |D i|i (u)| < 1 / H u H » I D 4* ( • ) I

i i 
* d ~

V i e  Cl , d] , V  u e (R ) . On n o t e  i|/ la t r a n f o r m é e  de F o u r i e r
— d

de 4/ .On d é f i n i t  tjj p a r  4* (u) =  £ t p ( u / s )  , V  u G
£ £

X p a r  X  =  ÿ  * X  .
£  £ £

S o i e n t  A  (£)> .... >  A  (£) les v a l e u r s  p r o p r e s  de la m a t r i c e  
1 d

de c o v a r i a n c e  de X (O)
£

d
S o i t  T u n  c u b e  o u v e r t  b o r n é  d a n s  ER d o n t  les c o t é s  s o n t  

p a r a l l è l e s  a u x  a x e s  de c o o r d o n n é e s  et de l o n g u e u r  C .

S o i t  r (.) =  E (X  (.)X  ( O ) ) n o t é  e n c o r e  r (.)
£ , (¡J £ £ £

<5 d é s i g n e  le s y m b o l e  de K r o n e c k e r
i > j

d
Si B est un B o r é l i e n  de ER , n o u s  a p p e l o n s  " p é r i m è t r e

r e l a t i f  de B pa r  r a p p o r t  à T ” , Q (B) , d é f i n i  p a r  :
T
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1

oo d d d
où C (T) d é s i g n e  l ' e n s e m b l e  des f o n c t i o n s  de IR d a n s  ER 

k
oo

de c l a s s e  C et à s u p p o r t  i n c l u s  d a n s  T .

H y p o t h è s e  H1 : La f o n c t i o n  de c o v a r i a n c e  r v é r i f i e

a) Les d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  p r e m i è r e s  et s e c o n d e s  de r 

e x i s t e n t  en d e h o r s  de l ' o r i g i n e  et s o n t  b o r n é e s  à 

l ' i n f i n i  . Les d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  p r e m i è r e s  de r 

s o n t  à. v a r i a t i o n  b o r n é e  a u t o u r  de l ' o r i g i n e

b) O n  p o s e  H(i) =  dF(x) , V  i G Ql,d]

on s u p p o s e  q u ' i l  e x i s t e  u n e  d i r e c t i o n  j p o u r  l a q u e l l e  

H(j) est i n f i n i

H y p o t h è s e  H2 : O n  s u p p o s e  que l ' o n  p e u t  a p p l i q u e r  les f o r m u l e s

de t y p e  R i c e  a d a p t é e s  à n o t r e  p r o b l è m e  £6]

G L
1
(dX) ,

IR
H

et

Q
T
(B) =  sup { J d i v  v (t ) 1

B
(t) dt ; v e C

oo

k
(T)

d
, Il v ¡I <  1 >

J x
2

i



H y p o t h è s e  H3 : Soit: c(£) =  (A (£) ) ; on s u p p o s e  que : ----------------- i

lim c ( £ ) A ( £ ) == A  , V i G [ 1 , d]
£-- >Q  i i

S o i t  A  =  [( A  )] où A  —  Ô A  et p i e  r a n g
i , J i > J i , j * > J 1

de A  . On c o n s i d è r e  X =  ( X ,X , . . . ,X ) où les X s o n t  des
1 2 p i 

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  g a u s s i e n n e s  c e n t r é e s  i n d é p e n d a n t e s ,  de

v a r i a n c e  A  , 1 <  i <  p , et 0 =  E( || X  || )
i P

N o u s  d é m o n t r o n s  a l o r s  :

T h é o  r ém e  : S o u s  les h y p o t h è s e s  H1 , H2 et H3 les v a r i a b l e s  

a 1 é a t o  ires :

? £= N c  (£ ) Q ( A ( X )) et r i Ô =  0 / 2 ô f  1 (t) 1 (t) dt
T £ J T  { | X ( t ) | <Ô }

2
c o n v e r g e n t  au sen s  de L (Q) v e r s  u n e  m ê m e  l i m i t e  p o u r  

£ et Ô t e n d a n t  v e r s  z é r o

-1

C o r o 1 lai re : S o u s  les h y p o t h è s e s  H1 , H2 et H3 et si X  a d m e t  un

t e m p s  l o cal L(u,T) c o n t i n u  en u au p o i n t  z é r o  a l o r s

2
_____  -1 L

N c (£) 0 Q ( A ( X ) ) ----- >  L ( O , T )
T £ £--->0

2) C o m m e n t a i  res

a) S u r  H2 : Les f o r m u l e s  de typ e  R i c e  u t i l i s é e s  d a n s  n o t r e

t r a v a i l  s o n t  v a l i d e s  par e x e m p l e  l o r s q u e  X ( r e s p e c t i v e m e n t  X )
£

4
e s t  à t r a j e c t o i r e s  c o n t i n u e s  ( r e s p e c t i v e m e n t  de c l a s s e  C [con- 

- d i t i o n  A] et si on a la p r o p r i é t é  :

3 N <E tN, V  n >  N, 3  £ ( C / n ) ,  V £ <  £ ( C / n ) ,  3 a <  C / 2 n  , V  t e T ,
1

V  t G T , V  t E T  t e l s  que || t - t || <  a , || t — t || >  C / n  ,
2 3 1 3 3 2

la m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  de (X (t ) ,X(t ) ,X (t )) est
£ 1 2 £ 3

n o n  d é g é n é r é e  £6]

C e t t e  d e r n i è r e  c o n d i t i o n  est v é r i f i é e  sous H1 d a n s  les e x e m p l e s  

s u i v a n t  s :

a) X est i s o t r o p e  (r(t) =  g ( || t || ) ) et i/j est i n v a r i a n t e  par 

les t r a n s p o s i t i o n s  et par s y m é t r i e  p a r  r a p p o r t  a u x  axe s  

de c o o r d o n n é e s  [[Condition B]

3) tfj et F s o n t  i n v a r i a n t e s  p a r  r a p p o r t  a u x  a x e s  de c o o r d o n -

i > i
- n é e s  et lim X =  -t-oo , y i ^ £l,d] , ce qui es t  a s s u r é

£---->0 2 , £

p a r  e x e m p l e  so u s  H3 l o r s q u e  p =  d .
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b) S u r  H3 : D e u x  cas p a r t i c u l i e r s  s o n t  i n t é r e s s a n t s  l o r s q u e  r 

v é r i f i e  H1 et H2 :

a) la c o n d i t i o n  (B) est v é r i f i é e

1 , j n /\ 2
Da n s  ce cas : X =  | <// | ( £x ) x x dF ( x ) =  O , p o u r  i j ,

2 , £ J i  j

i , i — 1 
e t  X = c ( £ ) , V i €E C1 , d]

2 , £
3En p a r t i c u l i e r  si  g ' ( x )  = x f ( x )  , pour x > O, où -1 < 3

-h
et  l im f ( x )  =  a , a O , | f ( x ) |  < M , V  x ER , alors :

-h
x--- >0

1-0 -1
c (£) =  £ K , où K supposée non nu l l e  est  d é f i n i e  par

tp ÿ

r  3~ i
K = —a I 4/ ( u ) h || h || D ÿ (u-h)  du dh , 0 = E ( || X  || )

* J 1 1  d

ex
-  Il t  II

E x e m p l e  1 : r ( t ) =  e , O <  a. <  2 , 3 =  ex - 1

3  ) r(t) =  Il r (t ), r  (O) > 0 , tp (t) = 1 1 «/' (t ), <l> (x) == «i» (-x),
i  i  i  i  i  i  ir d

ijj (x) =  l/£ ÿ  (x/£) , cfj ( t )  d t  =  1 ,v i e- [l,d] , v -t e DR ,
i  , £ i  J i

DR
V  x G ER et V  £ >  O .

i  , j  i  , i  i  
D a n s  ce cas X =  O , p o u r  i  ^  j , X =  X g ( e ) , ou

2 , £ 2 , £ 2 , £ i

a l o r s  , s o u s  les h y p o t h è s e s  du c o r o l l a i r e  on a :

2L
e \ c ( e )  Q (A(X ) ) ----- >  L ( O , T )

T e e-- >0

où 6 =  E ( || X || ) et X -- >  N (O , (a / a  r (0 )/r (0)ô ) )
P i l l  i i , j i , j = l ,p

où X  -- >  N ( O , I ) , et sous les h y p o t h è s e s  du c o r o l l a i r e  :

0
-1

(N K
*

)
-1

(N e )
1 - 3

Q
T
( A ( X

£ ) )
L 2

----- >
£ --->0

L ( 0 , T )

g i (e) = n c3

*
3

(O) c o n v e r g e  v e r s n r
3
(O) q u a n d  £-- > 0  , et

i

2 , e

est: le moment: s p e c t r a l  d ' o r d r e  d e u x  d ' u n  p r o c e s s u s  à un i n d i c e

r
i
4<i

, £
• Si ? J

2 , £ / s up ( x
i

) ---->  a
£-- >U  j

p = rang( a <5 ) , et si X y
j i , j i ,j = l  ,d 2 , £ 2 , £

-1

- 6-
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i O
E x e m p l e  2 : r =  r et

d =  1 ) , a l o r s  a =  1
i

R e m a r q u e  : Si la c o n d i t i o n  (A) est v é r i f i é e  , a l o r s  s o u s  1 ' h y p o -
o

- t h è s e  H1 le cas p a r t i c u l i e r  1 et l ' e x e m p l e  n 2 v é r i f i e n t  H2 

ce d e r n i e r  p e r m e t  d o n c  d ' o b t e n i r  un s o u s — e n s e m b l e  de la c l a s s e  

des p r o c e s s u s  à. un i n d i c e  , s t a t i o n n a i r e s  , de m o m e n t  s p e c t r a l  

d ' o r d r e  d e u x  i n f i n i  , qui c o n t i e n t  un e  p a r t i e  de la c l a s s e  

e x h i b é e  d a n s  le cas d =  1 p a r  £2 ]

O
(¡j ‘ =  ^  où r v é r i f i e  H1 ( t r a d u i t  p o u r
i O

, v i e [ i , d] .

III D é m o n s  t r a t i o n s

On n o t e  : 7 (t) =  E ( X  (t)X(O)) , D R  (t) =  (D r (t))
£ £ £ i £ i

2   - 1  ____
D R (t) =  (D D r (t)) , a ( £ ) =  ( £'\J d ) e t c  =  A/^J d

e i j £ i , j d

On d i r a  que x «  y , s' il e x i s t e  une c o n s t a n t e  K  >  O t e l l e  que

x <  k y  .

C o m m e n ç o n s  p a r  d é m o n t r e r  d e u x  l e m m e s

L e m m e  1 : 1 ) lim c(s) =  O 
£ --->0

2 ) r (t) et y (t) t e n d e n t  u n i f o r m é m e n t  en t v e r s  r(t)
£ e

q u a n d  £ t e n d  v e r s  z é r o

3) | D r (t)| , | D D r ( t ) | et |D 7 ( "t ) | s o n t  b o r n é e s
i £ i j £ i £

d
(VifVj) , sur D ( t ) = { t  E DR , || t || > t  > p a r  de s c o n s t a n t e s

O O

ne d é p e n d a n t  que de t
O

P r e u v e  :
-----------  ~ 2
1) On peut: t o u j o u r s  s u p p o s e r  que : inf | i[j ( x ) |

Il x || <1

2
(en e f f e t  , il e x i s t e  rj >  O tel que : inf | iJj ( x ) | >

Il X || <TJ
d

c o n s i d è r e  a l o r s  cp d é f i n i e  par : cp(x) =  ^(x/rj) , V x e IR ) ,

» 1

O ; on
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5 , J pa ( £ ) pa ( £ ) 2 
d '  o ù  : X »  ............  x dF (x)

2 , £ J J J- a (£) - a (£)

j , j
d ' a p r è s  Hlb) : 1) X ----- >  +=» . De p l u s  , sa :

2 , £ £-->0

2 j , j 
z = ( 0 , . . . , 1 , . . . 0 )  ,o n a : 2) - z D R ( 0 ) z ' = À  < A ( £ ) ,
j i j £ j 2 , £ 1 

j

1 ) , 2 ) et 3 ) ,

on o b t i e n t  : lim c(£) =  O .

£ --->0

2) O n  m o n t r e  2) à l ' a i d e  du t h é o r è m e  de c o n v e r g e n c e  d o m i n é e  de 

L e b e s g u e

3) G r â c e  à la p r o p r i é t é  de m a j o r a t i o n  de |D ,on p e u t  d é r i v e r
i

r (.) s o u s  le s i g n e  s o m m e  . On a a l o r s  :
£

J 4> ( u ) D t* D r (t) =  l/£ j u ) D iM v ) r(t -+- £ ( u  - v ) ) du dv
i £

On f a i t  le c h a n g e m e n t  de v a r i a b l e s  t -+- £ ( u - v) =  h et on 

i n t è g r e  a l o r s  p a r  p a r t i e s  , il v i e n t  :

D r (t) =  ( 1 /£ ) ( u ) ÿ  (u + ("t — h ) / £ ) )  D r(h) du dh
i e J i

d o
i <Mu:

= j
( D

S o i t  t >  O ; on p o s e  A =  t /3 et on s u p p o s e  [| t (( >  t =  3A
O O O

2 d
D =  < ( u , h ) G R  , — Il u || <  2 A / £  - || t || /£ , || h || <  A  >

1
2  d

D =  { ( u , h ) £ R  , - || u || >  2 A / £  - || t || /£ , || h || <  A  >
2

2  d
D =  { ( U  , h ) G DR , Il h II >  A  >

O n m a j o r e  | D r (t) | par (l/£) f ifr ( u ) ip ( u  (t-h ) / £ )  |D r(h) | d u d h
i  £ J i

3
s ur U  D

i  =  l i

et 3) lim c ( £ ) A ( £ ) = A
S--- >□

On d é c o u p e IR
2 d

s u i v a n t  la p a r t i t i o n  :

3

1
= 1 .
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■ J
de m ê m e  : | |( 1 )| «  e 

D

Si || h || >  A , | D r(h)| est: m a j o r é e  d ' a p r è s  Hla) d ' o ù  :
i

^  |(1)| «  (l/e) J* i p ( u )  ifj ( t/e-+-u — h / e  ) du dh C C  ( u ) i|j(v) du d v  =  1 

D3

sur D (t )
O

P o u r  s i m p l i f i e r  les n o t a t i o n s  , on s u p p o s e  que i =  2 et j =  1 

O n  i n t è g r e  a l o r s  p a r  p a r t i e s  , il v i e n t  :

d+ 1
D D r (t) =  (l/e) I iJj ( u ) D r(h) D ÿ ( ' t / s  -t- u — h/e) du dh
2  1 e J 2 1J

-J (2 )

2 d
D =  { (u ,h ) G R , 3 k € < 2 , . . . , d >  , |h | >  c >

1 k d

2 d
D =  { ( u , h ) E R , V k £ { l , . . . , d > , | h |  < c  >
2 k d

2 d
D =  { ( u , h ) G DR , | h | >  A / M  d , V k G { 2 , . . . , d > , | h | < c >
3 1 k d

d — 1
P o s o n s  S =  { h E R , 3 k € E { 2 , . . . , d > ,  | h | > c  } et

k d

d — .1
U =  { h G OR , V 1< £ {2 , . . . d > , | h | < c >

k d

O n  d é c o u p e R
2 d

suivant: la p a r t i t i o n  :

2

et d o n c  il e x i s t e  N( t
D

) tel que |D r ( . ) | s o i t  m a j o r é  par N(
x e

t
0 ) ,

Si (u ,h ) G D
1

, Il u II A / e  d ' o ù  tp ( u ) « e
d+1

, et d o n c  on a

J
D

1

1 (1 ) 1 « e
J

ID r(h)I dh « e , d ' a p r è s  Hla)

Il In H < A
i

Si (u ,h ) G D
2

Il t/e + u - h / e  d , d ' o ù  : ÿ  ( -t/e -+-u-h/e ) « e
d + 1

A / e

* * D D r ( t ) =  (l / e )
i j £ J D

J
ÚJ (t/e - u] r (eu - e v ) D

i
t¡j ( -v ) du dv ;
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On i n t è g r e  p a r  p a r t i e s  le t e r m e  s o u s  c r o c h e t , i l  v i e n t  d ' a p r é s  

H l a  ) :

J <2> - (i/‘>a I Id
ijj ( u  ) D D r ( h ) ip ( t/e + u - h/e) du dh 

1 2
D S x [R

1
M a i s  les d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  s e c o n d e s  de r s o n t  b o r n é e s  

sur S x DR , d ' o ù  :

'J (2 ) | «  1 

D

D =  { (u,h) € D , - || u || «  2 A / a  - || 11| /S. >
2,1 2

D =  { ( u , h ) e D - || u || >  2 A / S  - || t || /S >
2,2 2

On d é m o n t r e  de la m ê m e  f a ç o n  que dan s  (*) q u e  : 

(2 ) | «  1 .

2

J

JV

Ï Ï * <U,D

D
2

P o u r  m a j o r e r  |I ( 2 ) | , on i n t è g r e  p a r  p a r t i e s  en h d ' o ù  :
1

D
3

d
(2) =  B / (£) où :

D
3

B =  tjj(u)D r(c ,h ,.,h ) ( t / &  + u — c / e , . , t  /e + u — h /e ) dh .dh du 
M  2 d 2 d 1 1 d d d d 2 d 

U

I [ cJj ( u ) D r ( - c  ,h , . ,h ) iJj ( t /e-t-u -+-c /£ , . ,t /e-+-u -h / a . ) dh . dh du
J J  2 d 2 d 1 1 d d d d 2 d

U

D r(h) tft ( t .  /  & + u - h/e) du dh 
2

D
3

f  <Mu) D 

D
3

J <2> - J <A) ' / <*>*/
D D D D
3 3 3 3

J (A) 1 et 1 J

(C)

P o u r  m a j o r e r  | | (A) | et | (B) | , on p a r t i t i o n n e

D D
3 3

f  ( 2 )  

D
1

d+1
f  f  i}/ ( u ) C f  D r (h)  D 4* ( t / e  +  u-h/e. ) dh ]  dh . . dh du
■ J J 2 1 1 2 d

S  IR

O n  d é c o u p e D
2

suivant: la p a r t i t i o n  :

(1 / £ )
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d d-1
D =  { (u,h) G IR x IR , V k e < 2 , . . . , d > ,  | h |  
4 k

d e u x  d o m a i n e s

D =  { (u,h) G D , - || u || < (5A/2£) - || t || /e. >
41 4

D =  { (u,h) G D , Il u || >  (5A/2S) - ||t||/e >
42 4

O n f a i t  a l o r s  un r a i s o n n e m e n t  a n a l o g u e  à c e l u i  d a n s  (*) , en

t e n a n t  c o m p t e  du fai t  que :

J ID
■J

r (a) i + i r
d  :

/
P o u r  m a j o r e r  | | (C) | , il s u f f i t  de v o i r  q u e  les d é r i v é e s

D
3

p a r t i e l l e s  s e c o n d e s  de r s o n t  b o r n é e s  sur D ; on a d o n c
3

| D D r ( t ) | «  1 .
2 1 e

p o s o n s  eu =  v et i n t é g r o n s  par p a r t i e s  , il v i e n t  :

d n
D T (t) =  (l/e) iM (t - v ) / e  ) D r(v) dv
i e J i

Il s u f f i t  a l o r s  d ' i n t é g r e r  sur la p a r t i t i o n  s u i v a n t e  :

d c
D =  {  v  G R , Il vil <  A > et D , et d ' a p p l i q u e r  les m ê m e s

L e m m e  2 : S o i t  {(X (t),Y (t) , t G B> , un p r o c e s s u s  g a u s s i e n
e e

2 n k
c e n t r é  à v a l e u r s  d a n s  ER et B un o u v e r t  b o r n é  de ER . On s u p p o s e

que la m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  R (t) de (X (t),Y ( t ) ) c o n v e r g e
e e e

u n i f o r m é m e n t  en t l o r s q u e  e t e n d  v e r s  z é r o  v e r s  f A O ”1 , où
L O A J

A est d i a g o n a l e  , de r a n g  q . S o i e n t  X > X ...> X , les q
1 2 q

v a l e u r s  p r o p r e s  n o n  n u l l e s  de A  et A  —  ( X <5 )
1 i i , j i , j=l ,q

c
d

> e n

2
3?

d 2
y •  •  *  s h

d
) I d h

2
dh

d
«  1 , d ' o ù  :

I

3

(B) I « £
D
3

* * * D
i
T
£
(t) =  l/e J D

i
ÜJ(t / e r (e u ) d u- u)

1
r a i s o n n e m e n t s  que p r é c é d e m m e n t



-12-

S o i t  t: -- >  g ( -t ) une f o n c t i o n  d é f i n i e  sur B à. v a l e u r s  d a n s  DR
£

qui c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  en t v e r s  g(t) b o r n é e  sur B , l o r s q u e  

£ t e n d  v e r s  z é r o  ; a l o r s  :

f  E ( || X (t)|| || Y ( t ) || ) g  (t) d-t ----- >  [  f  g(t) dt] E ( || X|| ) ,
I & & £ s-- >0 J q

B B

où X  -- >  N (O ,A  ) .
1

D é m o n s  t r a t  i on : E l l e  se f a i t  en t r o i s  é t a p e s

El : Il est c l a i r  qu e  le t h é o r è m e  est v r a i  si le r a n g  de A  est q ; 

en e f f e t  , il s u f f i t  a l o r s  d ' a p p l i q u e r  le t h é o r è m e  de c o n v e r g e n -  

-ce d o m i n é e  de L e b e s g u e

E2 : f  g (t) E( |i X ( t ) || ) dt ----- >  E ( || X || ) f g ( t ) dt
J £ £ £-- >0 q J

B B

a) Si la m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  C (t) de X  (t) e s t  d i a g o n a l e  et
£ £

si ses v a l e u r s  p r o p r e s  c o n v e r g e n t  s i m p l e m e n t  et s o n t  u n i f o r m é m e n t

b o r n é e s  en t p o u r  £ <  £ , a l o r s  E2 est p r o u v é e  en a p p l i q u a n t  le
0

t h é o r è m e  de c o n v e r g e n c e  d o m i n é e  de L e b e s g u e

b) Si C (t) est q u e l c o n q u e  , on la d i a g o n a l i s e  à. l ' a i d e  d ' u n e
£

m a t r i c e  o r t h o g o n a l e  P (t) , s o i t  D (t) =  P (t) C (t) P'(t) et
£ £ £ £ £ 

on p e u t  r a n g e r  les v a l e u r s  p r o p r e s  de D (t) p a r  o r d r e  c r o i s s a n t  ,
£

p a r  e x e m p l e  ; il s u f f i t  a l o r s  , p o u r  a p p l i q u e r  a) , de v o i r  que :

E ( Il X  (t ) || ) =  E( ||P (t )X (t) || ) .
£ £ £

E3 : P o u r  m o n t r e r  le l e m m e  , on se s e r t  a l o r s  de El et E2 en

b r u i t a n t  les p r o c e s s u s  X  et Y  , p u i s  on f a i t  t e n d r e  le
£ £

b r u i t  v e r s  z é r o  

P l u s  p r é c i s é m e n t  :

2
S o i t  Z un v e c t e u r  a l é a t o i r e  g a u s s i e n  c e n t r é  de v a r i a n c e  a  I , 

a  n
n

i n d é p e n d a n t  de (X (t),Y ( t ) ) et à v a l e u r s  d a n s  DR
£ £

S o i t  W un v e c t e u r  a l é a t o i r e  v é r i f i a n t  les m ê m e s  p r o p r i é t é s  que 
a

Z . On s u p p o s e  de p l u s  que Z et W  s o n t  i n d é p e n d a n t s  e n t r e  eux 
<r a a

n
On n o t e  T un v e c t e u r  a l é a t o i r e  à v a l e u r s  d a n s  DR et s u i v a n t  

a
2

u n e  loi N (O , ((A +  cr ) Ô )
i i , j i , j=l ,n
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On  d é c o m p o s é  f g (t) E ( || X  ( t ) || || Y ( t ) || ) dt - f g ( t ) E ( || X  || ) dt 
J a  a  e  J q
B B

"J (1>
en :

f (1) =  f g (t) CE (||X (t) Il II Y (t)||)-E(||X (t)+Z II II Y ( t ) + W  ||)]dt 
J J S  £ £ £ CI £ a

B

+ J  g (t) C E ( || X (t) + Z ||) (Il Y (t) + W  II) - E 2 ( ||T II) ] dt
£

B

- f g (t) CE (||T II) - E (Il X|| )] dt + f (g (t) - g(t)) E (Il X|| )dt 
J e  a q J £ q
B B

On p o s e  :

J  m  =  J  <.) » J  ,b, . J  « c  * J (d)

| (a) | <  E ( || Z ||) CE (||X ( t ) || ) + E ( || Y  ( t ) || ) + E ( || Z || ) ] |g (t) 
a £ £ a £

d ' o ù  :

| ( a ) | «  a C E ( || X ( t ) || ) + E ( || Y ( t ) || ) + a ] | g ( t ) |
£ £ £

On a p p l i q u e  a l o r s  E2 et d o n c  :

J

J

J
(c) c o n v e r g e  v e r s  z é r o  l o r s q u e  a  t e n d  v e r s  z é r o  u n i f o r m é m e n t

B

en £ d ' a p r è s  E2 et p a r c e — que |g (t)| «  1 p o u r  £ <  £ et V  t G B
£ 0

J

N o u s  s o m m e s  m a i n t e n a n t  en m e s u r e  de p r o u v e r  le t h é o r è m e  

D é m o n s t r a t i o n  du t h é o r è m e  : M o n t r o n s  que :

lim l i m s u p  E(^|c(£) Q (A(X )) — 0/25 f  1 dt ) =
5-- > 0  e-- > 0  T £ J {t , | X  ( t ) | <ô }

P o u r  t o u t  n G IN , on p a r t i t i o n n e  le c u b e  T en c u b e s  T de cot é s
i

p a r a l l è l e s  a u x  a x e s  de c o o r d o n n é e s  et de l o n g u e u r  C/n

2

s a e. a u

2 P 2

B

( a ) c o n v e r g e v e r s  z é r o  l o r s q u e CT •tend v e r s  z é r o  uniformément:

en s

B

(b) c o n v e r g e v e r s z é r o 1 o r s q u e £ ■tend v e r s z é r o  , d ' a p r è s  El

et le t h é o r è m e  de c o n v e r g e n c e  d o m i n é e  de L e b e s g u e

B

:d) c o n v e r g e v e r s zé r o 1 o r s q u e £ ■tend ve r s z é r o

t h é o r è m e  de c o n v e r g e n c e  d o m i n é e  de L e b e s g u e

O
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N o u s  v o u l o n s  m o n t r e r  que :

£ 0 2  £ <5 £ à
1 iml i m s u p E  ( £  — r] ) ) =  1 iml i m s u p E  ( 2  ( € “ "H ) ( € — ”0 ) ) —  O
<5 £ l i  1 ô £ i , j i i j J

£  Ô £  Ô 
S o i t  Z  =  E( Z  (S - *n )(€ ~  v  ) ) 

i , j i i j J

On d i v i s e  Z  en d e u x  s o m m e s  et X" t e l l e s  que :

V ' d é s i g n e  la s o m m e  c o r r e s p o n d a n t e  a u x  i n d i c e s  (i,j) t e l s  que

T et T ne s o n t  pas p r o c h e s  ; c ' e s t  à d i r e  : 
i J

V  t € T , V  t ' e  T , ||t - t' || >  C / n  
i J

X" d é s i g n e  la s o m m e  r e s t a n t e  : on s o m m e  sur les c o u p l e s  (i,j)

t e l s  q u e  : 3 t G T , 3  t ' €  T || t — t ' || <  C / n
i  j

N o u s  n o t e r o n s  "T p r o c h e  de T " : "T p p  T "
1 j i J

£ , ô
P o u r  Z' : S o i t  un t e r m e  g é n é r a l  a de 2'

i > j

£  , T] Ô Ô  £  £  Ô £  Ô  £
a =  E ( rj n  ) -h E(g € ) - E ( rj § ) - E ( r] § )
i » j i J i J i J J !

a £ , ^ = ( l )  + (2) - ( 3 )  - ( 4 )
i , j

O n  a p p l i q u e  les f o r m u l e s  de t y p e  R i c e  £6 ] à c h a c u n e  d e s  q u a t r e  

e s p é r a n c e s  :

2 p<5 pô
p (x,y) dx dy dt dt

2
(1) =  f  (0/2ô) f f p fx,y) dx dy dt dt

J J J X  ( t  ) , X  ( t  ) 1 i
T xT -ô -ô 1 2
i J

où p d é s i g n e  la d e n s i t é  de (Y , . . ,Y )
Y , . . , Y 1 n
1 n

(1) t e n d  v e r s  0 ( f p (0,0) dt dt l o r s q u e  Ö t e n d
J J X ( t  ),X (t ) 1 2
T T 1 2
i j

v e r s  z é r o  d ' a p r è s  le t h é o r è m e  de c o n v e r g e n c e  d o m i n é e  de L e b e s g u e

2
S o i t  P u n e  m a t r i c e  o r t h o g o n a l e  qui d i a g o n a l i s e  - D  R (O) en A  

e  e  e

£
d é f i n i e  p a r  A  =  (A (£) <5 ) ; on n o t e  p la d e n s i t é

£ i i , j i , j t , t
1 2

de X (t ),X (t ) .
£ 1 £ 2

On p o s e  : S
f?

i
Ne ( £ ) o

T
i
( A ( X ) )

£
et ■n

ô

i
Q/2Ô

1
T

1

i
{ t , | X ( t ) | <Ô >

dt
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=  f P£ ( o , o ;
. J t  , t

(2) =  I p (0,0) A (-t , -t ) d-t d-t
£ 1 2 1

T XT 1 2
i j

Posons t: — t —  x. ; on décompose alors X  ( x ) , X  (O) de la 
1 2  e s

ma n i è r e  s uivante :

P X (O) =  § -h X (O) a + X (r) £
£ £ £ £ £ £ £

P X (r) =  - X (r) a - X (O) (3
£ £ £ £ £ £ £

*
où : ( € > ? )  est: un couple gaussien centré , de coordonnées à. 

£ £
d

v a l e u r s  dans ER et indépendant de (X (O) ,X (x) ) £6]
£ £

On v é r i f i e  que :

r ( tt ) P DR ( x ) — P Dr (x) r (O)
£ £ £ £ £ £

CX =  ---------------------  , (3 =
£ 2 2 £ 2 2

r (O) - r (r) r (O) - r (r)
e e. e

r (O) P DR (t ) DR'(t) P'
*  £  £  £  £  £

De plus Var £ =  Var £ =  A — ---------------------------------  et
£ £ £ 2 2

r ( O ) - r ( r )
£ £

r (x) P DR (r) DR'(r) P'
* 2 £ £ £ £ £ 

cov ( § , € ) = -  P D R  (x ) P '
£  £ £ £ £ 2 2

r (O) - r (t )
£ £

 ̂ —1 2  2 - 1 / 2  r ___  ___  * 
d' où : (2)  =  (2T) ( r  ( 0 ) - r  ( r ) )  E(| |Mc(e)Ç IMINc(e)« || ) dt  dt

J £ £ £ £ 1 2
T XT
i j

En a p p l i q u a n t  les lemmes 1 et 2 il vient , compte tenu que les

c o e f f i c i e n t s  de P sont bornés par 1
£

(2) tend vers 9 f p (0,0) dt dt lorsque £ tend
J X(t ),X (t ) 1 2
T XT 1 2

vers zero

(3)  =  f ^c ( e )  f  0/25 f ||x|| p ( u , 0 , x )  . du dx dt  dt
J J J X ( t  ) ,X ( t  ) ,X ( t  ) 1 2

T  x T  - 5  1  e  2  e  2

, où :
2

2

A
£
(t1 , t )=E( ||Mc(£)P X (t -t ) Il II -NJC ( £ ) P X ( O ) || /X (t -t ) = X  ( O ) =0 )

£ £ £ £ £ 1 &

i j
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(3) =  1/2 T  0/2ôx(r(O)r (0)-T (t -t ))= J 1/ 2T  J6

T XT -ô 
i J

- 1/2

1 2
B (t -t ) dt dt 
e 1 2 1 2

où :

2 2 
B (r) =  e x p (— 1/2 u r (0)/(r(0)r ( 0 )-7 (r))) C (r) et 
e £ £ £

C ( x )  =  E(||Mc(£) p x  (r)i| / X ( 0 )  =  u , X (r) =  O) 
£ £ £ £

Ca l culons E(P X (r) A]c ( £ ) / X(0) =  u , X (r) =  O) =  (i) 
£ £ £

La ma t r i c e  de covariance de (P X (r) N̂jc ( £ ) , X(0) , X ( r ) )
£ £ £

est :

' A  C ( £  ) (a ( x )) 0 ’  I  I
£ i , £ i d 1,1 1,2

(a (x)) 
i , £ i

r (0 ) r (r) 
£

=
0 r  ( r ) r (O) I I
d £ £ 2 , 1 2 , 2_

et 0 est le ve c t e u r  ligne de [R dont les c o o r d o n n é e s  sont nulles 
d

a ( x ) -> O unifor m é m e n t  en x  d'après le lemme 1 et p a r ce-que

de P sont bornés par 1 
£

>  O u n i f o r m é m e n t  en Xd'où : (*) (i) =  f ( x  ) u où f (r) —
£ £ £ --->0

___  -1
Or Var ( P X (r) M e (£) / X ( 0 ) , X  (r) ) =  I - I I I

£ £ £ 1,1 1 ,2 2 ,2 2 , 1

-1
le terme général de I I I  est :

1,2 2,2 2,1

r(O) a (r) a (x )
i , s j , e

r ( 0 )r (O) - r (t)
£ £

qui c onverge u n i f o r m é m e n t  en x  vers zéro lorsque £ tend vers zéro

d'où : (**) Var ( P X (x ) M e (£)) / X(0) , X (x ) ) converge
£ £  £

u n i f o r m é m e n t  en x  vers A lorsque £ tend vers zéro

Il est clair qu'en m o d i fiant légèrement le lemme 2 et en 

u t i l i s a n t  les résultats (*) et (**) et le lemme 1 on a :

(3)
£ --->0

-> 0 /2<5
i  r
T xT -ô 
i J

X
(0 ,0 ) D (t -t ,u ) du dt dt
( t ) , X ( t ) 1 2  1 2

i  , e e--- >0

où : D( r , u ) — exp ( - 1 / 2 u r ( 0 )  ( r  (O) -  r ( r ) ) , et  donc :
p P 2

les
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(3) ----- >  0 f p (0,0) dt dt d ' a p r è s  le t h é o r è m e
ô-- > 0  J X( t ) ,X(t ) 1 2

T xT 1 2
i J

de c o n v e r g e n c e  d o m i n é e  de L e b e s g u e

De m a n i è r e  a n a l o g u e  on m o n t r e r a i t  qu e  (4) c o n v e r g e  v e r s  la m ê m e

l i m i t e  que (3) l o r s q u e  £ p u i s  Ô t e n d e n t  v e r s  z é r o  ; et d o n c  :

lim lim 

ô------>0 e------>0

P o u r  • n o u s  a v o n s  :

£  Ô £  Ô 
Z" = Z E ( § - ri )(f - ri ) , d'où :

T p p T  i i j j
i  j

£  S  2  e  ô  2  1 / 2

Z ( E ( § - r ) ) E ( t - T i )  ) et donc :
T p p T  i j i j
i J

£  2  1 / 2  S  2  1 / 2  2z" < z : ( (E(§ ) ) + ( (E(n ) ) :
T p p T  i j
i J ô 2

Ma j o r o n s  E(r] )
i

ô 2 n 2 nô nÔ
E(tî ) =  (0 / 2 ô) p ( x , y ) dt dt dx dy

i J J J X ( t  ) ,X(t ) 1 2
T xT -ô -ô 1 2
i i

Ô 2  n 2  2 2 - 1 / 2
E ( tî ) <  0 (r (O) - r (t - t _)) dt dt , d ' o ù  :

1 2
T XT 
i i

a 2 n C / n  /C/n 2 2 - 1 / 2
E(tj ) <  . . (r ( O ) — r (u ,.,u )) ( C / n -  | u | . . ( C / n -  | u | ) dudt

i J J 1 d 1 d
— C / n  — C / n

ô 2 d n C/n n C / n  2 2 - 1 / 2
E ( r} ) <  ( C / n  ) •••! (r ( 0 ) — r ( u , . . . , u ) ) du . . du

i J J 1 d 1 d
— C / n  - C / n

M a j o r o n s  r(Q) — r(u) sur ] — C / n  , Q [x] O , C / n  [x . . .x]Q,C/n[] p a r  e x e m p l e  

r(O) — r(u) = 1 ( 1 — c o s < x , u > )  dF(x) , d ' o ù  :- J
j O  J*1/  a II u II J J
r O rl/d||u|| fl/d || u ||

r ( Q ) - r ( u ) >  .... (1 — c o s < x , u > )  d F (x )

- 1 /d || u || 0 0

Il est c l a i r  que O < < x ,u >  < 1 p o u r  t o u t  x a p p a r t e n a n t  au 

d o m a i n e  d ' i n t é g r a t i o n  de l ' e x p r e s s i o n  p r é c é d e n t e  ; d o n c  :

O rX/d || u || pl /d || u || 2
r ( O ) - r ( u ) »  .... < x  , u >  d F ( x )

p u  pj. / a [| u || pa

- l / d  || u || O O

2

Z' O .

Z" <
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Mais x u > O V i  G Cl>d] d ' o ù  :
i  i

d 2 rO p i / d  || u || rl / d | | u | |  2 
r(O)  -  r ( u )  »  S u  . . I x d F ( x )

i= l  J J J J J- l / d  || u || O O

Or || u || < -\J d C/n i m p l i q u e  l / d | | u | |  >  n/CdA] d , - l / d | | u | |  <  - n / C d ^  d

P o s o n s  a (C) =  i n f  A (crn/dC'\|d ) ; on a s u p p o s é  en f a i t :  que n est: 
n cr , j j

"s uf f i samment :  grand" , c ' e s t  à d i r e  que n est: s u p é r i e u r  à. N pour  

a v o i r  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  :
V n > N, 3  e ' ( C / n ) , V  ( x , y )  G ] - C / n , C / n [ x . . . ] - C / n , C / n [ , V e < e ' ( C / n ) ,
r ( O)  -+- r ( x  —y)  > r ( 0 )  e t  r (O) ■+■ r (x —y) > r ( 0 ) / 2 , a  (C) > a (C) > O;

£ £ n N
on p o s e  a l o r s  £ " ( C / n ) =  i n f  ( £ ' ( C / n ) , £ ( C / n ) )  où £ ( C / n )  =  dC/n

v au)- j  J 2
v d F (v ) , u >  O

J
Act ( u ) A  a ( u ) Act ( u.)

= ± 1 , Acr (u)=]0,cr (u)C sia > O 
i i i

Aa (u) = ]a (u) ,0[ sia < O 
i i i

2
r(u) > (I u H a (C) et donc : 

n

<5 2 d p C/ n  nC/ n  pC/ n
E ( T) ) «  ( C/n ) . . . .  1 /  Il u II du

—C/n —C/n —C/n
ou e n c o r e

d /AJ d C/n d — 2 2d-l ____ d-1
(C/n) r dr =  (C/n) (^ d ) / d-1

O
ô 2 2 d —1 

e t  do n c  : E ( r] ) «  ( C/ n )
i

£ 2
Majorons  E(^ )

i

S  2  n S
E( § ) =  C( £ )  p ( O , O ) E ( || X ( O ) || || X ( t  - t  ) || / X ( 0 ) = X ( t  - t  ) = 0 ) d t

i.  J t  , t  £ £ 1 2  £ £ 1 2
T xT 1 2

i  i

d
( 1 )  =  E ( || X ( O ) || || X ( r ) | | / X  ( O ) =X ( r ) = 0 )  < I  V( D X ( O ) / X  ( 0 ) , X  ( r ) )

£ £ £ £ j = l  j £ £ £
d ' o ù  :

cl k k 2 2  2 _1
( D  < Z (X ’ -  r (O)ED r ( r ) ] (r  (O) -  r ( r ) )  ) 

k=l  2 , £ £ k £ £ £
e t  do n c  :

d k , k
( 1)  < Y, X , on o b t i e n t  a l o r s  :

k=l  2 , £

£ 2  d k , k n 2 2 - 1 / 2
E( § ) < Z C( £)  X (r (O) -  r ( t  -  t  ) d t  d t

i  k= l  2 , £ J £ £ 1  2 1 2
T xT

i  i

où :

1 2 d

a v e c  er = (o
1 2 d

) où :

V i G Cl ,d] o
i

d ' où : r(O) -

E (r¡
Ô

i
)
2

«
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d ' o ù :
£ 2  d k , k  d nC/n r C /n  nC/ n  2 2 - 1 / 2

E( €. )  < Z ^ c ( e )  X^ (C/n)  I . .  ( r  ( O) - r  (u , . . , u  )) du== ^  v ^  v w  ^  ;  • •  v j .-  ̂ u  ;  — j- v ^  , u

1. k=l  2 , e J J J e e l  d
—C/n —C/n —C/n

On cons idè re  a lo r s  le  v e c te u r  z d é f i n i  au début: de la
k

concernant: le s  dém ons tra t ions  ; on peut é c r i r e  :
2 k k 

V k e [ l , d ]  , c( £)  z - D R  (0) z ' = c ( s )  A ’ < c( £)  A (e) ; or  
k £ k 2 , £ 1

c (£) A (£)  = A  = 1  , d 'o ù  : pour t o u t  k appa r tenan t  à £1 ,d] ,
1 1
k , k

c (£) X e s t  majoré par une cons tan te  ne dépendant pas de £
2 , £

on a a lo r s  la  m a jo ra t io n  s u iva n te  :

£ 2 d nC/n nC/n nC/n 2 2 - 1 /2
E(§ ) «  ( C /n ) . . .  ( r  ( O) - r  ( u , u , . . , u )) du

i  s £ 1 2  d—C/n —C/n —C/n
On in t è g r e  sur  les  domaines s u iv a n ts  :

D =  { r  € [ - C /n ,C /n ]  /  || r  || > £/Aj d >
1

d ___
D = { r  G [ - C /n ,  C/n] /  || r  || < £/M d >
2

On suppose que : £ < £ (C /n)  =  dC/n 
£ 2

E(€ ) < (1) + (2) i
Sur D : S o i t  r  E. D H ] -C /n  , O [x ]0  , C/n [x . . . ] O , C/n [ par exemple 1— 1

/ \  2
r  (O) — r  ( r  ) = | (1 — cos<x,u>) |t l̂ ( £ u ) dF ( u )
£ £ J

f O p l /d  || r  || p l / d  || r  || 2 /n 2
r  (O) -  r  ( r )  »  . . < r  , u> | ip | (£u) dF(u)

- l / d  || r  || O O

Mais || £ u || < 1 d 'o ù :
pl /  d || r  || pl /  d || r  || 2

r  (O) -  r  ( r )  »  < r , u> d F ( u )
jO j l / d | | r | |  Ç

£ £
■ l /d | | r | |  O 

d 'a p rè s  ce qu i  précède :
2

r  ( O ) -  r  ( r  ) »  || u || , e t  d o n c : 
£ £

2 d— 1
(1) «  (C/n) pour £ < £ " (C /n )

Sur D : S o i t  r  G D H ] - C / n , 0 [ x ] 0 , C / n [ x , . . ] 0 , C / n [  par exemple 
----------- 2 2

JO pa( e )  na. ( £ ) /\ 2
I . . .  I ( l - c o s < r  , u > )  I 4* I ( e u )  dF ( u )r

£
;o) r

£
(

- a i e ; u u

r ) >
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Or || eu || <  1 et O < < r  , u >  < 1 , d ' o ù  :

2 d — 1
d ' o ù  : (2) «  (C/n) p o u r  e <  e " ( C / n )

2 d — 1
On en d é d u i t  d o n c  que : Z" «  2  ( C / n  ) p o u r  e <C e

T p p T
i J

d
Or il e x i s t e  au p l u s  (3n) c u b e s  p r o c h e s  d ' o ù  

d — 1
Z" «  (C/n) p o u r  e <  e ” (C/n) , et d o n c  :

d -1
l i m s u p  l i m s u p  Z  «  (C/n) , V n >  N , d ' o ù  :

ô -- >0  e-- >0

lim l i m s u p  Z  —  O 

ô -- >0  e-- >0

ce qui a c h è v e  la d é m o n s t r a t i o n  du t h é o r è m e  .

2

" (C/n)

r
s
(O) r

£ (r)
»

I

o

a ( e )
J
a

U

(s)
J

a

u

(e)
<r , u>

2
dF(u) » l l r  II

pour e < e"(C/n)
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Probabilités/Probability Theory

Estimation de la matrice des moments spectraux d’ordre 2 
d’un champ aléatoire gaussien à l’aide des courbes de

niveau

Corinne B erzin et Ileana Iribarren

Résumé — On propose des estimateurs pour la matrice des moments spectraux du second ordre 
d’un champ aléatoire Gaussien bi-indexé stationnaire et centré. Les estimateurs sont définis à l’aide 
de fonctionnelles sur les courbes de niveau du champ. On étudie ses propriétés statistiques et on 
donne une expression de la matrice de covariances asymptotique.

Estimation of the spectral moments matrix of second order of a gaussian random
field based on the level curves

Abstract — We propose estimators for the spectral matrix o f the second order moments o f  a 
stationary and centered Gaussian bi-parametric random field. The estimators are defined as functionals 
over the level curves o f  the field. We study their statistical properties and we give an expression o f  
the asymptotic covariance matrix.

I. Introduction. — Soit X  — { X ( t ) : t e U 2 } un champ aléatoire gaussien, centré et 

stationnaire. Soit T ( t )  sa fonction de covariance, que nous supposerons deux fois différen- 

tiable et r(0) =  l. Si d F  est la mesure spectrale associée à T, les moments spectraux a l7,

i, j =  1, 2 sont définis par

( 1) XiXjdF, /, 7= 1, 2.

On notera E la matrice (a l7)l>y=lf 2- On suppose que X admet des trajectoires presque 

sûrement deux fois différentiables; le processus gradient de X, X / (i) =  (X ,1 (£), X'2 (i)), où 

X j ( t )  =  dX( t ) / dt p  7 =  1, 2, admet alors comme matrice de covariances ( — T -j(0 ) ) lW=lf2 

où r'ij (t) =  d2 T  (t)/dt¡ dtp t e R 2. D ’après la relation (1) les moments spectraux g 0- sont 

liés à la fonction T  par la relation a l7=  — 0), 1, 7 =  1, 2.

Des techniques différentes ont été proposées par plusieurs auteurs pour estimer les 

moments spectraux. Lorsque X est un processus gaussien uni-indexé { t e U )  Lindgren [5] 

a proposé des estimateurs pour le second moment spectral en utilisant les passages à 

niveau et Cabaña [1] les extrêmes du processus. Dans les cas où X est un processus bi- 

indexé, Longuet-Higgins [6] estime les moments spectraux de tous les ordres en utilisant 

le nombre des zéros du processus sur les droites faisant un angle donné avec Taxe 

horizontal.
L ’objet de ce travail est de proposer des estimateurs pour la matrice E en utilisant des 

fonctionnelles définies sur les courbes de niveau de X du même type que celles qui ont 

été utilisées par Cabaña [2] pour estimer les paramètres d’isotropie.

L’étude générale du comportement asymptotique de ce type de fonctionnelles a été 

faite par Iribarren [4]; on utilisera ses résultats pour établir les propriétés des estimateurs 

proposés.

II. D éfinition et propriétés des estimateurs de la matrice I .  — Soient u e U u n  niveau 

fixé et T  un rectangle de U 2. Étant donné que X est gaussien, l’ensemble aléatoire 

C j =  { t e T : X ( t)  =  u } est p. s. une courbe différentiable si les conditions suivantes sont

Note présentée par Jean-Pierre K a h a n e .
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vérifiées :

H 1 : X est p. s. de classe C 2.

H 2 : d e tX > 0  c’est-à-dire r " (0 )  n’est pas dégénérée.

Le processus gradient de X  peut être représenté par X ' (t) =  || X ' (t) || (eos © (r), sin ©  (t))  

où || X ' (t) || et 0  (f), t g R2, sont deux champs aléatoires réels stationnaires. Si f : [ n ,  rc) - ►  R 

est une fonction continue, les conditions H  1 et H  2 permettent de définir p. s. les intégrales 

de ligne (voir [3])

(2) * » { / ,  T) =  |T | /  (0)dS.

Notre proposition d’estimateurs se fondera sur les valeurs des intégrales 

(3) i f ( T ,  u) =  P u{ \ ,  T); ^ (T ,  u) =  J *u(|cos 0|, T); ¿ '(T , w) =  ̂ u(|sin 0|, T).

Les hypothèses H 1, H  2 permettent d’écrire les deux premiers moments des 

intégrales (2) sous la forme ( voir [3])

/(6)Px(0,; 9«»ta ©)E[||X'(0)||/X(0) = U, ©(0) = 0]dQ

(4)

=  T -2 ds dt /(0)d0 S (9) Px (s), X (r); 0 (s), 0 (i) (W> v> 9)

x E [ || X '  (s) || | |X '( i ) | | /X  (s) =  u, X ( t )  =  v; 0 (s )  =  0, © (t )  =  <p]*p.

x(D; s( t ) (u> 6) désigne la densité conjointe des variables X ( t )  et 0 ( f )  au point (u; 0). 
Soient X+ et X_ (X+ ^A,_) les deux valeurs propres de la matrice E; le calcul montre 

que

où P.

(5)

où ê  (k)  =

E II X '(0 ) ||  =
2X,

J \ — k 2 sin2 cpdcp est l’intégrale elliptique de second ordre.

Les formules (4) appliquées aux fonctionnelles (3) suggèrent les estimateurs suivants 

pour les paramètres Ti = (cr11) 1/2, 'Y2 =  ( CJ2 2) 1/2 et 73= £ (£ )

f Yj (T, u) =  7t exp (u2/2) # (T ,  u), y 2 (T,  u) =  n exp (u2/ 2) i f  (T, u), 

l y3 (T, u) =  (2 n )i/2 exp (u2/2) ^ f(T , u)

lesquels ont la propriété d’être sans biais. Si on suppose que 0 < a i 2< a u a 22> ês valeurs 

propres X+, A_ de la matrice Z sont données par la relation

1 
2

(6)

(7)

Soit r =  \ _ / X + ;  la fonction g (Z ) peut s’écrire alors comme une fonction de la variable r 

et des paramètres a n  et a 22

(8) g(E) =  y â 17 + 0 22 /i(r) où h(r)-.
n(l +r)

et u ¡ 2 peut s’écrire aussi comme

( 1 -  r ) 2 (ctu  +  a 22)2 -  (1 +  r)2 (ct! ! -  ct22)2
(9)

4(1 + r ) 2

-1
fi

JcJ

E & i (.t  T) =
n

- 71

E ua  t) v(g, T)

T xT

n

- n

n

-n

ê
n L

r

i

rt 2

0

/ 2

'-f.) g £)

A± (ai i -f-a22)± s/fa 11 rr22,
\T /I ■r

12]•
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a (T ,  « ) = ■

a(T , u) est toujours supérieur ou égale à ^J(2/n), mais il peut dépasser ^Jn/2, ce qui est 

le cas quand le champ tend à devenir isotrope (r =  1, a 22 =  0). Ce qui nous amène, en 

utilisant (9), à définir l’estimateur de o \ 2 comme suit :

[ l - r ( T ,  n))2 (yi (T, u) +  y l(T , + r ( T ,  n))2 (y2 (T, u ) - y2 (T, u))2

4 ( l + r ( T ,  u) )2

si r(T , w)# 1 et 

) si r (T, u) =  1.

Définition. — On dit que X satisfait une condition de p-mélange si ; 

sup { | EZb Z b, — EZb EZb, | : Z B e a  (B), Z r e a (B ') }  =  p (d (B, B')) -> 0 quand d -+ co 

où B et B' sont deux boréliens de U 2 et a  (B) =  a  { X (t) : t e B }.

Théorème. — Si les conditions H 1 et H 2 sont vérifiées et quen  plus 

H 3 : L a  fonction de covariance F  de X  est telle que T (u), F '  (u) et F "  (u) tendent vers 

zéro quand \ u | co.

H 4 : X satisfait une condition de p-mélange et il existe 5 > 0  tel que

£  k 2 p(/c)5/2 + 6<  oo.
k e N

H 5 : Les moments d'ordre 2 +  5 de ! £  (T, u) sont finis.

Alors

( 10) X2 cov (yk(X,T, w), y ^ T ,  w))-> V kl(T), /c, / =  1, 2, 3. 

quand À, -> oo, et de plus

(11) A. (yj (X T, w) -  y y2 (X T, u) -  y2, y3 (X T, ii) -  y3)

converge faiblement vers un processus de Wiener tri-dimensionnel W V(T) indexé p ar  les 

rectangles Te(R 2 et de matrice de covariance V ( T ) = ( V ki)kt / = 1> 2, 3 d ° nt les éléments sont 

donnés par les formules suivantes :

(12) Vfc/ (T) =  | T  | ~ 1 exp (w2)

où

H u)dt ,  K  7=1, 2, 3.

et
H*; I (u, v) =  Px (sh x (I) (u, v) f t * - (t/, d) -  Px (J) (w) Px (1) (v) ftj (u) ft,' (r)

j 7T2 E ( | X i  (s) j| X i (£) i/X (5) =  u, X  (i)  =  y), k , l =  1 , 2

hks : l (u,  « )=  1 2 J tE (D X ' (s ) ¡1 | |X '( i ) | | /X (s )  =  u, X ( t )  =  v), k =  l =  3

( n >/ 5 n E ( | | X ' ( s ) | | | X i ( t ) | / X ( 5 )  =  u , X ( t )  =  »)> /c =  l ,  2; / =  3

a212

n
2
12 (T, u) =  C

R 2

S 2*(T, u) + Y l(T , «) V k JW (T, u) h (T, «)

La fonction h est une fonction strictement croissante de r, et elle est définie de

l’intervalle (0 , 1) sur Q «), ne'2; D ’après les relations (8) et (9) on peut définir les

estimateurs suivants

De r :

où

r(T , u) =
{

h~l (à(T , u)) si O L E l m h

si a ^ Im  h

Y3 (T, U) /2 &  (T, «)

:t
>W)
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et hks (ü )h lt (v) désigne dans chaque cas le produit des espérances conditionnelles sachant  

X( s )  =  u et sachant X (i) =  v.

Remarques. — 1. Le théorème entraîne la consistance des estimateurs y 1(A.T,w), 

y2(XT, u \  y3(À,T, u) et en plus leur indépendance asymptotique.

2. On déduit aussi la consistance et la normalité asymptotique des estimateurs r (X T, u) 

et cji2( IT ,  u ).

Démonstration. — La démonstration découle du résultat général sur le comportement 

asymptotique des fonctionnelles du type (2) qui est traité dans [4].

Note reçue le 19 septembre 1988, acceptée le 26 septembre 1988.
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