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Lorsqu'on avoue exercer la profession de chereheur en mathematiques, 
on est en general confronte ά une reaction d'itonnement, assortie d’un 
commentaire qui se limite gineralement a un "Ah ?" peu enthousiaste.

Rares sont ceux qui- poussent plus loin leur enquete : les mathemati
ques , que tout le monde connatt, ou croit connattre, suscitent plus fri- 
quemment I'indifference que la curiosite. Leur evocation ramene a la sur

face des souvenirs enfouis d'additions interminables et d'obscures pro- 
priStes du triangle, ou plus ricemment de fleches entre formes patato-idales 
affublees de noms bizarres. Car si les themes abordes et les methodes 
d'enseignement ont souvent change ces dernieres annees, le resultat est 
helas souvent reste le meme.

Ceci fait qu'il est bien difficile de corrmuniquer la fascination que 
peuvent exercer les mathematiques. On se retrouve ainsi victime de la 
vieille image du savant un peu lunatique perdu dans son monde de symboles 
mysterieux et le plus souvent incapable de repondre a la simple question :

” A quoi Qa sert ? ".
S’il est vrai que les mathematiciens sont parfois plus a I'aise dans 

leurs equations que dans la vie, cette vision des choses ne reflete qu'une 
partie de la. rialiti : les mathematiques sont un monde en perpetuelle 
ivolution ou I'on est en contact avec des gens souvent prets a vous 
consacrer leur temps sans compter et a s'enthousiasmer pour les progres 
de leur discipline, des gens passionnes par leur travail.

C’est ainsi que j'ai eu la chance de rencontrer, par ordre chronolo- 
gique, Daniel Bennequin, dont I’enthousiasme pour les "Principles of 
Algebraic Geometry" de Phillip Griffiths et Joseph Harris n'a sans doute 
pas ete itranger a mon choix de cette spScialiti. Joseph Le Potier m’a 
ensuite initie a un domaine qui lui est cher : les fibres vectoriels sur 
les espaces projectifs. Amaud Beauville, qui a dirige cette these, a, 
depuis bientot huit ans, toujours ite disponible pour repondre avec 
compStence et precision a mes questions. II a aussi su me proposer des 
themes de recherche passionnants - et abordables... Je le remercie since- 
rement de son aide. J’ai ensuite pu, grace a une bourse de Harvard 
University, profiter au cours de longues discussions des vastes connaissances
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de Phillip Griffiths, dont tous ceux qui le connaissent apprecient la 
gentillesse et la disponibilite. L'icole ita.li.enne est personnifiee pour 
moi par Fabrizio Catanese. A I'epoque des legons de cuisine italienne 
dans sa maison de Princeton - foreigners never put enough water for 
pasta - puis au cours de mes si jours a Pise, nous avons decortique 
ensemble les passionnantes proprietes des surfaces de type general avec 
K2 = 2, p = 1 et q - 0. Je lui exprime ici toute mon amitii. A mon 
retour des Etats-Unis, j'ai fait connaissance avec le rude climat du 
plateau du Moulon au Centre de Mathematiques de I’Ecole Poly technique, 
dirige par Michel Demazure. L'atmosphere y itait heureusement rechauffee 
par I'entrain de Marie-Jo Lecuyer, qui m'a rendu service a de multiples 
occasions. J’ai ensuite diminagS au Centre d’Orsay de I'Vniversite 
Paris-Sud; si I’architecture est austere, le cadre est agreable et son 
personnel accueillant. Je remercie tout particulierement Luc Illusie de 
m'avoir accepte dans son equipe.

Enrico Arbarello a accepte de venir de Rome pour faire partie du 
jury de cette these, et Gerald Welters, qui m'aide depuis longtemps sans 
le savoir par la clarti de ses articles, de Barcelone. Je les en remercie 
tous les deux. Je suis aussi reconnaissant a Michel Herman d'avoir 
accepti de diriger ma seconde these. It a su, avec Jean-Christophe Yoccoz, 
m'expliquer les subtiles proprietes des diffeomorphismes du cercle. Merci 
aussi a Michel Raynaud, qui a accepti de presider le jury.

Mes remerciements vont enfin a Mesdames Bonnardel et Le Bronnec qui 
ont, corrtme on peut le constater en feuilletant cette these, reussi 
brillamment le passage de I’antique machine ά ecrire au traitement de 
texte informatique.



I N T R O D U C T I O N

Une variete abelienne principalement polarisee est un couple (A,0), 
ou A est un tore complexe et 0 un diviseur ample sur A , d6fini a 
translation pres, tel que H°(A,0^(0)) soit de dimension 1. La variit^ 
de Kummer associ£e est l'image du morphisme defini par les sections 
globales du faisceau inversible 0^(20). Elle est done plongee dans 
l'espace projectif PH°(A,0^(20))* , de dimension 2ĉ m ^ - 1.

Un exemple de varietes abeliennes principalement polarisees 

est celui des jacobiennes de courbes lisses projectives. On a remarque 
que dans ce cas, beaucoup de droites de l'espace projectif coupaient la 
variete de Kummer associee en au moins trois points - on les appellera 
des tris£cantes. Ce phenomene a conduit Mumford a conjecturer que 
Γ existence de suffisamment de trisecantes a la variete de Kummer 
pourrait caracteriser les jacobiennes de courbes parmi toutes les varietes 

abeliennes principalement polarisees.

Cette question a suscite de nombreux travaux, dus entre autres a 
E. Arbarello, C. De Concini, B.A. Dubrovin, R. C. Gunning, Z. Ran,

T. Shiota et 6. Welters, d'ou il ressort en particulier qu'on ne connait 

aucune variete abelienne principalement polarisee dont la variite de 
Kummer admette une trisecante et qui ne soit pas une jacobienne de courbe. 
Ceci a conduit G. Welters a preciser la formulation de Mumford en 
conjecturant qu'une variete abelienne principalement polarisee est une 
jacobienne de courbe si et seulement si la variete de Kummer associ£e 
admet une trisecante. La version infinitesimale de ce probleme est la 
conjecture de Novikov, demontree recemment par T. Shiota. II est utile de 
remarquer que 1 'existence d'une trisecante equivaut δ celle d'une inclusion 
du type 0 n 0fl c  0χ u 0^ , ou 0g designe le translate de 0 par

1'element a de la variety abelienne A et ou x, y et a sont

D
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distincts non nuls. Ceci entraine en particulier que 1 'intersection 

θ fl 0 . est reductible.a

Apres un premier chapitre consacre a la terminologie et aux notations, 

on demontre dans le second la conjecture de la trisecante pour une classe 

de varietes abiliennes principalement polarisees plus large que celle des 

jacobiennes : celle des varietes de Prym, attachees a des revetements 

doubles de courbes lisses (ou eventuellement stables). En dimension 

inferieure ou egale a 5, toute variete abelienne principalement polarisee 

est une variete de Prym : on a done demontre la conjecture dans ce cas.

Notre demarche est la suivante. Apres une breve introduction (II.A), 

on reprend en II.B en la simplifiant la demonstration de A. Weil du 

theoreme de Torelli pour les courbes, basee sur la determination des cas 

ou Γintersection 0 n e, est reductible dans une jacobienne.a

Dans la partie II.C, ecrite en collaboration avec A. Beauville, nous 

montrons que l'existence d'une trisecante entratne la condition d'Andreotti 

et Mayer dim Sing 0 > dim A - 4 . Ces deux auteurs ont montre en 1963 que 

la famille des jacobiennes etait une composante irreductible de la famille 

des varietes abeliennes principalement polarisees verifiant cette 

condition. On en deduit done une forme faible de la conjecture de la 

trisecante, a savoir que les jacobiennes forment une composante irreductible 

de 1 'ensemble des varietes abeliennes principalement polarisees dont la 

variete de Kummer admet une trisecante.

On se tourne alors, en II.D et II.E, vers l'etude de la variete W „.
g-4

Les travaux de Beauville permettent de decrire les varietes de Prym qui 

sont dans W ^ . Certaines d'entre elles sont des cas particuliers d'une

construction tres simple (detaillee dans l'Appendice 1), qui fournit de 

nouvelles composantes irreductibles de , formees de varietes abeliennes

principalement polarisees. isogenes a des produits ; l'etude fine de Sing 0 

pour les autres permet de montrer qu'elles forment aussi des composantes de

, composees done de varietes de Prym.

On a alors reuni tous les ingredients pour montrer, en II.F, la 

conjecture de la trisecante pour les varietes de Prym. On procede par
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recurrence sur la dimension, en s'appuyant pour demarrer sur des travaux 

de Z. Ran en dimension 4.

Dans le chapitre III, on exploite les resultats de II.D et II.E en 

dimension 4. Plus precisement, on obtient pour cette dimension des 

descriptions des sous-variet6 s de l'espace des modules des variites 

abeliennes principalement polarisees ou un certain nombre de thetaconstantes 

s'annulent. Le fait le plus remarquable est qu'en dehors des jacobiennes 

hyperelliptiques, il existe une seule variete ab^lienne principalement 

polaris^e de dimension 4 avec 10 thetaconstantes nulles. El 1e avait έΐέ 

decouverte par R. Varley. On decrit aussi les varietes abeliennes 

principalement polarisees qui ont respectivement 2,3 ou 9 thetaconstantes 

nulles.

On passe dans le quatrieme et dernier chapitre aux relations entre 

vari£t6 s de Prym, ensembles des varietes abeliennes principalement

polarisees (A,0 ) de dimension g avec dim Sing 0 > g - 6 , et existence 

d'un plan quadrisecant a la variete de Kummer. On adapte tout d'abord la 

methode d'Andreotti et Mayer pour montrer en IV.A que la famine des varietes de 

Prym est une composante de pour g >_ 7 . La partie IV.B est le

pendant de II.C pour les varietes de Prym. La variety de Kummer d'une 

variete de Prym n'a pas en general de droite trisecante, mais des plans 

quadrisicants. Puisqu'on dispose d'un theorfeme du type Andreotti-Mayer (IV.A), 

on peut prouver que les varietes de Prym forment une composante irreductible 

de 1 'ensemble des varietes abeliennes principalement polarisees dont la 

variete de Kummer admet un plan quadrisecant. On peut noter pour finir que 

si on ne connait aucun contre-exemple b la conjecture de la trisecante, on 

sait construire des varietes abeliennes qui ne sont pas des varietes de 

Prym, mais dont la variete de Kummer admet neanmoins un plan 

quadrisecant (elle contient en fait une conique).
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ABSTRACT :

The trisecant conjecture states that a complex 
indecomposable principally polarized abelian variety is the 
Jacobian of an algebraic curve if and only if the associated 
Kummer variety (i.e. the image of the morphim associated to the 
linear system of divisors linearly equivalent to twice the theta 
divisor), embedded in the projective space, has a line which 
meets it in at least three points. We prove this conjecture in 
case where the principally polarized abelian variety under 
consideration is a (generalized) Prym variety. This proves in 
particular the conjecture in dimension less or equal to 5. Our 
techniques also yield a description of the family of principally 
polarized abelian varieties of dimension 4 for which the theta 
divisor has a given number of singular points of order 2 
(so-called "vanishing thetanulls"). In particular, we show that 
only one indecomposable principally polarized abelian variety of 
dimension 4 has 10 vanishing thetanulls, except of course for 
hyperelliptic Jacobians. Finally, we show that in dimension at 
least 7, Prym varieties form an irreducible component of the 
family of principally polarized abelian varieties for which the 
singular locus of the theta divisor is of codimension at most 6. 
It follows that, still in dimension at least 7, Prym varieties 
form an irreducible component of the family of principally 
polarized abelian varieties whose Kummer variety has a 
quadrisecant plane (result obtained in collaboration with A. 
Beauville).
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CHAPITRE I 

TERMINOLOGIE ET NOTATIONS

Dans ce chapitre, on se propose de fixer les notations qui seront 
employees dans la suite de ce travail. On passe aussi en revue les 
quelques resultats de base relatifs aux courbes algebriques et aux 
varietes abeliennes dont nous aurons besoin.

1. Gene rallies.

1.1. Nous travaillerons uniquement sur le corps C des 
complexes, sauf dans la partie II.C, ou il est precise que le corps de 
base est seulenient algebriquement clos. On adoptera la convention 
qu’un ensemble de dimension < 0 est vide.

1.2. Le lieu singulier d ’un schema X est note Sing X , le lieu 
des points de multiplicity n , Sing^X .

On notera aussi X^^ le produit symetrique de d copies de 
X , c*est-a-dire le quotient de X^ par le groupe symetrique .

1.3. Si Ψ est un faisceau coherent sur une variete projective 
X , on notera h^X,?) = dim H^X,^) pour i>0 .

1.4. Si y est de plus inversible et si X est reduite, on note 
|y| 1*ensemble des diviseurs de Cartier effectifs D tels que
0^(D) ^ ψ ; c ’est un ouvert de ίΡΗ°(Χ,9θ, qui peut en etre distinct si
X est reductible.

On peut associer a y une application rationnelle 
φ jy |: X -- iPH°(X,sr)v definie par Φ|^|(χ) = (s€H°(X,y)|s(x)=0}.

1.5. Si X est un schema projectif Cohen-Macaulay de type fini 
sur C , on notera son faisceau dualisant.

2. Courbes.

2.1. Une courbe sera pour nous une variet§ projective r§duite C 
de dimension 1. Son genre est defini par g(C) = 1-"K(̂ q )· On ne
consid6rera que des courbes connexes avec au plus des points doubles

I
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comifle sinflularites. La jacobienne JC de C est alors un groupe 
algebrique lisse comrautatif de dimension g(C), extension d’une 
variete abelienne par un tore, dont les points sont naturelleinent 
identifies aux classes d’isomorphisme de faisceaux inversibles sur C 
dont la restriction a chaque composante est de degre 0. On supposera 
toujours choisi un ordre sur I1ensemble des composantes de C . On
notera alors Pic(C) son groupe de Picard et Pic-(C), ou 
d = (dj,...,d ), 1*ensemble des classes d ’isomorphisme de faisceaux
inversibles sur C dont la restriction a la j-ieme composante est d.

«J
(i.e. de multidegre d). Le degre total d ’un faisceau est d = Z d . .J

Le faisceau dualisant de C est un faisceau inversible de degre 
total 2g(C)-2 .

2.2. Une courbe stable ([De-M], Definition 1.1) est une courbe 
(au sens (2.1)) telle que toute composante rationnelle lisse rencontre 
les autres composantes en au moins 3 points.

II existe un espace de modules Ά pour les courbes stables de
e

genre g , qui est une variete projective irreductible de dimension 
3g-3 pour g>2 , g pour g<l . Elle contient comme ouvert de Zariski 
dense 1*espace des modules Jd des courbes lisses de genre g .

2.3. Une courbe hyperelliptique est une courbe admettant un 
morphisme de degre 2 sur IP

Une courbe trigonale est une courbe admettant un morphisme de 
degre 3 sur IP

Une courbe superelliptique est une courbe lisse admettant un 
morphisme de degre 2 sur une courbe elliptique.

2.4. Lorsque C est lisse, (cf. 1.2) est l’ensemble des 
diviseurs effectifs de degre d sur C. On note aussi :

cjj = {DeC(d) |h°(C,or(D))>r+l)

Wd = {L€JdC|h°(C,L)>0}
Wj = (L€jdC|h°(C,L)>r+l} .

rWj qui induit un

II existe sur les et des structures naturelles de
schema (cf. par exemple [A-C-G-H 1], Chapitre IV), pour lesquelles on 
a :

II existe un morphisme naturel C,d
isomorphisme ~ ^  Wd~Wd+  ̂ *

I
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• Si LeWj-Wj+\  l’espace tangent T.W^ c TJ^C ^ H°(C,uO esta a L a L 0
I1orthogonal de 1’image de 1’application naturelle : 

H°(C)L)®H°(C,ud0L_1) -- ► H°(C,uc) .

• Si C est une courbe generale de genre g , est de dimension

p = g-(r+l)(g-d+r), irreductible si p>0 , lisse en dehors de « r 1· 
Cohen-Macaulay (cf. [A-C-G-H 1], Chapitre VII).

2.5. Si p est un point d’une courbe lisse C et Z une
sous-variete de J^C , on definit Z c corarae l’ensemble

P
(p)(L^Z} . De merae, si p,qeC , on pose Zp = · Si Z

est une sous-variete de C ^ \  on definit aussi 
Zp = {D€C(d+1) |(D-p)eZ} .

Si D est un diviseur effectif sur C , on notera s^ la 
section canonique de de diviseur D . Si p,q€C , on ecrira
s au lieu de s , p q  p + q

2.6. Un revetement double 7r:C -- ► C de courbes projectives
lisses connexes est un morphisme fini de degre 2. Sa donnee est 
equivalente a celle de la classe d’un diviseur 6 sur C non 
equivalent a 0 et d’un diviseur lisse 4€|26| .
On a :

= 7i*(Kc+6)

V c  " ν ν _5)

VLePic(C) =. H1(C,L)®Hi (C,I«J (-(5)) .

On a un morphisme norme Nm : Pic C -- ► Pic C , qui satisfait a

Nm 0^(χ) = ο (πχ) pour xeC .
7T V/ 0

3. Varietes abeliennes.

3.1. Une variete abelienne est un groupe algebrique complet. On 
designe le groupe des points d’ordre n>2 d ’une vari§te abelienne X

Λ

par X[n] . On notera X = Pic X le groupe des classes d*isomorphisme 
des faisceaux inversibles sur X algebriquement 6quivalents a
0 . C ’est une variet6 abelienne appelee vari6t§ ab§lienne duale de X 
([Mu 6] page 74). A tout morphisme f:X — » Y , on associe de facon

Λ A A

fonctorielle un morphisme dual f:Y -- ► X .

I
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3.2. Pour tout element x d ’une variete abelienne X , on note
7 1 * automorphisme z -- ► z+x de X . Pour toute sous-variete Z de
X , on notera Z la sous-variete r (Z). Pour tout faisceau ^ sur x x

♦X , on ecrira aussi S’ - τ ( y ) .x -x

3.3. Tout faisceau inversible M sur une variete abelienne X 
definit un morphisme de groupes ([Mu 6] page 59) :

♦μ  : X —  X
M --► M ®M_1x

dont le noyau est note H(M) = {xeX|M - .

L’ensemble <$(M) = {(x,a)|xeX , a:M — -̂4 M } admet une structure
de groupe naturelle ([Mu 5] page. 289) pour laquelle on a une suite 
exacte :

(3.4) 1 -- ► C *  -- ► *(M) J L  H(M) -- » 0 .

On definit une application bilineaire alternee par :

eM : H(M) x H(M) -- ► C*
t \ ~ ~ — i -i ~ /~ \(xlfx 2) ---► χ1·χ2 ·χ1 ·x 2 OU p(*j) = Xj ·

Par exemple, si M€Pic°X alors H(M) = X ([Mu 6] page 74), <$(M) 
est un groupe coramutatif et e^=l .

A l’oppose, si M est ample, H(M) est fini, le centre de <$(M)
* Mest C et e est non-deg6neree ([Mu 5] Theorem 1 page 293). II 

existe une suite d’entiers δ = (d^,...,d^), k<g ,
1 < djIdgl···|d^ , appelee type de M , telle que la suite (3.4) soit 
isomorphe & ([Mu 5] Corollary page 294) :

1  ► C* -- ► <S(6) -- ► Η(δ) -- ► 0

k ^  
ou Κ(ΰ) = ® 2/d.2 , Κ(β) = Horn(K(6),C )

1=1 1

H(e) = KieJeKCe-) , <ί(δ) = c* x K(e) x K(o)

avec (a,x,€). (a',x* ,t ’) = (cta’e ’ (x) ,x+x’ ’).

L'entier d = est le degr§ de M et v§rifie, avec
g = dim X :

I
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(3.5) Vn, i>0 h°(X,M®n) = dng , h^X.M®") = 0 .

(3.6) Si M = <*x (d ) , Dg = d.g! .

(3.7) d2 = Card H(M) = Degre * .

On notera ~ 1’equivalence algebrique entre faisceaux 
inversibles sur X . Toutes les constructions precedentes, a savoir 

MΦ , H(M), 'S(M), e , ne dependent que de la classe d’equivalence M
algebrique de M .

3.8. Si M est ample, les faisceaux inversibles algebriquement 
equivalents a M sont les translates , pour x element de X.
Une polarisation de type 6 sur X est une classe d ’equivalence 
algebrique de faisceaux inversibles amples de type 6 . Par abus de 
langage, on notera encore M la polarisation definie par la classe de 
M . Une polarisation principale est une polarisation L de degre 1.
On notera alors generalement β le seul element de |L| (cf. 3.5), 
defini done a translation pres.

3.9. Soit l l’automorphisme x -- ► -x de X . Un faisceau
%inversible M sur X est dit symetrique si c Μ ^ M . Tout faisceau 

inversible ample sur X a un translate symetrique. Toute polarisation 
sur X est done la classe d’un faisceau inversible symetrique (non 
uniquement determine).

3.10. Si (Χ^,Μ^) et (XgjMg) sont deux varietes abeliennes
♦ ♦polarisees, on notera M^HMg la polarisation pr^M^ ® sur

XjXX2 , ou pryXjXX2 -- ► X^ , j = 1,2 , sont les deux
projections. C ’est la polarisation produit de et de Mg ·

Une variete abelienne polarisee est dite irreductible si elle 
n’est pas isomorphe au produit de deux varietes abeliennes polarisees 
non nulles muni de la polarisation produit.

Une variete abelienne principalement polarisee (Α,θ) est 
irreductible si et seulement si le diviseur e est irreductible 
([Cl-G]).

3.11. Si (Α,θ) est une variete abelienne principalement 
polarisee, le systeme lineaire |2e| est sans point base. II induit
done un morphisme Φ|2β| ' ^ ^  avec N = 2Ĉ m Λ-1 , dont I1 image
est la variety de Kummer K(A) de (A,e). Lorsque (Α,θ) est 
irreductible, elle est isomorphe au quotient k/i (cf. (3,9)).

3.12. Les varietes ab§liennes polaris§es de type 6 admettent un 
espace de modules grossier A  ̂ , qui est une variete

I
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1ΓΓquasi-projective normale de dimension g(g+l)/2 . On notera Ag>o
l’ouvert constitue des varietes irreductibles. Dans le cas d ’une 
polarisation principale, ces espaces seront notes respectivement A

et A

g 
irr

L*ensemble / des jacobiennes de courbes lisses de genre g g
irrest un ferme de A qui lui est egal pour g<3 . g

On utilisera aussi beaucoup les fernes suivants de A , 
introduits par Andreotti et Mayer dans [An-M] :

= {(Α,β) € Α^ | dim Sing θ > k} pour 0 < k < g-2 .

3.13. On pose Ή = rf(c ) I τ = , Im r>0} et on note, pourg gxg
tout "type" 6 = (d,,...,d, ) (cf. (3.3)), Δ_ la matrice diagonale deI K  o
diagonale 6 .

Toute variete abelienne complexe polarisee de type 6 est
isomorphe a un tore complexe C^/Δ , pour un element τ deo

Le groupe :

r 0 Λ 0 Δ .
r j * )  - {MeGLg(Z) | M [ q ]M = ( o ])

agit sur U et le quotient est l’espace de modules A , .g g>5
a cr3.14. Les fonctions θ[^](ζ}τ) sont definies pour a,b^R ,

gz€C , r€3t par : g
a t te[. ](z,r) = Σ exp ni[ (n+a)r (n+a)+2 (n+a)(z+b)] .D £

Elies satisfont aux "equations de la chaleur" :

2 r a Ί r a ia 0 [ ] de [ ]
j j - j — (2,r) = 2ni(l«ijk) J _ (z.r) ,

pour 1 < j,k < g . La fonction e[Q](zfr) sera simplement not6e 
θ(ζ,τ) ; c’est la fonction th&ta.

I
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Si (X,M) est la variete abelienne polarisee de type 6 
correspondant a r€H , une base de H°(X,M) est donnee par :

4. Varietes de Prym.

4.1. Soit π : C -- ► C un revetement etale de degre deux de
courbes projectives lisses connexes. Le noyau du morphisme
Nm : JC -- ► JC (cf. (2.6)) a deux coraposantes connexes. La7Γ
composante neutre P , est la variete de Prym associee a π ; la
seconde sera notee P . La polarisation principale de JC induit le 
double d’une polarisation principale sur P , qu’on notera 
general era ent E .

L’espace des modules ^g+i ^es cour^es ^ lisses de genre g+1
munies d’un tel revetement π est irreductible de dimension 3g
(pour g>l) et on a une appplication Prym Pr : Vt , Ί -- ► A . On noteg+1 g
Ψ 1’adherence de son image.

Beauville a introduit dans [Be 1] la notion de revetement 
admissible d'une courbe stable (cf. IV.A.4). Ceci lui permet de
prolonger 1’application Prym en un morphisme propre ttg+j — ♦ ^g

(^g+l eS  ̂ 1,esPace moc*ules de ces revetements) d*image 9*̂
i rrcontenant > . On notera l’ouvert de constitue des'g g g 

varietes irreductibles (cf. (3.10)).

I

{ e [ J j ] ( . , r )  I r e d ^ / Z * }  .
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CHAPITRE II

ENSEMBLES N

CONJECTURE DE LA TRISECANTE,
IMBLES Ng A ET VARIETES DE PRYM g-4

II.A. Introduction,

%1. La conjecture de la trisecante.

Soit (Α,θ) une variete abelienne principaleraent polarisee de 
dimension g>2 . On supposera le diviseur β symetrique 
(cf. 1.3.9). Le systeme lineaire |2e| est sans point base et induit
un morphisrae Ψ : A --- ► |2e|V ^ p N , avec N = 2^-1 (cf. 1.3.5). Pa
[Mu 2] page 335, il existe une forme bilineaire non degeneree sur
H°(A,2e), qui induit un isomorphisme B : |2e|v — |2e| qui fait 
commuter le diagramme :

Lorsque (Α,β) est irr§ductible (cf. 1.3.10), le morphisme Ψ
est de degre 2 et son image K(A), la variete de Kuramer de A , est
isomorphe a A/±l . Cette variete est lisse en dehors des images des 
points d'ordre 2 de A .

Nous nous interessons a 1’existence de trisecantes a cette
Nvariete K(A) c*est-a-dire, au sens le plus naif, de droites de P 

coupant K(A) en trois points.

L’origine de ce probleme est la suivante. Pour une jacobienne JC 
de courbe lisse, il existe une famille de dimension 4 de trisecantes £ 
la vari§t6 de Kummer K(JC). II est done tentant de conjecturer, en 
suivant Mumford dans [Mu 8], que l’existence de suffisamment de 
trisecantes ^ la vari§t6 de Kummer caract§rise les jacobiennes parmi 
les vari6t6s abeliennes principalement polarisees irr§ductibles.

v

( 1. 1)

x

II.A
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Avant d ’indiquer les progres recents dans cette direction, il est 
utile d’indiquer une interpretation classique de l’existence d ’une 
trisecante en tenues d’intersections du diviseur theta avec ses 
translates.

On se donne done une variete abelienne principalement polaris§e 
(Α,β), supposee irreductible, e’est-a-dire que le diviseur θ est
irreductible. On note 9 un generateur de Η°(Α,β) et, pour tout
element x de A , e le translate de β par x (cf. 1.3.2) et 9x x
un g6nerateur de H°(A,e^).

Soient a,b,c et d des elements non nuls de A tels que a+b 
= c+d = x et {a,b}n{c,d} = Φ . Alors les 3 proprietes suivantes sont 
equivalentes :

(1.2). Pour tout yeA tel que 2y=x , les 3 points *(y), ^(y~a) 
et *(y-c) de K(A) sont collineaires.

(1.3). Les trois elements 99 ,9 9, et 9 9 , de Η°(Α,θ+θ ) v ' x a b c d x
sont lineairement dependants, de sorte qu’il existe des complexes non
nuls λ, μ et v tels que :

ΑΘΘ + u9 9, + v9 9 . = 0 .x n a b c d

(1.4). On a une inclusion schematique :

θ .θ  c e U e, .a c d

Indiquons rapidement les demonstrations.
(1.2) «=» (1.3). Par (1.1), les points Y>(y), *(y-a) et V>(y-c) de

, distincts par hypothese, sont alignes si et seulement si les
§ laments 9 9 ,9 9 et 9 9 de H°(A,2e) sonty -y y-a a-y y-c c-y
lineairement dependants. On obtient le resultat en translatant par y.
Les complexes λ, μ et v sont non nuls a cause de 19irreductibilite
de e .
(1.3) = »  (1.4). Evident.
(1.4)   ̂ (1.3). La restriction de 9 9, a β = e.e est donev ' c d a a
nulle. On a une suite exacte :

.9
0 ---► fl°(e,ff(e )) ---H° (e,ff(©c+©d )) ------ ► H°(ea ,cr(ec-H©d )) ..

De plus, comme b est non nul, on a :
H°(A,0(©b )) -1» H°(e,a(eb )) .

I I .A
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On en deduit qu’il existe μ<Ξ£ tel que la restriction de
μθ θ. + θ Θ . a e soit nulle. On utilise alors la suite exacte : a b c d

o  * H°(A ,0 (θχ)) - j -  H°(A,(X (θ^+θ)) --. Η°(θ,σ(βχ+θ)) ,

pour conclure.

En particulier, l’existence d’une trisecante entraine qu’il 
existe une intersection > avec a*0 , non integre. C ’est une
condition tres contraignante sur la variete abelienne (Α,θ)
(cf. II.C).

II est facile de decrire raaintenant les trisecantes a la variete 
de Kummer de la jacobienne (JC,e) d ’une courbe lisse C . Si x et 
y sont deux points de C on notera x-y le point de JC 
correspondant au faisceau inversible cr^(x-y). II est facile de voir
(cf. II.B) que les intersections ne sont pas integres et
qu’on a :

v x , y , z , t  e c θ . θ  c e , u ex-y χ-t z-y

On en deduit par (1.2) que pour tous points x,y,z et t de C
et tout $€j C tel que 2ζ = t-x-y-z , les points ¥(ζ+χ), τΚζ+y)

Net ΊΡ(ζ+ζ) de P  sont alignes.

On montrera en II.B.4 qu’on obtient ainsi toutes les trisecantes 
a K(JC) c pN .

On peut remarquer que les 3 points Υ>(ζ+χ), Y’iS+y) et Ψ(ζ+ζ) 
sont distincts si et seulement si les 4 points x,y,z et t de C 
sont distincts deux a deux.

II est interessant de regarder ce que devient la trisecante quand 
certains des points x,y,z et t sont confondus : on obtient des 

Ndroites de P  tangentes en un point a la variete de Kummer et la 
recoupant en un autre, des droites ayant un contact d ’ordre 3 avec 
K(JC) (droites d’inflexion), ou d ’autres cas degeneres dont la liste 
est faite en II.C.2.8.

En particulier, il est facile de voir qu’il existe une famille de 
dimension 2 de droites d’inflexion (cas x=y=z).

Enfin, lorsque les 4 points x,y,z et t coincident, on obtient 
une "trisecante11 en le point singulier 1Ρ(0 ), dont la description 
g6ometrique n ’est pas claire. Cependant, cette propri§t6 est 
6quivalente au fait que la fonction e(z,r) associ§e a JC 
(cf. 1.3.14) verifie une certaine equation aux derivees partielles non 
lin§aire, dite equation K-P (cf. II.C.2.10). Welters donne une 
interpretation g§om§trique de cette Equation dans [We 8] . En
II.C.2.11, on en donne une consequence du type (1.4) (cette remarque 
m ’a ete communiquee par E. Arbarello,, que je remercie).

II.A
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Toutes ces proprietes satisfaites par les jacobiennes de courbes 
donnent lieu a autant de conjectures cherchant a les caracteriser 
parmi les varietes abeliennes principalement polarisees. Ces questions 
ont donne lieu a de nombreux travaux, dus entre autres a E. Arbarello, 
C. De Concini, B.A. Dubrovin, R.C. Gunning, Z. Ran, T. Shiota et 
G. Welters.

La place d’honneur revient bien sur au theoreme de Shiota 
(ex-conjecture de Novikov), qui enonce qu’une variete abelienne 
principalement polarisee irreductible dont la fonction theta satisfait 
a l’equation K-P est une jacobienne de courbe. La demonstration 
originale de [Sh] a ete simplifiee dans [Ar-D 2] (voir aussi [Ar]).

Viennent ensuite les resultats de Welters, dont on retiendra en 
particulier : toute variete abelienne principalement polarisee (Α,θ) 
sur laquelle il existe une famille de dimension 1 d’elements a 
verifiant la propriete (1.4), et satisfaisant a la condition 
supplementalre dim Sing Θ < dim X-4 , est une jacobienne de courbe 
(malgre les apparences, cette derniere condition n ’est pas anodine, 
comme le montre le Theoreme II.C.2.9). Ce resultat est montre dans 
[We 6]. On pourra aussi consulter [We 7], qui permet d’aboutir a la 
raeme conclusion sans cette condition, mais en supposant qu’on a une 
famille de dimension 1 de relations du type (1.3) avec a et c 
fixes. Les cas degeneres sont aussi traites.

II est alors tentant de conjecturer, comme l’a fait Welters dans 
[We 7], que l’existence d’une trisecante caracterise les jacobiennes.

Nous laisserons de cote les cas degeneres pour enoncer :

Conjecture de la trisecante :

Toute variete abelienne principalement polarisee irreductible 
dont la variete de Kummer admet une trisfecante MpropreM (c’est-c^-dire 
satisfaisant a l’une des conditions equivalentes (1.2), (1.3) ou
(1.4), pour des elements a,b,c,d non nuls, verifiant 
{a,b} Π {c,d} = Φ ) est une .jacobienne de courbe.

II.A



20

%2. Methodes et resultats.

Apres avoir examine en detail la reductibilite des intersections 
sur les jacobiennes dans la partie II.B, on attaque en II.C la

conjecture elle-meme en montrant (en collaboration avec A. Beauville)
que 1’existence d ’une trisecante, c ’est-a-dire 1’existence d ’une
inclusion non triviale θ.β c e U β . (cf. (1.4)) entrainea c d
1’inegalite
dim θ Π Sing θ > dim X-4 . On en deduit, par [An-Μ], une versiona
faible de la conjecture, a savoir que la famille des .jacobiennes est 
une composante irreductible de 1’ensemble des varietes abeliennes 
irreductihles dont la variete de Kummer admet une trisecante.

On s’interesse dans la suite de cette section aux varietes de 
Prym (cf. 1.4) dont la variete de Kummer admet une trisecante. En II.D 
et II.E, on decrit les varietes de Prym (P,H) satisfaisant a la 
condition - necessaire par II.C - dim Sing B > dim P-4 . On obtient 
par la meme occasion des composantes irreductibles des ensembles
d'Andreotti et Mayer (cf. 1.3.12), autres que / (voir aussi
l’appendice 1).

En II.F, soit en etudiant les elements a de P satisfaisant a 
dim Ξ Π Sing 5 > dim P-4 , soit en partant de 1’identity (1.4) dans

a

certains cas, on montre la conjecture des trisecantes pour les 
varietes de Prym (generalisees). c’est-a-dire en particulier pour 
toutes les varietes abeliennes de dimension < 5 .

II.A
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( ι )
II.B. Reductibilite des intersections 0.0, pour les jacobiennes .

-------------------------  8 ----------------

A. Weil a ete le premier a etudier systematiquement, dans 1'article [W], la 

reductibilite des intersections 0.0, pour une jacobienne.a

II y demontrait que dans la jacobienne d'une courbe lisse C de genre > 5 ,

0.0 est integre sauf si a € C-C , c’est-a-dire a = Or(p-q) pour p,q € C , et dansα υ
un cas particulier (cas 2) de notre theoreme). Cette caracterisation de la surface 

C-C dans la jacobienne lui permettait alors de demontrer le theoreme de Torelli.

Cette partie est consacree a une demonstration geometrique elementaire des resul- 

tats de A. Weil, valable en tout genre > 3  , qui permet aussi de decrire les compo- 

santes de 0.Oa dans tous les cas.a

On rappelle (cf. Chapitre I pour les autres notations) qu'on note par "·" les

intersections schematiques. Si C est une courbe lisse de genre g , on note

1'involution L i— ► u ^ e L ’̂ de J ^ C  , W^ 1'image de C ^  Λ  et, pour peC ,

Wdn 1'image de par L l·-*· Le 0r(p).P ^

Notre resultat est :

Theoreme 1. Soient C une courbe projective lisse de genre g superieur ou egal a 3,- ■,

0 le diviseur theta canonique de J9" C , a un diviseur de degre 0 sur C , non equi- 

valent a zero. On note 0 = 0+a . Alors 0.0, est integre sauf dans les cas suivants :   ------ 0| ----  ft --------------------------- -----
1) Π existe deux points p et q de C tels que a s p-q .

2) II existe une courbe el 1iptique lisse E , un morphisme fini de degre deux 

π: C — E et un diviseur e sur E tels que a^i*e .

Remarque 2. Dans le premier cas, 0.0a est reunion des espaces irreductibles wjj"̂

et -(W^ )̂. En particulier, 0.0 est reduit sauf si C est hyperelliptique et 
q a

(p,q) est une paire involutive.

Dans le second cas, 0.0a est reduit et a en general deux composantes que Tona
peut decrire explicitement (Remarques 8 et 9), sauf dans un cas particulier au genre 

trois (Remarque 9), oil il y a trois composantes.

(1)
Cette partie a ete publiee, avec quelques modifications, sous le titre "Sur la 

demonstration de A. Weil du theoreme de Torelli pour les courbes" dans Compositio 

Mathematica (reference [D1]).

II.B
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On peut deduire de ce theoreme le theoreme de Torelli, de facon analogue a cel 1e 

employee dans [Ci].

Corollaire 3. Soient C et C  deux courbes project!ves lisses de meme genre g 

superieur ou egal a 3. On suppose qu'il existe un isomorphisme de varietes abeliennes 

principalement polarisees v : JC — ^ JC'. Alors il existe un isomorphisme u : C' — >  C 

tel que v = ±u*.

■ L'ensemble Zr = {ae JC10.0 n'est pas integre} ne depend pas du diviseur 0 choisiL a
dans JC pour le definir. En particulier :

v(Zr ) = {v(a) € JC110.0, non integre}v a

= {v(a)eJC1|v(0).v(0)v âj non integre} = Zq, .

Or il decoule du theoreme que Ζς est la reunion de C-C et de, eventuellement, la 

ou les courbes elliptiques tt*JEcJC . Comme C-C est de dimension 2 dans JC , on 

en deduit que dans tous les cas, v(C-C) = C-C'. Pour Le J9“1C , on definit le divi

seur theta 0^cJC par 0  ̂= {Me JC|H°(M® L) * 0} . On obtient ainsi, pour H°(L)*0, 

tous les diviseurs theta passant par 0 . Si h°(L) > 1 , on a h°(L e £?q(p-q)) _> 1

pour tous p, q sur C , done 0, dC-C . Si par contre h°(L) = 1 , alors
o “ 1 1
h (ως9 L ) = 1 , et si on note |L| = {χ̂ +...+χ̂ _̂ },|ωςβ L" | = i y1+ . . . + y g_1 } , on a :

9-1
0, n (C-C) = u [(C-x.)u(y.-C)] .
L i-1 1 1

On choisit Le J9_1C avec h°(L) = 1 . Alors v(0L n (C-C)) = ©L, fl (C'-C) est 

reductible done, par ce qui precede, reunion de (g-1) translates de C' et de 

(g-1) translates de (-C1). On en deduit :

3xec , ax'ec1 , v(C-x) - ±(c'-x') , 

ce qui prouve le corollaire. ■

Une autre consequence est la caracterisation des trisecantes a la variete de 

Kummer d'une jacobienne de courbe (annoncee en II.A.1).

Corollaire 4. Soit C une courbe lisse de genre g>3 . On suppose qu'il existe trois 

elements non nuls a, c et d de JC tels que :

{0,a}n {c,d} = φ , 0.0 c 0 u 0, .
a C u

II.B
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Alors il existe quatre points x,y,z et t de C tels que :

a = O(x-y) , {c,d} = {O(x-t),0(z-y)} .

■ Les intersections 0.0a , 0.0c , 0.0  ̂ sont toutes reductibles. On va comparer, a 

Taide des remarques 2, 8 et 9, les composantes possibles, et montrer que le cas 2) 

du theoreme ne peut se produire pour aucun des elements a, c, d de JC .

On suppose d'abord g>4 . Si on est dans le cas 2) du theoreme, on note σ 

l'involution de C associee a tt et Z® , Ζσ les deux composantes de 0 n 0g , 

pour a G π*Ρΐc E (cf. Remarque 8).

Par le lemme 5,un element generique L de Zσ ou Za verifie h°(L)= 1 , done

Z et Za sont distincts de tous les W9"2 , peC . On a -Z = Z , d1 ou -Za = Z’a ,
σ σ  p ’ r σ σ σσ

done Z et Za sont aussi distincts de tous les -(W9"2), q € C .
σ σ q ^

D'autre part, si on avait Z^=Za pour une autre involution τ , on aurait pour 

(Xj,...,Xg_2) generique dans C9 2 , Ος(χ̂+...χ 2 + στχ 3) ^ ^  , ce qui est impossible.

De meme, Z^ est distinct de Z si σ 1'est de τ . On a montre que les W9"2,
σ τ Ί p

-(W9 2), lQ , , Za , zjj sont distincts pour σ*τ , a^b , g>3 . Ceci permet de 

conclure pour g>4 .

Le cas g=3 se traite de facon similaire : les composantes sont du type Z

(cas 1 et 2 de la Remarque 9) ou Za (cas 3). Si a releve du cas 1 de la remarque,

de sorte que 0.0 = I ul υΖΛ , deux de ces composantes sont par exemple dans
1 2 3

0.0 . Done c releve aussi du cas 1 et 0.0 = Z uZ uZ . Les groupes de Galois
 ̂ c cf/j 0 2 t

de Φ|κ+3| et Φ|Κ+(;| » tous deux engendres par et σ2 , sont alors egaux et 

K+a = K+c . Le cas 2 se traite de faqon identique : si a releve du cas 3 de la 

remarque, Za est composante de 0.0c , done c releve aussi de ce cas, pour la meme 

involution σ , et a = c . 1

■ Demonstration du theoreme : L1 idee de base, due a Weil, est de considerer le systeme 

lineaire [Kp+a[ . Si a£C-C , il est sans point base done definit un morphisme

φ: C IK+aIv * P 9"2 .

II.B
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Soit ρ:ΘΠΘ IK+a| 1 'application rationnelle definie de la facon suivante :
a

i°(

si |L| = {D} et |K-L+a| = {D1} , p(L) = D+D'.

pour tout L de ΘΠΘ̂ tel que h (L) = h (L-a) = 1 , on a h (K-L+a) = 1 et on pose,a

Lemme 5. L'application p est definie sur un ouvert dense de 0 Π0 et sa restriction---- ----------  ---------------------------- 0[ ---------- —--

a chaque composante est dominante. L'intersection 0.0, est reduite.
—---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------------------------------------------------------------------------- £ ----------------------------------------------------------

n 1
■ Comme 0 ΠΘ, est defini localement par deux equations dans J9’ C , chacune de sesa
composantes est de dimension g-2 . Or on a dim(Sing 0 u Sing 0 ) < g-3 , done, pour

cl —
toute composante Z de 0 ΠΘ, et L generique dans Z , L est lisse sur 0 eta
sur 0, , i.e. h (L) = h (L-a) = 1 . L'application p est generiquement finie, donea
P |2 est dominante. II existe done L€ Z tel que p(L) se compose de 2g-2 points 

distincts. L'espace tangent T^0 correspond au point D+D* de |K|* IPT (̂JC), ou 

D*€ |K-L| , et l'espace T^0a a D'+D'*, ou D'*e |L-a| . Comme a est non nul, D 

n'est pas egal a D'* et, par construction, D et D' sont sans point commun. Les 

espaces T^0 et T^0a sont distincts et Z est reduit. ■

On se restreint done a l'etude de 1'ensemble 0Π0, , que 1'on va decrire de facona
geometrique. Son image reciproque par 1'application nature! 1 e C a 1 -»>0c j y C est, 

par Riemann-Roch, le diviseur W = { D e C ^’b  I H°(Kr+a-D) * 0} .

L'espace W est done 1'ensemble des χ̂+...+χ̂ _̂  dans C ^ ~ ^  tels que les

(g-1) points φχ̂,...,φχ̂_̂  soient "sur" un meme hyperplan. Plus precisement, soit U

1'ouvert de |K+a| des hyperplans de |K+a|v coupant la courbe <f>(C) = C' transver-

salement, en des points au-dessus desquels φ est egale. Grace au lemme precedent,

l'etude des composantes de 0Π0 se ramene a celle de :
d

W = {x^+...+Xg_j £ C ^ " ^  | Les x. sont deux a deux distincts, φ est lisse au-dessus 

des φχ. , et il existe un element H de U tel que φχ̂εΗ pour tout i} .

On note encore φ : C — ► C' le morphisme induit par φ de C sur son image. A cause 

des formules 2g-2 = deg φ.deg C', deg C' > g-2 , on est dans l'un des cas suivants :

- φ est birationnelle

- φ est de degre 2

- φ est de degre 3 et g = 4

- 9 = 3

que Ton analyse dans cet ordre.
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(a) φ birationnelle.

L'espace W , done aussi 1'espace 0Π0, , est irreductible grace au theoremea
suivant, tire de [A-C-G-H 1], dont on reproduit ici la demonstration.

r p V
Theoreme 6. Soient C une courbe irreductible dans P et U 1‘ouvert de (P ) 

forme des hyperplans coupant C transversalement. Alors, pour tout entier positif m ,

I(m) = {(x„,...,x ,H)eCm xU I x. deux a deux distincts et x- € H}
1 m 1 l ----------------------  i

est irreductible.

■ La projection prm : I(m) — ► U est un revetement etale. On choisit un point base

Hq de U , et on note Fm sa fibre (prm)’̂(Ho). L'irreductibilite de I(m) est

alors equivalente au fait que (U,Hq) opere transitivement sur par monodromie,

e'est-a-dire que ) opere m fois transitivement sur par la monodromie

de pr̂  : 1(1) — ► U . Le theoreme sera demontre si on montre que le groupe de Galois G
1

de pr est le groupe symetrique % ̂ , oil d est le degre de C . Or cela resulte 

des deux remarques suivantes :

• G est 2 fois transitif : e'est equivalent par ce qui precede a 1'irreductibilite de 

1(2). Or la projection pr̂  : 1(2) — > O C  est dominante et les fibres sont des 

ouverts denses d'espaces projectifs de dimension r-2 , done 1(2) est irreductible.

• G contient une transposition : si est un hyperplan simplement tangent a C 

en un point et si { H } ^  |t-l|<e est une fami^ e Ά un parametre d'hyperplans avec 

H^.€U si t*1 , on voit que H^nC contient deux points qui se confondent en le 

point de tangence de avec C quand t tend vers 1. Ces deux points sont inter

changes quant t tourne autour de 1. ■

II suffit alors de remarquer que W ^ pr(I(g-1)), ou

pr : Cg‘1xU -*► C9' 1 C^9'^ .

(b) φ est de degre 2.

Lemme 7. Si_ φ est de degre 2, ou plus generalement s'il existe une involution a 

sur C telle que φ se factorise par π : C — ► C/σ , alors i/o est une courbe 

el 1 iptique lisse E et il existe un diviseur e sur E tel que asir*e .
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■ Au revetement rami fie π : C C/σ = E est associe un element δ de Pic E 

defini par 7t*0q = Le morphisme φ se factorise par π si et seulement 

si il existe un diviseur e sur E , de degre 0 , et tel que :

a = π*θ et (H°(E,KE+e) = 0 ou H°(E,K£+(5+e) = 0) .

Comme 6 est de degre positif ou nul, le theoreme de Riemann-Roch donne g(E) 

egal a 0 ou 1. Comme a n'est pas equivalent a 0 , il en est de meme pour e et 

E n'est pas rationnelle. ■

Remarque 8. Dans le cas ou φ est de degre 2, les composantes de ΘΠΘ, sont :d

{ί)ς(χ̂+...+χ9_1)|φχ̂,...,φχ̂_̂  distincts, sur un hyperplan element de U}’

et {0 (x,+...+x ?+σχ J  | x.e C quelconques} .
u ' y y '

■ II suffit de montrer que le premier ensemble est irreductible. Comme en A3.1.2, on 

introduit le groupe de Galois G de la projection etale

pr : I = {(x,H) € Cx ϋ | φχ£ H} — > U , qui opere sur une fibre {aj,... ,a*_f .aj,...^’̂ } , 

oil a| = oa. . II ressort de A3.1.2 qu'il y a au plus deux orbites pour 1'action de G

ε 1 εα 1
sur 1 'ensemble des (aT^ j ....ax(g-1)^’ £j e{_1’+1} » Te*q-\ : celle de Κ ’···’3^

et celle de ( a j , . . . » a -j). Comme dans la demonstration du theoreme 6, on consi

der alors une famiHe d'hyperplans |t-i|<0 verifiant Ht eU

si t*1 , passe par un point de C' au-dessus duquel φ est ramifie. Lorsque

t^ 1 , φ (Ht n C1) contient deux points qui se confondent en le point de ramification

lorsque t tend vers 1. Ceci montre que G contient une transposition (a|,aj), et 

termine la demonstration de la remarque.

(c) Cas g = 4 et φ de degre 3.

2
L'image de φ est une conique Q dans P . On rappelle que :

(3)
W = {χι+x2+x3 e C | Les x̂  sont deux ci deux distincts, φ est etale sur 

-1
φ φχ̂ , et φχ,| , φχ̂ , φχ̂ sont alignes} .

(3) -1
Le morphisme f:C*C — C qui a (x,y) associe (φ φχ-xj+y induit une surjec-

tion d'un sous-ensemble dense irreductible de CxC sur W , ce qui prouve l'irreduc-

tibilite de W done celle de 0 Π0 .d
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(d) Cas g= 3 .

1 1
Le morphisme φ est de degre 4 sur P , avec ramification A sur P . On choisit

1 -1
un point base pQ eP -Δ , de fibre F = φ pQ .

Le groupe de Galois G de φ , qui est un sous-groupe de Aut , opere 

transitivement sur F puisque C -φ’̂Δ) est connexe. On rappelle que :

( 2 )
W = { x ^ e C  | x ^ x g  , φχ̂ = φχ2 f? Δ} .

Les composantes irreductibles de W sont en bijection avec les orbites dans
(2)

(Fv -diag) sous 1'action de G . En particulier, W est irreductible si G est

2 fois transitif.

Passons en revue rapidement les sous-groupes G de operant transitivement.

On remarque que Card G est alors divisible par 4 :

p
(1) G=*(Z/2) . On voit facilement que G ne peut contenir de transposition 

(sans quoi il ne serait pas transitif) ; done G est necessairement le 

groupe de Klein {id ; (1,2)(3,4) ; (1,3)(2,4) ; (1,4)(2,3)} .

(2) G^Z/4 . Alors G est conjugue au sous-groupe engendre par (1,2,3,4).

(3) G est d'ordre 8. Ces sous-groupes sont les 2-groupes de Sylow de done 

sont conjugues par exemple au sous-groupe engendre par (1,2,3,4) et

(1,3).

(4) G est d'ordre 12. Alors G est d'indice 2, done distingue et egal a .

On rappelle enfin que si xGF et si G est le stabi 1 isateur de x dans G ,
X

on a :

Aut Q/P̂  NormrG /G .
U  λ  Λ

Les resultats dont on a besoin sont resumes dans le tableau page suivante. II en
1

ressort que sont W est irreductible, soit le groupe Aut CyP contient un element 

d'ordre 2. Ceci, joint au lemme 7, acheve la demonstration du theoreme.

Remarque 9. L'etude ci-dessus permet de preciser les composantes irreductibles de

0.0 lorsqu'on est dans le cas 2 du theoreme et que g = 3 . Le revetement double

ir: C — C/σ = E est associe a la donnee de 6 e Pic E et de Δ€ 1261 , sans point

multiple. On note σ' 1'involution de E associee au morphisme de degre deux 
1

φ|β+θ|: E — »-P , ou a = π*θ , et R la ramification de Φμ̂ι sur E . On rappelle
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que <f> = Φι̂+Θ|0ΐτ (Lemme 7). On est alors dans un seul des cas suivants :

G Stabi1isateur 

de 1

Aut C/P1 Nombre d'orbites 
(2)

dans F -diag.

(Z/2)2 id (Z/2)2 3

Z/4 id Z/4 2

D4
(2,4) Z/2 2

^4*^4 2-transitifs 1

(1) Δ = x+y+o'x+o'y , ou x,ygSupp R . Alors a est d'ordre 2, le groupe dep
Galois G de φ est isomorphe a (Z/2) . Si on note G = {id,a^,σ2>σ3} , les trois 

composantes de 0.0 sont :

{0c(x+a.x)|x€C} i = 1,2,3 .

(2) A=R . Alors a est d'ordre 2, le groupe de Galois G de φ est isomorphe 

2/4 . Les deux composantes de 0.0, sont {(L(x+ox) x 6 C} et {CL(x+o x) I x e C} , oti
a L L

σ engendre G .

(3) Si Δ n'est pas de l'un des types ci-dessus, le groupe de Galois de φ est
1

isomorphe a . Le groupe des automorphismes de C sur P est engendre par une 

involution σ et :

0 .0 a = {0 ς (χ+ σ χ )| χ£ θ }υ  {(?q(x,j +X2 ) I ΤΓΧ2  = σ 1 ttx-j} ·
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II.C. Une relation entre deux approches du probleme de Schottky : une condition 

necessaire de reductibi1ite de 0.0, dans une variete abelienne 

(en collaboration avec A. Beauvilie) . 1

Le probleme de Schottky est la question de caracteriser les jacobiennes parmi 

toutes les varietes abeliennes. Plus precisement, soit I'espace des modules 

des varietes abeliennes principalement polarisees de dimension g . Les jacobiennes 

forment une sous-variete J de A , et il s'agit de trouver des equations de J
g g g

(ou de son adherence J ) dans A .
g g

Parmi les approches geometriques de ce probleme, deux methodes se sont revelees 

particulierement fructueuses :

1) L'approche d'Andreotti-Mayer, qui utilise les singularity du diviseur 0 . Ces 

auteurs prouvent que Ϊ est une composante irreductible de la sous-variete N  ̂

de Α̂ formee des varietes abeliennes principalement polarisees (A,0) telles que 

dim Sing(0 ) > g-4 [An-M] .

2) L'approche basee sur la reducti bi1i te de ΘΠ0 . El 1e repose sur 1'observation,
■............................................................... ..... ......... .—  d

dej a utilisee par Weil, que pour la jacobienne (JC ,0) d'une courbe C 1'inter

section 0 n 0 est reductible lorsque a est de la forme p-q , avec p,qeC .a
Plus precisement, pour p,q,r,s distincts dans C , on a 0n ®p_q c 0p_r u 0s_q · 

Ceci conduit a considerer, pour une variete abelienne principalement polarisee 

(A,0), un certain nombre de conditions, qui sont satisfaites lorsque (A,0) est 

une jacobienne :

(i) II existe un element non nul a de A tel que 0 Π0, soit reductible.a

(ii) II existe trois elements distincts non nuls a,x,y de A tels qu'on ait 

0 nea c G x uOy.

(iii) La variete de Kummer de (A,0) admet une trisecante.

(iv) La fonction theta associee a (A,0) verifie une certaine equation aux 

derivees partielles non lineaire, dite equation K-P (voir (2.10) pour une formu

lation precise).

Cette partie a ete publiee sous le titre "Une relation entre deux approches du 
probleme de Schottky" dans Inventiones Mathematicae (reference [Be-D 1]).

1
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Ces conditions et leurs relations mutuelles ont ete beaucoup etudiees 

recemment, notamment dans [We 6], [We 7], [Ar-D] (plus exactement, ces auteurs renforcent 

les conditions (ii) et (iii) en imposant 1'existence de families de dimension un de 

trisecantes ou de triplets (a,x,y) satisfaisant a (ii)).

Le but de cet article est de mettre en evidence un lien entre les deux appro- 

ches que nous venons d'evoquer. Nous demontrons en effet que chacune des conditions 

(ii), (iii) et (iv) ci-dessus entraine la condition d'Andreotti-Mayer 

dim Sing(0) > g-4 . De plus, une variete abelienne principalement polarisee (A,0) 

qui verifie (i) satisfait a la condition d'Andreotti-Mayer ou contient une courbe 

el 1iptique E avec (0.E) = 2 . On deduit immediatement de ces resultats et du 

theoreme d'Andreotti-Mayer que J est une composante de 1'ensemble des varietes 

abeliennes principalement polarisees satisfaisant a 1'une des conditions (i) a (iv).

Le point de depart de la demonstration consiste a remarquer que la condition 

dim Sing(0) < g-4 implique que la variete 0 est localement factorielle ; la 

reductibi 1 ite de 0il0a se traduit alors par une decomposition de 0a |Q en somme 

de diviseurs de Cartier effectifs dans 0 . A cause de 1'isomorphisme 

Pic(A) Pic(0), Vexistence d'une telle decomposition est tres contraignante : 

on montre au §1 qu'elle equivaut a dire que A contient une courbe elliptique E 

avec (0.E)= 2 et aeE . On en deduit au §2 les resultats enonces ci-dessus.

Nous remercions E. Arbarello de nous avoir signale que la condition (iv) ci- 

dessus entrainait une forme de (i) etetait done justiciable de notre methode.
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Notations et conventions.

Les varietes que nous considerons sont definies sur un corps alqebriquement 

clos k de caracteristique quelconque.

(0) Soient V une variete algebrique, Z une sous-variete de V , L un

faisceau inversible sur V ; supposons donnes un champ de vecteurs X sur V et

une section s de H°(V,L) s1 annul ant sur Z . II existe alors une unique section

Xs de H°(Z,Li7) possedant la propriete suivante : pour tout ouvert U de V et
I L _1

tout isomorphisme λ: 0̂  — ► L|y , on a Xs = λ( Χλ ( s ) ) | 2 dans ^nU ·

Soit maintenant (A,0) une variete abelienne principalement polarisee, et 

soit Θ une section de H°(A,0) de diviseur 0 ; on deduit de ce qui precede un 

homomorphisme τ : H°(A,T̂ ) — > H°(0,Og(0}) defini par τ ( Χ )  = ΧΘ . Via 1'identifi

cation Tq(A) = H0(A,T^), on associe ainsi a tout vecteur non nul a de TQ(A) 

une section de Ηο(θ,0„(θ)) ; par abus de langage on notera 0Π0, le schema des
U a

zeros de cette section dans 0 .

Si a est un element non nul de A ou de T (A), la sous-variete 0fi0a 

definit un diviseur (de Cartier) de 0 , que Ton notera 0.0 .a
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§1. Reductibility de 0 Π0, dans Pic 0 .--------------------  a -----

(1.0) Soit (A,0) une variete abelienne principalement polarisee, et soit E

une sous-variete abelienne de A . Notons K le noyau de 1'homomorphisme compose

Φ0 * Λ
A — A — E ; c'est une sous-variete abelienne de A , qui s'identifie a (A/E) .

Soit π: E*K — > A 1'isogenie definie par ir(e,k) = e+k . Notons 0  ̂ et 0  ̂

les restrictions de 0 a E et K respectivement. On deduit du theoreme du carre 

la relation

ir*0 = pr|0E + pr*0K ;

Timage reciproque sur ΕχΚ de la polarisation de A est done la polarisation 

produit. On a

H(0e) - H(0K) = ΕΠ K ,

tandis que Ker π est 1'ensemble des elements (e,-e) pour e € Eη K . Les 

polarisations induites 0 .̂ et 0  ̂ ont done meme degre d . Le lemme suivant, 

demontre en A1.1.1, resulte facilement de la theorie des groupes theta de Mumford :

Lemme 1.1. Soit Θ une section non nulle de Ηο(Α,0). II existe des bases 

(Sp...^^) et (t^,...,^) de H°(E,0 )̂ et H°(K,0 )̂ respectivement tel 1 es

qu'on ait π*θ = ) ' s. e t. .Η-------  ^  ! ·,

(1.2) Le cas dim(E)= 1 jouera un role particulier dans la suite. Posons 

(0.E)=d ; alors la polarisation induite sur E est la polarisation de degre d .

Le groupe Eη K est le groupe EH des points d'ordre d de E ; le noyau de it 

est done isomorphe a (2 /d) .

Si par exemple (Α,θ) est la jacobienne d'une courbe C , on deduit du plonge- 

ment CcJC et de 1'homomorphisme A — *· E= E un morphisme r : C - >  E ; on a 

(C.K) = deg r = d . Inversement, si E est une courbe el 1iptique et r : C — E 

un morphisme de degre d , on deduit de r un homomorphisme (non necessairement

injectif) r : E — JC et on a deg(r*0) = d .

PROPOSITION 1.3. Soit (Α,θ) une variete abelienne principalement polarisee, et E

une sous-variete abelienne de A telle que la polarisation induite 0  ̂ soit de

degre 2. Soit e un element non nul de E ou de T (E). II existe alors des divi-

seurs de Weil effectifs C et C' dans 0 tels qu'on ait 0.0 = C+C1 . Si de
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ —  --------------------- ---------------------------3-------  e --------------------------

plus dim(E)= 1 , C et C' sont des diviseurs de Cartier dans 0 .

II.C



33

(La notation 0.0g est expliquee au debut de cette section en (0)).

■ Traitons d'abord le cas e£E . Nous utilisons les notations de (1.0). D'apres 

le lemme 1.1 il existe des bases (s^s^) de H°(E,0 )̂ et (t^.t^) de H°(K,0 )̂ 

tel 1es que it*0 soit le diviseur de la section (x,y) i— s^(x)t^(y) + s^txJt^iy)·

La sous-variete π (0 n 0g) est definie dans ΕχΚ par les equations

s1(x)tl(y) + s9(x)t?(y) - 0 
(*) ' 1 1  2 2

s^(x-e)t^(y) + s2(x-e)t2(y) - 0 .

Elle est done reunion des sous-varietes de codimension 2

C=E*B , ou B est le lieu fixe du systeme lineaire |0j (defini par t p t ^ O ) ,  

C' definie par les equations (*) et s^(x)s2(x-e) - s2(x)s^(x-e) = 0 .

Ces sous-varietes sont stables par Ker π ; il existe done des diviseurs de

Weil effectifs C et C' dans 0 tels qu'on ait C=tt*C , C' = it*C' et

0.0 = C+C. 
e

Supposons maintenant dim(E)= 1 . L1 equation s^(x)s2(x-e) - s2(x)s^(x-e) = 0 

definit un diviseur ε. sur E lineairement equivalent a ®£+ (0|:)e » done 

de degre 4. On a C' = ) 1 {ε·} χ Δ. , οϋ Δ· est le diviseur de la section
^  1 1 „ 1 

s^(e-)t^ + s2(e-)t2 de H°(K,0 )̂. Ainsi C' est 1'image reciproque par la projection 

π (0) — > E du diviseur )__! ε· ; e'est done un diviseur de Cartier dans π" (0).

Par suite C' est un diviseur de Cartier dans 0 , et il en est de meme de

C = 0.0 -C'. 
e

Le cas ou e est un vecteur tangent a E se traite de facon identique : la 

seconde equation de (*) est remplacee par

sj(x)t1(y) + s2(x)t2(y) - 0 ,

ou le signe ' indique la derivation par rapport a un parametre local. Alors
~ 1 / \ ^ ~

ir (0 H 0e) est reunion de C = ExB et de C' definie par les equations (*) et 

s1(x)s2(x) - s2(x)s|(x) = 0 . On en deduit comme ci-dessus la decomposition 

0.0g = C+C'. Si dim(E)= 1 , C est un diviseur de Cartier dans .0 d'apres le cas 

precedent, et il en est done de meme de C'.
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(1.4) Precisons la structure de 0.0 lorsque dim(E)= 1 . Designons par 
i e

s: E — >■ P le morphisme x i-*· (s^(x),s2(x)). L'equation s^(x)s2(x-e) -

s2(x)s,|(x-e) = 0 (resp. s^(x)s2(x) - s2(x)slj(x) = 0) s'ecrit s(x) = s(x-e)

(resp. s'(x)= 0), soit [x] + [x-e] ξ (resp. 2[x] h 0 )̂. Si 0£ s [0] + [f] , 

avec fe E , cette equation equivaut a 2x = e+f (resp. 2x=f). Ainsi les points 

ε̂ .,.,ε̂  sont permutes par 1'action de E2 . Par suite les sous-varietes {ε  ̂χ Δ.

/V
de C' sont permutees par Ker π . Posant ε=ε1 et Δ- Δ̂ , on a done

C' = π({ε}χΔ) = Δ , et 0.0Q = ττ(ΕχΒ) + Δ .
ε g ε

(1.5) Avant d'enoncer la reciproque de la prop. 1.3 il nous faut rappeler les 

resultats de Mumford et Kempf [Mu9]sur la cohomologie des faisceaux inversibles sur 

une variete abelienne A . On dit qu'un faisceau inversible L sur A est non 

degenere si le groupe H(L) (1.3.3) est fini. II existe dans ce cas un unique entier

i tel que H1(A,L) * 0 : e'est 1'indice de L , que Ton note i(L).

Soit maintenant L un faisceau inversible quelconque sur A ; notons K la 

composante neutre de H(L), et p : A — > A/K la projection canonique. II existe 

alors un faisceau inversible non degenere M sur A/K , bien defini a translation 

pres, tel que L soit algebriquement equivalent a p*M . On pose

i_(L) = i(M) ; i+(L) = i(M) + dim(K) .

Si la cohomologie de L n'est pas nulle, on peut choisir M de faeon que L = p*M . 

On a alors pour tout entier i un isomorphisme canonique

H1 (A,L) H1^^(A/K,M)eH1'1^ )(K,0|<) .

En particulier, on a

H1 {A,L) * 0 i_(L) < l < i+(L) .

II resulte de la definition que i_(L) et i (L) ne dependent que de la 

classe d'equivalence algebrique de L . Par ailleurs, si L et L' sont deux 

faisceaux inversibles sur A , on a i_(L» L') < i_(L) + i_(L'). En effet le 

raisonnement de [Mu6],p. 159, step C, qui etablit cette inegalite dans le cas ou L 

et L' sont non degeneres, s'etend immediatement au cas general.

(1.6) La proposition 1.3 admet la reciproque suivante. Nous ecarterons le cas 

des varietes produits, pour 1esquelles le diviseur 0 lui-meme est reductible.

Nous dirons qu'une variete abelienne polarisee est irreductible si el 1e n'est pas 

isomorphe au produit de deux varietes abeliennes polarisees non triviales.
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PROPOSITION 1.7. Sort (Α,θ) une variete abelienne principalement polarlsee irre- 

ductible, de dimension > 4 . On suppose qu'il existe un element non nul a de A 

(resp. de T (A)) et des diviseurs de Cartier effectifs C , C' dans 0 tels qu'on 

ait 0.0a = C+C. Alors A contient une courbe elliptique E telle que (Θ.Ε) = 2 , 

et on a ae E (resp. a€ T (E)).

Traitons d'abord le cas a£A . D'apres le theoreme de Lefschetz version 

Grothendieck [Gro3, Exp. XII, cor. 3.6]1, il existe des diviseurs D et D' sur A

tels que Di„ = C , D V  s C, et D+D' = 0, . Considerons la suite exacte de coho-
0 11) a

mologie associee a la suite exacte

0 - ►  Oa(D-0) 0a(D) O0(C) 0 ;

>|
puisque C est effectif, on en deduit que l'un des espaces H (A,D) ou H (A,D-0) 

n'est pas nul. On a la meme alternative pour D'.

Si H°(A,D) et H°(A,D') sont non nuls, 0, est reductible, ce qui contredit
a

1'hypothese. Si ces deux espaces sont nuls, on a i (D-0) < 1 et i_(D'-0) < 1

(1.5) ; mais On(D+D'-20) = On(0 J  est un faisceau non degenere d'indice g >4 ,
A A -a

ce qui contredit 1'inegalite i_(D+D1-20) < i_(D-0) + i_{D'-0) (1.5).

1
Nous supposerons done desormais que H (A,D'-0) est non nul, tandis que 

H^(A,D-0) est nul ; on peut alors supposer que D est effectif et que sa restriction 

a 0 est egale a C . Par dualite, on a Hg‘1(A,0-D') * 0 , ou encore, en notant & 

le diviseur algebriquement equivalent a zero 0a-0 , ^(A,D-a) *■ 0 . On deduit 

alors de (1.5) qu1 on a

i_(D) = i_(D-a) = 0 et i+(D) = i+(D-a) = g-1 ;

de plus, posons K = H(D)° = H(D-a)° , E = A/K , et notons p : A — s- E 1'homomor- 

phisme canonique. On a dim K = i+(D)-i_(D) = g-1 et dim(E)= 1 ; il existe des 

diviseurs ii et z sur E tels que D ξ ρ*ύ et a = p*e . Identifions E a une 

sous-variete abelienne de A a l'aide de 1'homomorphisme p et des polarisations 

principales sur A et E ; le diviseur de degre zero t sur E correspond a un 

point e de E , et l'egalite a = p*e s'ecrit simplenient a = e (d'ou aeE).

1 L'annulation de ΗΊ(θ,-ηθ) pour i = 1,2 et n>1 , necessaire pour appliquer 

loc. cit., resulte immediatement du fait qu1 on a ΗΊ(Α,-ηθ) = 0 pour 1<i<3 

(puisque la dimension de A est > 4).
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On est maintenant dans la situation de (1.0), dont nous reprenons les notations.

II reste a determiner le degre d des polarisations induites 0  ̂ et 0  ̂. Soit Θ 

une section non nul 1 e de H°(A,0). Considerons sur ΕχΚ la suite exacte

0 tt*Oa(D'-0) D') ->t*Oq(C) - ►  0 .

Comme aucun diviseur algebriquement equivalent a D' n'est effectif (sans 

quoi 0 serait reductible), on a Η°(Ε* K,tt*C^(D')) = 0 . Puisque C' est effectif, 

on en deduit que 1'homomorphisme

hV*0) : H1(Ex K,tt*Oa(D'-0)) - ►  H^Ex K,tt*0a(D'))

n'est pas injectif.

Notons φ la restriction a E de p : A — ► E (φ n'est autre que la multi

plication par d dans E) ; posons Δ = φ*(ό-ε).

On a alors

tt*(D'-0) 5 u*(a-D) s TT*p*(e-ii) = -pr^(A) , 

d'ou des isomorphismes

\\][ί* Κ,π*ΰΑ(Ο'-0)) - Η1(Εχ K,-pr*(A)) « Η1(Ε,-Δ)

Η1 (Εχ K,tt*C>a(D')) = H1(ExK,pr*(0E-A) + pr*(0K)) « Η1(Ε,0ε~Δ) β ΗΟ(Κ,0κ) .

Soient (s,|,... .ŝ ) et (ΐ^,.,.,ΐ^) des bases de H°(E,0 )̂' et H°(K,0 )̂

d
respectivement tel les qu'on ait ττ*θ = ŝ  e t̂  (lemme 1.1). L'homomorphisme

1
Η (ττ*θ) s'identifie via les isomorphismes precedents a 1 'application

u : Η1 (Ε,-Δ) Η1(Ε,Θε-Δ)·ΗΟ(Κ,0κ) 

d
definie par u(x) = ] '(s. .χ) e t. .

W  1 1
Pour que u(x) soit nul, il faut et il suffit qu'on ait s.x=0 pour toute 

section s de H°(E,0 )̂. Par dualite, cela signifie que 1'image de 1'application 

naturelle

v: Η°(Ε,Δ-0Ε)βΗ°(Ε,0Ε) Η°(Ε,Δ)

est contenue dans le noyau de x (consideree comme forme lineaire sur Η°(Ε,Δ)). 

Ainsi 1'injectivite de u equivaut a la surjectivite de v . Or on a
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deg(0E) = d

deg(A) = d2 deg il > d2 , d’ou deg(A-0^) > d2-d .

On a d>2 puisque (A,0) est supposee irreductible. Mais il est bien connu que 

si L et M sont deux faisceaux inversibles de degre > 3 sur E , la fleche 

H°(E,L)e H°(E,M) — >· H°(E,L® M) est surjective [Mu9, thn.6]. On conclut qu'on a 

d=2 , d'ou la proposition dans ce cas.

Traitons enfin le cas aeTQ(A). La demonstration precedente s'applique iden- 

tiquement en remplagant a par 0 ; on obtient encore que A contient une courbe 

elliptique E avec deg(0^) = 2 , d'ou une isogenie ττ: Eχ K — ► A . Reste a prouver 

que a est tangent a E . Notons encore a le champ de vecteurs sur A qui pro- 

longe a , et considerons les applications

HU(A,T^) - V  H°(0,Og(0)) Η'(Α,Ο̂) ,

ou τ est l'homomorphisme defini en ( 0 ) ,  et ou 9 est le cobord de la suite 

exacte de cohomologie deduite de la suite exacte

3 „1,

D'apres [Gr 1, 2.10],le compose 9τ est le cup-produit avec la classe c^(0)eH (Α,Ω̂). 

Comme π*0 s pr|0E + pr*0K , on a un diagramme commutatif

h°(a ,ta)
c-j (0)

h '(A,Oa)

H ( it)

n C j ( 0p ) #C j (0 | / )  < <
H°(E,Te) φ H°(K,TK) Η (E,0E)· H (K,0K) ;

il s'agit done de prouver que 1'image de 9x(a) par 1'isomorphisme canonique 

( i t ) appartient a Η̂(Ε,Ο̂). Soit t une section de H°(A,D) de diviseur D 

et soit t sa restriction a 0 ; soit d'autre part t' une section de H°(0,C' 

de diviseur C'. Quitte a'multiplier t par un scalaire, on a t.t'=i(a). Le 

diagramme commutatif de suites exactes

0A(-D) - > O A(0-D) — ► Oq (C') ^ 0

II.c
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donne lieu a un carre commutatif

Η°(Θ,ΰ0(Ο) h1(a ,oa (-d))

t t
v v

H°(0,O0(0)) - i H 1(A,0A)

1 t 1
d'ou Ton deduit que 3x(a) appartient a Timage de H -D)) Η (Α,Ο̂).

On a D ξ p*fi , et les homomorphismes p* de H°(E,f>) dans H°(A,D) et de
1 1

Η (Ε,-ή) dans H (A,-D) sont bijectifs (1.5). II existe done une section 

ue H (E,£i) telle que p*u=t . L1 application .t ci-dessus s'identifie a 1'appli

cation (.2u,0) de (E,i?̂ .(-ό)) dans Η̂(Ε,Ο̂) φ Η̂(Κ,Ο̂), d 1 ou notre assertion.
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§2. Application au probleme de Schottky.

THEOREME 2.1. Soit (Α,θ) une variete abelienne principalement polarisee de dimen

sion g . On suppose qu'il existe un element non nul a de A (resp. de T (A))

tel que la variete ΘΠΘ, ne soit pas integre. On est alors dans Tun des cas
----------------- d ------------------ ----------------------------
suivants :

(i) dim Sing(0) > g-4 ;

(ii) A contient une courbe el 1iptique E telle que (Θ.Ε) = 2 , et a appar- 

tient a E (resp. a T (E)).

Par hypothese on a une decomposition Θ.Θ = C+C1, oil C et C‘ sont desd
diviseurs de Weil effectifs dans Θ . Supposons dim Sing(0) < g-4 . Les anneaux 

locaux de la variete Θ sont alors reguliers en codimension < 3 ; un theoreme de 

Grothendieck ("conjecture de Samuel",[Gro3, Exp. XI, Cor. 3.14]) entraine qu'ils 

sont factoriels. Par suite C et C' sont des diviseurs de Cartier, et le theoreme 

resulte de la prop. 1.6.

(2.2) Remarques. 1) On peut remplacer la conclusion (i) par 1'assertion plus 

forte suivante : si Θ.Θ, = C+C', ou C et C' sont des cycles effectifs non nuls,a
alors dim(Cn C' n Sing Θ) > g-4 . En effet, posons Z = Cn C' nSing Θ . Dans Θ-Ζ ,

C et C' sont des diviseurs de Cartier ; pour prouver qu'il en est de meme dans Θ , 

il suffit de montrer que les anneaux locaux du schema Θ aux points de Z sont 

parafactoriels [Gro3, Exp. XI, n° 3]. Or si dim(Z) < g-5 , cela resulte du th. 3.13

(ii) de loc. cit.

En particulier si dim Sing(0) = g-4 , on.conclut que CfiC' contient une 

composante de Sing(0).

2) On a vu (prop. 1.3) qu'inversement dans la situation (ii) du theoreme, la 

variete 0 O 0a est reductible. On decrit en II.D les composantes de

connues a ce jour (cf. Introduction) : outre , toutes ces composantes sauf urie 

sont fomiees de varietes (Α,θ) contenant une sous-variete abelienne dont la pola

risation induite est de degre 2. .D'apres la prop. (1.3), ces varietes admettent 

effectiven;ent des intersections ΘΠΘ, reductibles.a

3) On prouve dans A1 que pour une variete (Α,θ) assez generale satisfaisant 

a (ii), le diviseur 0 est lisse. On ne peut done pas eliminer le cas (ii). Par 

contre, si (Α,θ) contient une sous-variete abelienne E dont la polarisation 

induite est de degre 2, avec 1 < dim(E)< g-1, on a dim Sing(0) > g-4 (A1.1.5).
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THEOREME 2.3. Soit (Α,θ) une variete abelienne principalement polarisee de dimen

sion g . On suppose qu'il existe trois elements distincts non nuls a , x , y de

A tels que 0fl 0 c 0 u 0W . On a alors dim 0 n Sinq(Q) > q-4 .
-------  a x y ---------  a —

L'hypothese entraine que ΘΠΘ n'est pas integre ; il suffit done d'eliminer,
d

par la remarque 2.2.1, le cas (ii) du th. 2.1. Nous supposons desormais que nous

sommes dans ce cas, et de plus que dim 0 nSing(O) < g-5 . Notant comme d'habitude
d —

ττ: Ex K — > A 1 'isogenie de degre 4, on a (1.4)

0.0, = ττ(Εχ B) + Δ , α ε

ou B est le lieu de base du systeme |0̂ | , Δ est un diviseur de |0j et 

ε€Ε . Plus precisement, si π*0 admet pour equation s^(x)t^(y)+ s^ixjt^iy) = 0 ,

B est defini par ^  = ̂ = 0  et Δ par s^(e)t^ + s^e)^ = 0 ; de plus ε satis- 

fait a s^ejs^c-a) - s2(e)s^(e-a) = 0 .

Lemme 2.4. Les sous-varietes B et Δ de K sont irreductibles.

Nous allons montrer, plus precisement, que ces varietes sont lisses en codimen

sion un. Notons Δ' le diviseur de la section sj(e)t^ + s^ejt^ de H°(K,0K).

Pour y € Δ' ΠSing(A), le critere jacobien montre que ε+y est un point.singulier 

de 0 . On verifie que ε+y est aussi dans 0, . On a done :a

dim Sing(A) - 1 < dim Δ'Π Sing(A) < dim 0. Π Sing(0) < g-5 ,
—  —  d —

d1 ou notre assertion. On procede de meme pour B .

(2.5) Revenons a la demonstration du th. 2.3. Puisque Δ£ est irreductible,

on peut supposer Δ c 0 .Si x = ir(e,k), ceci s'ecrit
ε x

(e-e)t̂ (*y~k) + s2(ε-e)t2(y-k) = 0 pour tout yih .

Observons que cette equation n'est pas triviale car ŝ  et ŝ  ne s'annulent 

pas simultenement. El 1e entraine que Δ̂ est lineairement equivalent a Δ , done 

que k appartient a H(0K) = Ε η K ; ainsi on a xeE . L'equation ci-dessus montre 

alors qu'on a

(s^e-x) : s2(e-x)) - (s^e) : 52(ε))εΐΡ1 .

1
Mais le morphisme s: E — >IP defini par (s^s^) est de degre 2, et on a deja 

s(8-a) = s(e) (1.4). On conclut qu'on a x=0 ou x=a , ce qui contredit 

l'hypothese.
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Le th. 2.3 s'etend au cas ou certains des points a , x , y sont infi-
rs·/

niment proches de 0 . Pour l'enoncer commodement, introduisons la variete A 

obtenue en eclatant 0 dans A : les points de A sont les points *■ 0 de A 

et les directions tangentes a l'origine.

PROPOSITION 2.6. Soient a , x , y trois points distincts de A ; la relation

000, c ( 0n 0„) U (0Π 0w) entraine dim 0, n Sing(0) > g-4 . 
ci x y s

■ On arrive comme precedemment a Δ c 0 n 0 . Si x est un point de A et a
0 X

une direction tangente a l'origine, on obtient comme ci-dessus s(e-x) = s(e), alors 

que ε est un point de ramification de s , d'ou une contradiction.

Supposons done que x soit une direction tangente a l'origine, correspondant 

a un vecteur e+k , avec e€TQ(E) et ke TQ(K). Notons ^  et ^  les champs 

de vecteurs associes. La condition Δ c 0 D 0  se traduit par
0 X

dsλ 9Sq 3t̂

• s F ( £ ) t 1 ( y )  + 3 e  ( e ) t 2 ( y )  + S 1 ( e )  W { y )  + s 2 ( e )  9 T ( y )  = 0 p o u r  t o u t  y e A  ·

Posons t = s ^ H j  + s2U)t2 eH°(K,0K). Soit t' une section de Η°(Κ,ΘΚ) non 

proportionnelle a t , et soit ^  une base de H°(K,TK). L'argument de

[Gr, p. 92-93] montre que les images dans Ηο(Δ,0̂ (Δ)) de t',3^t,...,9 t̂ forment

une base de cet espace. On deduit alors de 1'equation precedente qu'on a k=0 et

3s* 3s9
(_1(ε) : -i(e)) = (s.(ε) : sJe)). Ainsi ε doit etre un point de ramification de s ,
dG oG 1 l

ce qui n'est possible que si a est la direction tangente a E en 0 ; on conclut 

qu'on a a=x , ce qui contredit 11 hypothese. ■

(2.7) On peut prouver de meme certaines variantes du th. 2.3. Soient par 

exemple a et v des elements non nuls de A et TQ(A) respectivement. Alors 

la relation 0Π0 c ( o n 0 ,) u (0Π0,) entraine dim Sing(0) > g-4 . En effet, en
-------------- d V ν α  ----------  —
supposant la conclusion non satisfaite, on obtient d'abord que A contient une

courbe el 1 iptique E , avec (0.E) = 2 et aeE , puis qu'on a A ^ c 0 n©v ou

Δ c 0 n 0  . Le raisonnement de (2.6) conduit alors a une contradiction. 
ε-a v

(2.8) Soit (A,0) une variete abelienne principalement polarisee irreductible.

Soit ψ: A ->IP^ le morphisme associe au systeme lineaire |20| ; il induit un
N

isomorphisme de A/{±1} sur une sous-variete W de IP , la variete de Kummer
N - ·

associee a (A,0). Nous appellerons trisecante de W toute droite £ de P veri- 

fiant l'une des conditions suivantes :
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(i) l contient (au moins) trois points distincts de W ;

(ii) i est tangente a W en un point lisse, et contient un autre point de W ;

(iii) i est tangente a W en un point singulier (c'est-a-dire contenue dans le 

cone tangent de W en ce point), et contient un autre point de W ;

(iv) £ a un contact d'ordre 3 avec W en un point lisse.

THEOREME 2.9. Soit (A,0) une variete abelienne principalement polarisee irreduc- 

tible de dimension g , dont la variete de Kummer admet une trisecante. On a alors

dim Sing(0) > g-4 .

■ L'existence d'une trisecante entraine des conditions du type (2.3) (cf. par 

exemple [We 7] ou [Mu 10]). Plus pr^cisement :

(i) Si i contient les points distincts ψ(β), ψ(b), ψ(ο), on a

ΘηΘκ a c Θ. , U 0 „ a . b-a c-a -c-a

(ii) Si i est tangente a W en ψ(β) (avec 2a* 0) et passe par i|j(b), on a

0Π 09, c 0 , U0. K .
2a a+b a-b

(iii) Si I est tangente a W en ψ(0) suivant le vecteur ve T (A), et passe 

par ψ(b), on a 0 n 0y c 0b U 0_b .

(iv) Si £ a un contact d'ordre 3 en ψ(β), suivant le vecteur veT.(A), on aa
0 Π 0O, c (on0 ) u (0 Π 0 )9, (via 1'identification T,(A) = T„(A)).

l q  V V c a  a 0

La conclusion resulte alors du th. 2.3, de la prop. 2.6 et de (2.7). ■

(2.10)Bien que ce ne soit pas strictement necessaire, nous supposons dans cette 

section k=C . Soit (A,0) une variete abelienne pri nci palement polarisee ; nous 

supposons 0 symetrique. Soit r : V ^ A le revetement universel de A , et Θ 

la fonction theta sur V de diviseur r*0 . Nous dirons que (Α,θ) satisfait a la

propriete de Novikov s'il existe des champs de vecteurs constants,, x , y , z sur V ,
3

avec x*0 , et une constante ceC , tels que la fonction u = —  ̂log Θ + c 

verifie 1'equation de Kadomtsev-Petviashvili

(K-P) S (uxxxt , 2% - 4ut> * 3“y y ' °  ;

on a pose comme d'habitude u = r- , etc...
X oX
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Un calcul sans difficultes [Du] montre que lorsque (A,0) est irreductible, 

cette equation equivaut a la suivante, ou d designe une autre constante :

<κ-ρ'> V s - Μ χ χ Α  ‘ 39xx * 4V t  · 4ext9 * V  ■ 3ey * ,2c(exx®·6^  * ^  = 0

Novikov a conjecture que les jacobiennes sont les seules varietes abeliennes 

principalement polarisees irreductibles satisfaisant a la propriete de Novikov.

Cette conjecture vient d'etre demontree par T. Shiota [Sh]. Nous obtenons a 1‘aide 

du th. 2.1 un resultat plus faible :

THEOREME 2.11. Soit (Α,Θ) une variete abelienne principalement polarisee irreduc

tible satisfaisant a la propriete de Novikov. On a alors dim Sing(G) > g-4 .

■ Sur la sous-variete 0Π0 de A , 1'equation (K-P1) se reduit a
Λ

o = e2 - θ2 = (θ +θ )(θ -θ ) .
χχ y ν χχ yM χχ y

Posons X = 0 η 0 .Les fonctions θ ± Θ sur V definissent deux sections de
0 x xx y
Η (Χ,Οχ(θ)) dont le produit est nul. Nous montrons ci-dessous (lemme 2.12) que ces 

sections ne sont pas identiquement nulles ; on en deduit que X est reunion de deux 

sous-varietes echangees par Γinvolution a ^  -a . En particulier X n'est pas 

integre ; si dim Sing(0) < g-4 , on est done dans le cas (ii) du th. 2.1. Or dans 

ce cas il resulte de (1.4) et du lemme 2.4 que X a deux composantes irreductibles, 

qui sont stables par 1'involution a i— ► -a , ce qui contredit la description 

precedente.

Le theoreme resultera done du lemme suivant :

Lemme 2.12. La section θν„+θ„ de H°(X,0V(0)) n'est pas identiquement nulle.------  ------------  χχ y A -------------------------------------

La suite exacte

o - ►  o0 Λ  oQ(0) ^  0χ(θ) o

fournit en cohomologie une suite exacte

Η°(Θ,Ο0(0)) -*Η°(Χ,Οχ(0)) X h 1(0,0q) .

Puisque definit une section de Ηο(θ,00(θ)), on a 3(0 ) = 0 . Nous allons 

prouver que 3(θχχ) n'est pas nul. Nous noterons D la derivation par rapport a x

Soit un recouvrement de A par des ouverts au-dessus desquels 0^(0)

est trivial, et soient (ξ 0) les fonctions de transition associees. La section Θ
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de Ηο(Α,0.(θ)) correspond a des fonctions Θ sur U satisfaisant a θ = ζ 0 θ0
M  Ot  Oi. O t  O t p  p

sur U n U0 . Sur cet ouvert on a done
α β

D0 = ϋξ ΰ.θΩ + ξ 0.D6q 
α αβ β αβ β

D20 = 02ξ ΰ.θ0 +2ϋξ 0.D60 + ζ 0.ϋ2θ0 , α αβ β Ίχβ 3 τχβ β
Λ Ο

et la section θνν de Η (Χ,Ον(θ)) correspond aux fonctions D Θ .Par construc-
xx λ λ α

tion 1'image de cette section dans H (0,OQ) est la classe du cocycle

<“ ' 6) ~  CdS = <“  W V / M <. ■·

mais les formules ci-dessus entrainent dans Θn U n IL l'egalite
α β 3

ϋ ξ αβ
c = 20ζ 0/ξ = 2 <D)T^ >  .

αβ αβ αβ ξ αβ

Ainsi on a 9(θ ) = 4ui r(D.c1(0)), ou r designe 1'homomorphisme de restriction
Λ  A I

1 1
Η (Α,Ο.) — > H (0,0J. Celui-ci est injectif pour g>2 , et le cup-produit

o -c1(8> 1
Η (Α,Τ̂) ------> H (A,0p) est bijectif, d1ou le lemme. *

Nous terminerons en appliquant les resultats qui precedent au probleme de 

Schottky (cf. Introduction). Nous revenons au cas d'un corps algebriquement cl os 

quelconque k , mais nous supposons car(k)*2 . Si A est une variete abelienne, 

nous noterons comme en (2.6) A 1'ensemble des points * 0 de A et des directions 

tangentes a A en 0 .

THEOREME 2.13. Dans Tespace des modules des varietes abeliennes principalement 

polarisees de dimension g , la variete des jacobiennes est une composante 

irreductible de 1'ensemble des varietes (Α,θ) irreductibles possedant Tune des 

proprietes suivantes :

(i) II existe aeA tel que la variete ΘΠΘ ne soit pas integre.-------  --------------- 3 ---------------

(ii) II existe trois elements distincts a , x , y de A tels qu'on ait

3a C (0n 0 ) U (ΘΠ 0 ).
σ X y

(iii) La variete de Kummer de (Α,θ) admet une trisecante.

(iv) (Α,θ) satisfait a la propriete de Novikov (lorsque k=C).

■ II suffit de traiter le cas (i), puisque chacune des autres conditions entratne 

(i). Soit (resp. E^) la sous-variete de formee des (Α,θ) irreductibles

telles que dim Sing(0) > g-4 (resp. contenant une courbe elliptique E avec
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(θ.Ε)= 2). Le th. 2.1 implique que les (Α,θ) verifiant (i) sont dans ou Eg .

On sait par [An-M] (et [We5]en caracteristique positive) que est une composante

irreductible de . Comme Jg n'est pas contenue dans Ê  (1.2), le theoreme 

en resulte. ■

La condition (i) ne semble pas beaucoup plus forte que la condition d'Andreotti- 

Mayer (cf. remarque (2.2.2)). Par contre nous ne connaissons aucun exemple de variete 

abelienne principalement polarisee irreductible satisfaisant a (ii) ou (iii) qui ne 

soit pas une jacobienne ; il est tentant de conjecturer que chacune de ces conditions 

caracterise les jacobiennes.
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π 1 1 )

II.D. Varietes de Prym elements de pour g>5

Comme Tindique son titre, cette section est consacr£e a la description des 

varietes de Prym (Ρ,Ξ) de dimension g>5 satisfaisant a dim Sing Ξ > g-4 .

Elle est basee sur des resultats de Beauvilie, qui, completant des resultats 

de Mumford ([Mu 2]), donne dans [Be 1] la liste des revetements admissibles dont 

la variete de Prym est dans et qui satisfont de plus a deux conditions : la

condition (*) de la page 157 de joc. ci_t. et la stabilite de la courbe C (cf.

[De-M] page 76). II ressort de 4.11.3 et 5.4 de [Be 1] que les varietes de PrymΠ _ i py* τ
associees aux revetements de cette liste recouvrent (Ny ,-J ) η P , ou P„

g-4 g g g
designe 1'ensemble des varietes de Prym irreductibles.

Cette liste se compose d'un certain nombre de families, dont nous allons 

maintenant decrire les elements generiques.

1. La courbe C est lisse superel1iptique, c'est-a-dire qu'il existe un morphisme 

de degre 2, p: C — E de C sur une courbe el 1iptique. Le groupe de Galois de
rsj

ρπ : C — >· E est le groupe diedral . La famille S  ̂ obtenue est de dimension 2g.

fSJ
2. La courbe C est superel1iptique, mais le groupe de Galois de ρπ : C — ► E est

2
(Z/2) . On a un diagramme commutatif :

La famille S ^  t est la famille des revetements pour lesquels

g-t+1 = g(C") > g(C') = t+1 . Elle est de dimension 2g et I'entier t prend les

valeurs 0,1,..., g/2 . La famille ^  de varietes de Prym correspondante

2 2 
sera notee Ê. g_t (on notera aussi Eg = Pr^g+i o^*

(1) Cette partie sera publiee, avec quelques modifications et avec 1'Appendice 1, 

sous le titre "Sur les varietes abeliennes dont le diviseur theta est singulier 

en codimension 3" dans Duke Mathematical Journal (reference [D2]).

I I .  D



47

3. La courbe C est obtenue a partir d'une courbe hyperel1iptique lisse de genre g-1 

en identifiant deux paires de points. La famille H ,| g obtenue est de dimension 2g+1

4. La courbe C est reunion d'une courbe rationnelle lisse et d'une courbe hyperel1ip- 

tique lisse de genre g-2 se coupant en 4 points. La famille H ,j  ̂ obtenue est de 

dimension 2g.

5. La courbe C est reunion d'une courbe lisse de genre t-1 > 1 et d'une courbe 

lisse de genre g-t-1 > t-1 se coupant en 4 points. Les families obtenues, pour

2 < t < g/2 , sont notees  ̂. Elles sont de dimension 3g-4 .

6. Dans le cas ou g = 5 , C est reunion d'une courbe rationnelle lisse coupant une 

courbe lisse de genre 3 en les 4 points d'un diviseur canonique. La famille 

obtenue est de dimension 9.

7. Dans tous les autres cas cites par Beauville, la variete de Prym obtenue est une 

jacobienne. (Le seul cas restant, a savoir le cas e) des revetements "pairs" des 

quintiques planes est traite dans [Be 2], [Mas], [Tj 1], [Tj 2]).

Remarque. En utilisant des arguments du type de ceux de [H-M] page 29, il est facile 

de voir que les adherences des families ci-dessus dans l'espace des modules des reve

tements admissibles contiennent les families de la liste de Beauville.

D'autre part, toutes ces families sont irreductibles. Faisons d'abord la remarque 

suivante. Soit C — > S une famille irreductible de courbes lisses. Pour tout entier 

d > 1 , on note cj! = ΟςΧ.,.ΧςΟ (d fois) et = Pic^(C/S) le schema de Picard
Η Η Η 9H

relatif en degre d . On a un morphisme canonique C<. — > J .Soit m : J — > J
d 2d

le morphisme induit par 1'elevation au carre. Alors le S-schema J χ2^<- est irre

ductible puisque la fibre de tout point de S est irreductible de dimension 2d 

(Ex. G.8 page 202 de [A-C-G-H 1]). On en deduit aussi tot Γirreductibilite de 

Sg+i g (irreductibilite de la famille des courbes el 1iptiques avec structure de 

niveau 2 et remarque precedente avec les courbes el 1iptiques et d = g), celle de 

Sg+i t , 0 < t < g/2 (remarque precedente avec les courbes el 1iptiques et d = t,g-t), 

celle de H  ̂  ̂ , t = 0,1 (courbes hyperel 1 iptiques de genre g-1 , g-2 et d = 2) 

et celle de  ̂ , 2 < t < g/2 (courbes de genre t et g-t avec d = 2).
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L'irreductiblite de Tg se montre de facon analogue, celle de S  ̂ decoule de 

1'existence d'une application dominante g S j fournie par la construction 

tetragonale (3.2.4).

Le theoreme ci-dessous rassemble les resultats de cette section et mentionne 

aussi les paragraphes ou Ton peut trouver les demonstration.

Theoreme. Pour g>5 , on a :

■7 ____  ____  ___
. E = Pr(5 . g) = Pr(W . g) = Pr(S .) (cf. 3.2.3, 3.2.4) est de dimension 2g 

dans (cf. 1.4.2). C'est une composante irreductible de (cf. 1.4.5) qui

contient les jacobiennes hyperel1iptiques (cf. 3.1.2).

. Ε2 = Pr(S^p^) = PHfT^j- j) (cf. 3.2.3) est de dimension 2g-1 dans A^ (cf. 

1.4.2). C'est une composante irreductible de (cf. 1.6.1, 4.2) qui contient les

jacobiennes superel1iptiques (cf. 1.5.3, 3.1.2). On a aussi Pr(Tg) c  ̂ (cf. 2.2).

Pour 2 < t < g/2 , on_a Etjg_t c Pr(Hg+ljt) = ^t.g-t c At,g-t ^cf‘ 3*2,3’ 2,1

et A1.1.3, A2.3.5 pour les definitions de A2 , et de P2 .).
—  £--------------------  t,g-t ----  t,g-r

En tenant compte des resultats de l'appendice 1 (en particulier A1.4.5), on a

ainsi mis en evidence 2+ [g/2] composantes irreductibles distinctes de pour

- 1 1  2 9
g>5 , a savoir J , E , E. , et les A, . pour 2 < t < g/2 . Chacune de

9 9 * j9“ ' ^*9”̂

ces composantes, sauf , est contenue dans le diviseur 9nu^  de A^ , constitue 

des varietes abeliennes principalement polarisees (Α,θ) avec 0 symetrique et

A[2] n Sing 0 * 0 .  On en deduit immediatement (cf. 4.2) que a 5 composantes

—  1  1  2 
irreductibles, a savoir ; A ^  ; et ^  3 f dimensions respectives

12, 11, 10, 9 et 9 (Â   ̂ designe 1'ensemble des varietes abeliennes produit d'une

courbe elliptique par une variete abelienne de dimension 4).

Signalons que Donagi a annonce dans [Do] des resultats sur le meme sujet, qui
2

different des notres : il fait erreur sur la dimension de Er (9 au lieu de 10) et
1

oublie A,|  ̂ . II semble qu'il n'ait pas vu 1'inclusion PK^g) <=  ̂ .
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On note :

g(C") = g-t+1 > g(C') = t+1 .

Au morphisme p' sont associés sa ramification A' = P^+...+P2t , 61 € Pic^E tel 

que A ' h26', et une involution x' de C'.

A p" sont associés A" = A-A', 6" = 6-6' et une involution t "  de C".

Soient Q1.......Q2 les points de ramification de p sur C . Le morphisme

étale ïï est associé à l'élément suivant d'ordre 2 dans Pic°C :

n s Q1+...+Q2 t- p*ô' s 02t+ l+***+Q2g" p*6" •

r s j

On note o 1'involution sans point fixe de C induite par ïï . Le morphisme ïï ' 

(resp. ïï") est ramifié sur p'*(A") (resp. p"*(A')) et induit une involution o' 

(resp. a"= ao') sur C .

1.2. Etude du lieu singulier du diviseur thêta.

La variété de Prym (P,5) associée à ïï peut être définie par ([Mu 2] Proposi

tion p. 242) :

P = {Le Pic2gC | Nm L = wc , h°(L) pair}

H = { L e  P I h°(L) > 2} .

I I .  D

1. Etude des familles S .  . .------------------------  g+1,t

1.1. Notations. On est dans la situation suivante : la courbe C est lisse

de genre g+1 > 6 . Il existe une courbe elliptique lisse E et un morphisme de degré
q

2 , p : C E auquel on associe sa ramification A = P^+...+P2g sur E , 6e Pic E 

tel que As 26 , et une involution t de C (1.2.6).Il existe un diagramme commutatif :

ï ï '
ï ï "ïï

c f C' C"

p
II

E

P'
P
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Proposition 1.2.1. On a :

Ξ = h ' * L W * L "  | L'ePicV , L" 6 Pic9_tC" , h°(L') > 1 , h°(L") > 1 ,

Nmp,L' β NnyL" = 0(6)} .

■ Soit L eΞ . On considere it*: |L| — > |ω̂| . Comme dim|L| >1 , son image rencon

tre 1'hyperplan ρ*|δ| de j |  , et :

3DE jL| ir*D = p*M avec Me |δ| .

On peut alors ecrire D = ir'* D' +π"* D" avec D' et D" effectifs. L'espace Ξ 

est done recouvert par les fermes :

Z, = {Tr'*0(D')βtt"*0(D") I D' (resp. D") diviseur effectif de degre t+a
a

(resp. g-t-a) verifiant p* D* + p* D" ξ 6} , 

pour -t < a < g-t .

Or, pour Le Zg_t , on a :

h°(L) = h°(ir'*0(D')) = h°(D') + h°(D'-p,*6")

= h°(D') + h°(Kc,-D'+p' )  + t - g 

= h°(D‘) + h°(p1*6-D') + 1 - g

- h°(D') + h°(x1 *D') + t - g - 2h°(D') + t-g .

On deduit de [Mu 3] page 187 que :

Z c P < = >  a est pair.
a

On remarque alors que pour |a|>2 , on a par Riemann Roch h°(D')>2 ou h°(D")>2 . 

Or on a :

dim Z < dim|61-min(dim|D11+dim|D"j) s 
a LeZ

done dim Z, < g-1 = dim Ξ pour I a I >2 .a —

Le diviseur Ξ est done egal a ZQ . ■
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Le lieu singulier du diviseur Ξ est reunion des deux ensembles suivants 

([Mu 2], §6) :

{Les I h°(L) > 4}

et {L G Ξ | L = tt*M® N avec M € Pic C , N € Pic C , h°(M) > 2 , h°(N) > 1} .

Les points du premier ensemble seront dits singularity stables (el 1es existent sur 

toute variete de Prym de dimension au moins 6 par 1.2.5), ceux du second, singularity 

exceptionnelles (elles n'existent pas sur une variete de Prym generale).

Une singularite peut bien sQr etre a la fois stable et exceptionnelle.

Proposition 1.2.2. Soit (Ρ,Ξ) la variete de Prym associee a un revetement element 

de S  ̂ t . Lorsque g>5 , on a :

. Le lieu singulier de Ξ est reunion de V , W ,, s WQ , 1^ , avec :

V - {π'*ί'βπ"*ί" | Nm ,L' = 0(6') , Nm „L" = 0(6") , h°(L')>2 , h°(L") > 2}
r r

W, = {tt 1 *L' β tt"*L" » f*M I L' £ Pict_2+aC’ , L" e Pic9_t’̂"aC" , M€ Pic2E ,a

h°(L') > 1 , h°(L") > 1 , Nmp,L' »Nmp„L" «Μ®2 = 0(6)} ,

et eventuellement d'un nombre fini de points d'ordre 2 de P .

. L'ensemble V est toujours de dimension au plus g-5 . Pour un element generique 

de Sg+1  ̂ , il est vide pour t<2 , non vide de dimension pure g-6 et non inclus 

dans W, pour t>3 ; ses composantes irreductibles sont au nombre de 4 pour t=3 ,---  a ---  — ----------------------------------------  ---
g = 6 ; de 2 pour t = 3 , g > 6 ; de 1 pour t> 3 .

. L'ensemble est vide pour (t,g) = (2,5) ou (3,6), irreductible de dimension 

g-4 si non.

. L'ensemble WQ est vide pour t<1 , irreductible de dimension g-4 pour t>2 .

. L'ensemble W_^ est vide pour t<3 , irreductible de dimension g-4 pour t>4 .

Remarque 1.2.3. Avec les notations 1.1, si on fait l'hypothese suppl£mentaire, satis- 

faite generiquement sur  ̂ , que Δ n'est pas somme de deux elements de |6| , 

le lieu singulier de Ξ est egal a VuW_2 uW uWg (cf. 1.2.9).

On deduit de la proposition les deux resultats suivants :
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Corollaire 1.2.4. Pour g>5 , le lieu singulier du diviseur theta d'un element 

qenerique de M S g +i t) est irreductible dans les seuls cas suivants :

i) t = 0 ou 1 . On a Sing Ξ = W^ .

ii) t= 2 et g = 5 . On a Sing Ξ = WQ .

Corollaire 1.2.5. Pour g>6 et toute variete de Prym (Ρ,Ξ) de dimension g , on a 

dim Sing Ξ > g-6 .

■ II ressort de la proposition que pour g>6 et (Ρ,Ξ) element de Pr(S . J,
y *

Sing Ξ a une composante irreductible de dimension g-6 correspondant a des singula

rity stables, a savoir V .

Or il est connu (IV.A.4.5) que pour toute famille de revetements doubles
fSJ

C — > C — > Τ , a laquelle correspond une famille de varietes de Prym P — ► Τ ,

1'ensemble :

u {singularity stables de Ξ,} 
teT 1

est soit vide, soit de codimension au plus 6 dans P . Or, si on prend une telle

famille contenant notre exemple, cet ensemble est de codimension 6 en un point d'une

fibre, done se projette surjectivement sur T . ■

Remarque 1.2.6. II ressort de [We 1] et de 1.2.5 que pourune variete de Prym generique 

(Ρ,Ξ) de dimension g>6 , Sing Ξ est de dimension pure g-6 et que ses composantes 

connexes sont ses composantes irreductibles. Or une jacobienne generique est simple, 

done aussi une variete de Prym generique. On deduit de [Ba] que, pour g > 12 , Sing Ξ 

est generiquement irreductible de dimension g-6 .

■ Demonstration de la proposition 1.2.2.

On commence par la definition suivante. Soit p : C — B un revetement double 

de courbes lisses, D un diviseur effectif sur C . On dira que D est p-simple 

s'il n'existe pas de diviseur effectif E sur B tel que D-p*E soit effectif.

On a alors ([Mu 2] page 338) :

Proposition 1.2.7. Soient p : C — > B un revetement double de courbes lisses et
p “ -------------------------------------------------------- - ■ --------

0(-δ) = Λ ρ*ΰς ·; L un faisceau inversible sur B , D un diviseur effectif 

p-simple sur C . On pose M = p*L»0(D). On a alors une suite exacte de 0n-modules
--- --------------  D -------

0 — > L — > p*M — >· L e i)g(p*D-6) — > 0 .

I I .  D



Corollaire 1.2.8. Dans notre situation, on considere L = tt'*0(D') e ir"*0(D") ou_ D' 

et D" sont effectifs, D‘ est p'-simple et Nm^L = . Alors :

h°(C,L) < 2h°(C",D") + g - 1 - deg D" .

■ Le diviseur tt'*D' est π"-simple done la proposition 1.2.7 donne :

h°(L) < h°(D") + h°(D"+Tr*Tr'*D,-p"*0') .

Or on a p*D' + p*D" ξ δ , done :

D" + π*ττ1 *D' - ρ"*δ' = D" + t"*D" + p"*p;D' - t"*D" - p"*6' 

a ρ"*(δ-δ') - t"*D" = t"*(Kc„-D") .

On en deduit par Riemann-Roch l'inegalite cherchee. ■

Soit L un element de Ξ correspondent a une singularite de Ξ . Par 1.2.1, 

on peut ecrire :

L = tt'*[0(D')· p'*0(F')]»7T"*[0(D")e p"*0(F")]

avec D', D", F', F" effectifs, D' p'-simple, D" p"-simple et 

deg D1 + 2 deg F' = t = g(C') -1 , deg D" + 2 deg F" = g-t = g(C") -1 .

Supposons d'abord cette singularity exceptionnelle non stable. Tout element de 

|L| s'ecrit alors ^ D  + G , avec h°(D)>2 et G π-simple. On applique 1.2.7 a D 

et p . On est dans Tun des cas suivants :

i) II existe F de degre 2 sur E tel que p*F< D . On a alors F < F'+F"

et on est dans W 0 , W , ou W0 .-2  o 2

ii) D est p-simple, G=0 et p*D=6 . On a alors tt*D = Tr'*D'+ tt"*D", ce qui 

n'est possible que si D' < Ram p' et D" < Ram p". On en deduit :

|6| 3 P*D = p;D' + P̂ D" < Δ'+Δ" = Δ .

(1.2.9) En particulier, le diviseur Δ est somme de deux ilements de |δ| , ce qui 

n'est pas le cas pour un element generique de t . On a aussi L = tt*0(D), 

soit L =* a*L et L2 » . C'est done un point d'ordre 2 de P .

I I .  D
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On suppose maintenant h°(L)> 4 . Si deg F'> 1 , le corollaire 1.2.8 

donne :

4 < h°(L) < 2h°(D"+p"*F"+p"*Fl)-2deg F' , 

soit h°(D"+p"*F"+p"*F') > 3 .

On applique 1.2.7 :

3 < h°(F'+F") + h°(p*D"+F'+F"-6")

< deg(F'+F") + max(deg(F'-F"),0)

< 2max(deg F',deg F") ,

de sorte que soit F1, soit F" est de degre au moins deux, et qu'on est soit 

dans W2 , soit dans W  ̂ .

Le cas deg F">1 se traite de facon identique.

Si deg F' = deg F" = 0 , le corollaire 1.2.8 donne h°(D')>2 et h°(D")>2. 

Par ([We 2], 3.4), on est dans V .

Ceci termine la demonstration de la premiere partie de la proposition.

L'ensemble V est evidemment vide pour t = deg L' < 1 . Pour t = 2 , il est 

vide si C' n'est pas hyperel1iptique, ce qui est le cas generiquement. Les 

assertions sur le nombre de composantes irreductibles decoulent de [We 2], 

Proposition 3.6 pour t > 5 , de [Te] pour t = 4 et, pour t = 3 , du fait que j
les deux g^ de C' (supposee non-hyperel1iptique), image 1'un de 1'autre par 

τ'*, satisfont a Nmplg] - 0(6') (utiliser 1.2.7). Enfin, 1'ensemble V n'est 

contenu dans aucun Wg ; en effet, un element generique s'ecrit :

L = tt'*L' e 7i"*L" , Nm L' = 0(6') , Nm L" = 0(6"), avec h°(L') = h°(L") = 2 .

De plus, tous les diviseurs de |L'| (resp. |L"|) sont p'-simples (resp.

p"-simples). Un tel fibre ne peut etre dans un W , a e Z  .
d

Enfin, les assertions d1irreductibi1ite et de dimension sur les W sont 

consequences de :

Lemtne 1.2.10. Soient p : C E une courbe superel 1 iptique et G£ Pic^E fixe. 

Alors pour 5 < d < g(C)+1 , 1'ensemble :

{p*M« 0C(D) I M€Pic2E , DeC(d'4) , 0(p*D) » M2^G} 

est irreductible de dimension d-4 .
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■ On pose :

β Μ®2 = G} .

On remarque tout d'abord que Z(G) est irreductible de dimension d-4 pour d>5 : 

c'est evident pour d=5 et la premiere projection pr̂  : Z(G) — > C a pour fibre 

Z(GeO(-px^)). Pour un element generique ( x ^ ..,χ^,Μ) de Z(G), le diviseur 

D = es  ̂ P'Simple (cf. 1.2.7) et on a une suite exacte :

<=> M = G« 0{-&) .

Sous 1'hypothese d < g(C)+1 , on en deduit que pour un element generique 

(Χρ.,.,χ̂ ,̂Μ) de Z(G) > D = E  xi est fixe dans 16(D) β p*M| , done que 

1'application :

est generiquement finie. Son image est done irreductible de dimension d-4. ■

■

1.3. Les quadriques associees aux points doubles du diviseur theta.

On est toujours dans la situation 1.1, mais on s'interesse ici aux seuls cas 

t = 0 et t = 1 .

Commengons par quelques rappels sur les singularity stables de multiplicity 2 

de - ([Mu 2], [Tj 3]). Une telle singularity correspond a un faisceau inversible L 

sur C tel que h°(L) = 4 et NmL = wc .

On a une application :

0 -*■ H°(E,M) - >  H°(C,0(D) β p*M) ΗΟ(Ε,0(ρ*0-δ) β M) 0 .

Ce dernier espace est nul lorsque :

0 > deg[0(p*D-6)»M] - d-l-g(C)

sauf si : 0(p*D-6)»M = 0E

Z(G) - ►  PicdC 

d-4

φ : A2H°(L) H°(C,Kc+n)

s λ t i— ► sot - tas

II. D

ve v p*M

Z(G) = {(x„ .,xd.4, M ) e C d'4 x Pic2 E
a-q

0(5P
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Si {s-j....ŝ } est une base de H°(L), on pose :

Ql = <t>(s1AS2).<!>(S3AS4) ̂ ( s ^ S - j J ^ S ^ ^ ^ A S ^ ^ S ^ S ^ e s V t C ^ + n )  .

Lorsque est non nul, c'est une equation du cone tangent h E en L dans P 

(on rappelle que T P =* H°(C,Kr+n)v). De plus, la quadrique d‘equation Q, dans
0 V

PH (C,Kc+n) contient 1'image X de C . par le morphisme associi au syst£me lineaire 

|Κς+ηj (appelee courbe semi-canonique).

On deduit facilement de 1.4.1 par exemple que :

. Pour t = 0 , X est la courbe el 1 iptique φμ„|(Ε).

. Pour t= 1 , X est tracee sur le cone Σ de somwet un point S et de base 

φμ„|(Ε). Elle a un point double en S et toute quadrique contenant X contient Σ .

Proposition 1.3.1. Soit (Ρ,Ξ) un element generique de E2 , avec g>5 . Alors:

1) Si t = 0 , 1'intersection des quadriques correspondant aux singularites quadratiques 

de Ξ est la courbe semi-canonique X . L'espace vectoriel qu'elles engendrent dans
λ  — — ----------------------------- — — -------------- -----  ■■ -----------

S T^P est de codimension 2g . o ---------------  a
2) Si t = 1 , 1'intersection des quadriques est le cone Σ . L'espace vectoriel 

engendre est de codimension 3g-2 .

■ Par 1.2.4 i), il nous suffit de calculer les quadriques QL pour les elements L 

de , qui s'ecrivent :

L = tt'*L' β ir"*L"

avec L' = 0(D')e p'*M , D'>0 , deg L' = t+4 , deg M=2

L" = 0(D") , D">0 .

Si D' est p'-simple, 1.2.7 donne la suite exacte :

0 -5* H°(E,M) 4 -  H°(C',L') 4 -  H°(E,MeO(p;D'-6')) 0 .

Les morphismes a et B peuvent etre definis comme suit : 

weH°(E,M) a(v) = p'*(v)u' oil div(u') = D'

Vue H°(C',L') ux'(u')-τ'(u)u' = t1p'*(0(u)) ou div(t') est la ramification 

de p' sur C'.

II.D



57

On prend une base {ν̂,ν̂} de H°(E,M) et une base ίν̂,ν̂} de

H°(E,Me £)(p*D*-61)). Π existe alors une base {uj,...,u^} de H°(C',L') telle que :

uj - «(v,) , û  = a(v2) , B(u|) = v3 , e(u^) = v4 .

Une base de H°(L) est alors {ŝ  = Tr'*(uj)Tr"*(u")^i<j<4 > °u div{u") = D". Or: a :

π* (φ( s jASk)) = tt 1 * (u j) tt" * (u") π1 * (τ1 *u ̂ ) π" * (τ" *u")

- t ' * ( t i * u '.)it" * ( x " * u " ) ^ , * ( u ^ " * ( u ")

= f*(v")π'*(φ(υ̂Λυ̂)) oil div(v") = p*D" .

Done φίε^^) = 0 .

tt* ( φ ( s  ̂as 2)) = f * (  v " ) .tt 1 * [ u 1. p1 * ( v 1 ) τ '  * U2- t '  * u 1. p' * ( v 1 ) .u^l

= f*(v"v,|V3).TT'*(t') .

Dans I'identification 1.4.1, cela s'ecrit :

ifriŝ sj) = p*(v"v1v3) .s1 .

On a done :

Ql = -(v1v3v")s'.(v2v4v")sl + (v1v4v")s'.(v2v3v")s' .

On veut montrer que les quadriques ainsi obtenues engendrent 1'espace des quadriques 

de P 9" ^  contenant φ|̂ „|(Ε). C'est un exercice facile, dont on laisse la 

demonstration au lecteur (qui pourra la trouver dans [D2]).

1.4. Rang de 1'application Prym sur S ,j  ̂ . Le theoreme d'Andreotti et Mayer.

On rappelle ([Be 2] Proposition 7.5) que la codifferentielle de 1'application 

Pr : Rg+,| —■► en un point (C,n)£R°+ ̂ est :

T(C,n)Pr : S2H°(C,Kc+n) - ►  H°(C,2KC) .

On s'interesse a la differentielle de la restriction Pr̂ . de Pr a 

Sg+1 t c R°+1 . Soient s' et s" deux sections tel 1es que :
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div(s') = +..*+Q2t (notations 1.1)

div(s") = Q2t+1+* * *+t?2g 

s = s's" , div(s) = Q^.^+Qg .

On a alors les decompositions suivantes :

T(C,n) V i  “ H°(C,2KC) “ P*H°(Ε,26) $ p*H°(E,iS)s .

(τ = id) (τ = -id)

La partie τ-invariante correspond au lieu dans l'espace des deformations de C ou 

1'involution τ se prolonge, c'est-a-dire a ^   ̂ . On a aussi :

Lemme 1.4.1. H°(C,Kc+n) « p*H°(E,6")s' φρ*Η°(Ε,δ’)s" .

■ On a (cf. 1.1) :

η = Q1 + ...+Q2t -p*6' = Q2t+1 + ---+Q2g-P*5"

Kc+n ξ div(s')+ p*6" = div(s")+ p*6' .

On a done un morphisme :

Η°(Ε,δ")β H0(E,6‘) ->► H°(C,Kc+n)

(u",u‘) p*u".s‘ + p^u'.s"

dont le noyau est isomorphe a :

H°(p*6"-div(s")) = H°(ρ*δ'-div(s1)) = H°(C,n) = 0 .

On peut done ecrire :

S2H°(C,Kc+n) « [p*S2H°(E,6")s'2 ® p*S2H°(E,6')s"2] 

φ [ρ*Η°(Ε,δ")βp*H°(E,6')]s,s" .

Si s^ (resp. s ,̂) est une section de diviseur Δ' (resp. Δ") telle que

2 2 
p*sA, = s‘ (resp. p*sA„ = s" ), on peut ecrire TvPr comme la somme de :

TVPrt : S2H°(E,6') φ S2H°(E,6") - ►  H°(E,26)

(u1 ,v',u".v") I— > u'v'ŝ ,, + u"v"s^,
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et de : H°(E,6 ') · H°(E,6") - ►  H°(E,6)

u'eu" i-> u'u"

Proposition 1.4.2. Pour g>4 , (g,t) ̂  (4,2) et (C,n) generique dans S  ̂ t , 

on a :

C 0 pour t = 0 
dim Ker l(r \Pr, = -{

1 L 1 gour 0 < t < g/2 .

En particulier :

, 2g [>our t = 0 
dim E = |

t>9"t I· 2g-1 sinon.

■ On rappel le que t = deg δ'. Si t=0 , dim Ker TPrQ est le corang de 

S2H°(E,6") — >■ H°(E,26") = H°(E,26), qui est surjective pour g= deg 6" > 3 ([Mu 4] 

page 55). On suppose t > 0 . On peut ecrire TvPr̂ . comme la composee de :

φ'φφ" : S2H°(E,6')®S2H°(E,6") H°(E,26') ® H°(E,26")

et φ : H°(E,261) φ H°(Ε,26") H°(E,26)

(u1 ,u") u's^ + iT's^ .

Comme Δ' et Δ" sont a supports disjoints, le noyau de φ est engendre par

(sA'-sA")·

Si t= 1 , on a :

Ιιη(φ' Φφ")(1 Ker φ = [Its2, © H°(26")] n Ks^-s^,) = 0 ,

puisque Δ1 est somme de deux points distincts (φ" est surjective puisque 

deg 6" = g-1 >3). On a done :

Rang TvPr̂  = Rang(φ'φφ") = 1 + 2(g-1) = 2g-1 .

Si t=2 , le meme raisonnement s'applique sauf si Δ' est somme de deux elements de 

|6'| , ce qui n'est pas le cas generiquement, ou si deg 6" = g-2 < 3 , cas qu'on a 

exclu.

Si t>3 , φ' et φ" sont surjectives et :

Rang TvPr^ = Rang φ = 2g-1 . ■

II.D
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2 _
On peut maintenant montrer que Ê  = Pr(Sg+i Q) est une composante irreductible 

de W“j_̂  . On rappel le le theoreme d'Andreotti-Mayer dont on peut trouver la demons

tration, sinon l'enonce, dans [An-M] .

Theoreme 1.4.3 (Andreotti-Mayer). Soit (Α,θ) une variete abelienne principalement 

polarisee de dimension g . On suppose que :

- Sing θ est de dimension pure k .

- L'ensemble Sing^G des points de multiplicity deux sur Θ est dense dans 

Sing Θ et I'image de chaque composante de Single par 1'application :

Singo0 - ^ I P s V a  
32 o

(1.4.4) x i— > τ* (cone tangent a Θ en_ x)
A

engendre un espace lineaire de dimension > N . Alors la codimension de NjjJ en_

(Α,θ) est > N .

~p
Corollaire 1.4.5. L'ensemble E est, pour g > 5 , une composante irreductible de
Π ^

^g_4 de dimension 2g .

■ En effet, pour un element generique (Ρ,Ξ) de E2 , Sing Ξ est irreductible pour
a+1

g>5 par 1.2.4. L'image de 1.4.4 engendre un espace lineaire de dimension (s9 ) - 2g
2

(1.3.1) et dim Ê  = 2g (1.4.2). Le theoreme 1.4.3 permet de conclure. ■

0
Remarque 1.4.6. Bien que, pour un element generique (Ρ,Ξ) de E. ..,Sing Ξ soit

1 ,g-i
irreductible (1.2.4), I'image de 1.4.4 engendre un espace lineaire de dimension 

(^)-(3g-2) (1.3.1) et dim E^ = 2g-1 (1.4.2). On ne peut appliquer 1.4.3.
“ o ' ί ζ π  Q

Pourtant, E^  ̂est bien une composante de (1.6.1 et 4.2).

o
1.5. Quelques remarques. La famille E contient les jacobiennes superel1iptiques.

1 jg_ 1 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

On garde toujours les memes notations, auxquelles on ajoute :

P' = Ker(JC' JE)

P" = Ker(JC" JE) .

La polarisation de JC' (resp. JC") induit sur P' (resp. P") une polarisation 

Lp, (resp. Lp„) telle que ([Mu 2] Corollary 1, page 332 ; et 1.) H(Lpl) =*p'*JE[2] 

(resp. H(LpH) ^p"*JE[2]). Cette polarisation est de type (2) et (P',Lp,)eAt 

(resp. (P",Lp„)e Ag_t)(2))·

I I .  D
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Proposition 1.5.1.

. Pour t= 0 , on a une isogenie :

g : P" -^4· P = Prym(C/C) 

de noyau {0,p"*0(6')} telle que g*Lp~Lp„ .

. Pour 0<t<g/2 , on a une isogenie :

g: pi x p" p

(x1 ,x") tt'*x ‘ - π"*χ"

de noyau (p'*,p"*)(JE[2]) telle que g*Lp~Lp, aLp„ (Notations 1.3.10). En parti-

culier, eI . c A? . (cf. definition A1.1.3).
-----  t,g-t t,g-t ---------

■ II est facile de verifier que g est bien a valeurs dans P et que

Ker gcP'[2]x P"[2] , done que g est une isogenie. Pour les polarisations, il faut

montrer que :

tt 1 * φ, τι1 * = φ, et fr"* φ, π'* = 0 .
Lp Lpi Lp

On montre par exemple la premiere egalite. On pose :

i : P JC i' : P' JC1

φ : JC jt φ1 : JC1 JC^

Vp'eP' π'* φ, π' * (2 p') = π'* φ.®2 π '*(p')
P Lp

= π'*ιφι π'*(ρ') = V π'*φ ττ'*ΐ'(ρ')

= ί' Φ' i'(2ρ·) = φ, (2ρ') . ■
LP'

On peut remarquer que ce resultat ne depend pas du genre de E . Si E est de 

genre b>2 , on obtient des varietes de Prym qui sont dans A^ , ou 6 est la 

polarisation (2,...,2) de degre 2  ̂ et b-1 < t < g - (b-1).

Regardons de plus pres les cas t=0 et t=1 . Soit E^^ 1 'ensemble des 

varietes de Prym (au sens de [Mu 2]) associees aux courbes superel1iptiques lisses de 

genre g+1 . C'est un sous-ensemble irreductible de A^ .

II.D



Proposition 1.5.2.

1) Pour tout (P,M)eEg ^  ft a € H(M), a*0 , la variete abelienne principalement

~o
polarisee P/{0,a} est dans Eg .

2) Pour g>4 et tout (Ρ,Μ)€Ε̂ _̂  , toute courbe el 1 iptique F et tout isomor- 

phisme ψ : H(M) F[2] , la variete abelienne principalement polarisee

P x F/{(a,ψβ)| a e H(M)} , element de A? . (cf. A1.1.3) est dans E, „ 1 .I5y“I 'j9“I

■ Le premier point decoule immediatement de 1.5.1. Pour le second, on remarque d'abord
2

que la famille F. . ainsi construite est irreductible puisque la famille :' *9“ *
{p : C — > E structure superel1iptique, C de genre g , avec un isomorphisme 

E[2] ^  H(2)}

est irreductible. De plus, dim F? , < 2g-2+1 . Par 1.5.1 et A1.1.1, E? , c F2 .
1,g-1 i ,g-1 i ,g~ i

et par 1.4.2, dim E? ,. = 2g-1 pour g>4 . On en deduit E, . = F? . . ■
i ,g-1 — 15g-1 i,g-1

"2
Corollaire 1.5.3. Pour g>4 , Ê  ^  contient les jacobiennes superelΊiptiques.

■ En effet ([Mu 2] Corollary 1 b)), pour p: C — E structure superel 1 iptique, on a 

une isogenie P x J E - ^ J C  de noyau. (p*,id)(JE[2]). ■

1.6. L'espace Ê  ^  est une composante de .

On ne considere dans cette section que le cas g H  . Le resultat est encore vrai 

pour g=5 et sera montre en 4.2.

~2
Theoreme 1.6.1. Pour g >6 , E, „ ,, est une composante irreductible de dimension 2g-1

l ,g-i

^  Wg-4 '
“p

■ On rappelle que la methode d'Andreotti et Mayer ne s'applique pas a Ê   ̂ (1.4.6). 

On va utiliser les varietes quasi-abeliennes de rang 1 (appelees "rank 1 degenerations 

of abelian varieties" dans [Mu 1], page 350). Expliquons rapidement de quoi il s'agit. 

Les varietes quasi-abeliennes de rang 1 et de dimension g sont en correspondance 

biunivoque avec les extensions de groupes commutatifs des varietes abeliennes princi

palement polarisees de dimension g-1 par un tore de dimension 1. Par [Mu 6], page 

227, ces extensions sont toutes du type :

1 t* J *  G(l eL'1) — ► A — ?► 0
a

ou (A,L) £Ag_.| » a€A ([Mu 5] page 290). Si on change a en -a , j est change en

-j et les groupes obtenus sont isomorphes.
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I l  existe ( [ Ig 1], [Mu 1] page 351, [Mu 7], [Na]) un espace de modules grossier

Ag ' pour les variétés abéliennes principalement polarisées ou quasi-abéliennes de 

rang 1, et de dimension g, qui est réunion disjointe de Ag et d'un diviseur 3A . 

Ce dernier est fibré sur Ag-1 par pg : 3Ag - »  Ag-1 . La fibre de (A,L)eA ^  es

isomorphe à A/Aut(A,L) par la correspondance ci-dessus. Si Z est un fermé de A
( 1 ï  9

on notera 3Z 1'intersection de 1'adhérence de Z dans A avec 3A .
g g

On aura besoin d'un calcul d'extension, fa i t  dans [Fr-S2] Theorem 5.2, re la t i f
r v

à la situation suivante. Soit ïï : N —> N un revêtement étale connexe de degré 2, 

où N est lisse de genre g . On note o 1 ' involution induite sur ÎÎ et 

(PQ*L )€ A 1 la variété de Prym associée. Soit C (resp. C) la courbe singulière 

obtenue à part ir  de N (resp. N) en identif ian t deux points p et q (resp. p e 

q , et op et aq où ïïq(p) = p , ïï (q) = q). On a un revêtement étale induit 

■ n : C — > C  qui n'est pas admissible. La variété de Prym P = Ker(JC JC)° est 

extension de PQ par un tore de dimension 1. Plus précisément :

Lemme 1.6.2 (Friedman-Smith). L'extension canonique 1 — >  l* —►  P — P -> -0-------  --------------------- ---------------------------a— 0
correspond à Télément C^(±(q-p-aq+ap)) de PQ .

On considère maintenant un revêtement ïï : C —►  C dans 5 , qui est donc
' 0 g,° ~ 

associe a n=P*ô‘ , où 0(ô1 ) est d'ordre 2 dans Pic E . Si f  = pïï : C —►  E ,

on notera f*(JE[2]) = {ü,e} (puisque f*ô' = 0).

Lemme 1.6.3. Soient (P,L)£ Pr(S ) = E2 , et e le seul élément non nul de 
■—  ---------- g,o g-1 —  -------- -0-----------------------------

f*(JE[2]). Alors l'extension de P par e est dans 3E. „ .
■- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  t —  - - - - - - - - - - - -  1 , g - 1

■  On considère un élément de S  ̂ 1 , avec les notations 1.1. Si on fa i t  "tendre"

P̂ vers P̂  sur E , la courbe C' dégénère en N' /Q' ~ t^Q' où N' est lisse, 

revêtement étale de E de degré 2 par p̂  : N' —> E et p^(Q') = p = p .

On a un diagramme :

( 1 )

et le revêtement ïï„ est dans S . On a : 
o g,o
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C = N/Q~tqQ , ou P0(Q) = P1 = P2

c = N/Q-oJQ et σ^-σ^,οϋ ^(Q) = Q .

Si on note P (resp. P ) la variete de Prym associee a π: C C (resp. 

tt0 : N — ► N), on est dans la situation de 1.6.2. On a done une extension :

1 — ► C *  — ► P — ► P - ►  0
o

correspondent a a = (^(±(Q-aHQ-a0Q+o^Q)).

Or a = ir̂ *0N, (+(0,-TqQ1)), ou Q' = i^(Q),et (^.(x '-t V )  est, pour tout

Mm
x'e N', le seul element non nul de Ker(JN' — ► JE), e'est-a-dire p'Q*a , ou 

aeJE[2MO,0(6')} .

p
Comme P e Pr(S ) et PedE, , ,1a demonstration est terminee. ■

o g,ο i ,g-1

p p
On a ainsi mis en evidence une composante irreductible 9Έ, 1 de 3Ê  , de

■ —  I>9-1
2 2

dimension 2g-2 , telle que induise un morphisme : 91  ̂  ̂ - >  Eg  ̂ avec

♦g'iVo» = (ε! ' pour (Po'Lo)ePr(Sg,o)cEg-1 ·
D'autre part, Mumford a etudie dans [Mu 1] les espaces 9N^ . II en ressort 

([Mu 1] page 364) que 9N? est contenu dans la reunion de :

• - X ')

. 9 W ^  = {((Α.Θ) ,a) € 9Ag , avec (A,0)eA ,| et a e A | dim Sing(0.0g) > k}

. 2 = {((A,0),a)£ 9Ag | dim(Sing O.Sing 0a) > k-1} .

Soient C une composante irreductible de Φ , contenant E? , et 9'C une 
g g-4 1,g-1 g

9

composante irreductible de 3Cg contenant 9‘Ê   ̂ . On a :

. dim 3'C = dim C -1 
9 9

. 3'F cg'C cp"1 (N^'j) U 9N:j - . U 9M̂  . , .
1,g-i g g g-4 g-4,i g-4,2

On admet provisoirement le resultat suivant :

Lemme 1.6.4.Soient p: C - >  E une courbe superelliptique de genre g >6 et

π : C — C un revetement etale element de S .On note (P ,Ξ) la variete de 
---------------------------- g ,o ---------  o’ ------------

Prym associee et ε le seul element non nul de (πρ)*(JE[2]) c Pq . On a alors :

II.D
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Sing(B.Ee) = Sing Ξ = Sing Ξ£ .

En particulier, comme dim Sing Ξ = g-5 (1.2.4 i)), 1'extension Pe 3'E2
1 1

PQ correspondant a ε n'est ni dans p~ (W^”̂), ni dans 3N-j_4  ̂ . On a done :

9'E2 c3'C c 9W^ , 9 .
1,g-1 9 9-4,2

En prenant les images par , on obtient :

_  Eg-ic V ’V  c c "g-5 ·
Or, pour g-1>5 , E2_,| est une composante irreductible de (1.4.5). On en

deduit :

i r V 3 ' V ·
2

Pour montrer que C = E. . ,il suffit de montrer que dim C = 2g-1 , ou que
M o g 1 ,g-i g

dim 31 Cg = 2g-2 = dim E ,| .

C'est une consequence du lemme suivant, qui termine done la demonstration du 

theoreme. ■

Lemme 1.6.5. Avec les hypotheses et notations de 1.6.4, on a :

{a€ P I dim(Sing Ξ.Sing Ξ,) > g-5} = {Ο,ε} .
O' a —

■ Demonstration de 1.6.4 et 1.6.5.

On ecrira P au lieu de PQ et on remplace g par g+1 >6 pour rester dans 

le cadre habituel.

On rappelle qu'on a (1.2.1, 1.2.2, 1.2.4) :

Ξ - h"*L" I L" € PicgC" , h°(L") > 1 , NmpllL" = 0(6)}

Sing Ξ - {tt"*(L"« p"*M) | L" € Pic9_4C" , h°(L") > 1 , Me Pic2E , NiyL" * M®2 = 0(6)} .

On note ε=ί*α , ou ae JE[2]^ {0,0(6')} . Si L = tt"*L" est dans Ξ , on a :

h°(Le ε) = h°(L"e p"*a) + h°(L"e p"*a® p"*0(6')) .

Si L" = 0(D") oil D" est effectif p"-simple, on a par 1.2.7 :

h°(L" 0 p"*a) < h°(E,a) + h°(Nm L" ® a® 0(-6")) = h°(0(6')®a) = 0

II.D
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Done Liz . On en deduit :
ε

Ξ.Ξ - b"*(L"ep"*M) | L"€Pic9'2C" , h°(L") > 1 , Me Pic1E , Nm ..L" β> M®2 = 0(6)} .
-  p

Pour un element L de (Ξ.Ξ ) - Sing Ξ (e'est-a-dire avec L" = 0(D"),D" effec

tif p"-simple), on a par 1.2.7 :

0 H°(E,M) H°(L" » p"*M) H°(Me Nm L"»0(-6")) = 0 .

Si on note sD„ une section de diviseur D" et s u n e  base de H°(E,N) pour 

tout Ne Pic1Ε , on a :

H (C,L) - <π *(Sp„.p *s| ^ ) * P  *SMe(5')-̂ ·

De meme :

H°(C,UE) - <'n*(s[)„.P''‘s„Ja),I."*(sD11.p"*sM<s,ea)> .

Si G: =^-sse — IPTqP ^ΡΗ0(Κ̂,+η) Ρ̂Η°(δ") est 1'application de Gauss, on en 

deduit :

G(L)  ̂ P^iD") + div(sM) + div(sMe61)e|6l"

G(L£) = P7(D'·) - div{S|ltect) + di»(sMeS.ea)e|al ■■ .

En particulier, G(L)*G(L£) et Ξ.Ξ£ est lisse en L , ce qui demontre 1.6.4.

II reste a montrer 1.6.5.

Soit ae P tel que dim(Sing -.Sing Ξ ) > g-4 . Comme Sing Ξ est irreductible dea —
dimension g-4 (1.2.4), on a Sing Ξ =Sing Ξ . On ecrit a = u"*a", ou a"£P"

(1.5.1) et on note 1 'ensemble {p"*Me 0ril(D")|Me Pic2E,D" eC"^9'4^  . Comme :

{L" e T“ | Nm L" = 6} = (/*)"'(Sing Ξ) , 

on en deduit TJ+a"=T£. On conclut par A4.2 que a"eP"ilp"*JE = p"*JE[2] , soit

a e {0, ε} . j j ■
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2. Etude des families H , , et de la famille T, .
----------------- g+1,t --------------- 6

On s'interesse dans cette partie aux revetements admissibles du type :

ou g(C^) = t-1 , g(C2) = g-t-1 , et lisses, -1 < t< g/2 .

Les revetements π.: C. — ► C- sont ramifies en 4 points. On note 
J J J

P. = Ker(JC. JC.). La polarisation de JC. induit une polarisation L, sur
J J J J J

P. et on a ([Mu 2] Corollary 1 page 332 et 1.3.3) :
J

H(L·) *irf(JC.[2]) .
J J J

Ces polarisations sont done de type (2,...,2) (dim P.-1 fois). On a des
J

factorisations :

qui induisent des polarisations L. sur P. , de type (2).
J J

On note (P,L) la variete de Prym (principalement polarisee) associee au reve- 

tement admissible tt .

Proposition 2.1. II existe une isogenie de degre 4, g : P^x Pq - »  P telle que 

g*L ~ L1 a L̂  .

En particulier Pr(H . J  c f? c ̂  pour 1<t<g/2 (cf. definitions 
■— -̂--------  9+1>t t,g-t t,g-t ---  ~ - ----------

A1.1.3 et A2.3.5).

■ D'apres [Be 1] page 159, on a un diagramme commutatif :

I I .  D
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Ο

Ο

Ο

II existe done une isogenie de degre 4, f : P — ► χ qui verifie 

f*(L1 ■ L2)«L®2 .

On pose g = <j>̂ f : P̂  χ F>2 — *· Ρ Ρ . II est facile de verifier que

9Φ, 9 = Φγ xΦγ > ce qui prouve la proposition. ■
L L1 L2

(2.2)On s'interesse maintenant a la fami 11e , pour laquelle

C= U C2 , C1 rationnelle lisse, C,j n C2 = {u^....,û } , 0̂  (u^+...+u^).

On supposera lisse non hyperel1iptique (de genre 3).

Par 2.1, il existe une isogenie :

(2.3) f : F.x P2 - ►  P = Prym(C/C) , 

ou F^JC^ est une courbe el 1 i ptique. El le verifie :

f*L ~ Lf bL2 ,

ou Lp est une polarisation de degre 2 sur F .

~2
On rappel 1e qu'on veut montrer que Pr(Tg) c Ê  . On utilise pour cela A1.1.1 et

1.5.2 avec ses notations : il suffit de montrer que (Ρ,,,ί̂ εΕ̂  c ̂ 4 (2) · *-a courbe 

ne joue plus aucun role : la courbe C2 est plongee dans par jως | , le

revetement ir2 : C2 — > C2 est ramifie le long d'une section par une droite D et 

on veut montrer que la variete de Prym duale (^>4 ) est dans Ê  ^  .

Considerons le cas particulier C = Du C2 d'element de Tg . La courbe C est 

une quintique plane. Le revetement π: C — ► C est pair au sens de [Ma] puisque sa 

variete de Prym (P,L) est dans . Cette derniere est done isomorphe a la jaco- 

bienne (JN,0) d'une courbe N lisse de genre 5 ([Be 2], [Ma], [Tj 1], [Tj 2]). Le lieu
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singulier du diviseur Θ est isomorphe a la courbe C done est reductible. II ressort de 

1'analyse de [Te] qu'il existe un morphisme de degre 2, p: N — > E , oil E est la 

courbe el 1i pti que revetement double de D rami fie sur DnC^ . Si on note 

( Q , U € E 4: ̂ la variete de Prym associee a p , on a deux isogenies :

f : Ex P2 P (par 2.3)

g : Ex Q JN^P (cf. 1.5.3)

et f*L~ L̂. bi L2 , g*L~ L̂. h Lq .

On va maintenant montrer que (Ρ,,,ί̂ ) es  ̂isomorphe a (Q,Lq), ce qui terminera 

la demonstration. Pour cela, on utilise A1.1.1 et ses notations. Les injections 

j^(f) : E «-*· JN (deduite de f) et j^(g) : E c->- JN (deduite de g) induisent 

toutes deux des morphismes de degre 2 de N sur E . Comme C  ̂ est irreductible, 

il decoule de [Te] que la structure superel1iptique de N est unique. Quitte a modi

fier f par un automorphisme de E et de N , on peut supposer que j^(f)=j^(g).

La conclusion est alors une consequence directe de 1'uni cite de X" dans A1.1.1.

3. La construction de Recillas. La construction tetragonale de Donagi.

3.1. La construction de Recillas.

Rappelons la construction suivante, exposee dans [Re] et precisee dans [Do-S] 

pages 47-49.

1 1
Soit X une courbe lisse de genre g munie d'un g. , f : X ->IP . La courbe

2
C= S^iX a au plus des points doubles comme singularity et admet un morphisme de

(9) ~ 1 ~
degre 6, f ' : C — . II y a sur C une involution naturelle 1 qui a (a+b)

associe f"V(a) - (a+b). On note tt:C — >>*C/t = C le morphisme induit, par lequel
( 2 )

f se factorise. La courbe C est trigonale.

Theoreme 3.1.1. Le revetement tt: C — > C est admissible et sa variete de Prym est 

isomorphe a la jacobienne de X .

Corollaire 3.1.2.

1) Les varietes de Prym associees aux revetements admissibles des courbes obtenues 

en identifiant deux points d'une courbe hyperelliptique sont des jacobiennes hyper- 

elliptiques (comparer [Be 1] Theorem 4.10 cas b)).

II.D
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2) Le lieu des jacobiennes hyperelliptiques de genre g est contenu dans Pr(H . n).
g+i ,u

3) Le lieu des jacobiennes superelliptiques de genre g est contenu dans Pr(fT 1 J.
g+i i ·

■ Soit X une courbe hyperelliptique ou superelliptique de genre g . On a done un

morphisme de degre 2, p: X — B , d1involution associee a sur X , de ramification
1 1

Δ sur B , avec g(B) = 0 ou 1 . On choisit un g9 , q : B — >-IP de ramification
1 1 

sur P , d'involution τ . Si τ(Δρ)*Δρ , le groupe de Galois de f=qp: X — >1P

est le groupe . La courbe C associee par la construction de Recil1 as est :

C = {χ+σχ | xe X} u (x+y | px = ipy} * B u H 

C = C/i* IP1 U H 

et H est hyperel1iptique.

Au-dessus de QeA^cP^, la fibre de f ^  est

- sur B χ+σχ deux fois (f(x) = Q)

r*j
- sur Η x+x , χ+σχ , σχ+χ , σχ+σχ .

La figure locale est done :

1
Done H rencontre IP en un point au-dessus de Q

Au-dessus de q(P), ou P£ApcB , la fibre est : 

-sur B 2x , y+oy (p(x) = P , p(y) = τΡ)

- sur H x+y deux fois, x+ay deux fois.

La figure locale est :

II.D



Done H ne coupe pas P^ mais le morphisme H A >P^ est ramifie. On a done

- HnP s'envoie par sur Δ et est Δ sur P
q q

- φ est ramifie sur q(A ).
r

1
Si g(B)= 0 , H coupe P en 2 points quelconques. Il est facile de voir qu'on

peut obtenir ainsi toutes les courbes hyperel1iptiques H de genre g . En inversant 

la construction de Recilias ([Be 2] page 389), on a la reciproque, ce qui prouve 1)

(utiliser [Be 1] 4.11.3). Si Δρ = P^+. . · +^ + 2  5 on Peut c °̂isir 1 de faCon que

τΡ· = P i r 1 , j = 2 . La courbe H acquiert un point singulier au-dessus de
* J

q(P^). Ceci prouve 2).

1
Si g(B)= 1 , H coupe P en 4 points, done C est dans H

g + U  ·

3.2. La construction tetragonale de Donagi.

On part d'un revetement double etale connexe π: C — > C d'une courbe lisse C
1 1  1 (4) 1

admettant un g^ , h : C — > P  . On a done un morphisme IP — > C qui a P€IP

associe sa fibre h'^P).

On pose :

S = IP1 a c (4) ^  c(4)
c(4)

v

P 1
'(4)

L'involution σ induit une involution γ sur S

II.D



72

Theoreme 3.2.1 (Donagi) ([Do] et [Be 3] §3, c)). La courbe S est reunion disjointe

de deux courbes C. et C? , stables par γ . Les revetements C- — ^C./y > j = 1,2
I  ̂ j j

sont admissibles et leurs varietes de Prym sont isomorphes a la variete de Prym de 

it: C — > C .

On va maintenant appliquer cette construction aux revetements de S . . et dei 9+1
S ,| , pour lesquels la courbe C admet des g^ .

3.2.2. Le cas des families S . . .
------------------ g+1 ,t

1 1
On prend les notations 1.1, et on choisit un g„ , φ: E — > P  , d'involution

1 1  1 
associee i . On pose h = φρ : C — . La fibre de PelP sous Ιΐπ = φί : C — > P

est {x,ax,o'x,a"x,y,ay,a'y,o"y} ou f(x)=if(y) et φί(χ) = Ρ.

Avec les notations ci-dessus, on a :

= {x+a"x+y+a'y , ax+o"ax+y+a'y , x+o"x+ay+a'ay , x+o'x+y+a"y et images par σ}

C2 = C^UC^ ou :

4  = {χ+σ'χ+y+o'y , ax+a'ox+y+a'y et images par σ}

* {a'+b'eC'^ | p'a' = ip'b1}

CJ * {a"+b"eCll(2) | p"a" = ip"b"} .

1) On suppose que iP.*P. pour 1<i<2t<j<2g . On voit facilement (en utilisant 
 ̂ J r*j

[Be 3] Proposition 3, qui est un resultat de Welters ([We 3])) que est lisse et

que γ y opere sans point fixe. Le groupe {Ι,σ,σ',σ"} opere sur . On verifie

qu'il induit un diagramme commutatif :

Le revetement etale — > C^/γ est done dans S ,|  ̂ . On peut remarquer que pour 

t =0 (i.e. 261 s 0), on a toujours ;6' s 6' et le revetement obtenu est isomorphe 

a π . C'est d'ailleurs le seul cas ou les fibres de PrL sont de dimension 0

'Vi.t
(1.4.2).
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2) Les courbes CJ, et C£ se coupent en 4 points situes au-dessus de la ramification 

de φ sur P 1. Si iP̂  ̂  pour 1<i,j<2t (resp. 2t<i,j<2g) alors (resp. Cp 

est lisse. On a des morphismes de degre 2 :

1
C^/y — ► IP ramifie en φΡ̂,... >φΡ2ΐ 

CJ/γ - M P 1 ramifie en φΡ^^,... ,φΡ̂ .

Plus precisement, on distingue les cas :

rs-/

i) t= 0. L'involution \ se remonte a C' et est reunion disjointe de deux

courbes rationnelles lisses stables par γ . La courbe C^C^/y est reunion de la

courbe hyperelliptique C^/y de genre g-1 et de deux courbes rationnelles la

coupant chacune en deux points. Sa reduction stable est dans Η . n . II est facile
9 + 1 j u

de voir qu'on obtient ainsi toutes les courbes de q .

rsj
ii) t- 1 . La courbe est reunion de la courbe hyperelliptique C^/y de genre 

g-2 et d'une courbe rationnel1e la coupant en 4 points. On est done dans H ,| | . 

Toute courbe hyperelliptique lisse de genre g-2 peut etre ainsi obtenue. Les quatre

points d'intersection sont aussi quelconques sur cette courbe. Enfin, ils sont aussi
1 1 

quelconques sur IP puisque, pour tous R^,...,R^,S^,...,S^eiP tels que

[R^R^R^R^J * [S,|iS^S^S^], il existe un morphisme de degre 2, ψ:IP1 — *-IP̂  tel

que ψ(Sj) = R. , 1 < j< 4 .

iii) t>2 . On obtient deux courbes hyperelliptiques se coupant en 4 points. On est 

dans if . . .  On a montre :
g+i .t

Theoreme 3.2.3. Pour tout g et 0< t < g/2 , on a E2 „ + c Pr(H^,, J  avec
t ,g-t g+1 ,t

egalite pour t = 0 et 1.

3.2.4. La famille . On rappel le que e'est le cas ou la courbe C 

est lisse et admet une structure superel1iptique p : C — > E de ramification 

Δρ = P^+...+P2g sur  ̂ ^'involution associee τ , mais ou le morphisme

~ 1 1
f = ρπ: C — E est de groupe de Galois . On choisit un ĝ  , φ : E — *-IP sur

1
Ε , de ramification Δ, = R.+...+R, sur IP , et d'involution associee i . On a done

φ I 4
1 1

un g^ h = φρ: C — ■►IP sur C , qu'on suppose de groupe de Galois (par

exemple ι(Δ )*Δρ) et auquel on applique la construction tetragonale.

1 ~ 1 
Soit PeP . On ecrit sa fibre sous π: C — >IP de la faqon suivante :
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c Λ  c Λ  e 

χ,σχ-*. a K  e

y,oy >->■ xa' 

χ,σχ bl ,
_ .  [ ^  ie
y,oy !-► xbJ

Avec les notations precedentes, les fibres de et de au-dessus de P 

sont respectivement :

(C^p = {x+x+y+y , σχ+σχ+y+y , σχ+χ+oy+y , σχ+χ+y+ay , + images par σ}

ru _ _ _ _ _ _ _ _

(C^Jp = {σχ+χ+y+y , χ+σχ+y+y , x+x+oy+y , x+x+y+ay , + images par σ} .

On peut montrer par un calcul d'action de groupes que et C2 sont irreduc

tibles. On remarque aussi que τ induit une involution sur (et sur C^), qui 

envoie [t+u+v+w]e oil f(t) = f(v), sur [σί+u+ov+w] (encore une fois, ceci peut 

etre prouve rigoureusement par un calcul d'action de groupes que nous ne ferons pas).

Par exemple, [x+x+y+y] est envoye sur [σχ+χ+oy+y] = [χ+σχ+y+oy] . On note D. = C-/τ 

et on a : J J

(D^)p = {[x+x+y+y] = [σχ+χ+oy+y] = images par σ , [σχ+σχ+y+y] = [σχ+χ+y+oy] = images

par σ}

(D2)p = {[σχ+χ+y+y] = [x+x+oy+y] = images par σ , [χ+σχ+y+y] = [x+x+y+oy] = images 

par σ} .

On a done des morphismes :

π· p. φ. ,
C . -4- C, - 4  D, - 4 P 1 pour j - 1,2 .
J J J

On remarque qu'au-dessus de ^  , i= 1,...,4 , il n'y a qu'un seul point sur D1 

et sur . Done soit φ̂. est rami fie en ce point, soit Dj y est singuliere.

Que se passe-t-il sur C. au-dessus d'un R. ? On a alors x+y=x+y et :
J 1

. soit x = x , y=y et (C1)R_ = {[2x+2y], [2ox+2y], [x+ax+y+oy]} .

Par le critere de Welters ([We 3], [Be 3] Proposition 3), est lisse en les 

deux premiers de ces points mais pas en le troisieme. La courbe D̂  est singuliere 

au-dessus de R. et la figure locale est la suivante :

II.D
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On a :

(C2)R = {[x+ax+2y] , [2x+y+oy]} et C2 est lisse en ces points par le critere de 

Welters. La courbe est lisse <

La figure locale est la suivante :

1
Welters. La courbe D2 est lisse au-dessus de et φ2 est ramifie en Ri

. soit x = y , y=x et la situation est inversee.

On en deduit que Δ
Φ

R^+...+R^ est reunion disjointe de la ramification de

φ, et de cel 1e de φ9 . Comme les D. sont irreductibles, on en deduit qu'elles
■  ̂ J 1

sont toutes deux obtenues a partir de P en identifiant deux paires de points. Les 

courbes C. sont done obtenues en identifiant deux paires de points sur des courbes
J

hyperel1iptiques NC. . On est done dans H . . Enfin, la ramification Δ. de 
n J g+U° J
i 1

NC, — “>· ND.^IP satisfait a φ·(Δ,) = φ(Δ ) done on voit qu'on obtient ainsi tous
J J  J J P

les revetements de Hg+1 q . On a done Pr(S^+^) = Pr(H^+  ̂ Q).

I I .  D
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4. Le mot de la fin.

1 1  ?
En dimension g >6 , on sait maintenant que Jg , Eg , Ê   ̂ et les A^ g_^

pour 2<t<g/2 sont des composantes irreductibles de ([An-M], 1.4.5, 1.6.1,

A1.4.5).

Proposition 4.1. Pour g>6 , ces composantes sont distinctes deux a deux.

2
■ Le ferme J est distinct de Ef„ « etdeA, . car une jacobienne generique est

g -n i»y"i t»g-t
simple, et de E„ car 3g-3*2g . La seule coincidence de dimension qui

2 2 -2  
reste est dim Ê  = dim A^  ̂= 12 . Pour un element generique de Eg , 1'inter

section des cones tangents aux points doubles du diviseur theta est une courbe el lip-
r O

tique de degre 6 dans IP (cf. 1.3.1 1)). Pour un element generique de A^  ̂ * c'est 

une union disjointe de deux 2-plans projectifs (A1.4.4). Us sont done non isomorphes.·

5
Proposition 4.2. L'espace W, a cinq composantes_irreductib1es de dimensions respec-

I - "7 2 2
tives 12, 10, 9, 9 et. 11, a savoir ; Ê  ;  ̂ ; A2 3 et_  ̂ (cf. definition

ci-dessous).

■ Comme 1'application Pr: ^  est surjective ([Be 1]), il ressort de la liste

de Beauvi]_[e, _  du commentaire qui la precede, et de 2.1, 2.2, 3.2.3 et 3.2.4, que
5 - 2  2 2
N. = JrUEr- u E. . U A0 0u A, . u A0 0 ; οϋ A. .cA„ designe l'ensemble des varietes 
1 5  5 1,4 2,3 1,4 2,3 t,g-t g 3

abeliennes produit de deux varietes abeliennes de dimensions respectives t et g-t .

Les dimensions respectives sont 12, 10, 9, 9, 11 et 9 (1.4.2, A1.1.3). On_remarque tout
2

de suite que Â  · T°Ui> ces ensembles sont irreductibles et , Ê  et 

Â   ̂ sont des composantes de ([An-M], 1.4.5,A1.4.5). Comme Â   ̂ n'est pas 

inclus dans L  , e'est aussi une composante de . II reste a verifier que E? .
J  _ p  2 ' *5^

n'est pas inclus dans u Ê  uA2 3 uA^  ̂ . C'est evident pour Â   ̂ , puisque 

E1,4^WI=A1.4 '
2

Si un element generique (Ρ,Ξ) de Ê   ̂ est la jacobienne d'une courbe C de 

genre 5, C est lisse non hyperelliptique puisque dim Sing Ξ = 1 (1.2.4). On sait 

que l'espace vectoriel engendre par les equations des cones tangents aux points doubles 

de Ξ est ( ^ ) - (3.5-3) d'une part car P^JC ([Gr 1]), ( ^ ) - (3.5-2) d'autre 

part par 1.3.1 2). Contradiction.

2 2 
Si e'est un element de Â  3 , il est aussi generique dans Â   ̂ , qui a meme

dimension que E2 . L'intersection des cones tangents aux points doubles de Ξ

devrait etre a la fois un cone sur une courbe elliptique de IP (1.3.1) et une union

disjointe P 1 UP2 (A1.4.4).
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Si c'est un element de E? , c'est la variete de Prym d'un revetement admissible
r̂i ____ ^

π: C — > C de Sg . Comme Sing Ξ est irreductible, on n'est pas dans le cas 

exceptionnel 1.2.9. Si la courbe C etait lisse, on pourrait done appliquer 1.3.1 

et aboutir a une contradiction. Vue la dimension de E2 4 , la courbe C , munie de 

son involution τ est Tune des courbes suivantes :

1) C=H/x~y , ix~xy ou H est hyperel 1 iptique de genre 4, d'involution hyper-Mm
el 1 iptique τ . La variete P est isogene a R= Ker(JH JH) ([Be 1] Remark 3.6),

ou H est la normalisee de C . Pour la meme raison, la variete de Prym P du

revetement admissible de C=H/x ~ tx , y~iy induit est isogene a R . Mais C est

hyperel1iptique done ([Be 1] Theorem 4.10) P est une jacobienne hyperelliptique.

Mais c'est impossible puisque Pe Ê   ̂ n'est pas simple et qu'une jacobienne 

hyperelliptique generique est simple.

2) C=N/x~tx ou N est superelliptique lisse de genre 5, d'involution τ . Le 

revetement t t : C — > C ne peut etre le revetement de Wirtinger puisqu'on aurait alors 

P^JN et que les jacobiennes superel1iptiques de genre 5 forment une familie de dimen

sion 8, et dim E2 ^=9 . Done C est irreductible, de normalisee N et N — ► N

est rami fie en x et τχ . La courbe C a un point double 0 qui est fixe par σ .

Comme Pa(C/o')= 1 (on est dans Sg ) et qu'il existe un morphisme de C/a' = C'

sur une courbe el 1iptique lisse, C' est lisse et p' : C' — > E est etale. Ceci con-

tredit le fait que π'(0) est fixe par τ'. Done ce revetement n'est pas dans S7 . ■
r 6 ,o
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rfII.E. Complements sur les varietes de Prym 6 laments de M ..-------------

Le theoreme principal de II.D donne la decomposition suivante de 
la famille des vari§tes de Prym irr§ductibles (P,H) de dimension g>5 
verifiant dim Sing H>g-4 :

" U n = * t u  u  7 i,t- 1 u 2ituit/2

irr 2 irrou les adh§rences sont prises dans A (cf. 1.3.12) ; , estg t,g-t
2l’ensemble des elements irreductibles de ,, defini dans A2.3 ;t,g“t

Cg =Pr(V l . 0 > et Cl,g-1= Pr(V l , l > (la «finition de
est rappelee plus bas).

Les resultats de II.D fournissent de plus une description
2 2g6 om§trique precise des elements de C et de 6, , .g lfg- 1

Cette section sera consacree d ’une part a la description des 
elements des families \̂,·« f et des varietes de Prym associees,

“ 2*c ’est-i4-dire de £ , d’autre part & l’§tude des singularites duL , g I

diviseur theta de certains elements de € .g
On etudie aussi brievement la situation en dimension 4.

11. Les families €. . .t, g-t

Pour 0<t<g/2, la famille y ,, , est le sous-ensemble de ,g+1 9t g+
form§ des rev§tements doubles Stales π : C -- ► C des courbes lisses
connexes C de genre g+1 admettant une structure superelliptique
p : C -- ► E, tels que le groupe de Galois de pn soit {Ι,σ,σ’,σ"},

2 ~ ~ ^ isomorphea (ZZ/2) , avec C/a=C, C ’=C/a’ de genre t+1, C"=C/o”
de genre g-t+1. On emploiera les notations de II.D.1.1, en 
particulier t\ ^  .

I I .E
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On étudie les dégénérescences de tels revêtements pour lesquelles 
n reste admissible.

Si E reste lisse, on déduit de II.D.1.5.1 et du fait que P ’ 
et P” restent des variétés abéliennes que JC’ et JC" restent des 
variétés abéliennes. Il s ’ensuit que l’on est dans un des cas 
suivants :

- C ’ et C" lisses, A 9nA”=*. On est alors toujours dans
yV i . f

- C ’ et CM lisses, ¿ ’rtdV*. En vertu de II.D.3.2.2, il 
suffit de faire une construction tétragonale bien choisie pour se 
ramener -sans changer la variété de Prym î- au premier cas.

- C ’ est une réunion de deux copies de E se coupant en un 
point, de sorte que t=l. La variété de Prym P est alors la 
jacobienne de C".

Si E est irréductible non lisse, on est dans la situation 
suivante, si t>0 :

où désigne une courbe hyperelliptique lisse de genre r et où

et w 9 sont des points de Weierstrass.

Avec les notations de A2.4, la variété de Prym associée est dans 

(0<t<g/2).

I

Si t=0, il faut ajouter au cas précédent le cas où C ’ —-— » E 
est le revêtement de Wirtinger. La variété de Prym associée à ïi est 
alors la jacobienne de C".

Si E est réductible, on est dans la situation suivante :

II.E

C ’ H
t/w >

1
w 9

2
с=н

g-1 I
x~y

rx -ry

p

C"=H
g - t /w ff

1
w fl

9

1
p
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La courbe E est réunion de r copies de p 1. Sur la j-ième copie, 
il y a 2g! points de A' et 2gV points de A", soit

t ^
2gj = 2gj+2gj points de A > avec ë >0* On a donc Z g’ = t,

r  g'j=g-t. J J

La variété de Prym associée est alors dans «“ 

en omettant les indices nuls (notations de A2.4).

On a donc montré :

Théorème 1.1. :

Pour tout g, on a les égalités :

— — I.?s adhérences sont prises dans l’ensemble des variétés abéliennes 
irréductibles. "

II.E
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Les familles €, Pr(y , .) sont définies plus haut, les
t,g-t g+l,t

2
familles # en A2.4, et la famille W (resp. ) est la

gj > • • • > g^ g ë

famille des jacobiennes des courbes hyperelliptiques 
(resp. superelliptiques) lisses.

£ irr
On déduit alors de la décomposition de S A n donnée en

g-4 g
tête de cette section, de A2.4.4, A2.3.8 et A2.3.2 le corollaire 
suivant.

Corollaire 1.2 :

Pour g>5, on a :

g irr 2 2 2r  , n ?  = * u c u # u e.  , 
g-4 g 'g g g l,g-l

U U U
2<t<g/2 ,g

2
%2. Singularités du diviseur thêta des éléments de W pour g>5.

2 . ,
Les éléments de H sont, on le rappelle, les variétés de Prym

g

(P,E) associées aux revêtements 7i:C ---► C, dégénérescences
d’éléments de y , „ de la forme suivante : 

g+1, ü

2

où H’ ^ p 1

H, H" et H sont hyperelliptiques de genres respectifs g-1, g, 
2g-l.

Q q et sont des points de Weierstrass de H".

On note n : H ---► C la normalisation de C.

II.E

с H/Q
1

Q
О

ÏT

et a Q
1 %

_ tf 7Г

TT’

c"= H'7Qj-Qq

p"

f
c ’ = h ’ /Q j-Qq

p ’

E= p V p ^ P q

p

C= H
Q ~Q
U1 wo

et
rQl^rQ0
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On a les suites exactes suivantes (cf. [Be 1] 3.5 et II.D.1.5.1)

JH"

(2.1) 0 --- »ZZ/2 --- , Ρ -H—  K= Ker(JH -,-m- -> JH) --- ► 0,

0

Proposition 2.2. :

Pour g>5, le lieu singulier du diviseur theta d’un element de
2

M a une seule composante irreductible de dimension >g-4, £ savoir
o

W2= in*) 1 {π"*!/' ® f V p (2) |L"ePicg 4 H", h°(L")>l}

•  II decoule de [Be 1] § 4 qu’un faisceau inversible L sur C 
correspondant a un point generique d ’une composante de dimension >g-4  
de Sing Ξ  torabe dans 1 *une des categories suivantes :

1) Cas c) de la liste de Theorem 4.10. de loc. cit.:

On peut alors ecrire L= (f M)(D) avec M de degre 2 sur E et D 
non singulier sur C. On a alors n f σ(2) ® tf(D), avec

π*θ€ΙωΗ ® p * V -2 >l·

Mais |ωΗ β p crp(-2) |= p |crjp(g-4)|. Comme D est non singulier,

on peut l’ecrire (comme en II.D. 1.2.1) D= n 9 D ’+π" D" avec D* et 
D" effectifs, deg D ’+deg D"=g-4. Pour que la famille de faisceaux 
inversibles associee soit de dimension g~4, il faut de plus que l*on
ait h°(H,,D,)= h°(H,f,D") = l pour un element generique L. Comme H ’ 
est rationnelle lisse, on a D ’=0. On est done dans la famille de 
l’enonce.

2) Cas f) de la liste de loc. cit. :
Un element generique L satisfait alors a (cf. 4.10.2 de 

loc. cit) :

n*L= f*tfm (l)(D+Q +Q.+o’Q -Kj’Q.)
IP o 1 o 1

avec |o-p(g-4)|.

II. E
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Mais, pour tout point x de la courbe hyperelliptique H, on a 
^ ^ %

0 (χ+σ’χ)= π 9 0 ,(1), de sorte qu’on a :
H H

n*L= f*0r(2) β flf(D)

On en deduit comme ci-dessus qu’on est dans la famille Wg.
II reste a montrer 1’irreductibilite de W„.
Le diagramme (2.1) se complete en :

hX JH"

(2.3) π

ού X=K est polarisee de degre 2, h= (π"*)'', q= (η*)Λ .

L’isogenie h est associee a l’element e= O „(Q”-QV) deΠ O l
JH"[2]. La variete q ^(Kg) est isomorphe a 1’image inverse par h

de la sous-variete ^ de ^H". Elle est irreductible puisque
ο o Ji—4la restriction Pic JH" -- ► Pic est un isomorphisme pour g-4>0.

On donnera en II.F.3.4 une autre description de Wg.

2%3. Singularites du diviseur theta des Elements de X. , pour g>5.1> g I

La situation est la meme que dans le paragraphe pr§c§dent,
except§ qu’on a maintenant g(H’)=l, g(H")=g-l et que H n ’est plus 
hyperelliptique.

Le diagramme 2.3 devient : 

X’ x X

(3.1)

n K

I I .E
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* £
Le noyau de Γ isogenie (π’ ,-π" ) est d'ordre deux, engendr§ 

par (<*Η , (Q-[-Q^). V ( Ql'°o)) = (£,,£,f)·

Les isogenies q et h sont de degre 4. L*isogenie q fait de 
2P un element de , (definition donnee en A2.4).J- > g i

Proposition 3.2. :

Ppur 5, le lieu singulier du diviseur theta d ’un element de2

a deux composantes irreductibles de dimension > g-4, a
savoir :

W2= (n*) 1 {π’ *L’ β 7r*L" ® (2) | Ι/εΡΐ^Η’ , 

L,,€Picg"“4H”, h° (L ’) h° (L") > 0}

Wj= n ’*e’ + (n*) ® f*a_(2) |L"ePicg 3H",h°(L")>0}.

■  Comme dans la demonstration de 2.2, les seuls cas de la liste de 
Beauville qui nous concernent sont les cas c) et f).

Un element generique relevant du cas c) verifie comme en 2.2 :

n*L= f*or(2) ® V + tt"*D")

avec h°(H\D’) = h°(H",D")=l.

Si deg D*=0, il est facile de verifier qu'on a h°(C,L)=3. On 
n ’est done pas dans P.

On a done deg D ,=l et on est dans la famille Wg.

Un Element gen§rique relevant du cas f) verifie :

n*L= Λ  (1) ® Cf (D+Q +Q,+o*Q +σ’ Q J  P  ο 1 ο 1
= f*# (2j β Cf (D+Q -Q, +σ *Q -xj’Q, ) p  ο 1 ο 1
= f *0 (2) β π’*&’ ® ο (π’ ̂ D’+n'^D")

Comme ci-dessus, on a soit deg D’=0, auquel cas on est dans 
Wj, soit deg D ’=l, auquel cas on est dans (qui est stable par

$translation par π* e *).

On verifiera en II.F.5.1 que correspond effectivement a des
singularites de Ξ .

II. E
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Les sous-varietes W L et de P sont isomorphes aux images

par q des images inverses par h des sous-varietes {0}xW^ ~^ et 
» g"~4JH xW de JH’xJH". Elles sont done irreductibles puisque les

applications naturelles Pic J -- > Pic W sont injectives pour d>0
(pour g"=4, il suffit de remarquer que W2= q(X’xKer h") = q(X’x{0}).

On donnera en II. F.5 une autre description de et de Wg.

$4. Le cas de la dimension 4 .

En ce qui concerne les families y>5 , 0<t<2, toute 1’analyse
de II.D.1 reste valable. En particulier, sous l’hypothese que la
ramification Δ de p : C -- ► E n ’est pas sonune de deux 6 laments de
| δ |, on a :

Sing Ξ  = Φ pour t=l
= {f*M|M^=cr (δ)} pour t=0 ,2 .

Dans le cas t=0, on a f*5’=0 (6’eJE[2J), done le lieu
singulier du diviseur Ξ  a deux points d ’ordre 2. Par II.D.l 4 2

2 2 ’
€4~ Pr(y5,0) est de dimensi°n 8 . Sur e2 2= Pr(y>5 g), on a 4 points
singuliers d’ordre 2. La methode de II.D.1.4.2 donne dim 9 =6 . On

, ~2 2 a d ailleurs C^ 2~^2 2 retrouve ainsi le fait que le diviseur
2

theta d ’un element generique de x 9 9 a 4 points singuliers, qui sont 
d’ordre 2 (Al.3.6). Enfin, il resulte de 1.1 que

77 .2 _~2 ~2 
2,2 2,2 *2 , 2 c C4*

R§sumons ces r£sultats dans une proposition.

Proposition 4.1. :
2

1) Le gous-ensemble Ĉ  de est de dimension ft. Tout Element

e deux points d ordre deux comme seules singularitfes de son diviseur 
th§ta.

2) Le diviseur th&ta d’un 616ment ginirioue de c, „ est lisse.
1, o

2
3) Lg_.sous-ensemble £ 0 0 de Λ λ de dimension 6 . Le diviseur

4-, ̂  4 —
theta d* un element generique a 4 points d*ordre deux comme seules 
singularity.

II. E
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~2 2 ~2 
^  C2,2= Λ2,2 C C4 ’

On d§montre des resultats analogues pour X^ 4-t’ ®^<2 : 

Proposition 4.2. :

2 2 2 Les sous-ensembles X^, Xj 3 et X^ 2 —  ^ 4 sont de
dimensions respectives 7, 6 et 6 . Le diviseur th§ta d'un 616ment 
g6 n6 rique a respectivement 2, 2 et 4 points d ’ordre deux comme seules 
singularit6 s.

■  On examine, comme dans les demonstrations de 2.2 et 3.2, les 
diff&rents cas de la liste du Theorem 4.10 de [Be 1] qui peuvent nous 
concerner.

1) Cas c) de la liste.

- 1 $On obtient les deux points de W= (n ) {fa ,(2)}·
P

On a cependant la condition supplfementaire que pour le faisceau
A# Q ^inversible L correspondant sur C, h (C,L) doit §tre pair. On a : 

H°(C,L) a (s€H°(f*0'(2)) |s (Qq )= s (Qj ) et s(o'Qo )= sfa’Qj)}.

Pour t=0, H est hyperelliptique de genre 7 et :

H°(C,L) a (s€H°(H,4g2 )|s(Qq )= s(Q^)}, de dimension 4.

Pour t=l, H ’ est elliptique et :

H°(C,L) a: {s€H°(H,,p,*ff(2))|s(Q,)= s(Q’)}, de dimension 3.
1 o I

Ο ^Pour t=2, H (C,L) est de dimension 2.

L’ensemble W ne contribue done a des singularity de 5 que 
pour t=0 ou t=2 .

2) Cas d) de la liste.

II faut chercher si la courbe C admet des faisceaux inversibles
o 2N avec h (C,N)=2, N =*■>£· Soit n:H -- ► C sa normalisation. La

courbe H est hyperelliptique de genre 3 et d ’involution r. On
obtient C en identifiant Q A Q. et rQ & τQ,. On aο 1 ο 1

n*N= 2g2+T avec 7€JH[2 ], et :

2

I I .E
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2= h°fC,N)“ dim{s€H°(n*N)|s(Q )= s(Q.) et s(rQ )= s(rQ,)}.
1 ο I o i

Si 7 est nul, on est dans W^ · Si i est non nul, il decoule

du fait qu’il existe une section non nulle de η N nulle en Q eto
en qu’on a :

3x,y€H 2g2+7 Ξ QQ+Qi+x+y·

II existe alors 4 points de Weierstrass w^,...,w^ de H tels 
que : 7 = w j+w2“w 3“w4 e ^e diviseur es  ̂ alors contenu dans un
diviseur du pinceau sans point base | wj“f‘w2 +w3 +w4 | > ce ne se 
produit pas pour Qq et generiques sur H.

3) Cas f) de la liste.

On obtient : (n ) {f 1) (Q^+Q^+σ’Q^-hj’Q^ )} , qui est egal a
W pour t=0, distinct sinon. Pour t=l ou 2, on obtient done deux 
points singuliers d’ordre deux supplementalres.

4) Cas g) de la liste.

Ce cas n ’intervient en fait pas : la courbe H/Q^Q^ n ’a pas de 
thetanull puisque le systeme lineaire ne contient pas de

diviseur de la forme 2D avec h°(D)>2.

On a done bien trouve le nombre requis de points singuliers
2 2 2d ’ordre deux pour les elements generiques de ^ 3 » *2 2 * ^our

prouver que ces points correspondent bien a des singularity du 
diviseur theta, il suffit de remarquer que par 1 .1 , on a :

2 2 ~~2 2 TΛ4 U ^i ^ c £4 » ^2 2 C ^2 2* ^’appliquer 4.1. Les resultats
2concernant ^ Peuvent d ’ailleurs se d§duire de l96 galit6 

T  2 β
'it  — A ■

2 , 2  2 ,2 *

Remarque 4.3. :

II decoule des deux propositions prec§dentes, et du fait que le 
diviseur theta d ’une jacobienne non hyperelliptique de dimension 4 ne 
peut avoir deux points singuliers d ’ordre deux, qu’aucun des elements 

2 2 2de C^9 ou  ̂ n ’est une jacobienne. On a d’ailleurs aussi
2

A2 2 Π ^4=Φ> par exem*le par ϋ·^·1·3 II.B.l.

I I .E
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II.F. La con.iecture de la trisecante pour les varietes de Prym.

Nous sommes maintenant en inesure d ’aborder la recherche de
trisecantes eventuelles aux varietes de Kununer des varietes de Prym
irneductibles, en procedant de la fapon suivante. Les resultats de la
partie II.C nous permettent d ’affirmer que 1*existence d ’une inclusion
E . E  c  Ξ  U Ξ , avec a*0 et {0,a} Π {c,d} = Φ sur une variete de a c d
Prym irreductible (P,E) de dimension g>4 entraine
dim E Π Sing E > g-4 . a "

La vari§te (P,H) appartient en particulier, lorsque g>5 , & 
l’une des families etudiees en II.D et II.E, c’est-a-dire (II.E.1.2) :

s 2 2 2 2 2 2
(P’S) « ' g U C g U Cl,g- l U * 8  u *!,*-! u 2ituis/2r t.e-t ■

2 2 2Lorsque (P,E) appartient a l’une des families € , C, ^ Ί . Ifg l,g-l g
2ou » on a a notre disposition une description assez precise de
**- > o -*■

Sing Ξ pour determiner, en dimension > 5 , les elements a de P 
verifiant dim E^ Π Sing Ξ > g-4 . Pour chacune des trois premieres
families ci-dessus, on arrive alors a prouver que pour aucun de ces
elements a , il n ’existe d’inclusion non triviale E . E  c  E  U E ,  .a c d
C ’est l’objet des paragraphes 1 a 3.

2Dans le paragraphe 4, on §tudie le cas des families Ψ. , pourt, g t
2 < t < g/ 2  , en faisant une hypothese de recurrence. II me semble 
important de preciser que les techniques employees s ’appliquent de la

2meme fagon aux elements de , pourvu que la conjecture de lat > g t
tris§cante soit vraie en dimension < g . Le seul - mais il est de 
taille! - obstacle a cette approche de cette conjecture est 1 'absence

gde description complete de ^g_4 · S’il se rev§lait vrai que les
a _  ~2composantes de decrites en II.D et Al, & savoir / , ,

~Z 2£·, , et A. pour 2 < t < g/2 (pour g>5), recouvrent
g irrn A^ , la conjecture de la trisecante serait demontree. II g“4 g

suffirait aussi de montrer qu’une variete abelienne irreductible dont 
la vari§t6 de Kummer admet une tris§cante, et qui n ’est pas une

2jacobienne, appartient a priori a un A avec 2 < t < g/ 2  .t, g t ~ “
C ’est exactement de cette fatpon qu’on cfemontre la conjecture en
dimension 4 : des resultats de Ziv Ran ([Ra]) nous permettent de

2 9prouver que (P,E) € 2 = ^2 2 '

II. F
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L’etude de la famille it*? , est report6e & la fin de cette
l,g-l

section car elle fait appel aux techniques des paragraphes 1 a 4, On a 
aussi besoin de la conjecture en dimension 4 pour traiter le cas de

9

2

On a ainsi montre la conjecture de la trisecante pour les 
varietes de Prym (generalisees) de dimension quelconque, done en 
particulier pour toutes les vari§tes abeliennes de dimension < 5 :

Theoreme. Toute variete de Prym irreductible dont la vari§te de Kummer 
admet une trisecante est une .jacobienne de courbe.

■ Soit (P,H) la variete en question. On prooede par recurrence sur
sa dimension g . Le premier cas non trivial est le cas g=4 , traite
en 4.1. On suppose done g>5 et la conjecture vraie pour les varietes
de Prym de dimension < g . Comme on l’a explique plus haut, soit

2 2 2 2 (Ρ,Ξ) est dans l’une des families C , £, , , X , Η, Ί oug l,g-l g i,g-i
2

, avec 2 < t < g/2 , auquel cas sa variete de Kummer n ’a pas de t, g t
trisecante par 1.1, 2,1, 3.1, 5.1 et 4.1, soit (P,H) est une 
jacobienne. ■

%1. La con.iecture de la trisecante pour les elements de , g>5 .

On rappelle les definitions et notations employees en II.D.l.

La famille Γ „ est la famille des rev§tements doubles Stales g+1 , 0

connexes π : C -- ► C des courbes lisses C de genre g+1 admettant
une structure superelliptique, c’est-a-dire un morphisme p de degre
2 sur une courbe elliptique lisse E , pour laquelle le groupe de

~  2 Galois de ρπ : C — ► E est isomorphe ά (Z/2) . Si on note ce
groupe {Ι,σ,σ’,σ"} , avec C a C/σ , on demande de plus que
g(C/σ’) = 1 et g(C/o") = g+1 .

On prend les notations II.D.1.1 :

C=C/o C ’ =C/o ’ C"=C/o'' 
A P1 .

0(-6’) = A 2p p c , , <y(-e") = /l2p”crc„ , 0(-6) = A2ptOQ = £T ( - 6 ’ - 6 " )

II. F
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L*ensemble c ψ est 1*ensemble des varietes de Prymg g
correspondant aux elements de y , Λ .g+1 , 0

9Theoreme 1.1. Soit (P,H) un element de de dimension £>5 .g

Alors la variete de Kummer associee n ’a pas de trisecante.

2

■  Si la variete de Kummer de (P,H) admet une trisecante, il existe
(cf. II.A.1) des elements non nuls a, c et d de P avec
Ξ .5 c H U Ξ , et a € {c,d} . II n§sulte alors de II.C.2.3 qu’on a a c d ^
dim Η n Sing H > g-4 . On rappelle (II.D.1,2.2) que Sing H est de a
dimension g-4 , et a une seule composante de dimension g-4 , a 
savoir :

W2 = {r.-"*0'(D"+p"*M) |D"€C"(g-4) , M€E(2) , p'^D" + 2M = δ} .

On a done Wn c ξ Z a

On rappelle aussi qu’on a une isogenie π" : P" -- ► P , ou
P" = Ker(JC” ■̂  ♦ JE) ; son noyau est {0,p"*6’} (cf.II.D.1.5.1).
L’ensemble :

Z = {£r(D"+p"*M) |D"€C'^g~4  ̂ , , p^D” + 2M = 6 }

est irreductible par A4.1. Si on designe par θ" le diviseur theta 
canonique de JgC" = ^C" , et si on §crit a = 7i"*a" avec a"€P",

♦on a alors Z c . Par A4.1, ceci entraine a" = ^(-p" e+x+y) aveca
eeE , x,y € C" . On a alors :

3.B = € e".e"„|Nin L” = <*«$)} ,a a *

qui est irr§ductible par A4.3.ii) sauf peut-Stre dans l’un des deux 
cas suivants (on rappelle que g(C") = g+1 > 6 ) :

• a” = o(x"~y"). Comme Nm a"=0 , on a y"=r"x". On a alors (cf.
II.B.2) :

Ξ . Ξ  = {7r"*ff(x"+D") | D " € C ' ^ g _ 2 ^ ,p " D "  5  β - ρ " χ " }  U  a * τ
{π"*0· (Kc „ - t " x " -D " )  I D"eC" ( g " ~ 2 ) , p ^ [ K c „ - 7 ”x " -D "  ] ξ  δ }  .

Pour un element du second ensemble, on a :

I I .  F
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0 (Kc„-r,,x,,-D")er"*<y(Kc„-r"x,,-D") * ρ"*σ(δ)

= >  Kc„-r"x"-D" = p "*6 * + x" + r"D" 
et p;’(r"D") = 6 -p"x" ,

)|cde sorte que ces deux ensembles different de π" p" 6 ’ = 0  . Ils sont
done e g a u x  et i r r e d u c t i b l e s ,  e t  5 . 5  e s t  i r r e d u c t i b l e  ( b i e n  quea
(π"*) ^(Ξ.Ξ ) ne le soit pas).a

• a” = cr(-p" e+x+y) avec 6 = p"x-e+6 ", soit 6 ’ = p"x-e . Comme 
Nm a"=0 , on a p"x = p"y = δ ’+e done p"x=p"y . Si x=y ,
a" = tf(2x-p"*(p"x-6 ’)) = <J(p"V+x-r"x) et a = ir"*(x-r"x)t cas deja

% %trait§ ci-dessus. Si x =t "y , on a a” = cr(-p" e+p" p"x) = <y( 6 ’) et
a=0 , ce qui est impossible. ■

Remarques.
21.2. Pour g>5 , aucun element de C n ’est done une
g

jacobienne. C ’est encore vrai pour g=4 par II.E.4.3 (ces r§sultats 
peuvent aussi se deduire de [Sho 1]).

1.3. On peut deduire de la demonstration ci-dessus et de II.C.2.1
2que si (Ρ,Ξ) € ε avec g>5 et si 5 . 5  est r6ductible, alors il 
S B

existe une courbe elliptique F -- ► P avec F.H = 2 et a€F . Comme
la structure superelliptique de C" est unique, on a :

F" = (π" * ) - 1 (F) c— , p" c—  JC"

2:1 |  2:1 j  

F c----- > p

e t  F”.e” = 4 .

II existe alors un morphisme de degr§ 4 de C" sur F". Pour un
2

E le m e n t  g e n e r iq u e  de  C l e s  i n t e r s e c t i o n s  5 . 5  s o n t  t o u t e s
g a

irriductibles.

2%2. La conjecture de la trisfecante pour les 61fements de C, , , g>5.
I, g 1

La famille 'y . , a §t§ difinie en II.D.1.1. On a g+1 , 1
2

g_2 “ P r ( y g+1 ^es notations sont les memes que celles du
paragraphe prfecident, except^ qu’on a maintenant g(C’) = g ’ = 2 et 
g(C") = g" = g .

I I . F
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Theoreme 2.1. Soit (Ρ,Ξ) un element de C“ . de dimension g>5.
■*-1 G~ ·*■

Alors la variete de Rummer associee n ’a pas de trisecante,

■ On suppose qu’on a une inclusion non triviale c ~c u ^
resulte de II.D.1.2.2 et II.D.1.2.9 que Sing Ξ a une seule 
composante irreductible de dimension g-4 , a savoir :

W0 = {σ(·π’*χ’+π”*ϋ',+ΐ*Μ) |x’€C’, D"€C"(g"_5), M€E(2), ρ’χ ’+ ρ ^ ’+ΣΜΞδ} .

Comme dans 1.1, on a W 0c~ . On rappelle qu’on a une isog&iiez a
(π’*,π"*) : P ’xP" -- ► P , ou P ’ = Ker(JC’ -- ► JE),

♦ ♦P" = Ker(JC" -- ► JE) (cf. II.D. 1.5.1). On ecrit done a = π ’ a ’+ζτ" a"
avec Nm a’ = Nm a" = 0 .

Lemme 2.2. W„cS <=» a" = ff(x+y-p" e) avec x,y€C" et e€E .----- Z a

■  Commengons par la remarque suivante :

(2.3) Si π**!’ ® 7r"*L” ^ , avec deg L’ = deg L" = 0 , alors
♦il existe un faisceau inversible sur E tel que L’̂  p ’ N ,

L"* p"*N_1 .

En effet, on a alors, 7i’*L’ = tt"*L"  ̂=* σ" π ’ L’ =c π ’ r ’ L’.
% ^Conune π ’ est ramifiee, tt’ est injective. On a done L’s r* V .  

Comme p ’ est ramifi§e en deux points, il existe un faisceau
inversible N sur E tel que L’* p ’ N ’ ([Mu 2] Corollary 2 page
333). On en deduit tt"*L" * n ’* V  1 =* f*N 1 soit, puisque n"* est

—Iinjective (π" ramifiee), L" s* p" N

(2 )Soient maintenant D"€C,f et MeE quelconques. On
choisit x ’eC’ tel que p ’x ’ + p”DM + 2M = δ . On a alors, par
hypothese :
3x’eC’ 3D"eC"(g"_1)

. n ’*(x’+a’)4n"*(D”+a") = π ’*χ’-nT*D"+f*M

' P ’x ’+P^D" = δ .

Par la remarque 2.3, il existe un diviseur N de degre 0 sur 
E tel que :

II. F



93

(2.4) / Χ ’"Ρ ’ Ν " Χ ’+η’
D"+p"*M+p"*N = D"+a" .

Si on prend les memes x ’ et D" mais qu’on change M en 
M1=M+e , £€Pic°E[2] , on obtient un autre diviseur tel que :

» * —η * Ε v * 4-0 *, x’-p’ ξ x ’+a’

I D"+p"*M+p"*e+p"*Nj = D̂ '+a" .

On a alors x^ = x ’+p’ (N-N^)

Par II.D.1.2.7, cela entraine que l’une des Equivalences 
suivantes est satisfaite :

(A’) N=Nj

ou
(B’) N-N1+p,x > = 6 ’ .

De meme, on a DJ1 ξ D"+p"*(ε+N^-N) et, si. D" est p"-simple 
(cf. II.D.1.2.7) :

(A " )  N s N j ^

ou

( B " )  ^ - N + e + p ^ D "  = 6 "  .

R em arquons que :

S i  ( A ’ ) e s t  v r a i ,  ( A " )  e s t  f a u x ,  ( B " )  e s t  v r a i  e t

e ξ  e " - p " D "  .

S i  ( B ’ ) e s t  v r a i ,  on a  p ’̂ "  = S - p * D ’ 5  N - N j + δ "  done  ( B " )  e s t  f a u x ,  

(A " )  e s t  v r a i  e t  :

e s N-Nj = δ ’—p^D’ .

Comme on p e u t  t o u j o u r s  p r e n d r e  e dans

Ρϊο°Ε[2]-{0,δ’- ρ ^ ’ ,δ''-p'^D"} , on a montre que D" n’est pas simple, 
de sorte qu’on a par 2.4 :

VD"€C " ( g " ~ 5 ') V M e E ^  3e€E 3G">0 3 N € D iv °E

I I .F
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D"+p"*M-a" = p,,*(e-N)+G" .

Dans les notations de Λ4.2, cela s ’ecrit :

<T2 >-a" C 9 '

Comme g">5 , on peut conclure. La reciproque est evidente.

Lemme 2.5. Si on a une inclusion non triviale Ξ .3^ c -c u , alors 

aen ’ *P’ U π"*Ρ" .

■  On raisonne par l’absurde, de sorte qu’on suppose a’«p’ Pic E , 
a"ip"*Pic°E .

On introduit :

U = {(x’ ,0 (D"),a) |x’€C’ , , aeDiv°E , P*x’+P*D" = δ ,

H°(x’-a’-p’*a) Φ 0 , H°(D"-a"+p"*oO * 0} .

II decoule de la remarque 2.3 que 1 ’application naturelle
U -- ► ΞΓΊΞ quia (x’ ,0 (D") ,a) associe esta
surjective. On considere maintenant la p r o j e c t i o n  

p r 1 3  : U -- ► B’= {(x’,a)|cr(x’) e θ * -^.+p. *a > ·

La courbe B’ est irreductible : en effet, la projection
pr2 ; B’ __ ► Pic°E est de degre 2 puisque a ’+p* a n ’est jamais nul
et la projection pr^ : B ’ -- ► e* est aussi de degr§ 2 (la fibre de

x ’ee’ est (p’* P i c ° E ) ,). Si B ’ §tait r§ductible, elle devrait
a x

e t r e  r e u n io n  de  d e u x  c o p ie s  d e  E e t  d e  d e u x  c o p ie s  de  c e  q u i

e s t  a b s u r d e .

La p r o j e c t i o n  p r ,  ~ e s t  s u r j e c t i v e  : la f i b r e  d e  (χ*,a)€B*
1, 0

est {L" € θ".β"„ „* INm L" s ir(6 -p’x ’)} , de dimension g"-3 par a -p a 1

A4.3 puisque a"«p" Pic E . Toujours par A4.3, cette fibre est 
irreductible sauf si on est dans l’un des cas suivants (on rappelle

*que par 2 .2 > on a a" = ^Cx+y-p" e)) :

• a - O (e-p"x) ou cr(e-p"y)
• α = O ( 6 ’-p’x’+e-p"x) ou σ(δ’~p ’x ’+e-p"y)
• g"=5 et ο (6 —p ’x’) appartient a un sous-ensemble fini de

Pic^E .
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Les f i b r e s  de p r^  ^ s o n t  done de d im e n s io n  p u r e  g " - 3  ,

g e n e r iq u e m e n t  i r r e d u c t i b l e s ,  de s o r t e  que II a une s e u l e  co m p o s a n te

i r r e d u c t i b l e  de d im e n s io n  > g " - 3 + l  = g - 2  . On en d e d u i t  que 5 . 5  e s t
a

i r r e d u c t i b l e .  C o n t r a d i c t i o n .  ■

On p e u t  a p p l i q u e r  2 . 5  a  a , b , c  e t  d . M o n tro n s  q u ’ on a s o i t
a , b , c , d € P ’ , s o i t  a , b , c , d € P " .  S i  c e  n ’ e s t  pas  l e  c a s ,  on a  p a r  e x e m p le

a c P ’ - P "  e t  c € P " - P ’ . M a is  on a  a u s s i  5 . 5  c  5 U 5 ,  , de s o r t e
a - c  - c  d

que a - c e P ’ u P " , c e  q u i  e s t  im p o s s i b l e .

1 )  S i  a € P " - P ’ e t  b , c , d € P " , on § c r i t  :

a = 7T"*a" , b = 7 r" *b "  , c = 7 r" *c "  , d = 7T”*d" .

)|C ^
Les e le m e n t s  de 5 Π 5  s o n t  l e s  σ ί χ τ ’ x ’ +rc" Dft) a v e c

a

/ p , x , + p ” D,f = δ

3 a e D iv ° E  H ° ( D " - a " ~ p ” * a )  * 0 , Η ° ( χ ’ + ρ ’ * α )  *■ 0 .

On d e d u i t  a l o r s  de  I I . D . 1 . 2 . 7  q ue  :

•  s o i t  a = 0  e t  C r(D ") €  e " . e " „
a

.  s o i t  α + ρ ’ χ ’ - δ *  = 0  e t  :

D " - a " - p " * a  = D " - a " - p " * 6 ’ + p " * p ’ x ’

= D " - a " + p " * 6 " - p " * p ^ D "

= Kc „ - a " - r " D "  = Kc , - r " ( D " - a " )

de s o r t e  q u ’ on a  e n c o r e  (D ” ) € .
a

De 1 ’ i n c l u s i o n  H .H  c  h  U  H .  , on d e d u i t  e " . e ” „ c  e ” , U e t ,
a  c  d a  c  d ’

p a r  I I . B . 4 ,  a "  = Or ( m " - r ' ,m ") a v e c  m "e C ". I I  e s t  a l o r s  f a c i l e  d e

v § r i f i e r  q u e  :

H .H  = {<y(w, * x , -H7T,,*iD ,,+7r ’,* D " ) | x , € C , ,D " e C , , (g , ,_ 2 ) >p ’ x , + p "D "  ξ  δ - p ' V }  ,
α  ' τ

q u i  e s t  t r i v i a l e m e n t  i r r § d u c t i b l e .  C o n t r a d i c t i o n .

2 )  S i  a ^ ^ d e P ’ , on e c r i t  a  = π ’ a * , . . .  . On m o n tr e  comme
c i - d e s s u s  que 5 . 5  e s t  r e u n io n  d e  : 

a

I ’ = {Ο  ( π  ’ * x ’ + T t" * D " + f * e ) | x  ’ €C ’ , D "€ C "^ g " , e « E , p ’ x*+p,J(’D "+ 2 e  = 6 }  ,
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irreductible independant de a ’, et de : 

I’(a’) = {σ(π’*χ’+π,,*0Μ)|σ(χ’) € e ’ .o’ , ,D"eC"(li"-1) ,p ’x ’+p "D" ξ δ} .
Q ^

Comme C ’ est de genre 2, on peut toujours ecrire 
a’ = (m’-T’m ’) avec m ’eC’. On a alors :

11 (a*) = {crCn^m’+ii'^D") |D"eC"(g"_1) ,p"D" s 6 -m’} ,

qui est irreductible.

On a alors I* (a*) c U 5^ , soit par exeraple I’(a1) c 5 . II
ressort de ce qui precede que puisque ceP\ de sorte que
Ξ 35 . Contradiction. ■c a

2%3. La conjecture des trisecantes pour les elements de Ή , g>5 .
έ

2On rappelle la construction des elements de Ή (II.E.2 et
g

A2.4).

Soit H" une courbe hyperelliptique lisse de genre g>5 , Q” et 
Qj deux points de Weierstrass de H” et e = cr(Q^-Q^) € JH"[2] .

Soit X —^  JHM le revetement etale de degre 2 associe a e . Si e"
*est un diviseur theta de JH", 0"(h e") = M definit une polarisation

2de degre 2 sur X . Le groupe H(M), isomorphe ά (Z/2)^, contient 
Ker h = {Ο,α} . Pour chacun des deux elements de H(M)-Ker h , le 
quotient de (X,M) par cet element est une variete abelienne

2principalement polaris£e (P,5), §l§ment de »o
2TheorSme 3.1. Soit (P.H) un elgment de « . de dimension----------------------------------------------------------------------------------- g ----------------------------------------------------------------------------

g>5 . Alors la variete de Kummer associee n*a pas de trisfecante.

■  Comme dans le paragraphe 1, on suppose qu’on a une inclusion
5.5 c 5 U 5 . avec a*0 , {0,a} Π {c,d} = * . On d§duit de II.C.2.3a c ci
que :

(3.2) dim 5 Π Sing 5 > g-4 .a

On a montne en II.E.2.2 que Sing Ξ a une seule composante de 
dimension > g-4 , dont on va maintenant donner une description 
differente.
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On rappelle qu’on a le diagramme (II.E.2.3) :

X h ■> JH"

( 3 . 3 )  q π"*

K

On prendra les notations suivantes (outre celles de II.E.2) : 

e" diviseur theta sur JH"
E diviseur theta sur P , E = q E tel que :

Λ* AM = 0 (5 ) =ff(h β " ) ι  polarisation de degri 2 sur X 
Ker π"* = {0,€.} ou e est l’§lement de JH" associ§ a

H " ^ o ^
Ker h = {Ο,α} Ker q = {0,/?}, de sorte que a et β 

engendrent H(M)
$s€H°(X,M) une equation de h θ" ,

t€H°(X,M) une equation de h , telles que :

5 = div(s+t) (cf. A2.1.2).

Sur Jg_1H") on a :

Sing e.Sing = Z+Z£ , avec :
1 2 -4  

7 = g 2+Qo '

II est clair sur 1’equation de 5 que les points de
_1h (Sing e n Sing e^) sont singuliers sur 5 .

Comme on l’a remarqui juste apr&s II.E.2.3, 1’image inverse Z 
de Z par h est irreductible de dimension g-4 (pour g>5).

(3.4) La composante de dimension g-4 de Sing H est done q(Z). 

Enfin, on remarque que l’on a :

5 .Ξβ = partie fixe de | M J = h ^(θ".0 '̂)

= T+T , 
a

—1 c f— *?avec T = h (Q"+W ), sous-varieti irreductible deo
dimension g-2 de X . En particulier 5 . 5 ^ ^  = q(T) est 
irr&ductible.

I I . F



98

Revenons a notre trisecante. Soit a un antecedent de a par
q . On deduit de (3.2) et (3.4) qu’on a E~ 3 Z U Z . Comme Ζ=ΖΛ ,a α β
on a alors :

Quitte a changer a en a+/3 , on peut supposer que Z est 
snu dans 

c’est-a-dire :
contenu dans T~ . On a alors Z c T, N , ou T = h(T), a h(a)

Q'^gi+W6 4 c h(a)+Q"+Wg 2 c Jg 1H"

3x,y€H,f h(a) = crH„(x-y)

soit, en utilisant (3.3)

n a = π " σΗ„(χ-γ) = 0rg(x-K3,’x-y-o"y) ,

ou π"χ = x , π"ν = y .

Comme Η/σ’ = H ’ est rationnelle lisse, on a :

y+o’y ξ g* =
~ ~ ~ ~ n a = <7~(x+oy-ox~y) .

Si x et y sont singuliers sur C , on a alors n a=0 , soit 
a=q(a). Dans ce cas, on a vu que H.S = T+T » done que

« r

5 . 5 ^ ^  = q(T) est irr&ductible.

<V  »V «VSi au plus un des points x et y est singulier sur C , il 
ressort de A3.2.2 que S.S est une sous-variete speciale
generalisee, irreductible si 1*application rationnelle 

p._2
φ~ ~ : C ... ♦ IP compos§e de 1’application canonique avec la

x > y

projection depuis la corde joignant x «ϋ y , est birationnelle.

I I .F
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c fL’image canonique de C dans IP est :
0A

/ ' \/ '

II est facile de voir que φ- ~ n ’est pas birationnelle si etT*,y
seulement si ny = τπχ . Sous nos hypotheses, x et y sont alors 
. <·« ^ +** +>+ lisses sur C et, comme n a t 0 , on a y = σ x et :

^  ^

n a = 0Γ~(χ+σ"χ-σ ’ x - a x )
n

= π "*σΗ„(χ -τ "χ ) .

Comme les intersections E.E , E.E et E.E sont toutesa c a-c
reductibles (utiliser II.A.1.3), on a :

3x,y,z€H" n*a = (x-r”x) * 0

n*c = xr"*crH„(y-r"y) * 0 

n*(a -c ) = ( z - t " z )  *  0

= >  x-r"x+y-r"y = z-r"z
ou x-r "x+y-r Mv s z-r”z+Q"-Q” .1 o

Chacune de ces deux Equivalences n ’est possible que si I’un des 
points x, y ou z est un point de Weierstrass de HM, ce qui est
impossible puisque n a , n c et n (a-c) sont non nuls. 1

2Remarque 3.5. Pour g>5 , aucun §l§ment de H n ’est done une
o

jacobienne. C ’est encore vrai pour g=4 par II.E.4.3 (ces resultats 
peuvent aussi se deduire de [Sho 1]).

I I .F
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S4. La conjecture de la trisecante pour les varietes abeliennes de
2dimension 4 et pour les elements de lorsque g>5 , 2<t<g/2 .t, g t

Dans ce paragraphe, on montre la conjecture de la trisecante dans 
les cas suivants :

- La variete abelienne concernee est de dimension 4. On utilise 
alors de fapon essentielle des resultats de Ziv Ran ([Ra]).

- La variete abelienne est une variete de Prym de dimension
2g>5 , element de Ψ avec 2 < t < g/2 (ensembles definis ent, g t

A2.3.5). On fait alors l’hypothese que la conjecture de la trisecante 
est vraie pour les varietes de Prym de dimension < g .

Theoreme 4.1. Soit (Α,θ) une variete de Prym irreductible de 
dimension g>4 dont la variete de Kummer admet une trisfecante. On 
suppose que :

2~ si g>5 , (Α,θ) est element d ’un Ψ. . avec 2 < t < g/2- t,g-t
~ la conjecture de la trisecante est vraie pour les vari£t6 s de

Prym de dimension < g .
Alors (Α,θ) est une jacobienne de courbe.

■  Preliminaires particuliers au cas de la dimension 4.

On part d’une variete abelienne principalement polarisee 
irreductible de dimension 4, (Α,θ), dont la variete de Kummer admet 
une trisecante. Par II.A.1.3, il existe a,b,c,d elements non nuls de 
A , avec a+b = c+d = x et {a,b}n{c,d} = Φ , et des complexes non 
nuls λ,μ,ι̂  , satisfaisant a :

V0€H°(e) λββ β,+ι;β θ . = 0 .χ Γ a b c d

On suppose que (Α,θ) n ’est pas une jacobienne. On a alors :

Proposition 4.2. II existe des vari6 t6 s abeliennes polarisfees et
^2 de degn§ 2 , dimension 2 et une isog&nie πιΧ^χΧ^ — * A faisant

2de (Α,θ) un felement de A^  ̂ , avec (a,b,c,d}nir(Xj) * Φ .

■  On utilise ici les methodes et resultats de [Ra] : les composantes 
des intersections de θ avec ses translates sont des surfaces dans 
une vari6 te de dimension 4. On a done a notre disposition le produit 
d’intersection.

Lemme 4.3. Une des composantes de ΘΠ(θ^ϋθ^ϋθ^ ) est de self
intersection nulle.
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■  Soient ν,,-.-,ν les composantes de Θ.Θ . On suppose ν*Γ>0
1 r a 1

pour tout i .
η o

Les valeurs V.=2 , V.=4 sont interdites respectivement par (3)
1 1

page 474 et Lemma V.2 de [Ra].

Si V.V. = 0 , on deduit de Lemma 11.16 de loc. cit. que pour i J
V=V. ou V. , on a : i J
, 3E c T A W€V, . r*(T V) c E avec dim E = 3 ( o lisse v v
'ou 3{ c T A Vv€V, . τ (T V) => € avec dim ( = 1 .o lisse v v
Ceci entralne :

Vv.weV, . r*(T V) Π r*(T V) * 0lisse v v w w

2soit, par Lemma 11.14 de loc. cit., V =0 .

La valeur V..V. = 1 est aussi interdite par Lemma 11.15 de loc.i J
cit. .

On a done :

9 r 2Vi*j vr > 6 V.V. > 2 ( Σ V ) =24
1 " 1 J i=l

1 2En particulier r=2 . Si a-V^ = , on a [V^] = ^[θ] . En 
particulier, par Corollary II.2 de loc. cit., est non degeneree et
oVj=6 , ce qui contredit Theorem 5 de loc. cit. .

On a done a-V^ = , a-l^ = et :

Vj+V2 = 2 4 - 2 7 ^  < 20

2soit par exemple < 10 .

Cette composante est contenue par exemple dans . Si on 
fait aussi l*hypoth£se qu’aucune composante de n ’est de self
intersection nulle, on a de meme c-V^ = , de sorte que est 
invariant par translation par a-c .
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Comme V^>0 > a"c est d ’ordre fini n>2 . Soit p:A -- » X le
quotient de A par le sous-groupe engendre par a-c et Wj I1image

2 2 2 de Vj . On a alors 0 < < 10 · Rappelons que la valeur W^=2
est interdite par loc. cit. . La seule possibility qui reste est

2n=2 , W^=4 . D ’apres Lemma V.2 de loc. crt., il existe deux courbes 
lisses connexes C et D de genre 2 avec :

X * JCxJD , W1 c CxD .

(Dans le contexte de ce lemme, la variete abelienne X est
principalement polarisee, mais ce n’est pas utilise dans la 
demonstration).

Le morphisme dual de p est une isogenie π : JCxJD  » A de
degrfe 2, induisant des polarisations M et N sur JC et JD
respectivement. On a alors 2 = deg π = deg M.deg N . Une des
polarisations M ou N est done principale et A est un produit 
(cf. par exemple Al.1.1).

2

On suppose done que Θ.Θ , par exemple, poss&de une composantea
irreductible V verifiant =0 .

Par Lemma 11.16 de [Ra], on est dans l’une des situations 
suivantes :

• 3V€T A v*0 V X € V ,  . V€7-*(T V) .o lisse x x

Par Lemma 11.13 de loc. cit., on est dans l’un des cas suivants :

1) II existe une sous-variete abelienne X9 de A et 
V’cA’ = A/X9 tels que, si p:A -- > A ’ :

V = p \ v ’) , dim X’ = 1 , dim V’ = 1 .

2) Meme chose avec dim X’ = 2 , V’ = {x’} , de sorte que
V = p (x*) est translate d’une sous-variete abelienne X9 de A .

• 3h€T*A h*0 VxeV.. r*(T V) c h .o lisse x x

La variete abelienne X’ engendree par V est alors de 
dimension < 3 . On est alors dans le cas 2) ou le cas :

3) dim X’ = 3 .
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Dans tous les cas, on a une isogenie (cf. par exeinple Al.1.1) 
π : X’xX” -- ► A avec :

cas 1) dim X’ = 1 , V = n(X’xC") C" courbe dans X"
cas 2) dim X* = 2 , V = π(Χ’χ{χ"}) x,f€XMo o
cas 3) dim X* = 3 , V = tt(S’x {x^}) S ’ surface dans X* .

Cas 1).

Soient M ’ et M" les polarisations respectives sur X’ et X" 
induites par celle de A . Elies sont de meme type et il existe des
bases {s£,...,Sj} et {s”,,..,s”} de H°(X’,M’) et H°(X",M")

* d respectivement, telles que π 0 ait pour equation Σ s?®s"
i=l

(cf. Al.l.l.iv). On a alors :

d
Vx"eC" Σ s”(xn)s·. = 0 dans H°(X’,M’)

. , 1 1
1 = 1

soit C" c partie fixe de |MM| .

Lemme 4.4. Soit (X,M) une variete abelienne polarisee de dimension 
3, qui ne soit pas produit de deux varietes abeliennes polarisees dont 
l’une est principalement polarisee. On suppose que la partie fixe de 
|M| contient une courbe irreductible C . Alors, soit deg M < 2 , 
soit C est une courbe elliptique.

■ Soit p:(X,M) -- ► (Α,θ) une isogenie sur une variete abelienne
principalement polarisee. Si A est irreductible, c’est la jacobienne 
d’une courbe D lisse de genre 3. On a :

p(c) c n e ,
geG 8

ou G = p(H(M)) (notation 1.3.3) est de cardinal d = deg M .

Si d>2 , on en deduit que es* r6 ductible pour tout
geG-{0} .

On utilise alors II.B.l.

Soient g et g’ deux § laments distincts non nuls de G . On 
suppose g = tfptx-y) , g ’ = Ο^ίχ’-γ'). On a alors :

6ΠΘ = D U (~D) g x v -y
« Π Θ  , = D , U ( - D )  , .g’ x ’ -y’
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Comme p(C) est de dimension 1, on a :
- soit p(C) = D _ = D r, et x=x’. On a alors g-g* = On(y’-y) et

X X  L)
c D^, U ( - D ) . Comme x*y* (puisque gVO), on en deduit que D

est hyperelliptique d*involution r et que y-τκ . Mais alors 
β i> p(C)-2g = D-x+2rx , ce qui est impossible puisque g*0
- soit p(C) = (~D)_^ = (“D)_y > et y-y’· On procede comme ci-dessus
- soit p(C) = D = (-D)_ , , de sorte que D est hyperelliptique etx y
que y ’=rx . On a g-g’ = σ (x’-ry) , e.e , = D , U D => p(C), soit

u & 8 x y
x=x’. On est ramenS au premier cas.

La courbe D est done superelliptique. II existe EeAj »
PeAg ^2) ’ une iso0®nie π:ΕχΡ -- ► A , et un element non nul g de
EnG .

On a alors (cf. II.C.1.4) :

θ.θ = π(Εχ{ρ}) U 7i({e}x.d) avec eeE , peP . g
La courbe p(C) est alors :
- soit ττ(Εχ{ρ}), e’est-a-dire une courbe elliptique
- soit 7i({e}x4 ). On a alors (cf. II.C.2.5) :

Vg’eA n({e}xd) c e^, = »  g’=0 ou g

de sorte que deg M = Card G < 2
- soit une composante de 7i({e}x4 ). Le diviseur Δ est done 
reductible. Par A2.1.1, il existe une isogenie -- ► P , ού E^
et sont des courbes elliptiques, et les composantes de Δ sont
isomorphes £ E^ ou a Eg ■

Si (Α,β) est maintenant isomorphea ( A ^ ) x ( A g ,©2 ) avec 
dim Aj=l , dim Ag=2 , l’hypothese faite sur (X,M) entraine qu’on n ’a
ni G c  AjX{0} , ni G c  {0 }xA2 . Or, si g = ( g j ^ )  avec gj*0 , 
ggjeO , on a :

**t = U (β1,8ιχβ2> U ·

Si ©2 es  ̂reductible, toutes les composantes sont des courbes
elliptiques. Si C n ’est pas une courbe elliptique, on a done
p(C) = e, χθ9 ou p(C) = 0 .X©9 .Si h = (h1,h9)€G , on a

1 1 , §2 l z

alors :

β 1 ,8 ιχβ2 C ( e l ,h 1xA2) U (Alxe2,h2 ) 

β 1χβ21<2 c  (e l ,h 1xA2 ) U <Alxe2,h2 ) ’
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de sorte que :
- soit Vh€G ou
- soit Vh€G hj=0 ou ’

Dans le premier cas, si alors » done gg+h^O *
soit h = (gjj-g0). Si h2=0 alors g2+h2 * ° d°nC gl = gl+hl et 
h=0 . On a done G = {0;(g^,-g0)} et d=2 .

Le second cas se traite de la meme fagon. ■

Revenons a 1’etude du cas 1). Comme (A,e) est supposee 
irreductible, (XM,M,t) verifie les hypotheses du Lemme. On supposera 
que la courbe C" n’est pas elliptique : dans le cas contraire, on 
est ramene au cas 2). La polarisation M" est alors de degr§ 2 et

21* isogenie 7r:X’xXM -- ► A fait de A un element de Q . Notonsl,o
F" le lieu fixe de |M"| . On a :

Vce = >  Vx m€C" sj(x,,)s^+s”(x,,)s^ = 0 
= >  C"cF" .

De meme, si on ecrit a = 7r(a’,a"), 1* inclusion Vce entrainea
C" CF".

31

Montrons d ’abord que aeX’.

Supposons que l’on ait F" = F"ft . II suffit alors de remarquera
que, X" etant de dimension au moins 3, on a :

Vx"«H(M") H° (X" ,M"„) ^  H°(F",M") ,
X X

de sorte que a"eH(M") et aeX’ .

On suppose done F'VF",, ; F" est alors r§ductible. En vertu dea
A2.2.4., on peut choisir une isog§nie de degr§ 2 de (X",M") sur une 
jacobienne (irreductible) (J,e). L’image de F" est alors , ou
e est 1*unique element non nul de 1’image de H(M") dans J . En 
vertu de II.B.l, on est dans l’un des cas suivants :

• est irreductible et F" a deux composantes qui different
par une translation par un §lement de H(M"). Comme F"=>C"UC"„ , ila
est facile de voir qu’on ne peut avoir FfV F ”tt.

• J est la jacobienne d ’une courbe hyperelliptique. De nouveau, 
FM a deux composantes qui different par une translation par un 
Element de H(M"), ce qui m£ne a une contradiction.
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• J est la jacobienne d ’une courbe superelliptique. II existe
alors une isog£nie π":ΕχΡ-- > X" avec EeA. , P«=A0 , de

L, (£) {£)
nsorte que (A,e)eAt“ , , . On a F" = π"(Εχ{ρ})U7r"((e}xd) avec e€E ,

peP , zle|Mp| . Si Δ est reductible, ses composantes sont des courbes
elliptiques. Comme C" n’est pas elliptique, Δ est irreductible et 
C" = C"a„ = n"({e}x^l), de sorte que a"€Tr"(H(Mp)) <=■ H(M") et aeX’.

On a done montre dans tous les cas que a€X’, de sorte que (cf.
II.C.1.4) :

β.θ = tt(X’xF") U 7i({x’}xd") a

avec x’eX*, 4 m€|M"| .

II ressort de II.C.2.5 que le diviseur Δ" doit etre 
reductible. Par A2.1.1, il existe alors une isogenie de degre 2,

2X”xX” -- ► X" , qui fait de A un Element de \ 2 ' ^omme en
2A2.2.1, on peut considerer A comme un element de Λ4̂ ^ , ce qui 

termine la demonstration de la proposition dans le cas 1).

Cas 2).

Comme dans le cas 1), on a xM€FM.o

Lemme 4.5. Soit (X,M) une variete abelienne polarisee de dimension
2, qui ne soit pas produit de deux varietes abeliennes polarisEes dont 
l’une est principalement polarisEe. Alors, si la partie fixe de |M| 
est non vide, on a deg M < 2 .

■  Soit p : (X,M) -- > (A,e) une isogEnie sur une variEtE abElienne
principalement polarisEe, et G = p(H(M)), de cardinal d = deg M .

On a p(partie fixe de |M|) = Π β . Soit a un ElEment de
g€G g

cette intersection. On a alors :

Vg€G-{0} a+G c e.e .g
2Si d>2 , puisque e =2 , e.e est de dimension 1. II s ’ensuitg

que e est rEductible, A ss E^xE0 , avec G c Ε^χ{0} . Ceci contredit 
l’hypothese faite sur (X,M). ■
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L’isogenie π : X’xX" -- > A fait done de (A,e) un element de
"*2 2 ‘ ^omme P°ur cas on ®crit a = ir(a’,a"). On a de la mime 
facon :

π(Χ’χ{χ"}) c e = »  x"-a" € F” .o a o

Comme M"2=4 et dim F" - 0 , on a F" = x^+H(M") done 
a"€H(M") et a€X*. Ceci termine le cas 2).

Cas 3).

On prend les memes notations que pour les deux cas pr&oidents. On 
a done :

d
Σ s':(x")s’ = 0 sur S ’ .

. ,  1 O 1 
1=1

Soit D ’ le diviseur element de |M*| , d§fini par cette
equation. Si S ’=D’, on a D’c© . On §crit a = jr(a’,a”), de sorte

21

que :

d
Σ s’.'(x"-a")s! , = 0 sur D’ .. . l o i,-a i=l

Comme en II.C.2.5, on montre que cela implique a’€H(M’). On 
suppose done a ’=0 . On a alors sV(x^) = sV(x^-a") pour tout i .
Comme a'VO , le systeme lineaire |M"| n ’est pas tres ample, et 
d = deg M" < 2 .

2La vari£t6 ab§lienne (Α,β) est done element de 3 · 0°
termine en suivant un raisonnement dija employ# : on a aeX" et, par
II.C.2.5 il ne peut y avoir de trisecante que si D* est riductible.
II existe alors une isogenie de degre 2 , π* : X^xX^ — — ► X* avec
dim X| = 1 . Ceci termine la demonstration de la proposition dans ce
cas.

Si S ’̂ D ’, D’ est reductible, et il existe une isogenie 
π* : conune ci-dessus, avec :

D ’ = 7r’({x’}xXp U n ’(Xjx^) '

On est ainsi ramene au cas 2) ou au cas 1). ■

2

(4.6). Demonstration du theoreme 4.1.

On part maintenant d’une vari6 t6 abelienne principalement 
polaris§e irreductible (Α,θ) de dimension g>4 satisfaisant aux 
hypotheses du theoreme 4.1. II ressort du priliminaire - et de nos
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hypotljeses que la variete (Α,β) est en particulier element de
o

u -Ί. rf_t · Par A2.2.2, il existe des varie tes abe 1iennes 
2<t<g/ 2  ,β
polarisees de degre 2 , ( X j » M j (Χ^,Μ^), de dimensions respectives
£ι>···>β avec r>2 , et g = g-, + -..+g ; des generateurs a. et θ.r 1 r i 'i
de H(M^) et une isogenie π : X = Χ^.,.χΧ^ -- ► A dont le noyau est
engendre par les (oij.O.... O.ou.O,...), 2 < i < r , et ,. .. .

On peut choisir des elements ou et /EL de ‘S(M^), d ’images 
respectives a i et p i dans H(M^), satisfaisant A :

^ 2 - 2  ^ ^ ^ ^ α “Γ = /3. = 1 , a.p.a.p. = -1 .i i r l i' i

Soit s une section non nulle de , invariante par a. , et 

t1 = P —  s1 , de sorte que {s^t1} est une base de H°(NL ).

On peut faire les hypotheses suivantes :

(4.7) Les varietes abeliennes (X.,M.) sont dans Ψi i gi ,(2 )
(cf. A2.3.6).

(4.8) Pour tout i€{l,...,r} , on a soit g ^ l  , soit divts1) et

divit1) irreductibles (cf. A2.3.6).
(4.9) Pour tout ie{1,...,r} , on a gi < g-2 .
(4.10) Si r~2 , tout element de |M·̂ |<J|M2 1 est irr§ductible.
(4.11) Lorsque g=4 , on est dans l’un des cas suivants :

• II existe i avec g^ 2  et a€w(Xi)
• II existe i,j avec g.=g.=l et aeir(X.xX.).

 ̂ J 1 J
En effet, e ’est une consequence de la Proposition 4.2.

Remarque 4.12. Comme on l’explique en A2.2.1, et en vertu de A2.3.8, 
on peut toujours "regrouper" certains des Xi : si X^ est par
exemple le quotient de Χ^χ.,.χΧ^, par le sous-groupe engendre par
(a^O,...,Ο,α^,Ο,...,0) pour 2 < i < r* alors A s ’§crit comme un
quotient de X^ x ^r >+j x...x X^ du type ci-dessus.

On pourra done supposer par exemple r=2 pour simplifier 
certains calculs. On perd bien sur dans ce cas les hypotheses (4.8) et 
(4.10).
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On suppose qu’il existe :

x = (Xj, . . . ,x )
a = (aj,. . . ,a ) b = (by . . . ,b^) 
c — (c ̂ , . . . , c ̂) d — (d^, . . . , d^) ,

elements de X verifiant x=a+b=c+d et satisfaisant a : 

t 1 r . 1 ,r\, 1 r _ 1 . r λA (S ...S + t ...t )(s ...S +t ...t )X , X X ,  X 
1 r 1 r

(4.13) +/i(s ...s +t -.-t )(Sb ···% +tb ^
1 r l  r l  r l  r

j. / 1 r *r \t 1 r IiI .r v 0+ t»(s ...s +t ...t )(s, •••sj +tj . ..t, ) = 0Ĉ  C C Cl U-ι Cl
1 r l  r l  r l  r

avec \μυ t 0 .

Les intersections deux a deux des ensembles {0,x}+Ker π , 
{a,b}+Ker π et {c,d}+Ker π sont supposees vides.

La notations s* designe comme d’habitude 1*image de s1 par

*

x.
1

T
-x.

19isomorphisme H°(X.,M.) ---- H°(X.,M. ) . II est entendu qu’on a
i l  i i’ i

choisi une fois pour toutes des isomorphismes
Μ. β M. . a Η. ® M. , s i,a. i,b. i,c. i,d.

* 1 1 1 1
l'egalite (4.13) ci-dessus.

M. ® M. , =£ M. ®M .  . 2rM.®M. qui n apparaissent pas dansi,a. i,b. i,c. l,d. ι i,x.
* 1 1 1 1 1

r
Le groupe <$(M,B...HM ) est un quotient de Π  <§(M.) ([Mu 5]

1 r i=l 1

Lemma 1 page 323). On fait agir (α^,1,...,1) sur (4.13). On obtient

ainsi :

» ι 1 r 1 r J.4.1 <-r \λ(s ...s s ...s +t ...t t ...t )X. X X, X
1 r 1 r

tA i/i\ / 1 r 1 r ,. 1 .r .1 .r ..
^ a,'" ’ Sa %.■’" %  a/' a S > ‘' \  )

1 r l  r l  r l  r
/ I  r 1 r _ 1  .r , 1 .r . n + v(s ...s s, ...s, +t ...t t , . . .t, j = (J c, c d, d c, c d, d 

1 r l  r l  r l  r

, 1  r. 1 . r 1 r , 1 , r.A(S ...S t ...t +S ...S t . . . t )X , X X ,  X
1 r 1 r

fA λ γ\ e 1 r . 1 ,r , 1 r.l .r *(4.15) + u(s ...s tv ...t, +s. ...sK t ...t )a, a b, b b ,  b a, a 
1 r l  r l  r l  r

/I r  *1 4*r  . , 1 r *.1 *.r \ _ n+ tv(s ...s t, ...t, +s, ...s, t ...t ) = 0 . c, c d 1 d d, d c, c 
1 r l  r l  r l  r
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On applique alors ( β 1,...,1) a (4.14). On obtient ainsi

A(s^s^ +tt^t^ )(s2...srs2 ...sr +tt‘
X1 *1 X2 xr

trt2 . . .tr ) 
*2 Xr

x , 1 1 .1 .1 w  2 r 2 r ?
^ (sa Sb a \  a_‘ 'Sa Sb £ta b a b a^ a b br =2

r 2 r
la lb •••‘b >r 2 r

+ Sj +et^ )(sZ ...sr Sj ...Sj +etZ ...tr t“ ...tj )
r 2

C1 dl C1 dl Cr <*2 dr °2 Cr ^2

pour e=±l .

En continuant ainsi, et en proc§dant de meme avec (4.15), on 
obtient :

(4.16)

Γ € . r £ . r e .
Λ 0 U. 1 + μ 0 v.1 + V ® w.1

i=l
1 r

i = l
1

i=l 1
r € .* r e . r e .

λ ® U.1 + μ 0 v.1 + V ® w.1
i = l

1 r i=l 1 i=l 1
avec = 1r

= 0

= 0

ou on a note, pour te{-l,+l} et i = l,...,r :

(4.17)

ι ι έ  1  1  , 4 1 . 1U. = s s +e.t t1 X. X.
1 1

i;fc i i ^ i-i ΛV. = s s, +6.t t, i a. b. a. b.
1 1  1 1

W* = S1 S^ 4*t4 tj i c. d. c. d.
1 1  1 1

ut = s ^ 1 +es* t* l x . x .
1 1

77e i .i , i ,i V. = s t, +es, tl a . d . d . a .
1 1  1 1

i Λ ^ i AW7 = s t , +es, t ,l c . d . d . c .
1 1  1 1

elements de Η (Χ.,Μ.ΘΜ. ),
1 1 ι,χ.1

Remarque 4.18. On a

= 0 «==* X.1 = α.+β. 
1 *1

U.
1

= 0 «=> X.
1

1! *t
a

H*

U+
1

= 0 c=* X.1 = a. 1

v+1 = 0 a. -b. = a . +/5.
1 1  1 *1

U . = Ο «=» χ . ~ Ο ;
1 1 ’
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Montrons par exemple la premiere equivalence. On laisse tomber
I1indice i . On a alors ss = -tt . Comme s et t n ’ont pas dex x
composante commune, on en deduit div(s) = div(t ), de sorte quex
xeH(M) et, plus precisement, xe{p,a+/3} . Supposons x=/3 . L'element 
β de ·δ(Μ) correspond au choix d ’un isomorphisme u:M — M^ , qui

induit u*: H°(M^) -Z-* H°(M). Comme t = /J.s , on a, par definition de

1* act ion de 'S(M) sur H°(M), t = u*(s^). L’isomorphisme u induit 
aussi v : MsM —Ξ-* MsM„ et on a :

β

v*(ss +tt ) = s.u*(s )+t.u*(t ) = 2st * 0 .
P R  R r*

On verifie alors de la meme fagron que la valeur x = a+/5 , elle, 
annule bien U+ .

(4.19). Premier cas : aj,c^€H(Mj).

On peut toujours modifier a et c (ainsi que b et d pour 
que les egalites x=a+b=c+d subsistent) en ajoutant des elements de 
Ker π pour se ramener au cas a^=c^=0 .

On suppose d’abord qu’on a χ^€Η(Μ^). Les sections >

t^t^ , s^t^ et s 1 t 1 sont alors lineairement independantes.
X1 xl xi 

Conformement a (4.12), on peut supposer r=2 , en regroupant 
Xg,...,X . On deduit alors de (4.14) et (4.15) que :

. 2  2 2 2 2 2  As s + us s, + vs s,
X2 a2 2 c2 2

..2 . 2  , . 2 . 2 . 2 . 2  = At t + μ t t, + vt t ,
^  °2 b2 c 2 <*2

. 2 . 2  2 . 2  2 . 2  = As t + us t, + l̂ s t,
x" *2 b2 c2 *22

. 2 . 2  2 . 2  2 . 2  n As t + με, t + us. t = 0 ,
x2 2 ®2 ^  °2

soit

Vo,o’€H°(L9) Ασσ’ + μσ + uo σ'Α = 0 .
\'2

On deduit alors du lemrae ci-dessous qu’on a a2=C2=0 , soit 
a=c=0 , ce qui contredit l’hypothese.
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Lemme 4.20. Soit (X,M) une variete abelienne polarisee irreductible 
de degr§ 2. On suppose qu’il existe des elements x,a,b,c,d de X et 
des complexes non nuls Α,μ,ι; verifiant :

x = a+b = c+d

νσ,σ,€Η°(Μ) λσσ * + ρσ σ ’ + ι>σ σ ’ = 0 .χ a b c d

Alors on a a=c=0 .

■  Le cas de la dimension 1 decoule du lemme 4.22 ci-dessous.

On suppose done dim X > 2 . Par A2.1.2, pour a generique dans
H°(M), div σ est irreductible. On choisit une base {s,t} de H°(M) 
de la fapon habituelle.

Premier cas : c*H(M). Alors un point generique y de div σ 
n’est pas dans div σ . II existe (p,q)^P tel que 
ps^(yj+qt^(y) = 0 . On a alors ps^(y)+qt^(y) = 0  en prenant 
σ ’ = ps+qt dans l’hypothese. On en deduit )(y) = 0 , ceci
pour y generique sur div(o). Comme σ est elle aussi generique 
dans H°(M), on a  montre que ~  s(̂ \) » soit b=d , par Remarque
4.18. On a alors :

Vo,σ ’ λσσ’ + (μσ +vo )σ’ = 0 .x r a c b

Comme le lieu fixe de |M| est de codimension 2, on en deduit
div σ ’ c div σ ’ soit b^x , ce qui contredit notre hypothese c€H(M).b x

Deuxieme cas : a,ceH(M). Parmi les 3 sections s , s , s , deuxa c
au moins ont merae diviseur, par exemple s et s . On a alors (aveca
-i*0 ) :

Vo*eH°(M) s (Ao -̂Mi/l/o £) + = 0 ,

d’oO on deduit div(s) = div(s ) = div(s ).a c
En raisonnant de la meme fapon avec t , on en deduit a=c=0 .

On peut done supposer x^=0 . On en deduit comme ci-dessus qu’on

a en particulier (on ne suppose plus r=2 ) :

2 r 2 r 2 r 2 r 2 r 2 r
5dAs ...s s ...s +us“ ...s s, ...s, +vs ...s s, ...s', = 0 .x„ x a„ a b „ b c„ c d_“r 2 r 2
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II est alors clair que le rang des elements
(s*s^ ,s* s.* , s1 Sj ) de H°(M.®M. ) est < 1 pour tous les x. o.L). c.d. l l, x . “

1 1 1 1 1  1
indices sauf peut-etre pour un.

Lorsque ce rang est < 1 , on voit facilement que (a^ ou b^) et
(c. ou d.) sont elements de {Ο,α.} .

1 1 1 J

II decoule alors de 1 ’etude ci-dessus qu’on peut supposer 
a^=b^=c^=d^=0 pour i*r (par exeraple). On a alors :

(4.21) Vo€Η (Μ ) λσσ + μσ α, + vo σ, = 0 .r x r a b c dr r r r r

Comme on a dim X^ < g-2 par (4.9), le lemme suivant permet de 
conclure.

Lemme 4.22. Soit (X,M) une variete abelienne polarisee irreductible
de degre 2, element de Ψ ft?, . On suppose qu’il existe des Elementsg > \ £)
x,a,b,c et d de X et des complexes non nuls λ, μ et v tels 
Sue :

x = a+b = c+d

Vo € H ° (M )  λ σ σ  + μσ σ ,  + νσ a , = 0 .x r a b c d

Alors, si la conjecture des trisecantes est vraie pour les 
varietes de Prym de dimension g+1 , on a {a,b} = {c,d} = {0,x} .

■  Soit E une courbe elliptique quelconque munie de sa polarisation 
de degre 2. On peut construire une isogEnie π de degre 4 de ExX 
sur une variete abelienne principalement polarisEe (Α,θ) de

2dimension g+1 , ElEment de (A2.3.8) done de · On
1 > g g+ 1

considerera X comme sous-variEtE de A . II est alors clair que si
Θ est une Equation de e , on a :

Λθθ + μθ θ, + νΘ θ, = 0 .
x  ^ a b c d

On suppose tout d’abord dim X > 2 . Par A2.2.3, la variEtE 
(A,e) est irreductible et sa variEtE de Kummer admet une trisEcante 
si la conclusion du lemme n ’est pas vErifiEe.

C ’est done la jacobienne d’une courbe C de genre g+1 > 3 qui 
admet un morphisme de degre 2 sur E (cf. par exeraple II.C.1.2).

Par II.B.4, il existe x,y,z et t sur C tels que (quitte a 
intervertir c et d) :

a = x-y , b ξ  z-t , c = x-t , d ξ  z-y .
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Mais les images de a,b,c et d dans Pic°E sont nulles 
puisqu’ils sont elements de X . Si r est 1’involution associee a 
C -- ► Ε  , on a done :

y = rx , t = rz , t = τχ , z - ry ,

soit a=b=c=d . On en deduit facilement a=b=c=d=0 .

II reste a traiter le cas ou X est de dimension 1.

Soit e,y€X avec 2e€|M| et 2y = 2e+a . Si σ€Η°(Μ) est tel
que o(y) = 0 , on a aussi σ (y) = 0 , soit σ (y) ou o,(y) nul.a c d

Si par exemple °c(y) = 0 , on a (y-c)ediv σ = y+(2e-y).

Si y-c=y , on a c=0 et :

VoeH°(M) (X+v)aa + ua a, - 0x r a b
= »  VzeX z + (2e-z) + (z+x) + (2e-z+x)

= (z+a) + (2e-z+a) + (z+b) + (2e-z+b) .

Si a et b sont non nuls, on a :

VzeX z = 2e-z+a
ou z = 2e-z+b ,

ce qui est absurde. Done a ou b est nul, ce qui montre le lennne 
dans ce cas.

Si y-c = 2e-y , on a c=a et :

Vo€H°(M) λσσ + (μΗ>)σ a, = 0 .x r a b

On termine comme ci-dessus. ■

(4.23) Deuxieme cas : on suppose que pour tout i , on a :

{a.,b.} Π {c.,d.} Π H(M.) = Φ .
I X 1 1 1

On garde ici les notations prec§dentes, en particulier celles de 
(4.17). On rappelle aussi qu'on a fait les hypotheses (4.7) £ (4.11).

Lemme 4.24. Soit ie{l,...,r} tel que dim X^>1 . Alors au plus un

des triplets (U+.V+.W+). (U7.v7.w7). (U+. vt. wt). ('U7.v7.w7)
----- 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1* l’ 1

d*elements de ) est de rang < 1 .
1 1) X .
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• On prendra i=l mais on n ’ecrira pas les 1 en indices sauf pour 
Xj ou lorsque ce sera absoluinent n§cessaire.

Premier cas : Rang(U+ ,V+ ,W+ ) < 1 et Rang(U ,V ,W ) < 1 .

1) Cas ou U+*0 et U *0 .

On peut alors ecrire :

(4.25) s s. = ί ss + -y’tta b χ x
s s , = 6 ss + 6 *tt c d χ x

a) On suppose a€H(M).

On peut alors supposer a=0 . Si on regroupe Xol...,X (cf. 4.12),£ r
les egalites (4.16) s ’ecrivent alors :

0^ ® (λΰ^+μν^) + 0 tf̂  = 0 pour e=±l .

2 2 -+ —  -+ s^ t ^  = Wg+W,, , W0 et W2 ne peuvent etre tous deux nuls. On

— l·par exemple ^ * 0  et on peut ecrire :

s t . + s ,t = p(st +s t) . c d d c ^ x x

On d§duit alors de (4.25) que pour p,q€C , on a :

'psc+qtc)(psd+qtd)
= s[(p“6 +q26 ’)sx+pqptx ] + t[pqpsx+(p26 ’+q26 )tx ] .

2 2 2 2 2 2 2 Pour (p δ+q δ ’)(ρ δ ’+q 5) - p q p = 0 , o n a  done = σ>σχ

avec σ = ps+qt e H°(M) et σ',σ" e H°(M).

A cause de l’hypothese (4.23), ni c ni d ne peuvent Stre dans
H(M), puisqu’on a d§ja a=0 . Le diviseur de σ est done reductible.
Par A2.2.2, il existe une isogenie π ’: Χ,’χ.,.χΧ’ -- ► X, , ou les X.’

1 η 1 ι
sont des varietes abeliennes polarisees de degre 2. Le noyau de π ’
est engendr§ par les (a! ,0,.. . ,Ο,α’.,Ο,. . .) pour j=2,...,n et on a,■*- J
si par exemple div(s+t) est reductible :

π ’*(s+t) = s * ..s *n 
avec divs,J irreductible lorsque dim X\ > 1

Comme 

a done
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On a

β - π ’(aj,0 ,...,0 )
a  = 7i’(p J , / J 2 » · · · > Ρ ή )  ·

II est facile de voir que si c = π 9 (c,*,...,c*) et
1 n

d = π * (d.! , . . . ,d*) alors, pour tout j , c*. ou d\ est un element de 
I n' J J

H(M’).
J

Conformement a la remarque 4.12, on peut regrouper Xg»····^ et
supposer r=2 , puis ensuite considerer X comme quotient de

2X*x...xX’xX0 , ce qui en fait un element de A , ,
1 n 2 g1 ,...,gn ,g2

alors a^=c*=0 par exemple, ce qui nous ramene au cas (4.19).

b) On suppose a,b,c,d * H(M) et a-c € H(M).

On peut supposer a=c et b=d . On a encore :

λϋ^ ® 0^ + Vj ® (/iV^+^W^) = 0 pour €.=±1 ,

ce qui nous ramene comme ci-dessus au cas (4.19).

c) On suppose a,b,c,d,a-c,a-d £ H(M).

La variete abelienne principalement polarisEe irreductible (par 
4.8) (Χ^,θ) = (X^,Μ^)/{0,α^} admet done une quadrisecante : si on 
designe par les memes lettres les images des elements de Xj dans

Xj , on a par (4.25) :

e.ê  c ea u eb {a,b} η {0,p} = Φ 
c ec u ed {c,d} η {0,/$} = φ .

Comme on suppose la conjecture des trisEcantes vraie pour les 
vari§tes de Prym de dimension dim X^ , est une jacobienne JC et 
on peut ecrire (II.B.4) :

3 P,Q,R,S,Q ,Q, € C β = Q -Q.o * l  ^ ο 1
a = Q -P b = Q-Q,ο 1
c = Q -R d = S-Q,ο 1
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Comme β est d’ordre 2, est une jacobienne hyperelliptique
et Qq et sont des points de Weierstrass. Comme a+b = c+d , on
a Q+R = S+P . On est done dans l’un des cas suivants :

1) P=Q , R=S soit χ-β . On a alors proportionnel a ss^
done a ou b€H(M) ce qui contredit notre hypothese b). 

ii) P=H , Q=S et a=c , b=d .
iii) R+Q = S+P = g* et c-b=d-a=/J .

Ces deux derniers cas sont aussi exclus, puisqu’on a suppose 
a-c,a-d € H(M). Ceci termine la demonstration du lemme dans le cas 1).

2) Cas ou U =0 et U+*0 .

On a alors χ-β €H(M) (Remarque 4.18).

a) On suppose a€H(M).

On peut alors supposer a=0 , de sorte que V+=U+=2st . On peut done

On termine comme dans le cas l)a), en se ramenant au cas (4.19).

b) On suppose a,b,c,d * H(M) et a-c <= H(M).

On procede comme en l)b).

c) On suppose a,b,c,d,a-c,a-d € H(M).

ecrire :
4-

s s,+t t, c d c d

Comme dans le cas l)a), on a aussi :

Sctd+Sdtc = p(sv sxt} = p(s +t ) ’

de sorte que :

(sc+tc>(sj+tj) = σ ’σ" avec σ ’,σ" € H°(M) .

L’hypothese Rang(U+ ,V+ ,W+) = 1 entraine :

, S S, + t  t, = 7SSf a b a b x
| s s ,+t t , = 6ss ̂c d c d x

et ( 7S S, -  SS, + t t ,J -a b b-a b-a
[ 6 s  s . = ss , +tt , k -c d d-c d-c

I I .F



118

On distingue alors les possibilites suivantes :

i) y6*0 . On aboutit comme en l)c) a une contradiction en

qui fournit la meme contradiction si ρΰ*0 .

iii) 7=6=0 . On a alors s s, = -t t , et 2s s, = ps s. . Par lac d  c d  c d ^ a b
Remarque 4.18, cela contredit l’hypothese c).

iv) 7=p=0 . On a alors s s , = t t, et 2s s, = 6ss , qui n c d c d  c d  x ^
contredit de nouveau c).

Deuxieme cas : Rang(U+ ;V*,W+ ) < 1 et Rang(U ,V ,W ) < 1 .

On proc&de comme dans le premier cas. On peut aussi s’y ramener 
en prenant b+/3 et d+/J au lieu de b et d .

Troisieme cas : Rang(U+ ,V+ ,W+ ) < 1 et Rang(U+ , V*, W+ ) < 1 .

1) Cas ou U+*0 et U+*0 .

On peut alors ecrire :

utilisant la conjecture des trisecantes pour .

ii) 7=0 . L’hypothese Rang(V ,W ) < 1 entraine :

s s ,-t tSj t t , — ps s. c d c d r a b

et ps s, = ss, -tt, ,n a-c d- c d-c d-c

(4.26) 11 11 = 'vii” 4**v * \r\/

u u, = 6uu +6,vv 
u c d x x

} V = s-t

U = S+t
avec

a) On suppose a€H(M).

Comme dans le premier cas, on suppose a=0 . Regroupant
X0 ,...,X , on obtient :2 r

{
υχ β (AU2+/iV2 ) + yWj ® W2 = 0 

U~ ® (λΐζ+μν”) + yW~ ® W~ = 0 .
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Comme W 0 et W0 ne peuvent etre nuls tous les deux, on a
d-* C.

Rang(Uj,W^) < 1 ou Rang(Uj,W^) < 1 . Comme = et on est
ramene a l’un des deux premiers cas.

b) On suppose a,b,c,d * H(M) et a-c € H(M).

On a encore Rang(Uj,Wj) < 1 ou Rang(Uj,W^) < 1 , et >

1 1  1 Ce nous raiD®ne ^ l’un des deux premiers cas.

c) On suppose a,b,c,d,a-c,a-d € H(M) et ^  = Χ^/{0,/5^} 
irreductible.

On procede comme dans le premier cas, l)c).

d) On suppose a,b,c,d,a-c,a-d € H(M) et reductible.

Le diviseur de s+t est alors reductible. Comme dans le premier 
cas, l)a), il existe une isogenie π*: Χ^χ.,.χΧ^ -- ► X^ avec :

 ̂ s 1 n j1) π ’ (sHt) ~ s ’ ...s’ et div s irreductible lorsque
dim X*. > 1 

J

ii) a, = π ’(al,...,a’) b, -... etc.
1 Γ  η 1

La premiere des egalites (4.26) donne :

,1 ,n ,1 ,n ,1 ,n ,1 ,η ,.,Ι .,η. , 1  .,n _s , . . . s , s ’ . . . s ’ , - i s  . . . s S....S, - i t  . . . t t . . . . t , = 0  .a, a b ’ b x ’ x x ’ x ’l n l n  I n  I n

II s ’ensuit que pour tout indice j € {Ι,.,.,η} sauf au plus un,
les sections s ’̂ s,*̂  , s ’̂ s”/ , t’̂ t'^ de M ’̂  ® M ’? sont a . d . x . x . x .

J J J J J
proportionnelles. Cela implique alors que a’, et b ’. sont dans

J J
H(M’), ce qui nous ramene au cas (4.19) deja traite.

J

2) Cas ou U+=0 et U+*0 .

On a alors x = α+β (Remarque 4.18). Les dimonstrations de l)a), 
l)b), l)d), n'utilisant pas l’hypothdse 1), nous permettent de
supposer a,b,c,d,a-c,a-d < H(M) et X^ irreductible. On prooede
alors conune dans le premier cas, 2 )c). ■
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(4.27) Remarquons aussi que si dim = 1 , les rangs de ces quatre 
triplets· sont < 1 .

En effet, ou et β  ̂ engendrent un sous-groupe de niveau maximal
(cf. [Mu 5] definition page 291) de ^(M.0 M. ). Les sections

i
s 1s 1 +t1t1 , s 1 s?· +tX et s 1 Sj 4-t1 tj , invariantes parx. x. a. b. a. b. c. d. c. d.

1 1 1 1 1 1  1 1 1 1
1*act ion de ce sous-groupe, sont done toutes proportionnelles. On
procede de xii§iue avec les autres tiplets, en considerant les sous-
groupes engendres par {cL.-/^} , {-cL,/^} , {-a^-p.}
respect ivement.

Lemme 4.28. Au plus une des varietes X^ est de dimension > 1 . En
particulier, on a r>3 .

■  Supposons dim > 1 , dim > 1 · Par le lemme precedent, deux 
des quatre proprietes suivantes sont verifiees :

Rang(U*, v> t ) > 2 pour i = l, 2

Rang(U.,v v > 2 pour i=l, 2

Rang (ijt,v+ ,w+ )
1 1

> 2 pour i=l, 2

Rang(lL ,

1 *H 
I*1 ,fH 
l> > 2 pour i=l, 2

Lorsque. r-2 , on about it directement a une contradiction avec 
les egalites (4.16). Vu 1’hypothEse (4.9), le cas r=2 est done 
definitivement exclu.

Lorsque r>3 , on regroupe XQ,...,X (cf. 4.12). Les 6 galit§s«j r
(4.16) entrainent que deux des quatre triplets (^3 >^3 >^3 )>(^3 »̂ 3 *^3 ) 
sont identiquement nuls, ce qui est impossible. ■

On supposera a partir de maintenant que les varietes X,,.,.,Χ ,
1 r- 1

sont de dimension 1 .

Lemme 4.29. On suppose r>4 . Alors. pour chaque i€{l,...,r-1} et 
chaque €,€{-l,+l} , au plus une des sections (resp.

0* , Ve . W6 ) est nulle.
1 1  1 ---------
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-j- -f-■ On prend i=l .Si = 0 , on a, par Remarque 4.18,
= ai+^i et ^l~al ~ a l+̂ l * s°it € X^[2] = H(M^).

De meme, si ϋ| = w| = 0 , on a c^,dj e II(Mj). Si V* = W* - 0 ,
on a “ ^i~ci = a l+̂ l ‘ Comme aj+bj ~ Cl+C*l * °n 3

Cj-a^ = € H(Mj) et € H(M^). ^a translatee de
l’identite II.A.1.3 par -c s ’ecrit :

As s , + us s, + î ss , = 0 .-c d n a-c b-c d-c

Pour arriver a une contradiction dans chacun de ces cas, il nous 
suffira done de montrer qu’on ne peut avoir aj>bj € H(M^).

On suppose done que a^, b^ et x^ sont nuls.

En utilisant l’egalite (4.15) et la relation
s^ tjj + s^ t^ = 7s^t^ (cf. (4.27)), on obtient :

C1 ai ai C1

1 1 2 9 2 2  2 ? 2 ? s t [A(s . . . t" . ..+s ...t ...) + u{s . . . tr . ..+s. . . . t̂  ...)
x2 X2 ®2 b 2 b2 ®2

( 2 4.2 m  j .  1 «.1 r 2 .2 2 .2 1 n+ vi(s , ...t ...)J + vs t, [s ...t , ...-s . . . . t ... j = 0  .
2 ° 9 C1 1 c 2 2 9 ° 2

Connne on ne peut pas avoir ou e H(M^) (a cause de

(4.23)), s k 1 et s^ tj sont lin^airement independantes. Les
C1 1

expressions entre crochets sont done nulles. De l’egalite
2 2 2 2 s . ·. t * ... ~ sj ·. * t ... , on d§duit d.-c. € {0 ,a.} pour i>2 .
° 2 2 2 c 2 i l l  

On supposera done c^=d^ pour i>2 .

On peut aussi 6 crire, comme en (4.25) :

1 1  1 2  1 9 s' s' = <5(sV + 6 ’( t V  .
1 1

L’equation (4.14) donne alors :

m , 2 λ 2 A . , . 2  , 2(4.30) As2 . . . s 2 . .

X2

x 2 

• * v ·

2
.s .  .

2

2 2 
At. . . Λ  . .

X2
. + ^ t 2 . .  

®2

t 2

b2

c2 °2

s2 )2. . . +i>6(t2 )2. 
c2 c2

= 0

= 0
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s s . . . s s

3 4On prend y3eX3 , tels que sc (y3 ) = tc (y4 ) = 0 .
3 4

En reportant ces valeurs particulieres dans (4.30), on obtient :

• Soit une relation de dependance lineaire entre
3 s" ... et s~ s" . . . sT s,' ... (ou entre t t .,,t“ t ... 
x2 X5 a2 a5 2 5 X2 X5

2 5 2 5et t t ...t t ...)· On a alors, pour tout i € {2,5,...,r} , a.
a2 a5 2 5 1

ou b. e {0 ,a.} .—  1 1

* Soit s3 (',3)sx 3(y3)s4 (y4 ,sx4 (y4 > = sa3(y3 ),b 3 (y3)*t4 (y4 )*b4 (y4 > 

= t3 (y3 ) t^(y 3 )t4 (y4 ) t ^ ( y 4 ) = to3 (y3 )tb3 (y3 )ti4 (y4 >tb 4 <y4 ) “ 0 '

Mais on a alors, par exeiuple : 

s3 (y3)=0 = »  c3=d3€H(M3) et >:3 =0 = »  a3-c3 ,b3-c3<H(M3) par (4.23)

% (y3)sb3<y3)'t^ (y3)tb3 (y3) ' 0 

s a1(y4) s b1(y4) = t t 4 (y4) t b4 (y4) '  0

a 4_c 4 et b4_c4 € h (m4 ) 

t^^y3^tx * 0 = *  t4 ^y4 ^ x  ^y4^ = 0 = *  c4e H (M4)»

ce qui contredit notre hypothese (4.23).

C ’est done la premiere alternative qui est verifiee.

On en diduit :

Vi>2 a. ou b. € {0,a.} .
1 X 1

En reportant dans (4.30), on obtient :

2 2 , 2 ,2 , , . 2  ( 2 
(λ±μ) s ...s ... + u6(s ) ... + (t ) ... = 0  .

x2 c2 C2

2
Soit Y2 € ^2 que s ŷ2̂  ” ® * Comme les sections

3 2 ' r 2 3 2  r 2(s ) ... (s ) et (t ) ...(t ) sont lineairement independantesc0 c c0 c3 r 3 r
2 2on a 6s (y9) = 6* t (y9) = 0 , soit 6=0 ou 6 ’=0 , ce qui entralne 
c2 c 2

c^ et d^€H(M^) et contredit (4.23). On.a done abouti dans tous les 
cas Sl une contradiction. ■
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Lemme 4.31. Pour i<r , aucun des guatre triplets ( ^ ),

€.r± 1 , ne peut etre identiquement nul.

■ On laisse tomber 1’indice i . Si par exemple U+ = V* = W+ = 0 , 
on a :

U+ = ss^+tt^ = 0 = >  x = α+β € H(M) (Remarque 4.18)

V+= 0 = >  b-a = α+β
W+= 0 ==» d-c = α+β .

On en deduit 2a - 2b = 2c = 2d - 0 , soit 
a,b,c,d € X [2] = H(M) puisque dim X = 1 . Ceci contredit 
l’hypothese (4.23). ■

Lemme 4.32. On a dim X^ = 1 pour tout i€{l,...r} .

■  On suppose dim X^ > 1 et, par Lemme 4.24 :

(4.33) Rang(lf.vj.tf) > 2 pour e - ± 1 .

On commence d’abord par montrer qu*aucun des uf , pour
i<r ne peut etre nul.

Raisonnant par l’absurde, on suppose done que U*=G et, dans un 
premier temps,* que r=3 .

Par (4.16), on a les relations :

*υϊυ2*ι4 + = 0

^V1V2V3 + U^1W2W3 = ^ Pour t=±l .

Par (4.33), ces relations doivent etre proportionnelles l’une &
1’autre pour chaque e . Ceci n’est possible que si, pour chaque e , 
l’une d’elles est identiquement nulle. Comme on ne peut avoir
Vj = w| = 0 (Lemme 4.31), ni U* = = 0 , etc... , ce n ’est pas la
meme relation qui est triviale pour chaque €€{-l,+l) . On a done, par 
exemple :
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U1U2 = V1V2 = W1W2 = °
V+V+ = W+W+ = 0 1 2  1 2

= ,  ΐζ = V* = WJ - 0 .

On ne peut done pas avoir r=3 par Lemme 4.31. Lorsque r>3 , la 
meme methode montre que :

υ!2 ...υ1 '7ι* ^ 2· · ·ν ν · * ί 2 · · Α 1 *ο2 r- 1 2 r- 1 2 r- 1

r- 1
pour Π t . = 1 . On en deduit facilement :

2 1
€ . t

Vi € {2,..., r-1} 3t., U . 1 = V . 1 = W . 1 = 0 ,
1 1 1  1 1 1

ce qui contredit le Lemme 4.29.

On peut done maintenant supposer tous non nuls. on
ecrit (cf. (4.27)), pour i<r :

vfc - A*l£ , W* = B̂ Llt avec Afe,Bfe€C* .
1 1 1  1 1 1  1 1

Les relations (4.16) donnent alors

AU + μΑ, ...A Ί V + ι̂ Β, ...Β , W = 0  pour Tie. = 1 r ^ 1  r- 1 r 1 r- 1 r ι
e l e -1 € 1 e -1 Λ U + μΑί . . . A Γ, V + î B, . . . Β Γ, W = 0 pour lie. = -1 . r Γ 1 r- 1 r 1 r- 1 r i

Par (4.33), ces relations sont proportionnelles. On en deduit :

Vi<j<r A+A+ = a 7a T A+AT = a 7a +
i j  i J  i j  i J

b+b + = b Tb T b Tb T = b 7b +
i J i J  i j  i j

3£,e* € {—1, +1} Vi<r A^ = eA* , B^ - t ’B* .

Mais ceci est impossible, puisqu’on aurait alors sur chaque
( i < r )  :

s s, + t t, = A (ss +tt ) a b a b x x
+
(

+s s, — t t, = €.A (ss -tt ) a b a b x x
s s. proportioi a b
a ou b € H(M)
s s. proportionnel £ ss ou a tt at) x x
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En procedant de meme avec c et d , on contredirait ainsi notre 
hypo these (4.23). 11

Lemme 4.34. Au plus une des sections , 1 < i < r , ----- ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ i »  i

e € {—1,+1} , est nulle.

■  On remarque que puisque dim X., = 1 pour tout i , on a r>4 et
on peut appliquer le lemme 4.29. II y a alors deux situations qui 
pourraient raettre en cfefaut notre conclusion :

+ + e3 €ri) Ui = ^ 2  = 0 . Les egalites (4.16) donnent alors ...W^ = 0
r

pour Π 6 . = 1  . Pour chaque i>3 , il existe alors € {-1,+1} tel
3 1 " 1
eV

que = 0 . On refait le meme raisonnement en partant de
e"+ 3

υΊ = W- = 0 : pour chaque i>4 , il existe e! € {-1 ,+1} tel que 
1 J X

ei + e3V . 1 = 0 . De meme avec V9 = = 0 : pour chaque i>4 , il existe
1 ·-> O

€ .
. e f-1,+1} avec U . 1 = 0 . Deux des valeurs £,,,€· !,»«·’>! sont alors
l l 4 4 4

egales, ce qui contredit Lemme 4.29.

+ + fe2 erii) = 0 . Les §galites (4.16) donnent encore Wg = 0

pour Π e . = 1  . On termine comme ci-dessus.
2 1

iii) Uj = Vj = 0 . On a alors :

_ e9 e e r
A U, U„ . .. U Γ + uW,W0 ...W0r = 0 pour He. = -11 Δ r i b m 2 1

/iV,V9 .. .V r + yW.W9 .. .W r = 0 pour n e .  = l.
l L· r i fa r n i

On fecrit :

Vi>2 W6 = B^U* = avec Bfe,Cfe € c* .
1 1 1 1 1  1 1
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On en deduit alors, puisque r>4 :

Vi>2 β !β ! = b 7b 7 et c!c+ = c7c7i j  i j  i j  i j

= >  3e ,fc ’ € {—1 , +1} Vi>2 B? = feB+ , c7 = fe’C+ .

1 1 1  1

On montre alors comme a la fin de la demonstration de 4.32 que 
cela implique [ĉ. € H(M^) ou d^ e H(M^)] et
[(a.-c. = d.-b. e H(M.)) ou (a.-d. = c.-b. € H(M.))] » ce qui1 1  1 1  1 1 1  1 1  \ / j >
contredit notre hypothese (4.23).

On peut maintenant enfin terminer notre demonstration. On §crit, 
pour i e {l,...,r} , e e {—1 ,+1} :

V€ = A&lf: , W* = B^ut .
1 1 1  1 1 1

On a alors :

1) Les , B^ sont des complexes, non nuls sauf au plus l’un
d’entre eux (Lemme 4.34) et r>4 .

2) Lorsque r=4 , l*hypoth§se (4.11) entraine que a^ est nul

pour deux valeurs de i . On a done A* = A^ = 1 pour ces deux 
valeurs de i .

Les Equations (4.16) s ’§crivent :

e, e e, e r
(4.35) λ + μΑ, . ..A Γ + yB, ...Br = 0  pour Π e. = 1 .^ 1 r 1 r . , ιi=l

On va montrer que toute solution de ces equations qui satisfait 
en outre aux conditions 1) et 2 ), v6 rifie :

(4.36) 3i € {1,..., r) A? = ±A+ et b 7 = ±B+ .
1 1 1 1

Cela entraine, comme plus haut, une contradiction a notre 
hypothese (4.23) et termine done la demonstration du theoreme.

On se ramene facilement au cas oO les produits :

r r
A = Π A. , B = Π B.

• 1 1 1 11=1 1=1

sont non nuls. On pose :
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λ’ = λ/ΑΒ , μ 9 = μ/Β » ν 9 - υ/Α

μ . = Α*/Α. » ι>. = Β+/Β. .
Γ 1 1 1  1 1 1

Le cas r>5 se ramene iimnediatement au cas r=5 en prenant 
€g = ...= € = 1 dans les equations (4.34).

Notre systdme s’ecrit alors :

Pour r=4 λ ’ + μ 9 + v 9 = 0
Λ 9 + μ'μ^μ^ + ν 9ν/υ^ = 0 pour 1 < i < j < 4 
A' ·+ + ν ' ν ι ν ? ? Λ  = 0

/il = μ2 = 1 ·

Pour r=5 λ ’ + μ'μ. + υ ’ν . = 0 
^ 'ι ι

1 < i < 5

λ ’ + μ'μ^μρ^ + = 0 l < i < j < k < 5
A ’ + μ*μ1μ2/^^ι 5 + = 0 ,

avec dans les deux cas la condition gu’au plus un des μ ,̂ν  ̂ est nul. 

On traite d ’abord le cas r=4 . On a :

λ ’+μ’+ν’ = A ’ +μ* +v’u ^ 2  = 0 =  
λ ’ +μ’μ^·Η>,ν^>^ = K' +μ'μ^+ν’ν - 0

Υ 2  * 1

Ρ 1Ρ3 = νί·3 ■

On a de meme v iv>̂  ~ ’ Comme v 3 ne peuvent §tre tous
les deux nuls, on en deduit = ±1 > ce qui montre (4.36).

On suppose maintenant r=5 .

1) Premier cas : l’un des u. .v. est nul. Les autres sont alors----------------- ------------  r-j j -----------

non nuls. Si par exemple ^ = 0  , on a 1 = v .v^ - ^2ν2 P°ur 
k>j>2 , soit t>2 = ^ 3 = = fc € {-1,+1} . On a alors :

Vk> j>i>2 μ ^ μ ^ μ ^ μ ^ μ ^

ce qui montre (4.36).

^ 2 ^ 3 =μ4 ^ 5 :

2) Deuxigme cas : aucun des u.,v. n ’est nul.   ---------  > χ ---------

Si l·1- ^ 2  ~ u \^2 * ^ syst®me ^’equations :

A’+μ'μ^χ+ν’i^y = 0 

A ’ +μ* μ ^ + ν ’ν^γ = 0
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a une seule solution, qui est \~y~l . On en deduit :

Vj>i>3 μ.μ . = v .v . = 1 ,
i J i J

ce qui entraine (4.36).

μ 1 μ2 μ5On peut done supposer —  = —  =. . . = —  - k .
U1 " 2

On a alors :

' λ '+ν^{\ψ'+υ' ) = 0

jA’+ ^ C k V + t ; ’) = 0 

A ’H ^ i k V + v ’) = 0

==> (kμ’+ι;’) ( k V + '̂,) = {ν*μ'+ν')2
= »  k(k2-l) 2 = 0 
==» k = ±1 , = ±1 ,

ce qui montre (4.36) et termine done la demonstration du theoreme.

2%5. La conjecture de la tris§cante pour les elements de , , £>5.
1 » g~l

o
Les elements de Jft , sont definis en A2.4. L’§tudel,g-l

geometrique des singularites de leur diviseur theta est l’objet de la 
section II.E.3.

Les notations seront les suivantes - ce sont celles de A2 et 
elles different l§g6 rement de celles de II.E.3.

Soient H une courbe hyperelliptique lisse de genre g-1 , Qq 
et Qj deux points de Weierstrass, e l’§lament d ’ordre deux de JH 
associ§ 3 cr(QQ-Qj) et h : (Xg.f^) — ► (JH,e) l'isoginie de degr§
2 associee a t . On prend aussi un element (Χ^,Μ^) de 
^ 1 choisit enfin des g§n6 rateurs et β  ̂ de H(Mj),
et ^ 2 de HCMg) avec Mo^) = 0 . La variete abelienne (P,5), 
quotient de ^ar sous“SrouPe engendre par (a^.oLg) et

2
{β,,β0), est principalement polarisee. C ’est un element de .

1 1 , g 1

On rappelle que les variet§s abeliennes principalement polaris§es 
ainsi obtenues sont irreductibles (A2.4.5) et que ce sont des varietes 
de Prym (II.E.1.1 ou A2.4.2).
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Theoreme 5.1. Soit (Ρ,Ξ) un element de ^ , de dimension g>5 .
1 1 & 1

Si g=5 , on fait l’hvpothSse suppl§mentaire que la conjecture de la 
trisecante est vraie en dimension 4. Alors la variete de Kmrnner de 
(Ρ,Ξ) n ’a pas de trisecante.

9

■  On part comme d ’habitude d ’une inclusion non triviale
Ξ.Ξ c Ξ U S, . On en deduit : a c d

dim Ξ n Sing Ξ > g-4 . a

On a montr§ en II.E.3.2 que Sing E a deux composantes de 
dimension > g- 4 , dont on va maintenant donner une description 
differente.

Outre les notations de II.E.3, on utilisera celles de A2.2.1 . 
En particulier, si π est 1 ’isogenie X^xXg -- ► P i il existe des

bases respectives {s^,t^} et (s2 ,t } de Η (Χ^,Μ^) et
1 2  1 2  ^ 2 telles que s s +t t soit une equation de E  = π E  , et s une
♦Equation de h e .

II est elair que les deux composantes en question de Sing S 
sont :

W2 = 7i(XjxZ2) avec Z2 = h ^(g2+0 o+Wg ^)

W x ~ π((yj}xS2) avec S9 = h *(go+Wg 4) et t1(y^) = 0 .

2 2 
2 as t 2 at _ n Sur i on a s -  — rr " t - — rf - 0 et sur

z a x .  a xj J
g 2 _ ds^ _ t 2 _ 0 egt fac:Q e (je verifier que et Wg

d x . J
2 ·

correspondent bien a des singularity de E .

Revenons a notre trisecante. On a :

Lemme 5.2. Sous les hypotheses et avec les notations prfecfedentes, 
on a :
dim Sa n  Sing Ξ > g-4 «=► Ba^Xj^ , 3a2eX2 , Bx.yeH avec

a = π ^ ^ )  et Mag) = O^ix-y) .
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■  On ecrit a = 7r(a.,a9). Si X.xZ0 c s r , , on a :
I { . 1 _ \ 13 * } )

1 2  1 °VxeX^ Vz^ 2  s (x-aj)s (z-a9)+t (x~aj) t ̂ (z-a9) = 0

2 2 <=> V€Z s^iz-ag) = t (z-a^) = 0

« = »  g2 +Qo +Wg _5 - h ( a 0 ) c  (Qo +wg _ 3 ) U (Qj+W6 - 3 ) ,

de sorte que soit hCag), soit h(a2 )+€. est element de H-H . Ceci
prouve le lemrae, quitte a ajouter a (a^ag) l’SlSment
Kerq.

Si {y-,} x S9 c E f v , on deduit de la stability de S9 par ι δ va^, a9; δ

translation par a^ qu’on a :

{y, } x S0 c S S
1 2 (a i*a 2  ̂ â i’a2+ a 2

==* Vw€S2 s1(y1-a1)s2 (w-a2) = t ^ y ^ - a ^ K ^ w - a g )  = 0 .

En projetant sur JH , on obtient :

g 2+Wg “ 4 - h ( a 2 ) c  Wg " 2 U W f 2 , 

ce qui, comme ci-dessus, prouve le lemme dans ce cas. ■

On a aussi :

Lemme 5.3. Aucun des 4 elements a,b,c,d de P n’est dans n(X^).

■  On suppose par exemple a = π(8^,0). On a alors par II.C.1.4 :

5.Ha = niXjXTg) U n({e}xD2)

avec T9 = h \ q  +W® 3 )
.. , 1. 1 1 .1, e € div(s t -s t )

a i a i

D9 = div(s1(e)s2+t1(e)t2) e |M9 | .

Si D2 est reductible, il ressort de Al qu’une des varietes

abeliennes X^ = X2/{0,a2} = JH , X^ = X2/{0,p2) , ) ζ Ρ = X2/{0,a2+/J2} 
est reductible, ce qui contredit A2.4.2.
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On a done par exeinple {e}xD0 c = Ceci entralne, coiiune
L·. ( C ][ , C0 )

en II.C.2.5, qu’on peut supposer c0 nul. Mais on a alors
Ξ.Ε c E.E . Contradiction. 1a c

II decoule de II.A.1.3 que chacun des elements 
a,b,c,d,a-c,a-d,b-c,b-d de P satisfait aux hypotheses du lemme 5.2. 
On en deduit :

Lemme 5.4. On peut ecrire : a = 7r(a^,a2), b = 7r(bj,b2), c = 7r(c^,c2), 
d = 7r(dj, d£) avec h(a2) = cr(x-y), h(b2) = cr(z-t), h(c2) = cr(x-t), 
h(d2) = 0(z-y), pour des points x,y,z et t de H , distincts deux 
a deux.

■  On peut ecrire, par 5.2 :

a = 7r(aj,a2) , c = nCc^jCg) , a-c = 7i(mj,m2) avec
h(a2) = ff(x-y) , h(c2) = a(z-t) , h(m2) = cr(u-v), ou

les points x et y (resp. z et t) (resp. u et v) de H sont 
distincts par 5.3.

II suffit pour prouver le lemme de montrer qu’on ne peut avoir a 
la fois :

x £ {z,rt,u,rv} 
y * (rz,t,ru,v} 
z * {ru,v} t € (u,rv} .

On raisonne par l’absurde. On est dans l’un des cas suivants :

1) x-y-(z-t) = u-v
2 ) x-y-(z-t) = u-v+Q^-Q^ .

(Les points et Qj sont des points de Weierstrass de H). Dans

le cas 1), comme x € {y,z,u} , |x+t+v| est un gg . Mais on a 
x€{rt,rv} , t^rv . Contradiction.

Dans le cas 2), comme x € {y,z,u} , |x+t+Qj+v| est un g* . On 
en deduit que Qj€{x,t,v} et que #({x,t,v} Π {u,y,z}) = 2 . 
Contradiction. ■

Pour aller plus loin, il va nous falloir utiliser des nesultats 
de la demonstration (4.6) du theoreme 4.1. Remarquons tout de suite 
que 1’hypothese (4.23) est satisfaite dans notre cas. En effet, vu le 
lemme 5.3, il suffit de verifier qu’on ne peut avoir a,c€7i(X2). Si
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c ’etait le cas, on aurait alors, comme en (4.19), a^=bj=cj=dj=0 , et 
l’egalite (4.21) serait valide (avec r=2). Les deux variet§s 
abeliennes principalement polarisees et

Z L·

Ψ  - x2/{0 > elements de Par construction, done
irreductibles par A2.4.2, admettraient alors chacune une trisecante. 
Cela contredirait 3.1 si g-1 > 5 , et, par II.E.4.3, l9ex-conjecture 
de la trisecante en dimension 4 si g-1 = 4 .

(5.5) On est done dans le deuxieme cas (4.23) de la demonstration de 
4.1.

Avec les notations de cette demonstration, en particulier (4.17), 
il decoule de 5.3 qu’aucun des elements , Vg ,W^,ΐί£, V ^ d e

H°(X9 ,M9®M9 ) ne peut etre nul.

II decoule aussi de 5.4 qu’on a une inclusion
e -e u/ \ c \ U e, λ dans la jacobienne JH , e’est-^-direh(a2 ) h(c2 ) Mc^)
(II.A.l) une relation :

ββ. z .. ·, + Ίθ,, /, + δθ, , ,β,, , . = 0

avec 7 ,6ec*, valable pour tout element non nul Θ de H°(JH,e).
* 2 oComme h Θ est proportionnel a s dans Η , on a :

2 2 2 2 2 2 s s" + ί s^ s. + 5su s, = 0 .
X2 ®2 b2 C2 ^

Si on fait agir l*el§ment β ^ de ^(Mg)» on obtient comme en 
(4.14) les relations :

(5.6) , Ό+ + tV* + eW* = 0r 2 2

I U~ + iV" +
"2 ' ’2 CW2 = ° ’

On distingue alors deux cas :

i) On suppose RangdJ*, V^.W*) = Rang(U~,V~,W~) = 2 .

Les relations (4.16) jointes aux egalites (5.6) ci-dessus donnent 
alors :

vj = TfUj , wj = euj ,
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d’oCi on deduit :

1 1  1 1  1 1 . 1 1  s s ,  - is s , s s . - 6 s s
al 1 X1 C1 1 X1

Ceci ne peut se produire que si {a^,bj} Π {c^,d^} Π H(M^) * 4> , 
ce qui contredit (5.5).

ii) Vu le lemme 4.24, il suffit d’etudier maintenant le cas :
Rang(Ug.vJ.wJ) = 1 , Rang(0£,v|,W*) = 2 .

Notons 9 un element non nul de H°(JH,e). Par hypothSse, les
Elements θβ , . > β β , , θ β . et θ , θ .. dex+z-y-t £ x+z-y-t+£ x-y z-t x-y+e. z-t+fc
Η°(θ + 0 , .) sont linfeairement dependants (avec x+z-y-t
£ = 0(Q -Q,)€JH[2]). Comme Θ ,6 et 0 sont nulles sur ο 1 t x-y
Sing θ = g9 +Wg 4 , on a par exemple g2 +Wg 4-x+y+QQ-Q^ c Wg  ̂ , de
sorte que {Qq ,Qj} η {x,y} *■ Φ .

On suppose par exemple x =Qq · On a alors :

h(a2+p2 ) = 0 (x-y+QQ-Q^) = ff(Qj-y) 

h(c2 +P2) = ^(Qj-t)
hic^) = Cr(z-y) , 

de sorte qu’il existe (par II.A.1) une relation :

2 *2 ^ > 2 4.2 A 2 4-2 nS t  + 7 S, t + δ S , t = 0 ,
*2 2 ^2 ^  c2

ce qui donne :

+ 7 ’v| + 6 ’w£ = 0 .

Cette relation est analogue a celles de (5.6). On en deduit comme 
dans le cas i) une contradiction avec (5.5). ■
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CHAPITRE III

ANNULATION DE THETACONSTANTES SUR LES 
VARIETES ABELIENNES DE DIMENSION 4

4
On rappelle ([Be 1]) qu’en dimension 4, le diviseur N de A Λo 4

forme des varietes abeliennes principalement polarisees dont le 
diviseur theta est singulier, a deux composantes irreductibles, a

savoir , adherence du lieu des jacobiennes, et » lieu des

varietes abeliennes (Α,β), avec e symetrique, telles que Singe 
contienne un point d’ordre 2. On remarquera que cette propriete est 
independante du choix du diviseur Θ symetrique. Elle equivaut a 
1’annulation, au point r de correspondant a la variete

abelienne A , d’une des fonctions 0[j^j(O,2r), ou a,b € /lB et

2 ^a.b eZZ . C ’est pourquoi 1’on dit aussi qu’une thetaconstante est 
nulle sur A .

Nous allons etudier ici la structure des sous-ensembles
null

de A^ formes des varietes abeliennes pour lesquelles au moins p 

thetaconstantes s*annulent.

Notre resultat principal est qu’il n ’y a qu’une seule variete 
abelienne irreductible de dimension 4 pour laquelle 10 thetaconstantes 
s ’annulent et qui ne soit pas une jacobienne hyperelliptique. Celle-rci 
a deja ete etudiee en detail par Varley ([Va]).

Plus precisement, on a, avec les notations suivantes : 

= (elements irreduct ibles de A^}

(p),i rr _ (p) irr
9null "null '' '*4

~ {jacobiennes hyperelliptiques de dimension 4}

A = {produits A-.xA9 , avec A,e>t , A9ex } , 
r, s i Δ i r z s

Theoreme 1.
(2)

i) Θ , „ est irreductible de dimension 8.
null -------------------------------

(3)
ii) enun  a trois composantes irreduct ibles dont et A^ ^

chacune de dimension 7.
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(9) i rriii) 9 il -Μ» est irreductible de dimension 1. Ses elements null 4 ------------------------------  -------------
2 4sont dans Λ., , , , , quotients d’un produit Ε , oO E est uneI > -*- j J-, I

courbe elliptigue.
(10) irriv) θ ,, -Ήλ a un seul element, qui correspond au cas ou la null 4 -----------------  --------- ------------------

courbe E a multiplication complexe par i .

■ Soit A^(4,8) l’espace des modules des varietes abeliennes
principalement polarisees avec une structure de niveau convenable (cf. 
[Ig 2] ou [V] pour plus de precisions). On utilisera uniquement le
fait que les fonctions θ[^](0,2τ) (cf. 1.3.14), pour a,b€|zfvz5 et

2 ^a.b€ 2 , definissent des diviseurs de Cartier amples sur A^(4,8). On
note p la projection Λ.^(4,8) -- ► A^ et pour deux de ces diviseurs

(2)D et D ’, q la restriction de p a DnD’. On reinarque que
est de dimension pure 8 (puisque 9 ,, est irreductible denull

dimension 9) et qu’il contient C^ (cf. II.E.4.1, l’adherence est
ici dans A qui, etant de dimension 8 , en est done une
composante. Nous allons montrer que c’est la seule. Raisonnant par 
l’absurde, on ecrit done :

DnD’ = M+M* ,

ou M et M ’ sont des diviseurs de Weil sur D , reduits, sans
- 1 Tcomposante commune, avec M = q (C^)

On notera aussi Λ^(4,8) la compactification de Satake, et 
toutes les adherences seront prises dans cette compactification.

On veut tout d’abord montrer que ΜΊΜ’, qui est contenu dans le 
lieu singulier de DHD’, est de dimension 7. Pour cela, on regarde la
trace sur /^(4,8) = p \/^), ou denote l’adherence de dans
Α^ . On a :

m n ’n/’(4,8) c q_1 (/^ne^) = q-1^ )  u q~lU 1|3) ,

ou est l’adherence dans A^ de la famille des jacobiennes
hyperelliptiques de dimension 4.
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On a aussi :
“~2

^ 4 c ^4 ’ par ΙΙ·Ε · 1 · 1 *
T

^ 1 3 C ^4 * ^  en de considerer les
revetements etales π : C = C U F, U F0 -- ► C = C U  F , ouο 1 2 o
π : C -- ► C est dans yΛ n , F, , F0 et F sont des courbesο ο o 4,0 1 2
elliptiques isomorphes, coupant transversalement en 1 point C , Co o
et Cq respectivement, et est une courbe superelliptique de

T  2genre 4, pour en deduire que €^ contient C^kA^ . II ressort alors
2de la demonstration de II.D.1.4.2 que €^ est de dimension 6 , done 

qu’il est dense dans A^ .

On en deduit :

M => q_1(^) U q ~ V 1)3) ·

La variete M contient done toutes les composantes de 
1’ intersection DnD’n/^(4,8 ).

Maintenant, (4,B) est un diviseur de Cartier irreductible

ample sur Λ^(4,8) (cf. par exemple [Ig 3]). II rencontre done la

variete Μ 7- et dim Μ7" Π (4,8 ) > 7 . Comme le compl6 mentaire de

A^(4,8) dans Λ.^(4,8 ) est de dimension 6 , on en deduit que 
Μ ’ Π /^(4,8 ) est non vide et de dimension > 7. Or on a :

M 1 n (4,8) c d n D’ η /̂ (4,8) = Μ n /̂ (4,8)
- q  l(xp  U  q X U 1 ) 3 ) ·

II existe done une composante Z de q ^(#’) U  q (̂Λ., ~) quiI, o
est contenue a la fois dans M et dans M*, done qui est dans le lieu 
singulier de DOD*. Or le critere jacobien montre que si une variete 
abelienne (Α,θ) correspond a un point singulier de DTlD*, alors 
Sing θ contient (au moins) deux points d ’ordre 2 et, soit les o6 nes 
tangents en deux de ces points sont egaux, soit la multiplicity de 
l’un deux est > 4  .

Comme q(Z) est soit , soit ^ , il suffit de verifier
qu’aucune de ces deux conditions n ’est satisfaite en un
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point generique de chacune de ces families pour aboutir a une 
contradiction.

Sur une jacobienne hyperelliptique, les 10 points d ’ordre 2 de
Sing β correspondent aux systemes lineaires g9+ w . , 1 < j < 10 , ou

 ̂ J
les sont les points de Weierstrass. Ils sont de multiplicite 2 et
les cones tangents a e en ces points sont d’equation

2 2 2 1 (s u.)(s,u.) - (s s,u.) , ou s , s, , u. sont des sections de g0o j 1 j ο 1 j ο 1 j 6 2

telles que {s ,s.,} engendre H°(g9) et div(u .) = 2w . (cf. 1.2.4). 
Ο I  Δ J J

Ces 10 quadriques sont distinctes deux a deux.

Sur un produit ExJC , ou C est une courbe lisse non
hyperelliptique de genre 3, les 28 thetaconstantes nulles
correspondent aux points d’ordre 2 du diviseur e de JC . Les cones
tangents sont reductibles, reunion de T JC et de E x T e . Les 28x x
hyperplans T^e correspondent aux 28 bitangentes a la courbe 
canonique de C , et sont done distincts deux a deux.

- 1 “TOn a done montre par l’absurde que DnD’ = q (C^) > done que :

* <2) - 7null ' 4 '

ce qui prouve (i).

Pour montrer les deux autres points, on utilise la description
TII.E.1.1 de C^ (adherence dans Λ^). Avec les notations de cette 

partie, on a :

C4~A 1,3~A2,2 = C4 U *4 U *4 U *1,3 U *2,2 U *1,1,2 U *1,1,1,1 *
(3)En vertu de i), 0nujj es  ̂ de dimension pure 7. Un element

2 2generique est done dans 3 * ^4 * ^ 4 OU ^ 4 * derniere
famille est exclue par II.E.4.2. Par II.E.4.1, un element de

2 = Pr(^g q ) a 3 Uie taconstantes nulles si, pour 1’element de ^
correspondant, A est somrae de deux elements de |δ| . La famille 
correspondante est determinee par le choix d ’une courbe elliptique
E , de eePic4E , δ ’€ ( Ρ ΐ Λ )  [2] et P1+P2+P3 +P4 · P5+P6+P7+P8 € l6 l ’ 
elle est done irreductible, ce qui prouve ii).
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Pour prouver iii) et iv), on va examiner les nombres possibles de 
thetaconstantes nulles pour les elements des families ci-dessus. On 
commence par en reduire la liste. On rappelle que C^ es^
famille des varietes de Prym (au sens de [Mu 2]) associees aux 
structures superelliptiques sur des courbes lisses de genre 3. C ’est
un sous-ensemble irreductible de A n /0> .

2 ,(2 ;

Lennne 2. On_a Λ2,(2) ~ C2,(2) '

i r r■  Soit P un element de A^ ® 1111(3 court>e elliptique
2quelconque. L’element de Λ., n construit a l’aide de E et P est
i, i-

irreductible par A2.2.3. C ’est done la jacobienne d’une courbe lisse 
C de genre 3, qui admet une structure superelliptique C -♦ E (cf. 
par exemple II.C.1.2) dont la variete de Prym associee est P . ■

La courbe E de la demonstration ci-dessus est quelconque. Pour
i rrP f £2 ) quelconques, on peut trouver deux morphismes C ’ E ,

C" -♦ E , avec la meme courbe E , de varietes de Prym respectives P* 
et P". On en deduit (II.D.1.5) :

/ ’ i r r  = c2 
2 ,2  2,2

e t  ( c ^ - « 4 ) η Λ^ΓΓ = U  K j  u  * 2 >3 u  c 2 >2 .

On examine tour a tour ces families dans une serie de lemmes.
2Lemme 3. Les §lements de C^ ne peuvent avoir plus de 8 

thetaconstantes nulles.

■  On a vu (II.E.4.1) que le nombre de thetaconstantes nulles est 2 
plus le nombre de decompositions de Δ en somme de deux elements de
M  ·

On suppose que δ = Ρ^+Ρ0 +Ρ^+Ρ^ = P^ + Pg+P^+P^ . Pour chaque autre 
decomposition Δ - Δ^Δ^ , on peut supposer quo #Δ^ Π (1,2,3,4} = 2 . 
Lorsque Δ  ̂Π fl,2,3,4} est fix§, Δ  ̂ ne peut alors prendre que deux 
valeurs distinctes. Enfin, changer Δ  ̂ en Δ-Δj donne la meme

decomposition. On obtient done au maximum (2 )x2xl / 2  = 6
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autres decompositions. II est clair qu’on est alors dans la situation 
suivante (quitte a reordonner les ) :
Vi<j € {1.... ,4} P.+PJ = p1+p2 +p3 +p4 “pi_pj

E P4+ifP4+j Ξ P5+P6+P7+P0_P4+i_P4+j 
= >  2P.+2P. ξ 2P4+ .+2P4+j * β
= *  P. = P,+€. , P.^. = PK+£’.J 1 J 4+j 5 j

avec E [2] = {& = {<= .
Si on revient a la premiere equivalence, on obtient :

i = l = »  2P1+e. = 2Pc+e ’.1 J 5 j
1 < i < j ==> 2P, +£.+€. Ξ 2PC +6, ! +6 \ .1 i j 5 l j

On a done e . =e! soit 2ΡΊ = 2PC . Le point ?r est alors egal ai i  1 5  5
l’un des points °U ^4 ’ Contradiction. a done au plus
2+1+5 = 8 thetaconstantes nulles.

II est a noter qu’en prenant :

P. = P., +€ . , P/ι,. = Pr- +€ .l 1 l 4+1 5 l

pour i - 1,...4 et E [2 J - , on obtient une variete
abelienne avec 8 thetaconstantes nulles et que e'est essentiellement 
la seule fagon de les obtenir. ■

2 2Lemme 4. Les elements de U ~ ne peuvent avoir plus de 8t 1 j o
thetaconstantes nulles.

•  Les varietes abeliennes concernees sont les varietes de Prym de
certains revetements d ’une courbe C obtenue a partir d ’une courbe
hyperelliptique H de genre 3 et d’involution hyperelliptique τ en
identifiant Q a Q , et rO a τQ, (II.E.l). ο 1 o 1

Le nombre de thetaconstantes nulles est 2 plus le nombre de 
decompositions (II.E.4.2 ) :

Q +Q,+x+y = w.+w.+w.+w„ , ο 1 l j k t

ou w., w., w., w, sont des points de Weierstrass distincts sur II . 
l j k €

On suppose qu’on a une telle decomposition pour {i,j,k,£} = {1,2,3,4} 
et on cherche les autres ensembles d ’indices possibles.
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1) Si {1,2,3,5} convient, alors x=w^ et {1,2,4,5}, {1,3,4,5} et
{2,3,4,5} conviennent. Si encore un autre ensemble d*indices
convient, on peut supposer (quitte a prendre son complementaire) qu’il
rencontre {1,2,3,4,5} en trois points. On en deduit que y est un
autre w. , par exemple. Mais on a alors :

l b

V Q1 Ξ W w3+iV w5'w6 Ξ w7+w8 ’

ce qui est impossible.

On done au plus 5 decompositions dans ce cas, soit 7 
thetaconstantes nulles.

2) On suppose maintenant que deux ensembles d*indices qui conviennent 
se rencontrent en deux points. Comme pour les elements de ^  g , on
obtient ainsi 7 decompositions possibles. Si toutes les 7 
conviennent, on a alors
ir(Qo+Ql)eT = e.et .e£(.et„.efe+t).e£+fel,.et ,+fe„.ee+t)+t„ , avec 
e = w +w -w -w4 , = w +w2-w5-w6 , e" = W^+Wg-Wg-W.j . L’ensemble T 
contient alors les 8 points distincts

3Q +Q..+ {0,t ,£+e" ,e ’+£",£+€’+€."} . Comme θ =6 , on eno 1
deduit que 1 * intersection de 3 quelconques de ces translates de θ 
est de dimension 1 , done que 1 * intersection de 2 est 
reductible. Ceci n ’est possible que s ’il existe un morphisme de degre 
2, p:H -» E sur une courbe elliptique (utiliser II.B.l). On a alors 
e ,e ’ * ,β+e” ’+<lm ,t+£ ’ € p*E[2] , ce qui est absurde.

On a done au plus 2+6 = 8 tlietaeonstantes nulles. ·

Avant d’enoncer le lemme suivant, on va introduire un
osous-ensemble ίβ“ de Λ , construit de fa^on analogueg1 (--..g4 g1+---+g4

2a A . Soient, comme en A2.2.1, (X.,M.) € A ,0. pour
gj»···»^ 1 1  g ^ ^ ;

i = 1,...,4 et ou et β  ̂ des generateurs de Le quotient de
Xj x x )î  x par le sous-groupe engendre par (a^,a9, 0 ,0 ),
(0 ,0 ,a3 ,a4 ), (a1 ,0,/33 ,/34) et ( p ^ p ^ a ^ O )  , est une variete
abelienne principalement polarisee ; le sous-ensemble de A gi+...+g4

2ainsi construit est. note ® . 1 1  est contenu dans
.... £4

g^ +&21 g^ > g^ gĵ * ̂ 2 ' ̂ 3+^4

I I I
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Par exemple, Λ., , , , est 1*ensemble des varietes de Prym
1 I 1 1 1

associees aux revetements admissibles des courbes du type (A2.3.7)

2

correspond

toutes les courbes etant des IP̂  .

I l l

auxI Δtoutes les courbes etant des P  , tandis que 35, ,
I · * ·> ■ * ■  I

reveteraents de :
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Lemme 5. Les elements de C^ 2 ne peuvent avoir plus de 10

thetaconstantes nulles. Ceux qui en ont 9 ou 10 sont dans Λ, , , ,

^  * 1,1,1 , 1 ■

2

2

■  Le nombre de thetaconstantes nulles est maintenant 4 plus le nombre 
de decompositions de A en somrae de deux 6 laments |δ| telles que, 
si Ρ.+Ρ.+Ρ,+ΡΛ est l’une d’elle, on ait :

I j k e ’
h°(Q. +Q .+Q. +Q +*7)

1 j k € '

= h° (Qi +Q ̂ +Qk +Q^ +Q1+Q2 +Q3 +Q4 -p*6 1) pa i r.

On verifie que e ’est equivalent a :

# {1,2,3,4} n {i,j,k,£} pair.

On obtient ainsi, comme dans lemme 3, un maximum de 4+6 = 10 
thetaconstantes nulles.

Rappelons l’effet de la construction tetragonale sur les Elements
de g (II.D.3.2.2). Soit Φ:Ε -- ► P^ un morphisme de degre 2. Une
des courbes C ’ obtenues par la construction tetragonale est 
construite de la fagon suivante. Soient C^ et deux courbes

elliptiques revetements de P  ̂  ramifies en ΦΡ^+.,.+ΦΡ^ et 
*Pg+...+*Pg respectivement. La courbe C* est reunion de C^ et 
Cg , qui se coupent en 4 points.

II est facile de verifier que si on a au moins 9 thetaconstantes 
nulles (c*est-a-dire au moins 5 decompositions de Δ ), alors on a une 
relation du type Ρη+Ρ0 = P0+P/i = Pr+Po = P^+Po · Si on prend pour Φ1 L·* O O  ( O
le morphisme associe a ( 7 I***2  ̂’ °n vo^  ^ue ^es cour^es C2

deviennent reductibles, chacune isomorphe a deux copies de P^ sc 
coupant en deux points. La courbe C ’ est alors :

chacune des courbes dessinees etant un P

I I I



143

2 2 La variete de Prym est done dans X, , , , ou dans 33, , , Ί

2Rappelons brieveinent la construction des elements de X ,  , Ί , .
1) 1 , 1 , 1

On part de quatre courbes elliptiques E^, E^ , et E^ . On choisit
des generateurs a. et β . de E.[2] . Le quotient de

J J J
Ej x E9 x x Ê  par le sous-groupe engendre par (α^,α^,Ο,Ο),
(ο^,Ο,ο^,Ο), (ο^,Ο,Ο,ο^), (β1 ,ρ2 ,Ρ3 ,Ρ4 ) est une variete abelienne

2principalement polarisee, element de A^ i \ \ -

Lemme 6 . On a X? , „ , c Θ ^ ! * ΓΓ . Les sous-varietes ----- ---- 1 ,1 ,1 , 1 null -----------------
X? , , , Π Θ ^ Ι λ pour 6 < p < 10 sont irreductibles de dimension 

1 ,1 ,1 , 1 null --- “ - --------------------------------
2(10-p). En particulier, un seul element de X a 10J- > -*-»t, 1

thetaconstantes nulles.

■  On a une isogenie π : E^ x Ej x E^ x E^ -- ► A . Soit o^
l’element neutre de E. et M. le faisceau inversible symetrique

J J

Cf (2o.). On choisit a .  et β . dans ^(M.) d’ images respect ives a .
J J J J J

et β. dans H(M.) = E.[2] , tels que = β̂ . = 1 , a jQ .a jQ . = -1 
J J J J J j J »J J

Soit s. une section de M. invariante par a . , et t. = /3..s. . On 
J J J J J J

a div (s.) = x. + (x.-kx.), avec 2x. = a. . Une equation de 1’ image 
J J J J J J

inverse dans E^ x x E^ x E^ du diviseur theta de A est 
s = s^gsgs + t^t9tgt^ . Soit (yp*..,y^) un point singulier de 
div(s). On distingue deux cas :

i) Si 2y^ * 0 , alors s ^ y p t ^ y ^  -s^y^H  ̂ (γ^) * 0 (on designe par
un point la derivation par rapport a un parametre local sur les 
courbes Ê  ). On a done (y2 ) s 3 ( y3 ) s 4 (y4 ) = t9 (y9 ) tg ( y3 ) t̂  (y4 ) = 0 .

lSi s2 ^y2 ^ 2 ^y°̂ * 0 ’ alors s3^y3-s4^y4^ = t3^y3^t4^y4^ " 0 * 0n a 

par exemple ^(yg) = 4̂ ( 4̂ ) = 0 . En particulier, y^ et y^ ne sont
pas d’ordre 2 .

I l l
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2. On a done par le meme methode s^ (y^)s3 (y^) =

11 ^ 1 ^ 3 ^ 3  ̂ = sl ^ yl ^ s4 ^y4  ̂ = t l ^ yl ^ t 4 ^y4  ̂ = 0 ’ ce qui  est
impossible. On a done montre que pour chaque j <= {2,3,4} , on a
s .(y .) = 0 ou t .(y .) = 0 .J J J J

En particulier y  ̂ n ’est pas d’ordre 2 et on a aussi ou
t(y^) nul. Plus precisement, il est facile de voir qu’il faut et il 
suffit que :
^  a<,(l)<yo ( l ) > = s0 (2)(y0 (2)> = 0

= 0 '

On obtient ainsi les 6 points distincts suivants sur A , 
singuliers sur e :

7i(x1+x2+x3+x4+p1+/Ĵ .+£a1). je{2,3,4} , ee{0,l} .

Ils sont d ’ordre 2 puisque 2Zx . = Σ α . est dans le noyau de π .J J
ii) Si un y. est d’ordre 2, il resulte du premier cas que tous les 

J
y. sont d ’ordre 2. Les images de ο. , α. , β. , a.+/3. par J J J J J J
1 ’ application (s t .) : E . -- ► sont A . , -A . , i—  , —  ([Mu 5]J J J J J A . A .

J  J
page 350) avec A .eU = (C -{0,1,-1, i, —i} . Le complexe A. determine la J J
courbe E. , les elements a. et β . , ainsi qu’une theta structure J J J
pour la polarisation de degre 2 sur E. (cf. [Ig 2] ou [V]), de sorte

J
que U est I’espace de modules X^(2,4).

4 2On peut done definir un morphisme surjectif U -- ► Λ., , , , .I > 1 > 1 > 1

Le birapport des quatre elements A , -A  , — , —i .  de est
A A

p ]U  1 J

O

. II est invariant par le groupe G de transformations
A~+l
engendre par A ι-- ► -A et A \-- ► — .A

4 2Le morphisme U -- ► A, , 1 , est done invariant par 1*action du
4groupe G sur ainsi que par 1*action du groupe sym§trique £ ^ .

I l l

Ι σ ( 3 ) (: ( 3 ) } :4)(yo(
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4 (7)L* image cTun element (λ,,λο,Λη,λ.) de U est dans θ ' si1 Δ o 4 null
et seulement si il existe g^,...,g^€G tels que

(7) 21 + g1 (A1 )g9 (A2 )g3 (A^)g/j(A/j) = 0 . L* intersection ®null n Λ 1 1 1 1 

est done 1 *image de 1 * hypersurface irreductible 1 + λιΛ2Λ3Λ4 = ^

de U4 .

(8 ) 2L*intersection 9 π  Π Λ, , , est 1* image des sous-varietes null 1 ,1 ,1 , 1
4suivantes de U

J 1 + λ1Λ2λ3λ4 = 0
| 1 + g1(A],)g2 (A2 )g3 (A3 )g4 (A4) = 0 , 

pour g1(A1)g2 (A2 )g3 (A3 )g4 (A4) € {λ1λ2λ3Α4 , (λ1λ2λ3λ4) 1} .

4En utilisant 1’action des groupes G et ^  , on se ramene aux 
quatre sous-varietes :

I A1A3 " A2A4 " ±i
1 A1A3 = -A2A4 = 11 '

puis a :

(^2 >λ 2 , λ 1 * A 9 ) 
et (A j, A 2 , iA ̂ , iA2) ·

Or la transformation A l·-— ► iA change la donnee (Ε,α,/3) en
4 2(Ε,α,α+/3). Le morphisme U -- ► Λ., Ί . , est done invariant par la■*·)■*■)·*·> ■*·

transformation (A ̂ ,A9 ,A^,A^) I-- ► (iA ̂ , 1Α2 »A^,A^), de sorte que
(8 ) 20null Π ^ 1 1 1 1 es  ̂ de la sous-variete irreductible

4(A 2 »A2 ,A ̂ 2 ) de U .

(9) 2L*intersection 9 Ί, Π , Ί , est alors 11 image de la null 1 ,1 ,1 , 1 0
4 (1 0 ) 2diagonale de U , tandis que θ Ί Ί Π Ί , Ί correspond au casnull 1 ,1 ,1 , 1

I I I
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λ ̂ = λ , λ = -1 . Les courbes sont
isomorphes d la courbe elliptique avec multiplication complexe par i 
(j(E)=1728). C ’est la variete abelienne etudiee par Varley dans [Va].

■

2Le lemme suivant, qui traite le cas des elements de 9S, , , , ,I > I > I» I
termine la demonstration des deux derniers points du theoreme 1 .

2 (4) 2 (7) 2 Lemme 7. On a , c β ,, et 3&, , , . · η 0 ,,<=Λ, , , ,  . ----- ---- 1,1 ,1 ,1 null —  1 ,1 ,1 , 1 null 1 ,1 ,1 , 1

4

■  Avec les notations du lemme precedent, Inequation du diviseur theta 
est maintenant :

s = s ls2^s3s4+t3t4̂  + tlt2^s3s4~t3t4̂  *

Soit (y^,...,y4) un point singulier.
i) Si 2y^ * 0 , on a :

s2('y 2 ^ S3^y3^S4^y4^+t3^y 3^t4 ('y4 ^  = 0

t2(y2)[s3(y3)s4(y4)_t3(y3)t4(y4)] = 0

1) Si S3 (y3)s4 (y4) = ι3 ^ 3Η 4^ 4) = 0 alors y3 et y n e  sont pas 
d’ordre 2 , de sorte qu’on a :

s4 (y4) [s i(yi)s2(y2) + ti(y i't 2 "y2^  = 0

t4 (y4)[s1(y1)s2(y2)-t1(y1)t2(y2)] = 0

s3(y3) [s l(y l)s2(y 2)+ti(y i)t2 ŷ2^  = 0 

t3(y3)[sl(yl)s2(y2)“tl(yl)t2(y2)] = 0 *

d ’ou on deduit s^y^s^y,,) = t ^ y ^ t ^ y ^  = 0 .

Four tout j€{l,...,4} on a s.(y.) = 0  ou t.(y.) = 0 .
J J J J

On obtient ainsi les 4 points distincts πίχ^,χ^^,χ^,χ^+β^),
π (χ l, J<2 +/ 32 * ’ x4 +/34 ) ·π (χχ * x2+/£32 ’ x3+>03 ’ x4 ̂ ,Tr ̂ X1: x2+y02 ’ x3+y03 ’ x4+a4 ̂ ’ 
d’ordre 2 sur A .

I l l
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2) Si par exemple + *-3 ^ 3  ̂ 4 ^ 4 ) * 0 ’ on a s2^y2^ ~ ^
done 2y2 * 0 . De la neme fagon, sj(Yj) es  ̂ nul* ®n a alors :

S 3^y 3^S4^y4'> ~ 13^'3^4^Υ4^ = ° 

s 3(y 3 )s4(y4 ) - t3(y3)t4(y4) = 0

δ3(̂ )έ4(ν  ~~ ^ 9

d’ou on deduit que y3 et sont d’ordre 2. On peut alors supposer
(y3,y4) e {(0 3 ,O4); (0 3 ,/J4)} , soit 1-A3A4 = 0 ou Ag = . II
existe alors un isomorphisme X3 — envoyant a 3 sur . On a
le diagramme suivant (A2.2.3) :

X3 X X3 XJ, * XJ

noyauCa^.otg) ^ \ p  noyauCa^a^)

(Y,M) ,

ou X’ = X3/{0,a3) , a 3 = image de β 3

p(/33 ,/33) = ρ ’(α^,Ο) et p(a3 ,0) = p ’(p̂ ,/0^) engendrent H(M)
2de sorte que (A,e) est un element de j ^  , quotient de 

Xj x X2 x x X^ .

2
ii) Si (Α,θ) n ’est pas dans j χ i > les autres points singuliers
eventuels de © s ’ecrivent done , .. . ,y4 ) avec 2y^ = 0 pour
tout j . On suppose que l’un d ’eux est π(01 ,02 ,03 >04 ). On a alors :

i + a3a4 + λ1λ2 (1-λ3λ4 ) = 0 .

Par ce qui preoede, on peut supposer ^3^4 * en deduit
que tout autre point singulier est parmi {ti(0  ̂,/32 ,a3, 04),
n (0 j ,/J2 ,/?3 ,04 ) ,π ( 0  ̂,/?2 »a 3+P3 »0^) >π(0  ̂ ,a3 ’^4  ̂ ,7T̂ ’^ 2 ’̂3 ’^4  ̂ ’ 

n(0 1 (/J2 ,a3+p3 ,p4)} et qu’il ne peut y en avoir deux. ■

I I I
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PROBLEME DE SCHOTTKY POUR LES

VARIETES DE PRYM ET ENSEMBLES W9o ,
g-6

CHAPITRE IV

IV.A. Varietes de Prym et ensembles Φ , :--------- 1---------  g-6

Nous avons montre en II.D.1.2.5 que la famille Pg des varietes de Prym de 

dimension g etait contenue, pour g>6 , dans l'ensemble d'Andreotti et Mayer :

Wg-6 = ^ € Ag | Dim Sing Θ> g-6} .

Nous allons maintenant preciser ce resultat, en montrant 1'analogue suivant 

du theoreme principal de [An-M] :

Theoreme. Pour g>7 , P̂  est une composante irreductible de W^_g .

L'assertion correspondante pour g =6 est fausse, puisque Pg est de dimension 

18, Ag de dimension 21 et que, pour tout g , est un diviseur de A^ ([Be 1],[Mu 1]).

La methode uti1isee ici est essentiellement celle de [An-M].Andreotti et Mayer 

exhibent une jacobienne de courbe (J,0) avec dim Sing 0 = g-4 , telle que les cones 

tangents a 0 en les points de multiplicity 2 engendrent un espace vectoriel de codi- 

mension (3g-3) dans S T^J . IIs montrent ensuite que ceci entraine leur resultat.

On pourrait employer la meme mithode pour les varietes de Prym. Malheureusement, 

si on sait que pour une variete de Prym generique, on a dim Sing Ξ = g-6 , on ne sait 

pas h ma connaissance decrire un exemple explicite qui verifie cette propriete. De plus, 

le probleme des cones tangents aux points doubles du diviseur theta semble difficile a 

aborder directement.

Pour contourner cette difficulty, on a recours a des degenerescences de varietes 

de Prym, a savoir certaines extensions de varietes de Prym par C* . Via 1'isomorphisme

IV.A
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Ext (P,C*) P , ce sont les extensions qui correspondent a a = 0(r+s-or-as)€ P , ou 

P = Prym(C — v C /σ), r,seC .

On montre au paragraphe 2 que la methode d'Andreotti et Mayer s'applique sur le 

bord de A .On est ramene a etudier Sing(H.Hj, pour (Ρ,Ξ) € P_ . et a comme ci- 
g “ y·1

dessus. Pour ce faire, on a recours a une seconde degenerescence, a savoir le cas ou 

(Ρ,Ξ) est une jacobienne de courbe (JN ,0) € Jg_-j a = 0^(p+q-r-s) avec p,q,r,seN.

On peut remarquer qu'on a dans ce cas dim Sing(0.0a) = g-6 .

A l'aide des resultats des paragraphes 4 et 5, qui decrivent le comportement en 

famille de Sing Ξ et Sing(E.Hj, on met en evidence au paragraphe 6 celles des com-a
posantes de Sing(0.0j qui sont specialisations de la situation generique. II est

a
alors facile de faire les calculs sur ce cas particulier. On conclut au paragraphe 7.

Tout comme qui a toujours des composantes autres que pour g>4 ,

^g-6 a toujcmrs des c°mposantes autres que pour g>7 (cf.A1.4.5.).

Signalons enfin une autre analogie avec la situation pour les jacobiennes. On 

sait que si C n'est pas hyperel1iptique alors son plongement canonique est projec- 

tivement normal (Theoreme de Noether). Si de plus C n'est ni trigonale, ni une 

quintique plane lisse, alors Videal de la courbe canonique est engendre par des 

quadriques (Theoreme de Enriques-Babbage-Petri). On en deduit grace a [Gr 1] que pour 

g> 5 , 1'intersection des cones tangents aux points doubles du diviseur theta dans 

PTQJC <*ΡΗο(0,ΐϋς)* est la courbe canonique. Ceci prouve le theoreme de Torelli pour 

ces courbes.

Considerons maintenant une variete de Prym (Ρ,Ξ) de dimension g> 6 , associee 

a une courbe generique C et η element d'ordre 2 de JC .

La courbe semi-canonique :

X = φ, ,(C) cPH°(C,uv»n)* *IPT P 
γ|ωςβη| C o

est projectivement normale ([Gr-L]). On peut deduire de nos resultats que les cones 

tangents aux points doubles de Ξ engendrent l'espace des quadriques contenant X .

Dans un article actuellement en preparation, nous montrons que pour g>7 ,| —
1'ideal de X dans P^ est enqendre par ses elements de degre 2. En particulier, 

la courbe X est intersection des quadriques qui la contiennent, ce qui fournit 

une demonstration "constructive" du theoreme de Torelli generique pour les varietes 

de Prym (prouve par d'autres methodes dans [Fr-S 1] pour g>6).

IV.A
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§1. Notations, conventions et rappels.

Si C est une courbe lisse connexe, on notera (cf. 1.2) :

Tensemble des diviseurs effectifs de degre d sur C , 

c'est-a-dire le produit symetrique de d copies de C .

Cj = {D€C(d)|ho(C,0(D))>r+1} .

wj = {L€ JdC |h°(C,L)> r+1} .

Un element de est appele un g|J . On notera souvent W au lieu de W°  ̂ · Si 

p , q sont des points de C , on notera :

W n n = {L(p+q) € J9_1C | LeW}
r

= {Le J9_1C | h°(L(-p-q))> 1}

Cida = {DeC(d+2) | D> p+q} .

Spq une section de 0(p+q) de diviseur p+q .

De meme, si D € C ^ ,  on notera s^ une section de 0(D) de diviseur D .

On notera aussi 11 involution L i-> wr»L’̂ de J ^ C  et (-Z) 1'image
π 1

d'un sous-ensemble Z de J9 C par cette involution.

Γ Γ
II existe sur les et des structures naturelles de schema (cf. par 

exemple [A-C-G-H 1] chapitre IV). On a alors :

•Si LewJ\wJ+1 , I'espace tangent TLwJ c TLJdC « H°(C,u)c)* est 1'orthogonal de 

1'image de 1'application naturelle :

H°(C,L)*H°(C,(oceL"1) - ►  H°(C,u>c) .

Γ
• Si C est une courbe generale de genre g , est de dimension p = g-(r+1)(g-d+r),

r+i
irreductible si p > 0 , lisse en dehors de , Cohen-Macaulay (cf. [A-C-G-H 1], 

chapitre VII).

On a utilise, et on utilisera dans toute la suite, la convention qu'un ensemble 

de dimension < 0 est vide.

Ι ϋ ϋ

IV.Λ



§2. Le theoreme d'Andreotti et Mayer et son application aux varietes quasi-abeliennes

151

de rang 1.

On commence tout d'abord par rappeler les resultats du §3 de [An-M] relatifs aux 

lieux de ramification superieurs d1une application analytique. Le theoreme que nous 

enonqons ci-dessous n'apparait pas tel quel dans [An-M]mais est une consequence directe 

des resultats de cet article.

(2.1) Soient X et B deux varietes analytiques lisses et connexes, p : X — ► B un 

morphisme propre et lisse.

Soit D un diviseur de X , S c D  le lieu critique de p ^  : D — > B , 

it : S — B la restriction de p a S .

On notera toujours f une equation locale de D dans X . Pour tout x dans X, 

on a une suite exacte :

0 ->· TSB T?  T? b  - 0 -

ou b= p(x) , Xb = p’1(b).

1
Si x€ 5 , on a par definition i*df(x) = 0 . L'ecriture (p*) (df(x)) a done 

un sens. On notera :

VX6 S Τχ = Ker[(p*)-1(df(x))]cTbB .

Cet espace vectoriel ne depend pas de 1'equation locale f choisie.

On note aussi :

(2.2) S. = {xeS | dim if ̂(π(χ)) > k} ferme analytique dans S
K X

ir|s
k

ii(Ŝ ) ferme analytique dans B .

_ 1
Soit b £ B . On suppose que dim π (b) = k , de sorte que beN^ .

1 r
Soit N une composante irreductible locale de W, en b , S ,...,S les compo- 

_1  ̂
santes irreductibles de (N) qui dominent N . On ecrira :

Γ

S(N) = U S1 Π π"1(b) , 
i=1

IV. A
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de sorte que S(N) est une r£union de composantes irreductibles de dimension k de 

Sb = w_1(b) = Sing Db .

Le resultat est le suivant :

Theoreme 2.3. Le cone tangent reduit ct N en b est contenu dans η T cT.B . 
-------  ----- :---------------  -  ---------------- xeS(N) x b

En particulier, on a :

dim N ·< codim {sous-espace vectoriel de p*T£B engendre par les df(x), xe S(W)}.

■ La demonstration se trouve dans [An-M]pages 214-217. On en reprend ici les grandes 

lignes.

II existe des points x^...x^ dans S(W) tels que :

N
η τ  = η τ  = T . 

xes(w) X o=1 x a

Soit ae{1,...,N} . II existe j(a)e{1....r} tel que :

X € S i(o) .
a

Soit U un voisinage connexe de x dans Par semi-continuite inferieure,
a 3 a · · ’

on peut supposer que les fibres de tous les r  : — > M sont de dimension partout 

egale a k et on en deduit comme dans [An-M], parun theoreme de Remmert, que les 

morphismes irJ sont ouverts.

N i( )
L'ensemble Π ttw (U ) est ouvert et tout point lisse y de N dans cet

1 (X
a=1

ouvert a un antecedent dans chaque
a

Les ouverts U peuvent etre choisis arbitralrement petits. Pour toute suite
(n) ex / \

y de points lisses sur N convergeant vers b , on peut choisir des suites 

de points de ττΓ̂(Ν) convergeant vers x , avec π,(χ̂η̂) = y ^ .
K Ot K ct

Par Lemma 8 de [An-M] , on a :

N
τ  , sN c η τ  / x
y(n) a=1 x(n)J a

Si on suppose que la limite des espaces tangents existe on a done :

lim T / i W c I  
n y

IV.A
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Le cone tangent reduit a N en b etant contenu dans la reunion de toutes ces 

limites, on a le resultat. ■

(2.4) Dans tout cet article, on appellera variete quasi-abelienne de rang 1 et de 

dimension g+1 toute extension d'une variete abelienne principalement polarisee de 

dimension g par le tore 1*.

( 1)
II existe un espace de modules grossier A^+| pour les varietes abeliennes prin- 

palement polarisees ou quasi-abeliennes de rang 1 de dimension g+1 ([Ig 1], [Mu 1], 

[Na]).II est reunion disjointe d'un ouvert isomorphe ci A  ̂ , espace de modules des 

varietes abeliennes principalement polarisees de dimension g+1 , et d'un diviseur 

9Ag+,| . II existe un morphisme p  ̂: 9A  ̂ - >  A^ et la fibre de (Α,θ) est iso

morphe a A/Aut(A,0). C'est le morphisme induit sur 3A^+  ̂ par le morphisme de A^j 

dans la compactification de Satake A*+  ̂ = A ^  u Α̂υ.,.υ AQ de A ^  .

II existe une "famille universelle" de varietes quasi-abeliennes de rang 1 au-

dessus de =B , dont nous allons construire une compactification ρ : X — > B .

Soit : 9

• X = (C2-{(0,0)}) χ C9 χ B .

• Γ le groupe Ι*χΖ9χΖ9 qui agit sur X par

(a,p,q).(A,y,z,a,T) = (αλ,αμ exp(-2i/qa) , z+p+iq , a , τ)

• X le quotient Χ/Γ .

• ρ 1'application X — >■ Β , projection sur les deux derniers facteurs.

La fibre de (a,i)eB est isomorphe au fibre projectif IP(Ô (0) φ O^iQ )) sur la 

variete abelienne principalement polarisee (A,0) associee a τ£Η . Le fibre prive 

de ses deux sections canoniques est une extension de A par C*.

/V
On definit un morphisme f : X — ► C par :

f(X,y,z,a,T) = λθ(ζ,τ) + μθ(ζ-8,τ) .

On a :

f((a,p,q).(X,y,z,a,T)) = aX9(z+p+Tq,x)+ αμ exp(-2i/qa)0(z-a+p+xq,T)

= αλ exp i X - V (J_2tqz)0(z»'r)

+ αμ exp(-2iirqa) exp ιπ(-^iq-Z^tz-a) )0(z-a,τ)

= a exp M - V q - ^ q z )  ίίλ,μ,ζ,β,τ).
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Le diviseur D de f est done Vimage inverse d'un diviseur D sur X . On 

prendra f comme equation locale de D .

On prend les notations de la section 2.1, dont on va appliquer les resultats a 

notre situation.

/v» ^
On peut remarquer tout de suite que la fibre de (a,i)eB sous π: S — B est 

{(λ,μ,ζ) | θ(ζ,τ) = θ(ζ-3,τ) = 0 et Vj € {1, —  ,g} λ -̂(ζ,τ) + μ ^-(z-a,x) = 0} .

L'ensemble introduit en (2.2) correspond done a :

{(a,x)€B I dim Sing(0.0j  > k ou dim(Sing G.Sing Θ ) > k-1} .a ~  a —

Pour eviter toute confusion avec les ensembles d'Andreotti et Mayer, on le notera 

i d  i>.

(2.5) On peut remarquer qu'il resulte de [Mu 1] (2.4), pages 363-364, que la frontiere 

de 1'ensemble d'Andreotti et Mayer = {(A,0)eAq+  ̂ | dim Sing 0 >k} dans la com-

pactification partielle est contenue dans la reunion p ^ ( W 9) u 9'W^ , ou

3' W ^  est 1'image de t| par le morphisme B = — ► 9A^+  ̂ .

On appliquera le theoreme 2.3 sous la forme suivante :

Proposition 2.6. Soit f : (A,0) — > T une famille de varietes abeliennes principale

ment polarisees de dimension g , avec T lisse connexe, munie d'une section a .

On lui associe une famille de varietes quasi-abeliennes de rang 1, done un morphisme 

Φ: T 3A j . On pose :

T = u Sing(0. .0. ) c A . 
t€T 1 ’ t

On fait les hypotheses suivantes :

(i) Pour tout te Τ , Tj. est de dimension k et est irreductible pour t 

generique. Une seule composante T° de_ T domine done T .

(ii) Pour t qenerique dans Τ, , on a :

dim(Sing 0.).(Sing 0. ) < k-2 .
V ^

(iii) Pour tout t € Τ , les seuls automorphismes de (Α̂,θ̂.) sont ±id,et a^ 

n'est pas d'ordre 2.
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En particulier, φ(Τ) c 9'Nr|+  ̂ . Soit M une composante irreductible de 9'N?+^

contenant φ(Τ). Alors, pour tout t€ T , la dimension de N en v(t) est inferieure 

ou egale a la codimension de l'espace projectif engendre par 1'image de T° par 

1'application rationnelle :

τ{ = sing(et.etia ) — -»P

2 2

z I---► ....*|f(z»T) » λ9ζ1 ζ'̂ζ’τ) + y§z3z^z'at’̂ ’

—  λ| ^ ζ’τ) + μ| ^ ζ"ν τ̂ = 0 Vl '

■ La question etant locale, on peut supposer T simplement connexe. Grace a l'hypo- 

these (iii), le morph' 

diagramme cartesien :

these (iii), le morphisme φ: T — ► 9A^+  ̂ se releve en ψ: T — ► B . On a un

P =P(OA(0)»OA(0a)) 4 * X

n , i
T --- i— >► B

Considerons Γimage inverse T' de T dans P . La projection h : T' — ^ T est 

birationnelle sauf au-dessus des points de (Sing 0,).(Sing Θ. ). Grace aux hypo- 

theses (ii) et (i), on en deduit que pour tout t€ T , Tj. est de dimension k et 

que pour t generique est irreductible. Une seule composante T'° de T' domine 

done T . Son image par h est T° .

Soit W  une composante irreductible (locale) de T? qui contienne ψ(Τ) et
i r

telle que son image dans 9A^+  ̂ contienne N . On note comme en 2.2 S ,...,S les

composantes irreductibles de tt̂ (N') qui dominent W. Par construction, pour tout
1 r

’ 5ψ(t)___ *5ψ(t) sont ^  comPosantes de de dimension > k . On deduit de

ce qui precede que pour teT g£nerique, on a = T|° pour tout j , de sorte 

que SJ=>’KT'°). On peut alors appliquer le theoreme 2.3. On se place en un point
r*J ™
x =(Xjj,z,a,x) de X au-dessus de xeS^ .Si y*0 , on peut supposer y=1 . Avec :

f  (λ,Ι ,ζ ,a,x) = λθ(ζ,τ) + θ(ζ-θ,τ)

on a :

I  ■ °  ■ " Μ
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iz". = 0 = λΙζ̂ζ,τ̂ + Puist)ue = Sin9 \
J J J

9f 9Θ / \ , 3Θ ( \
3a. ‘ " 3z. * = 3zJZ,T^
J J J

- $ -  - X ^ I z . i l ^ U - a . T )  = [2ίπ(1*δΒ)]·,(Χ5^ - ( 2 ,τ)* J $ r  
jk jk jk ]k Szj:,zk "2jazl

par 1'equation de la chaleur (1.3.14).

On en deduit la proposition par application de 2.3. ■
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§3. Quelques resultats sur les systemes 1ineaires sur les courbes.

Nous avons rassemble dans cette partie des resultats relatifs aux sous-schemas 

wjj d'une jacobienne de courbe lisse dont nous aurons besoin par la suite.

Si C est une courbe lisse de genre g , on adoptera dans ce paragraphe ainsi 

que par la suite la notation :

W = W° c Jg-3C .
9-3

Conformement a nos conventions (1.2), on notera, pour p,q e C :

hi = W+p+q c J9'1C
p . q  M

cjd) = {Dec(d+1) I D> p}

cldi = {DeC(d+2) I D> p+q}
P»M

Proposition 3.1. Soit C une courbe lisse generique de genre g . Alors, pour p et----------  --------------- *----------- --- ---------- --

q generiques sur C , on a : vLePic(C) h (L)>2 = > h  (L (-p-q)) = 0 .

■ On sait ([Gi]) que sur une courbe generique, on a :

h°(L)> 2 = ^ α 2) = 0

=>h°(L2) = 2d+1-g

oil d = deg L .

2i
De plus, si p etait point base de |L | , il serait aussi point base de |L| 

et on aurait :

h°(L(-p))>2 

= 5 -  h°(L2(-2p)) = 2d-2+1 -g = h°(L2)-2 .

C'est une contradiction. On en deduit :

VpeC h°(L2(-p)) = h°(L2)-1 = 2d+g

< = >  h°(wQ«L 2(p)) = 0 .

Considerons maintenant le ferme :

F = {(L,p,q) G JdC x C 2 | h°(L)>2 , h1(L2(-p-q)) / 0} .

IV. A



1b8

Si sa projection sur le facteur C est surjective, il existe une surface Σ ,
2 d 

un revetement fini π = (p,q) : Σ — ► C et un morphisme f : I J C tels que :

Vxei h°(Lx) > 2

h'djjl-plxHW)) = h°(o.c»L;2(p(x)tq(x))) > !

ou Lx =f(x).

II r£sulte de ce qui precede que ίι°(ω£βίχ̂(ρ(χ))) = 0 , done que 

h°(Mc«i;2(p(x)+q(x))) = 1 .

A tout x dans Σ , on peut done associer 1'unique element D de 
-2

|ωΓβί (p(x)+q(x))| . On a alors un morphisme :
L X

g : Σ — *■ C(29-2d) 

x I— >■ D
x

et q(x) {£ Supp D . Si on fixe q(x) = q , on a un morphisme
Λ

Iq = ir ^(Cχ {q}) — ► c ^ - 2d) -j >image ne rencontre pas le diviseur ample 

^(2g-2d-1) ^  2g-2d) ([pu.|_] [_eni(na 2.7), n  est done constant egal a D , avec
Η H

qi Supp 0̂  . On a :

Vxei Lx2(p(x)+q(x)) = ως1(0ς(χ))

ο -1
done aussi ίχ (p(x)+q(x)) = (D (χ)) · en deduit que D p ^  est constant egal

a D . Mais on doit alors avoir p(i Supp D pour tout p , ce qui est absurde. La
2

projection de F sur C n'est done pas surjective, ce qui prouve la proposition. 1

2

Proposition 3.2. Soit C une courbe lisse generique de genre g> 6 . Alors, pour p 

et q generiques sur C , W .Sing 0 est irreductible reduit de dimension g-5 .

φ
Sa classe de cohomologie est ^  .

■ Considerons les images inverses de Sing 0 et de kl „ dans C^"^. La premiere
1 (a-3)

est , irreductible de dimension g-3 , la seconde est Cp , lieu des zeros

d'une section d'un faisceau localement libre ample de rang 2 ([Fu-L] Lemma 2.7). Leur

intersection T , de dimension pure g-5 pour (p,q) generique, est done connexe en

codimension 1 pour g-3> 2 ([Fu-L] ou [A-C-G-H 1] p. 314). Si T est reductible, il

est done singulier en codimension 1. Comme le morphisme C ^ " ^  — > 0 est un isomor-
1 p . q

phisme hors de (t j) , qui est de dimension g-7 par 1.2, sa restriction k T 

est un isomorphisme en codimension 1 et I'image de T , a savoir Wp ^.Sing 0 , est
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aussi singuliere en «dimension 1.

Soit L un point generique d'une composante Z de Sing (WD α.Sing 0) de
9 1 * λ

dimension > g-6 . Comme dim = g-9 et dim W ^  = g-8 , on a h (L) = 2 et 

h°(L(-p-q)) = 1 . Si De |L(-p-q)| on a les egalites (cf. notations 1 ) :

H°(L) = CsDspq . Cs2

Η0(θ)ςβί = Ct,| Φ lt̂

TL Sin9 Θ = ίν ρςΙ1 ’ V p q ^  ’ s2l1 ’ *2*2}1 

H°(L(-p-q)) = CsD

TL Wp,q = {sDt1spq ’ sDt2spq ’ SDt}i *

Mais L est singulier sur Wp q.Sing 0 et lisse sur Sing 0 et sur Wp  ̂ . On 

a done Sing 0 c Wp et, quitte a modifier t et t̂  :

(3.3) sDt = s2t1 .

Soit F la partie fixe de L . On suppose d'abord que p,q£Supp F . On peut 

ecrire :

D = F+E 

div s,| = p+q+F+E

div S£ = F+M avec Supp Mn Supp{p+q+E} = 0 .

L'egalite (3.3) s'ecrit alors :

sEt = sMt1 .

Done t est nulle sur M et s'ecrit t=s^u , avec 

ueH°(oiceL'1(p+q-M)) = H^K^M+p+q-F) c H % c-2M+p+q).

Mais, par proposition 3.1, pour un choix generique de p et q , ce dernier espace 

est nul pour tout M tel que h°(M)>2 . On obtient done la contradiction t=0 .

On ne peut pas avoir p+q<F car h°(L(-p-q)) = 1 . On a done par exemple 

p e Supp F , q ̂  Supp F et :
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F = p+G 

D = G+E 

div ŝ  = p+q+G+E

div S£ = p+G+M avec Supp Μ n Supp{q+E} = 0

On a alors :

SEt = smV i ’

Comme dans le premier cas, t s'ecrit t = ŝ u avec 

u€H°(o)j,eL ^(p+q-M)) c H°(K̂ -2M+p+q) = 0 . Contradiction.

On a ainsi montre que ^.Sing 9 est non singulier en codimension 1 done 

irreductible.

Sa classe de cohomologie est calculee en 3.7. ■

Proposition 3.4. Soit C une courbe lisse connexe de genre g> 5 , non hyperelliptique. 

non trigonale et non superelliptique, p et q des points distincts de C .

On considere 1'application rationnel1e :

φ : Sing 0 ~ > P S 2T*JC * P S 2H°(C,u)c)

x€ Sing2 0 (->· τ* (cone tangent en x _a_ 0).

Alors 1'espace projectif engendre par V  image de  ̂n Sing 0 est de codimensionμ j L| ---- —---
39' 2 · c'est 1 'espace projectif des quadriques de |u>c|* contenant la courbe canonique 

et la corde pq .

■ Soit XcPH°(C,u)c)* = P 9"1 la courbe canonique de C , Ιχ 1'ideal de X dans P 9’1. 

On sait par [Gr 1]que 1'application rationnelle :

ψ : Sing 0 ~>PH°(Ix(2))cPS2H°(C,u)c)

induite par φ est non dSg^n£ree et est associee a un sous-espace vectoriel V de 

H (Sing 0 ,0(0)). Soit <pq> la droite pq dans P 9 \  pour p,q€ X , et

Hp,q =PH ^Xu<pq>^2^  cIPH° (V2))· Sous nos hypotheses, 1'intersection des quadriques 

contenant X est la courbe X elle-meme, sauf si C est une quintique plane (g=6), 

auquel cas c est la surface de Veronese dans P^, qui ne contient pas de droite (cf.

[SD ]). On en deduit que H est un hyperplan de PH°(IV(2)).
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On va montrer que :

(3.5) ψ*(ΗΜ ) = Wp q.Sir.3 Θ * (-Wp>q).Sing Θ = Dp>q .

On en deduit alors la suite exacte :

0 - ►  H°(Os1 e) -*■ H“(0Sj„g θ(θ)) "**■ (θ)) ·
3 3 P,q

qui montre que l'espace vectoriel engendre par ψ(Μ nSing 0) = ψ(ϋ ) est
PjH

r(V) = Hp , ce qui termine la demonstration.

L'egalite (3.5) resulte des deux lemmes suivants, joints au fait que la classe
1 4

de cohomologie de Sing 0 est τ*θ ([Gri-H] p. 358) done que celle de ψ*(H ) 
i c P>H

est .

Lemme 3.6. On a 1'eqalite ensembliste :

φ' , ( Η ρ , ς ) “ tWp , q U ( - Wp , q)lnS1"9 ® ·

■ Soit tout d'abord L€ W nSingo0 . On a les bases suivantes :
p.q 2

H°(L) = Is s } Ct
pq

H % ceL'1) = Is' * Ct1 .

Alors φ(ί) = (s ss').(tt')- (s st').(s't) correspond a une quadrique conte-
r Η ί H

nant la courbe canonique X et la corde <pq> .

Reciproquement, soit Le Sing90 , {s,t} une base de H°(L), {s',t'} une base
1 L

de Η (ωςβί- ), que 1'on peut choisir telles que s(p) = s'(p) = 0 . Si LgWp , on a 

aussi t(p)s(q)*0 . Si la quadrique φ(ί) = [(st').(ts')-(ss').(tt')] contient la 

droite <pq> , on a :

(st')(p)(ts')(q) + (st')(q)(ts')(p) - (ss')(p)(tt')(q) - (ss')(q)(tt')(p) = 0

= ►  s' (q)t' (p) = 0

-1
=>· s' nulle en p et q , ou p point base de u^eL

~ U ( - V q > · ·

Lemme 3.7. Sous les hypotheses de la Proposition 3.4, W .Sinq 0 est de dimension
1 5

pure g-5 et sa classe de cohomologie est .
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■ II decoule de [Te]que sous nos hypotheses, Sing 0 est irreductible de dimension

g-4 . Si on avait Sing 0 c W , on aurait :
P»H

vr.se C Sing Θ c 0ptq.r.s ,

ce qui ne serait possible, d'apres [We 2], que si :

ax.yeC p+q-r-s = x-y

= >  dim wj > 1

= >  C hyperelliptique par [Ma].

On a done dim(W .Sinq 0) < g-5 . Grace a la construction de [Ke-L], il est
p *q 1 . ,

facile de voir que W .Sinq 0 est toujours de codimension < 5 en tout point done 

qu'il est de dimension pure g-5 dans riotre situation. On peut aussi calculer sa 

classe de cohomologie w . Avec les notations de [Gri-H] page 352, on a :

w = a * ^  2)

= (̂-σ .̂σ  ̂+ OyO^)

- J_fi2 . J_fl5
- - θ.̂-θ + 2|θ . £ j “ "24

■

Proposition 3.8. Soient C une courbe lisse de genre g non hyperelliptique, non tri- 

qonale et non superelliptique, p,q,r,s quatre points distincts de C , a le point 

de JC correspondant a L. = 0r(p+q-r-s). Alors on a T egalite entre cycles :

0 .Sing 0 - (W .Sing 0) + ((-W J.Sing 0) .
α P 5H '

■ Soit u (resp. v) une section de Oc(r+s) (resp. c>c(p+q)) de diviseur (r+s) 

(resp. (p+q)). Le noyau du morphisme :

H°(L) · H°(L»L"1) (>υ>··ν-1» H°(L(r+s))
a

est isomorphe a H°(L(-p-q)). On a done :

h°(L(r+s)) + h°(L(-p-q)) > h°(L) + h°(LeLab

et par Riemann-Roch, si deg L = g-1 :

h°(coc«L’1(-r-s)) + h°(L(-p-q)) > h°(L) + h°(L»La1) - 2 .
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On en deduit l'egalite de l'enonce, au point de vue ensembliste. L'egalit£ entre
A

cycles decoule alors de 3.7 et du fait que la classe de Sing 0 est · ■

Lemme 3.9. Soit C une courbe lisse generique de genre g> 6 , p et q deux points 

generiques sur C . Alors W n (-W )n Sinq 0 est de dimension < g-6 .
3---- 3------ ---------- p,q p,q 3 -------------------

■ Au vu de la Proposition 3.2, il suffit de montrer qu'on ne peut pas avoir :

Wp ^n Sing 0 c (-W^ pour p,q generiques. Si c'etait le cas, on aurait, pour 

p,q generiques :

VMewJ o M(p) €W n Sing 0
9"^ PjQ

= >  h°((oceM"1(-2p-q)) > 1 

==► h°(cjc*M"1) > 4

= >  h°(M) > g-2+1 -g+4 = 3 ,

1 2 1 
ce qui est impossible puisque n'est pas contenu dans (par 1 , W 2

n'est pas vide puisque g > 6). On a done une contradiction. ■

Proposition 3.10. Soit C une courbe lisse non hyperelliptique de genre g>6 . Alors,

pour p , q , r et s generiques sur C , W n.(-W. J  est irreductible de dimension
r p,q
A

g-5 . Sa classe de cohomologie est 6^· . Son image par 1'application de Gauss

0 -->PT*JC = | |  est |ω̂(-p-q-r-s) j ^ P 9"̂  .

■ Soit 0 11 application naturelle. On pose :

Z = {D€C^9*3  ̂| II existe Ee |Kc-p-q-r-s| avec E> D} .

On a alors Wn fl (-W J  = φ(Ζη ). Pour p,q,r,s generiques, |H| = |Kr-p-q-r-s|
P r j b κ 5H ^

n-5
est un g)j g et il est classique que Z est de dimension g-5 ([A-C-G-H 1 Lemma

3.2 p.342),connexe pour g>6 par [Fu-L]. Si |H| avait un point base x pour tout 

(p,q,r,s)€ , les 0(p+q+r+s+x) decriraient une sous-variete de dimension > 3 de
1 II

Wg et C serait hyperelliptique par [Ma]. On peut done supposer |H| sans point base.

II est alors classique ( [A-C-G-H 1] page 112 ou II.B.6) que Z est irre

ductible si <f>|̂| : C — > * P ^  est birationnelle.

Pour g>7 , cela decoule du fait que 1'application canonique est birationnelle
~ r 1

et qu'une courbe non degeneree dans P (r>3) a au plus » trisecantes ( Ex. L.1
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p. 152 de [A-C-G-H 1]) : la projection depuis un point generique de la courbe est 

done birationnelle.

Pour g =6 , ce n'est jamais le cas et on adopte une approche un peu differente

Z etant connexe, il en est de meme pour W n (-W ). II suffit done de montrer
P ' jS

que cette intersection est lisse.

Soit L€Wn n ( <  J. On a : 
p,q r,s

H°(L(-p-q)) = Cu 

Η°(ωςβ L  ̂(-r-s)) = I u 1

Λ 1
H (u)c «L (p+q)) = Gu's ® Cuj ® Cû

H°(L(r+s)) = ^uspqrs» <Cû φ XU2 .

On a done, dans T^JC =* H°(C,<jOq)* :

tl"p,, = <uu' W s  * uui · UU2>X

TL^ , s ) = <uuV S ,“' V uV 1 ·

Si W n.(-W ) n'est pas lisse en L , on a une relation du type uuNu'u. .

On ecrit :

div(u) = E+A div(u') = E+B avec AnB= <j> 

div(u^) = F+C div(uj) = F+D avec Cn D = φ.

On a alors A=C et B=D , de sorte que :

F = p+q+r+s+E 

2E+A+B s K̂ -p-q-t— s .

On remarque aussi qu'on ne peut pas avoir F > p+q+r+s , done que h°(F)>2 .

1 1 
Si deg E = 1 , F est un g,- . On a alors dim Wr ^ 3 done C hyperelliptique

([Ma]).

Si deg E > 2 , 2E+A+B+S correspond a une bitangente a la courbe 
~ 2

Φ|κ _p_q_r|(C) c P  , ou a une droite passant par un point de multiplicity > 4 . Connie 
C
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?
une courbe de P n'a qu'un nombre fini de bitangentes, c'est la deuxieme possibilite 

qui est generiquement verifiee i.e. h°(Kj,-p-q-r-2E) > 2  . Ceci contredit le fait que 

dim < 0 .

On a montr£ que Wp q*(-Wr s) est lisse connexe done irreductible.

L'application de Gauss induit sur Z 1'application birationnelle :

z |«c|

D I— > (D+p+q) + (D'+r+s)

ou D'£ |ω̂(-p-q-r-s-D)|

dont Γimage est |H|c|ω̂| .

Enfin, pour calculer la classe de cohomologie, on applique les resultats de [M]

( ou de [A-C-G-H 1] Chap. VIII). Avec les notations de loc. cvt., on a :

[Z ] = η2.coefficient de t2 dans (1+nt)"^e^ θ 
P jH

= η2(η2 - ηφ*θ + ̂Φ*θ2) ,

et :

5

[Wp^.{~Wr,s) = φ*^η4_ Π3Φ*Θ + ̂η2ψ*θ2) = -̂θ5 - ̂ ·θ4.θ + ̂ jj-θ3.θ2 = β|γ . ■
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§4. Etude des singularites du diviseur theta d'une variete de Prym generalisee.

Dans [Be 1]§3, Beauville a etendu au cas des courbes singulieres les resultats de 

Mumford sur les singularites du diviseur theta d'une variete de Prym associee ci un 

revetement double etale de courbes lisses. Neanmoins, il ne considere que les revete

ments satisfaisant a la propriete (*) de loc. cvt. (page 157), c'est-a-dire le cas ou 

il n'y a pas de composantes echangees par 1'involution.

Nous montrons ici qu'on peut facilement etendre ces resultats au cas general des 

revetements satisfaisant a la condition (**) ci-dessous, qui donnent toutes les 

varietes de Prym generalisees.

fSj
Soit C une courbe connexe de genre 2g+1 , avec au plus des points doubles 

comme singularites, munie d'une involution σ , et C la courbe quotient. On suppose 

la propriete suivante verifiee :

rsj
' - a n'est l'identite sur aucune composante de C .

- Les points fixes de a sont des points doubles de C et les deux branches 

(**) ) ne sont pas echangees.

- Le nombre de composantes de C echangees par a est egal au nombre de 

points doubles de C echanges par σ .

Par Lemma 5.1 de [Be 1] C est de genre g+1 et P° = (Ker Nm)° c JC est une 

variete abelienne de dimension g .

Proposition 4.1. Soit M un faisceau inversible sur C tel que Nm Μ= . Alors la 

fonction :

L i— ^ h°(L β M) mod 2 

est constante sur P° . II existe un tel faisceau M avec h°(M) nul.

■ La demonstration de la premiere assertion est identique a celle de la Proposition 

3.4 de [Be 1].On montre maintenant 1'existence de Μ . II est clair que pour tout 

multidegre d sur C , il existe un multidegre d sur C tel que
rsj

Nm(Pic-(C)) c Pic-(C). Comme de plus Nm: JC — JC est surjective, il existe un 

faisceau inversible M sur C tel que NmM = u)(, .

0
Si H (C,M) est non nul, on montre comme dans Step II, Lemma 3.2 de [Mu 3] qu'il 

existe x lisse sur C tel que :
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h°(C,Me Ο̂(χ-σχ)) = h°(C,M) -1 .

On peut done trouver M tel que Nm Μ = ω̂ , H°(C,M) = 0 . ■

II peut arriver qu'aucun M verifiant Nm Μ = , H°(C,M) = 0 ne soit de la 

forme tt*Lo (cf. exemple du §6 et comparer avec Proposition 3.10 de [Be 1]).

On fixe a partir de maintenant un tel M et on definit Pic^(C) comme le trans

late de JC par M : e'est la composante connexe de Pic(C) formee des faisceaux
rsj

inversibles sur C de meme multidegre que M . On definit aussi :

P = composante connexe de {L G Pic (C) | Nm ί = ω̂} contenant M

0 = {Le PicM(C) | h°(L) > 1] .

rj M
Alors 0 est un diviseur de Pic (C) (Proposition 2.2 de [Be 1]). On a : 

Proposition 4.2.

• P = {L€ Pic^(C) | Nm L = u^ , h°(L) pair}

• 0|p = 2Ξ , avec Ξ = {L e P | h°(L) >2} .

■ Pour demontrer le premier point, on remarque d'abord que 1'inclusion c resulte de 

4.1. Ensuite, il resulte de la demonstration de 5.4 de [Be 13qu'on est dans l'une des 

situations suivantes :

- ΟΑυσΑ avec #ΑΠσΑ = 2 , auquel cas Nm: JC — JC a un noyau connexe egal 

a P°. En particulier P = {LePic^(C) j Nm L = ω̂} .

- II existe une composante de C invariante par σ et Ker Nm a deux compo

santes connexes P° et P̂  .Si L € P° et si x est sur une composante de C inva

riante par σ et est lisse sur C , on a :

h°(L« C^(x-ox)) = h°(L) ± 1 ,

1 Λ

soit L e ί)̂(χ-αχ) e P et h (L) est impair pour L e P . Ceci montre le premier point. 

La demonstration du second est identique a celle de 3.10 de [Bel].·

Les singularites de Ξ sont de deux types :

• soit h°(L)>4 .

• soit h°(L) = 2 et pour toute base {s,t} de H°(L), on a :

IV.A



Les premieres seront dites stables, les secondes exceptionnelles. On etudie 

maintenant le comportement de ces premieres dans une famille de revetements doubles.

(4.3) Soit C T une courbe stable de genre 2g+1 , munie d'une involution σ 

satisfaisant sur les fibres a la condition (**). On supposera que C est lisse et 

que T est un polydisque. On s'autorisera au besoin a reduire T sans toujours le 

mentionner.

r s j

On note C = C/σ . C'est un espace analytique lisse. II resulte du Theoreme 3.1 de 

[Gro 2] que 1'espace de Picard Pic(C/T) (resp. Pic(C/T)) existe. C'est un espace 

analytique sur Τ , en general non separe, tel que sa fibre en teT soit isomorphe a 

Pic(C^) (resp. Pic(C^)). On a un morphisme norme Nm: Pic(C/T) — ► Pic(C/T).

λ  i v  rsj

On utilisera aussi le sous-espace analytique Pic (C/T) de Pic(C/T), de fibre 

en tGT isomorphe a Pic°(Ĉ .), qui est quasi-projectif sur T ([De] Proposition 4.3).

rsj

Lemme 4.4. II existe un faisceau inversible M sur C tel que :

(i) Nm Μ = ω^τ

(ii)vteT H°(Ct,Mt) = 0 .

■ Soit V un diviseur de Cartier effectif sur C tel que 0̂ (V) = et tel que 

la restriction de V a CQ soit somme de 2g points distincts lisses sur CQ .

Quitte a reduire Τ , on peut considerer V comme somme de 2g sections de C — ► T 

qu'on peut remonter en des sections de C — > T . Ceci donne un diviseur de Cartier 

effectif V sur C et M = 0[V) satisfait a (i).

Comme dans la demonstration de 4.1, il existe des points x®,...,xjjj lisses de 

CQ tels que H°(C0,M0(x°+...+x̂ -ox°-...-ox̂ )) = 0 . On choisit des sections (locales)

x̂ ,...,x̂ l de C ->-T qui prennent les valeurs x°,...,xjjj en 0 . Si ....

sont leur images, le faisceau inversible M»0( Σ (Χ.-σΧ·)) satisfait a i) et ii)
i=1 1 1

(quitte a reduire T). ■

On fixe un tel M et on definit Pic ^(C/T) comme le "translate" de Pic°(C/T) 

par M . On lui associe une variete de Prym :

163

a * s « t  = s e o * t  dans H°(C,L«o*L) = H0(C,cj^) .

F = {L€ Pic (C/T) | Nm ί = wC/j}M 
M,

= U t ePic (Ct ) | Nm Lt = et h (Ct ,Lt ) pair} .
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En suivant la construction determinant elle usuelle ([Kl-L]), on peut d^finir un
Y* Ai

sous-espace analytique (t̂  de Pic (C/T) dont 1'ensemble sous-jacent est

M,
{Lt€ Pic l(Ct) | h°(Ct,Lt)>r+1} .

1 3
On pose alors Ξ = P.W^ et S = P.ft̂  , de sorte que, pour t€ T :

r*J

(Ρ̂,Ξ̂) est la variete de Prym associee au revetement .

^ Sj. est 1'ensemble des singularites stables de Ξ̂. .

On a alors :

Proposition 4.5. Le sous-espace S de_ P est vide ou de codimension partout < 6 .

■ On fait la construction de [Mu 3] generalisee dans Theorem 1.1 de [Be 1]et on applique 

la remarque (1.6) de [H] (cf. demonstration de 5.4). ■

II est montre en II.D.1.2.5 que lorsque g>6 , $t n'est jamais vide si

est lisse. II est facile d'en deduire que dans la situation ci-dessus, S n'est 

jamais vide des que g > 6 .

IV. Λ
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§5. Les intersections Ξ.Ξ „ „ pour une variete de Prym.
---------------- r+s-ar-as L--------------------—

A beaucoup de titres, les intersections ~'~r+s.ar_as Pour ^es vari£tes de Prym 

jouent un role analogue aux intersections 0.0D_Q pour les jacobiennes (cf. IV.B).
r H

On etudie ici ces premieres et plus particulierement leur lieu singulier, ainsi 

que son comportement "en famille".

r*>j
Theoreme 5.1. Soit π: C — > G un revetement double etale de courbes lisses connexes, 

a 1'involution de C associee. On suppose que C est non hyperelliptique et non 

trigonale de genre g+1 et on note (Ρ,Ξ) la variete de Prym associee ci π dans
9(yv» rsj rysj

Pic 3C . On prend deux points r et_ s sur C et on note a 1'element de Pic C

correspondant au faisceau inversible L_ = (fc(r+s-ar-as). Alors 1'intersection Ξ.Ξ, 

est reduite et on a :

Ξ.Ξ9 = {L€ P | h°(C,Le O(-r-s)) > 1}

SingtE.HjaiLeP I h°(C,Le0(-r-s)) > 2} ,a —

avec egalite pour C generique et r et s gen^riques sur C .

■ On commence par le :

Lemme 5.2. Si_ L e P , on a

h°(Lβ O(-r-s)) > |[h°(L) + h°(L® L”1)] - 1 .

■ Soit t une section de 0(r+s) de diviseur (r+s). Le noyau du morphisme :

H°(L)® H°(L β L~1) H°(La ()(ar+os))
d

est isomorphe a H°(Lβ O(-r-s)). On a done :

h°(L) + h°(L® L"1) - h°(Lβ O(-r-s)) 
d

< h°(Lβ0(ar+as)) = h°(a*L® 0(r+s))

= h°(a^®a*L"^β O(-r-s))+2 par Riemann-Roch 

= h°(L» O(-r-s))+2 puisque L«o*L . ι

On en deduit 1'egalite ensembliste :

(5.3) ΞΠ Ξ, = {L€ P I h°(Lβ O(-r-s)) > 1} .a —
IV.A



171

Comme C est non hyperel1iptique et non trigonale, le systeme lineaire
Q 2

|H| = |ω̂β 0(-mMTs)| est un tyq-Z sans point base. On lui associe, en suivant 

[Be3],la sous-variete reduite S = (tt^’2V ^ (  |H|) de C ^ ~ ^ .

L'image de S+r+s dans Pic2gC a alors deux composantes connexes, dont

une seule V est contenue dans P , et qui n'est autre que Ξ η Ξ par 5.3. Le
4 2

theoreme 1 de loc. cit. montre que la classe de V dans H (P,H) est [Ξ] , done 

que 1'intersection Ξ.Ξ est reduite.

Soit Le P tel que h°(L® O(-r-s)) > 2 . On va montrer que L est singulier sur 

Ξ.Ξ. . Si h°(L) = 4 ou h°(L® L~^) = 4 alors L est singulier sur Ξ ou sur Ξ,α σ a

done sur Ξ.Ξ3 . Si h°(L) = h°(L»L’b  = 2 , on prend une base {u,v} dea a

H°(Le O(-r-s)). On a alors :

H°(L) = C usrs®C vsrs

H°(LeLa1) = I uo*srs 9 I vo*srs .

Par [Mu 2] §6, 1'hyperplan Τ̂Ξ de T^P ^ H°(C,ŵ )* correspond a

[u.srs.a*v.a*srs-o*u.o*srs.v.srs] et T ^ a a [u.a*srs.o*v.srs - o*u.srs.v.o*sps] .

On a done Τ. Ξ = Τ. Ξ, et L est singulier sur Ξ.Ξ .
L L a 3 a

On suppose maintenant C generique et r et s generiques sur C . On rappelle

([Be 3] §1) qu'on a un morphisme surjectif :

f : C(2g“2) a S ---> Ξ.Ξ c Pic2gC
o a

D i— y (^(D+r+s) .

La fibre de L est isomorphe a |LeO(-r-s)| . II nous suffit done de montrer que S 

est lisse c'est-a-dire, par Proposition 3 de [Be 3], que :

r Pour tout diviseur effectif A sur C ,

\ h°(H-2A) * 0 =>- h°(H-A) - h°(H) - deg A

ou, par Riemann-Roch, avec r' = ir(r), s' = ir(s) :

h°(A+r'+s') > 2 =>h°(Kc-2A-r'-s') = 0 .

Cette propriete est consequence de la Proposition 3.1. ■
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Les points L de P tels que h°(C,L« 0(-r-s)) > 2 seront dits singularites

stables de (Ξ.Ξ ).
d

Cette definition est justifiee par l'analogie de leurs proprietes avec celles 

des singularites "stables" du diviseur Ξ , definies dans le paragraphe 4.

En particulier, on montrera qu'elles existent toujours pour g>5 (cf. 6.10) et 

que 1'ensemble de ces singularites est partout de dimension > g-5 (cf. 5.5).

(5.4) On etudie maintenant le comportement de ces singularites en famille. On reprend 

les hypotheses et notations de 4.3, de sorte qu'on a une famille de revetements doubles

C — >■ C = C/σ T .

On a aussi choisi un faisceau inversible M sur C satisfaisant a NmM=co^j 

et H°(Ĉ .,M̂ ) = 0 pour tout t .

On prend deux sections disjointes r et s et on definit le sous-espace analy-

tique Sr,s de la variete de Prym P en suivant la procedure uti1isee dans [Kl-L] :

a l'aide du faisceau de Poincare sur CxTPiĉ (C/l),on construit deux faisceaux locale-
i / I

ment libres E et F sur Pic (C/T) de rangs respectifs M et M+2 , ainsi qu'un 

morphisme f : E — > F tels qu'on ait ensemblistement :

UePicM(C/T)| Rang f < M-2)

= {Le PicM(CA)| VteT h°(Ct,Lt · 0(-r(t)-s(t))) > 2} .

L'espace Sr,s est alors defini comme la variete determinantielle :

Sr,s = {zeros de f j p} ,

de sorte que, lorsque est lisse, S^,s est 1'ensemble des singularites stables de 

“t,5t a(t) avec a('ti = >̂ (t) + s(t) - ar(t) - as(t).

On a alors :

Proposition 5.5. Le sous-espace Sr,s de P est vide ou de codimension partout < 5 .

■ On prend N+1 sections x ,.,.,χ  ̂ de C — >· T de facon que :

(5.6) r,s,x ,.,.,χ  ̂ soient disjointes deux a deux.

N
(5.7) Le multidegre de M^.(r(t)+s(t)- Σ (t)) ait toutes ses composantes < 0 pour

tout t I V . Λ



On prend les notations suivantes :

PxTC

f

π ^ P  -£-► T .

f
PxTC '

On designera encore par r,s,x les sections de f induites par

r,s,xo,...,x^ et par R,S,X ,...,X̂  leurs images dans Px-j-C .

Soit F un faisceau de Poincare sur Px^C . II satisfait d : F|^ L̂  pour

LteP,et Fjx * 0 χ .
1 o o

Le faisceau π*Ρ=Ε est localement libre de rang 2 sur Px-j-C . II est muni d'une 

forme quadratique non degeneree a valeurs dans ^  (cela se montre comme dans la 

Proposition 3.4 de [Be 1]). ^

En suivant [Mu 3], on introduit :

N
A = π*( Σ X.) diviseur de Cartier sur pxTC

i = 1  1 Γ

I/ = f*(E(A)/E(-A))

W« = f*(E(A) y
> sous-faisceaux de 1/ .

W2 = f*(E/E(-A))

Par (5.7), on a :

VLt€P H°(Ct,EL (-At))

N
- H (C. ,L.(- Σ irx.(t))) = 0 .

1  i = 1  1

On en conclut comme dans loc. cU. que et 1/ sont localement libres de

rangs respectifs 2N , 2N et 4N . II existe une forme quadratique non degeneree sur 

I/ pour laquelle et (î sont totalement isotropes. On a aussi :
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On aura aussi besoin de :

WQ = f*(ir*(F(-R-S)) · 0(A)) cB, , ·

qui satisfait a :

. w * H°(Ct,Tr*(Lt(-rt-st)e0(l x.(t))) 
t

“  H (Ct ’M ‘r t~St +1T*At ^

• WQ est localement libre de rang 2N-2 (appliquer 5.7).

On a le diagramme commutatif suivant, analogue a celui de loc. cit. page 183 :

0 0 

l Ϊ
0 -*■ H°(Ct ,lt(-rt-st)) - - ►  H°(Ct ,tt) ' (»,n»2)L

, 1 o l 
0 - >  H°(Ct , l t ( - r t -st +ii*At )) -------- ►  H°(Ct ,Lt ! i * * t )) = I», L

„ I  J

qui prouve que :

(Won#,2>tt  “  H°(Ct ,tt<-rt-st )) .

Ensemblistement, on a done :

Sr,s = {L € P | dim(Wo L n W2 L) > 2} .

Pour montrer la proposition, il suffit done d'appliquer le lemme suivant :

Lemme 5.8. Soit P une variete irreductible, E — P un fibr6 vectoriel de rang 2n
Π L·

muni d'une forme quadratique non degeneree Q , W et W des sous-fibres de E de 

rangs respectifs n _et_ k< η , isotropes pour Q . Alors le lieu :

{xe P I dim wnnwk > r}
Λ  Λ

Ρ ί Γ* “  1 )
est vide ou de codimension au plus ' + r(n-k) en tout point.

IV.  A

H° < V i W ’*'



175

■ Comme dans 1.6 de [H], il suffit de montrer que si V est un espace vectoriel de

dimension 2n muni d1une forme quadratique non degenerie Q , Λ un sous-espace
k 0 

vectoriel isotrope de dimension η, Σ la sous-variete irreductible ([Gri-H] page

739) de G(k,V) formee des espaces isotropes, alors :

lkU 0) = {Ak£ l k | dim Akfl Aq > r} 

r ί Γ-1)
est ferme irreductible de codimension -- + r(n-k) .

Comme dans 1.5 de [H] on introduit :

Γ = {(Ak,A) ezkx Gr(r,AQ) | A c A k} .

Par [Gri-H] p. 739, la fibre de pr^: Γ — ► Gr(r,AQ) est irreductible de dimen

sion (k-r)(2n-2r-k+r) - t [_a projection pr̂  : Γ — ► Ik est birationnelle

1/
sur son image, qui est Σ (A ). On a done :

Codim  ̂zk(AQ) = Codim  ̂{fibre de pr^l-dim Gr(r,AQ)

= k(2n-k) - ! ^ U -  (k-r)(2n-2r-M ♦  ik r l^ C lU  .  r(n. P)

= 2nr-r^-kr + ^  - nr+rz

= r(n-k) , ΠίΜ] .

IV. Λ
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§6. L1exemple fundamental.

On va maintenant appliquer les resultats des sections 4 et 5 h la situation 

suivante. Soit Δ le disque unit£ dans C . On considfcre une famille f : {C,a) — > Δ 

satisfaisant b :

rsj

• C est une surface lisse.

• CQ est obtenue a partir d'une courbe generique N de genre g >6 en iden- 

tifiant deux points g^neriques p et q de N .

• Pour t*0 , est une courbe lisse irreductible g£nerale de genre g+1 .

• ttq : CQ — >  CQ est le revetement de Wirtinger de CQ , de sorte que CQ est 

obtenue a partir de 1'union disjointe (^ = = N) en identifiant p (resp. q) 

sur a q (resp. p) sur ^  .

ft 2
Si L  est un faisceau inversible de degri g sur C tel que L . il

0 0 0 L
0

ressort de [H] Theorem 2.14, que :

it*L0 est de multidegr£ (g,g)

 ̂h° Klo] = 1  ̂ es  ̂imPair·

En utilisant ensuite Lemma 2.1 iii) de [Be 1 ],on peut conclure que tout faisceau M
rsj

sur C qui satisfait aux conclusions de 4.4, a savoir :

Nm M = u>c/A , h°(Ct,Mt) = 0 ,

est de multidegre (g-1,g+1) ou (g+1,g-1) sur CQ . On passe d'un cas a 1'autre en 

prenant Γimage de M par σ* .

Le choix de M definit done une famille de varietes de Prym P . Si par exemple 

deg MQ = (g-1,g+1), on a PQcPici9_1,g+1 ĈQ . On sait d'autre part ([Be 1] Theorem 5.4) 

que Ps*JN . Ceci peut se voir de la facon suivante. Soit n la normalisation de C ,
u 0

pr̂  la projection JiN^l^) — ► JN̂  JN . Alors le morphisme :

pr1 n* : PQ. — Jg_1N

est un isomorphisme et envoie :

Ξ0 = U e P Q | h°(L) > 2}

sur

0 = {L6 Jg-1N | h°(L)>1} .

IV.A



177

■ Soit U P  . On a L«a*L = up done n *L =(L,toN(p+q) β L" ), avec LeJ9" N .
o

On a la suite exacte :

0 H°(L) X »  H°(L) φH°(u^(p+q) β L_1) C»C .

Si L g 0 , on a H°(L) = Η°(ωΝβ L_1) = 0 et :

H°(L) » {u G Η°(ωΝ(ρ+ς)β L*1) u(p) = u(q) = 0}

* Η°(ωΝ® L"1) = 0 soit U S Q .

Done pr^n*(EQ) c  0 . Comme 0 est irreductible, on a egalite. ■

On va maintenant determiner quels points de Sing 0 correspondent a des singu

larity stables au sens des varietes de Prym.

On adopte les notations du §3, a savoir :

W = W° , c J9_3N 
9-3

Wp = W+p+q c Jg-1N .

Lemme 6.1. Les singularity stables de sont les points de W nsing 0 .

■ On garde les notations ci-dessus.

Si h°(L)>4 alors L correspond a un point singulier de EQ done L a un 

point singulier de 0 et h°(L)>2 . Si LgWp alors : h°(L(-p-q)) = 0 , 

h°(û (p+q) ® L"b = 2 et h°(L) = 2 . Done toutes les sections de u^p+qJeL’̂ sont 

nulles en p et q et H°(L) * H°(L(-p-q)) ®Η°(ω̂β L’̂) est de dimension 2 . C'est 

une contradiction, done Le Wp  ̂ . Reciproquement, si L 6 Wp ^Π Sing 0 alors pour

s€ H°(L(-p-q)) et s,te H°(û e L lineairement independantes, on a

n*H°(L) d  {(sspq,0);(0,sspq);(0,tspq)} et h°(L)>3 . Comme h°(L) est pair, on a

bien h°(L)>4 ; ■

Remarque 6.2. On a introduit en 4.3 le ferme suivant de P :

S = u {singularity stables de H.} . 
tEA 1
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Les singularites de Ξ etant toutes stables pour un revetement generique, on a

S = Sing E. pour t* 0 . II resulte de [We4]que 1 im S. c 1J n (-W ) Π Sing 0 , 
t t t P»q Pjm

qui est de dimension < g-6 par 3.9. On en deduit que S est reductible de codimen

sion partout 6 dans P . Une de ses composantes est W ^Π Sing 0 (au-dessus de 0), 

les autres dominent Δ .

On considere maintenant deux sections disjointes r et s de C — > Δ . Quitte 

a prendre des images par σ , on peut supposer que rQ , sQ€ ̂ 2-N̂  .

Le faisceau inversible (^(r+s-or-as+N,,) est de multidegr^ nul sur chaque fibre.

II correspond a une section a de P° — ► Δ , qui satisfait a :

vt*0 â. correspond δ Oj* (r^+s^-ar̂ -aŝ .)

aQ correspond a pr^n*0£ (r0+s0"ar0'os0+U  = V  "ro’so+p+ĉ  dans *
o

On introduit comme en 5.4 le sous-espace ferme Sr,s de P , dont 1'ensemble 

sous-jacent est :

U  eP | h°(Ct,Lt · 0(-rt-st)) > 2} .

Par le Theoreme 5.1, on a :

V U 0  = Sing(Et.Et>at) .

Au-dessus de 0 , on a (on laisse tomber les indices 0 dans rQ , sQ et aQ) :

Proposition 6.3. Pour g >6 , 1 'espace analytique SrQ,s est de dimension pure g-5 

et a 3 composantes irreductibles, a savoir (Mp Π̂ Sing θ), (-W, JnSinq 0  ̂ et 

Wp ςΠ(·ΜΓ J. II est lisse en tout point de ( Μ  fl Sing 0)\(-Wr s).

■ On sait deja (Lemme 6.1) que les points de Wp q n Si ng 0 correspondent a des fais- 

ceaux inversibles L sur CQ avec h°(L)>4 , done a fortiori a des Elements de 5^,s.

Ceux de -(W n Si ng 0) + a = (-W )nSing© correspondent a des faisceaux 

inversibles L sur CQ avec h°(L(or+os-r-s)) > 4 done aussi a des elements de S^’s .

Si L est un point de W n O-W , on peut prendre u€ H°(L(-p-q)),

n' 1
iie Η (ω̂β L" (-r-s)) non nulles.
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Avec les notations de la demonstration precedent 6.2, on a 

n*H°(L(-r-s)) 3 {(uspq,0);(0,uspqrs)} et L est bien un point de sj’s .

Reciproquement, si L correspond a un point de S^’s , on distingue deux cas :

i) Si h°(L)>2 ou h°(L(-p-q+r+s)) > 2 on est dans 0 n Singe ou— — a
0 n Sing 0 . Si par exemple L€0 nSing 0 , on a par proposition 3.8 :6 a

Le [(-W )n Sing 0] U [W n Sing 0] .
'5̂  r 5H

Si L appartient a la premiere mais pas a la seconde de ces deux composantes, on a : 

h°(L) = 2 h°((oN «L"1(-r-s)) = 1 

h°(L(-p-q)) = 0 Ιι°(ωΝ β L-1 (p+q-r-s)) = 1 .

On en deduit :

n*H°(L(-r-s)) - H°(L(-p-q)) ® H°((yL_1(-r-s)) .

Mais c'est impossible puisque I'espace vectoriel de droite est de dimension 1.

On a done Leld „ n Sing 0 .

De meme, si L€ 3 nSing 0, , on en deduit Le(-W„ JfiSing 03 .
Q Γ j S Q

ii) Si h°(L) = h°(L(-p-q+r+s)) = 1 , alors 

n*H°(L(-r-s)) ^ H°(L) eΗ°(ω̂βί-^(p+q-)— s)), ce qui n'est possible que si

H°(L) * H°(L(-p-q)) et . Η°(ωΝ·ί"1(p+q-r-s)) - Η°(ωΝ»ί"1(-r-s)) i.e. LeWpqn (-Wrs).

On va maintenant calculer I'espace tangent en I a . Remarquons tout
Γ s

d'abord que la construction de S ’ commute aux changements de base. En particulier, 

la fibre Sr>s estl'espace Sr,s associe a la "famille" C — >>{0} et aux sections
1 ρς

r et s , c'est-a-dire p0*(w(g_i g-i)V s ' -̂'esPace tangent a SQ’ en L 

s'obtient de la facon suivante pour h°(C ,L(-r-s)) = 2 : si {u^^} est une base de

H°(L(-r-s)) et {u1 = a*uisrsa*srs^ 2 = °*u2srsa*srs^3’V  une base de 

H°(co£ eL~^(r+s)) alors T ^ ’s est 1'orthogonal de {u-ΰ̂  - i<j<4 »

Elements de I'espace des sections de wj* antiinvariantes par σ*, qui est T£Pq .

De par la forme particuliere de et ^  , ces 8 elements se reduisent aux 5 

suivants :
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{(u ^ ^ g - u2o*u1 )srsa*srs , u.Gj-a*(u.iij) , 1<i<2<j<4} .

On va calculer cet espace tangent dans le cas oil L correspond a un point L

de W nSing 0 avec Lg(-W ), pour montrer qu'il est de dimension g-5 . 
p,q >,s

On a alors :

h°(L)>2 h°(L(-p-q)) > 1 

h°(L(r*s)) = 2 .

On en deduit facilement que :

h°(L) = h°(L(r+s)) = 2

h°(L(-p-q)) = h°(L(r+s-p-q)) = 1 .

On a les suites exactes suivantes :

0 — ► H°(L(-r-s)) H°(L)®H°(YL'1(p+q-r-s))

0 H°(ô  ®L~1(r+s)) Η°(ωΝ®ί“1(ρ+ς)) φ H°(L(r+s)) - ► C 1*C2 . 
o

On prend les bases suivantes :

5pq
(ut = uspq»u2̂  P^r H°(L)

1
{ϋ} pour Η (wn»L’ (p+q-r-s))

{û  ,112} pour H°f(ĵ eL"̂ )

{V p q ’V p q ’“Srs} p0ur

{uspqrs’u2srs} pour H°(^r+S^  ·

Comme ii n'est pas nulle en p et en q , (Ο,ϋ) n'est pas dans n*H°(L(-r-s)), 

qui est done de dimension au plus 2, en fait exactement 2 par ce qui precede. On peut 

choisir u2 de facon qu'une base en soit i(uspq»0);(u2,u)} . Une base de

o 1
n*H (oj£ »L~ (r+s)) est alors {i°»uspqrs);̂ srs,u2srs);(u1 spq,0);(u2spq,0)} .

L'espace tangent Τ ^,δ est 1'orthogonal dans T^P * TLJN « Η°(Ν,ω̂)* de 

(uisrs’u“lspq'u52Spq’u2 V V 2 ) '
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En comparant avec les calculs de la demonstration de 3.2, on voit (avec 

t = uSrS , sD =u , ti = ui , s. = u.) que :

Tt i ’S “V “p,q’Sin« 0) ·

La fin de la demonstration de 3.2 montre alors que cet espace tangent est de 

dimension g-5 , ce qui termine la demonstration. ■

Remarque 6.4. On peut montrer que S^’s est lisse en un point generique de

Wp qO(-Wr $), par la meme methode que celle employee ci-dessus. En particulier, par

3.2 et 3.10, sa classe de cohomologie done aussi celle de sr,s pour tout t , est,
5 5 5 

o 7 4. o in θ θ Θ 2 ft5 
par 3.7 et 3. 10 : 24 + 24 + 20 = 15 '

On peut maintenant montrer le resultat principal de cette section.

Theoreme 6.5. Pour g>6 , le sous-espace analytique Sr,s de P est irreductible, 

de codimension 5 et domine Δ .

Γ s
■ II suffit de montrer que toute composante irreductible T de S ’ verifie : 

(quitte a reduire Δ) :

i) T est de codimension 5 et domine Δ .

i i) T => Id „ n Si ng 0 .
o p,q 3

En effet, il resulte de 6.3 que Sr,s est lisse en un point generique de 

Wp  ̂n Si ng 0 , done qu 'une seule composante irreductible de Sr,s contient 

Wp ^rising 0 . Le theoreme decoule alors immediatement de i) et ii).

Par Proposition 5.5, on sait que Sr,s est vide ou partout de codimension < 5 

dans P . Comme sa fibre en 0 est de codimension partout 5 dans PQ (Proposition 

6.3), on en deduit i).

On peut supposer que pour tout t dans un sous-ensemble dense Ω de Δ , on a :

r P. est simple 

{
at r rt + St ’ ort " 0St n'est Pas c*'orc*re ^ans

On peut alors deduire de IV.B.2.1 que :

Vtefi dimiT^n Sing Ξ̂) > g-6 
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(6.6) On peut remarquer que ceci redemontre le Theoreme II.D.1.2.5 , a savoir que 

dim Sing Ξ > g-6 pour toute variete de Prym (Ρ,Ξ).

Or on sait par [We 1] que Sing = est de dimension pure g-6 . II s'ensuit que

contient une composante de Sing Ξ̂. , pour tefi . On sait aussi ([We 4] 3.4) que

la limite de S. quand t tend vers 0 est contenue dans W n (-W )Π Sing © 
t P»q p,q

qui est de dimension < g-6 par 3.9. On en deduit que TQ contient une composante de

Wp qfl (-W )n Sing 0 de dimension (g-6). Or il resulte de Proposition 6.3 que les

composantes de T sont parmi {(W fl Sing 0) ,((-W ) n Sing 0 ) , (W_ _fl (-W^ _))}.
0 P ' Η α p ,C| Γ ,s

L'assertion ii) resulte alors du lemme suivant.

Lemme 6.7. Soient p,q fixes. Alors pour r et_ s generiques, aucune composante

de dimension q-6 de W_ _n (-W )n Sinq θ n'est contenue dans (-W J.
P »q p,q ϊ

■ II revient au meme de montrer qu'aucune composante Z n'est contenue dans W
0 P 5 S

Si Z etait contenue dans tous les W , on aurait ZcW , , ce qui est impossible
2 9"'

puisque dim 1- g-6 et dim W = g-9 (cf. 1 ). ■
 ̂ ■

On en deduit aussi le resultat annexe suivant :

Corollaire 6.8. Soit π: C — > C un revetement etale entre courbes lisses connexes, 

ou C est generique de genre g+1 >7 . Soient r et s deux points generiques de 

C , a 1'element de la variete de Prym (Ρ,Ξ) de π associe a Op(r+s-or-os). Alors
0 C

Sing(Ξ.”a) est irreductible de dimension g-5 . Sa classe de cohomologie est ^[Ξ] .

Remarque 6.9. Lorsque g = 5 , on montre comme ci-dessus que Sing(E.Ξ_) n'est jamais
2 a

vide et est generiquement un ensemble de —  5! = 16 points.
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§7. Le theoreme principal.

II est maintenant facile de demontrer le theoreme suivant :

Theoreme 7.1. Pour tout g>7 , 1'ensemble des varietes de Prym P^ est une composante

irreductible de , .
-------------- g-6

■ Demonstration du theoreme. On va montrer que pour g >6 , P ^  est une composante 

de . Rappelons tout d'abord que P ,j est contenu dans pour g>5

(6.6 ou II.D.1.2.5).

Considerons la frontiere 3P , c3A„ , de P . dans la compactification par-
(i) g+i g+i g+1

tielle A^+| de A ^  (cf. 2.4). Elle est de dimension pure 3g+2 et on a 

Pg+^(3Pg+i) = Pg ([Fr-S2] Theorem 3.6). II resulte aussi de (2.5) que :

P . c  N9'' J 
g+1 g-5

==ξ»3P j c 3N9+J c p" ],(N-[ r) U 3'W +̂1 . 
g+1 g-5 V I  g-5 g-5

Considerons la famille f : P — > Δ etudiee au paragraphe 6. Elle est munie d'une 

section a : t O(r(t)+s(t)-ar(t)-os(t)). II ressort de [Fr-S2].Theorem 5.2, que la 

famille de varietes quasi-abeliennes associee est la famille de varietes de Prym asso

ciee a la famille de revetements doubles suivante :

C/ + C/ — >  Δ .
r~os et s~or /irr~Trs

On peut done lui associer un morphisme φ: Δ — ► S P ^  .

>|
Soit une composante irreductible de contenant P ^  , 3 0 ^  sa

frontiere. Soit 3P*+  ̂ une composante irreductible de 3 ? ^  contenant φ(Δ), 3C*+  ̂

une composante irreductible de 3C^+  ̂ contenant 3P*+  ̂ .

On a alors :

v-i \ ii ̂ 'Mg+iφ(Δ) c 3P*+i c 3C*+i c Pg+1 (̂ g_5) U 3'^5

φ(δ) φ Pg+1 ̂ g-5) Par Par exemPle

= > a c *  , c  s ' m^ J  .
g+1 g-5

On veut maintenant appliquer 2.6 a la famille P — >Δ munie de la section a
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L'hypothese (i) est verifiee par 6.8 avec T°=Sr,s et l'hypothese (iii) grace 

au fait qu'une jacobienne generique a pour seuls automorphismes ±id .

Si (ii) n'etait pas v£rifiee, on aura it : 

vt*0 , il existe une composante de Ξ̂. telle que a c Sing .

Comme en 6.5, on peut supposer que P̂  est simple pour t dans un sous-ensemble 

dense de Δ . L'ensemble des x. tels que dim(Sing Ξ.)n (Sing Ξ. ) = g-6 est
I t v)Λ̂

alors fini. Pour un choix generique de r et s , (ii) est done verifiee.

II s'ensuit que la codimension de 3C*+  ̂ en φ(0) est inferieure ou egale δ la 

codimension de l'espace projectif engendre par 1'image de

(W n Sing 0 ) u((-W J n S i n g G  ) u (W Π (-W )) par 1 'application rationnelle : 
p,q r,s a p,q r,s

2 2
z I— ► [λ Ι̂-(ζ,τ)....λ ~·(ζ,τ),λ J  (ζ,τ)+μ (z-a,i)]

1 g 9zi9zj 9zi9zj

Λ ^  ί \ / \ Λavec λ 7£-(ζ,τ)+μ (̂ζ-β,τ) = 0

a correspondant a 0(p+q-r-s) € JN .

Par 3.4, l'image de la premiere composante (pour laquelle, generiquement, μ = 0) 

engendre P({0}xV) avec dim V = (g^) - (3g-2).

L'image de la seconde composante est la meme. Par 3.10, l'image de la troisieme 

engendre P(V'), ou la projection de V' sur les g premiers facteurs est de 

dimension g-4 .

On a done :

dim 9C*+  ̂ < 4+3g-2 = 3g+2 .

Comme est de dimension pure dim C  ̂-1 , on en deduit :

3g+3 = dim Pg+1 < dim Cg+1 < 3g+2+1 ,

soit V i  = V i  ·

I V . A



IV.B. Sur le probleme de Schottky pour les varietes de Prym (en collaboration avec 
A. Beauvilie).

Soient A^ 1'espace des modules des varietes abeliennes principalement polarisees 

de dimension g , et la sous-variete de A^ formee par les jacobiennes. Le pro

bleme de Schottky (usuel) est la recherche d'equations, ou de caracterisations g^om^- 

triques, de dans A^ . Une des approches de ce probleme qui s'est revelee 

recemment tres fructueuse s'appuie sur la reductibi1ite de certaines intersections 

0 n 0 pour une jacobienne (JC,0). Cette reductibi1ite entraine 1‘existence de tris£-
a

cantes a la variete de Kummer de JC . En II.C, nous avons prouve que J est une 

composante de l'ensemble des (A,0)eA pour lesquelles une intersection 0Π0 est
y ^

reductible, ou de celles dont la variete de Kummer admet une trisecante. La demonstra

tion consiste a prouver que ces proprietes entrainent (essentiellement) 

dim Sing 0 > g-4 ; il suffit ensuite d'utiliser le theoreme d'Andreotti-Mayer [An-M] 

selon lequel est une composante de l'ensemble des (Α,θ) satisfaisant a

cette derniere condition.

Les varietes de Prym forment une sous-variete fermee P de A , qui contient
g g

strictement . Nous abordons dans cette section la recherche d'une caracterisation 

geometrique de P̂  - ce qu'on peut appeler le probleme de Schottky pour les varietes 

de Prym. II se trouve qu'il existe un parallelisme tres frappant entre les deux pro- 

blemes de Schottky, au moins dans l'approche evoquee ci-dessus. Nous demontrons en 

effet que P̂  est une composante irreductible de l'ensemble des (Α,θ)εΑ̂ satis- 

faisant a l'une des conditions suivantes :

(i) II existe des elements distinets non nuls a,b de A tels que 1'intersection 

0 n 0g n ©b ne soit pas integre.

(ii) II existe a,b,x,y distincts non nuls dans A tels qu'on ait 0Π0,n0kc 0 uu0w .---------------------------------------------  ---------------------------- a d x y

(iii) La variete de Kummer K(A) admet un plan quadrisecant.

La demonstration est tout a fait analogue a cel 1e de II.C , et repose de facon 

essentielle sur le theoreme de IV.As qui enonce que P est une composante de l'ensemble 
q y

d'Andreotti-Mayer . Nous donnons le principe de cette demonstration, ainsi que 

les relations entre les conditions (i) a (iii), au §1 ; deux resultats techniques, sur

lesquels s'appuie la demonstration, sont prouves aux §2 et 3.

18b
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§1. Reductibility de 0n0a n0b et plans quadrisecants.

Toutes les varietes considerees dans cet article sont definies sur le corps des 

nombres complexes.

Soient C,C des courbes projectives lisses, ir: C — ► C un revetement etale 

double, σ 1'involution correspondante de C . Rappelons que la variete de Prym P 

de (C,C) est la sous-variete abelienne de JC image de 11 endomorphisme l-σ* . Elle 

est munie d'une polarisation principale, que l'on peut definir comme suit. II est 

commode, a l'aide d'une translation, de considerer P comme la variete des classes de 

diviseurs (modulo equivalence 1 ineaire) D sur C satisfaisant a ir*D s et 

h°(C,D) pair ; la sous-variete des classes de diviseurs effectifs est alors un divi

seur 0 de P .

Nous allons etudier la reductibility des intersections 0ΠΘ ηθ̂ (considerees, 

dans tout cet article, au sens des schemas). Nous ecarterons les cas oil des intersec

tions 0Π0 sont deja reductibles. Pour p,q dans C , nous noterons [p,q] l'ele-
d

ment p+q-op-aq de P .

PROPOSITION 1.1.On suppose que C n'est ni hyperel liptique, ni trigonale, ni revete-
r y j

ment double d'une courbe elliptique. Soient p,q,r,s quatre points de C , tels que

les elements [p,q] et [p,r] de P soient distincts non nuls. Alors 1'intersection

0 0 0r ίΠ0r η est de codimension 3, reductible, et contenue (schematiquement) 
[p,q] [p,r]------------------------------ ----------  --------------

^  e[p,s]U 0 [q,r] ·

■ Par definition 0ΠΘΓ , est 1‘ensemble des classes de diviseurs effectifs D 

sur C satisfaisant a

it*D ξ , h°(D) pair > 2 , h°(D-p-q+ap+aq) > 2 .

Jointe aux deux premieres, cette derniere condition equivaut a h°(D-p-q) > 1 : en 

effet, si h°(D-p-q) est nul, le theoreme de Riemann-Roch, joint a la relation 

K^-D ξ aD , entraine h°(D+ap+oq) = 2 ; alors σρ et aq sont des points base de 

|D+ap+aq| , de sorte que

|D-p-q+ap+aq| = |D-p-q|+ap+aq = 0

186
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Inversement si h°(D-p-q) > 1 , alors h°(D-p-q+ap+aq) est pair et non nul, done > 2 . 

Considerons alors la sous-variete speciale S formee des classes de diviseurs
rsj γ H Q

effectifs E sur C tels qu'on ait ir*Ee |Κ̂-ττρ—rrq| et h (E+p+q) pair [Be 3]; 

identifions Sp^ a une sous-variete de P a l'aide de la translation par (p+q). II 

resulte de ce qui precede qu'on a ensemblistement Sp^ = ΘηΘ[ρ q] » cette egalite est 

en fait schematique puisque Sp^ et ΘΠ0  ̂ ^  ont meme classe de cohomologie dans P 

( [Be 3]th.1). Vu 1'hypothese sur C , le systeme |K^-wp-wq| definit un morphisme de C 

dans I'espace projectif, birationnel sur son image. On deduit alors du cor. a la prop. 3 

de [Be3] que la variete 0 n 0j- ^  est irreductible et normale.

L'intersection θΠ0Γ ηΠ0Γ , est done un diviseur de Cartier dans 0 fl0r„ , ;
[ p . q ]  „  Cp.q]

ensemblistement, elle est formee des classes de diviseurs effectifs D sur C satis- 

faisant a

tt*D = Kq , h°(D) pair , h°(D-p-q) > 1 , h°(D-p-r) > 1 .

Elle est done reunion de la sous-variete S formee des classes DeP telles 

que h°(D-p-q-r) >1 , et de la sous-variete Wp des classes DeP telles que 

h°(D-p) > 2 . La premiere s'identifie comme ci-dessus a la sous-variete speciale de P

associee au systeme lineaire |Kr-TTp-TCq-irr| ; elle est reduite, irreductible pour r
3

0
assez general, et sa classe de cohomologie dans P est 4 -g- . On en conclut que Wp 

est un diviseur de Weil (reduit) dans ©Πθ̂  ̂ et qu'on a 1'egalite entre 

cycles 0*0[p>q]*©[pjr] = Spqr+ Wp » ou est un diviseur de Weil dans 0 n 0[P)q] >
r*j

ayant meme support que Wp . Faisant varier r on obtient ^ c 0̂  pour tout

Λ/

seC , tandis qu'on a S c 0 } d'ou la proposition. ■

Remarque. On peut montrer, par un calcul d'espaces tangents, que 0ΠΘ^ q] n ®[p r] 

est lisse en un point assez general de Wp . On a done Wp =Wp dans la demonstration

precedente, et la classe de Wp dans P est 2 j  .

Nous allons voir que 1.1 equivaut essentiellement a 1'existence de plans 

quadrisecants a la variete de Kummer d'une variete de Prym. Soit (A,0) une variete 

abelienne principalement polarisee ; sauf mention du contraire nous supposerons 

toujours que le diviseur 0 est symetrique. Nous noterons ψ:Α — le morphisme 

defini par le systeme lineaire |20| , et K(A) son image : c'est la variete de Kummer 

de A . Rappelons que lorsque (A,0) est irreductible (c'est-a-dire que (A,0) n'est 

pas isomorphe au produit de deux varietes abeliennes polarisees non nulles), ψ iden-
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tifie K(A) au quotient de A par Γinvolution χ I— ► -x .

PROPOSITION 1.2.Soit (Α,θ) une variete abelienne principalement polarisee de dimension 

> 3 , et soient a,b,x,y des elements distincts non nuls de A . On suppose que 

s = x+y est different de a,b £t a+b , et que 00 0 (̂10  ̂ est de codimension 3. On 

considere les conditions suivantes :

(i) L'intersection 0 n 0a n 0  ̂ n'est pas integre.

(ii) On a (schematiquement) Oil0 n 0, c 0 u0W .
----- ------------------  d D X y

(iii) II existe des nombres complexes λ , μ , ν , ρ ,  non tous nuls, tels qu'on ait 1'iden- 

ti te en z

A6(z)9(z-s) + y6(z-a)9(z+a-s) + v9(z-b)6(z+b-s) + p9(z-x)0(z-y) = 0 .

(iv) Pour tout ζ € A tel que 2ζ = s , les quatre points distincts ψ(ζ), ψ(ζ-β), 

ψίζ-b), ψ(ζ-χ) de sont coplanaires.

Alors les conditions (ii) a (iv) sont equivalentes, et entrafnent (i).

■ Pour u€A , nous noterons Θ une section non nulle de H°(A,O. (0 )).
U π u

(iii)<=>- (iv) : il existe une base ( ψ  ) de H°(A,(?.(20)) satisfaisant a
Οι. n

θ θ = Σ ψ (υ)ψ pour tout ue A (formule d'addition de Riemann) ;
u -u α ra ra r

on en deduit aussi tot que la formule (iii) 1 obtenue en remplaeant z par z+ζ dans 

(iii) est equivalente a (iv).

(iii) =>(ii) : observons que le scalaire p qui apparait dans (iii) ne peut etre 

nul, sans quoi 0 n 0g n 0  ̂ aurait une composante de codimension 2. La formule (iii)

entraine done que la section θ Θ, de 0.(0 +0 ) s'annule sur 0Π0 ΠΘ, , d'ou (ii).x y  a  x y  8 d

(ii) =?>(iii) : notons I 1'ideal de 0 Π0 no. dans A . Le complexe de Koszul deδ D
1'intersection complete θηθ̂ θ̂  fournit, apres produit tensoriel par 0/\(®x+®y)» 

une suite exacte

0 - ^ A(-Qa+b_s) - ►  V V ® a ^ eOA^s"0b^· W ® a + b ^
(Θ Q g j

V 0s ) ® V es - a ) *°A(®s-b) —  I (ex+0y) ^ 0  .

Vu 1'hypothese sur s , on en deduit que l'espace Η°(Α,Ι(θχ+θ̂)) est engendre 

par les sections θθ5 , 9a9s_a et ®b®s-b ' conc*1^1on signifie que θχθ̂ 

appartient a cet espace, ce qui entraine la relation (iii).
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(ii) ==>(i) : soit ueA ; la suite exacte de Koszul, apres produit tensoriel par 

OA(0u), s'ecrit

Pour ug{0,a,b} , on en deduit que H°(A, 1(0 )) est nul, autrement dit que 000 00,U a D
n'est pas contenu dans 0u . La condition (ii) (sans hypothese sur s) entraine done (i). 

Remarques. 1) L'hypothese codim(0fi0,n 0 j  = 3 n'est pas superflue. Supposons en effet
----------------- a D

que A contienne une courbe el 1iptique E avec (0.E) = 2 . On deduit alors facilement 

de II.C. 1.4 que 1'intersection 00 0 0 0^ , pour a,b distincts non nuls dans E , 

est integre de codimension 2, et contenue dans 0 pour tout xeE . Pour y general
Λ

dans A , on a done 00 0 0 0, c0 u0 , mais (iii) n'est pas satisfaite. Notonsa d x y
cependant que ψ(Ε) est une conique dans Ρ , de sorte que 4 points quelconques de 

ψ(Ε) sont coplanaires.

2) Par contre 1'hypothese s£{a,b,a+b} n'est la que pour simplifier 

Tenonce de (iii) et (iv). Si par exemple s = a , il faut enoncer (iv) de la facon 

suivante : il existe une droite tangente a K(A) en ψ(ζ), coplanaire avec ψίζ-b) 

et ψ(ζ-χ).

Plus generalement, on peut envisager comme dans II.C les diverses specialisations

des conditions (ii) a (iv) lorsque certains des points a,b,x,y deviennent infiniment

voisins de 0 ; nous laissons cet exercice assez fastidieux au lecteur. Dans le cas

des jacobiennes, on peut ainsi faire tendre a,x,y vers 0 dans la relation

0n0ac 0 x u0y de maniere a obtenir 1'equation K-P . Pour une variete de Prym de

courbes lisses on ne peut faire tendre simultanement les points [p,q], [p,r], [p,s]

et [q,r] vers 0 ; cela devient possible lorsque la courbe C est singuliere, et on
(1)

obtient alors une equation aux derivees partie!les non lineaire, dite equation BKP .

Nous pouvons maintenant enoncer notre resultat principal. On note la sous-

variete de formee des varietes de Prym de courbes stables : c'est 1'adherence

dans de 1'ensemble des varietes de Prym de courbes lisses. Elle est de dimension 

3g pour g>5 , et contient 1'ensemble des jacobiennes.

Cette remarque est due a A. Beauville et G. Welters.
(1)
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THEOREME 1.3. Considerons les conditions suivantes, pour une variety abelienne 

principalement polarisee (A,0) :

(i) Π existe des elements distincts non nuls a,b de A tels que 1'intersection 

0 n 0g n©b ne soit pas integre.

(ii) II existe des elements distincts non nuls a,b,x,y de A tels qu'on ait 

(schematiquement) 0 n 0aη0[)α0χu 0y .

(iii) La variete de Kummer K(A) admet un plan quadrisecant.

Alors pour g>7 , P̂  est une composante irreductible de 1'ensemble des 

(Α,θΚΑ̂ satisfaisant a 1 'une des conditions (i) a (iii).

Remarques. 1) Precisons que nous appelons plan quadrisecant a K(A) un plan dans P^ 

contenant 4 points distincts de K(A).

2) Contrairement a ce qu'on peut esperer pour les jacobiennes, l'existence 

d'un plan quadrisecant ne suffit pas a caracteriser les varietes de Prym, comme le 

montre 1'exemple des varietes (Α,θ) contenant une courbe elliptique de degre 2.

■ Pour demontrer le theoreme, on suppose qu'il existe une sous-variete irreductible 

Z de A , contenant strictement P , telle qu'un element generique (Α,θ) de Z
g g

satisfasse a Tune des proprietes (i) a (iii). Puisque Z contient strictement P̂  , 

le theoreme principal de IV.A entraine dim Sing 0 < g-6 . En outre le groupe de Neron- 

Severi NS(A) est engendre par la classe de 0 (puisqu'une jacobienne generique 

possede deja cette propriete [Z]). Alors pour tout element non nul a de A , 1'inter

section 0 n 0 est integre : en effet, dans le cas contraire, on aurait en vertu de 

II.C.2.1, ou bien dim Sing 0 > g-4 , ou bien rg NS(A) > 2 . Par suite 

0 il0 n 0, est de codimension 3 pour tout b*0,a . D'apres la prop.1.2, il existea D
done a,b distincts non nuls dans A tels que 0 n 0g n 0  ̂ ne soit pas integre. Le 

theoreme resulte alors des deux enonces suivants, qui seront demontres aux §2 et 3 :

PROPOSITION 2.3. Sort (Α,Θ) une variete abelienne principalement polarisee de dimension 

g >6 ; on suppose que le groupe NS(A) est engendre par la classe de 0 , et qu'on a 

dim Sing 0 < g-6 . Soient a,b deux elements distincts non nuls de A , dont 1'un au 

moins est d'ordre infini. Alors 1'intersection 0 fl 0 il 0^ est integre.

PROPOSITION 3.3. Soient (Ρ,θ) une variete de Prym generique de dimension > 5, et a,b

des elements de torsion distincts non nuls de P . Alors 1'intersection ΘΠΘ Π0. est 
------------------------------------------ ------------------------  a b —
integre.

■
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§2. Singulantes de 0 n 0a

PROPOSITION 2.1.Soient (A,0) une variete abelienne principalement polarisee, et a 

un element de A . On suppose que A est simple et que a est d'ordre infini. On a 

alors

dim(0 Π Si ng 0) > dim Sing(0fl0j-1 . a — a

Rappelons qu'une variete abelienne est dite simple si elle ne contient pas de 

sous-variete abelienne non triviale. D'autre part, nous avons adopte la convention 

dim(0) = -1 .

■ Soit Z une composante irreductible de Sing(0 fl0_), de dimension maximum. Notons 

Z la normalisee de Z et n le morphisme compose Z Z ^  A .

Soit Θ (resp. Θ,) une section non nulle de H°(A,0.(0)) (resp. H°(A,0.(0j).a A n a
A tout champ de vecteurs D sur A sont associees des sections D0e H (0,0(0)) et 

D0. e H°(0 .0(0 )) (cf. II.C.O). Comme Z est contenu dans le lieu singulier de 

0 n 0 , le critere jacobien entraine que les 0Θ /De , pour D parcourant H (A,T.),a d A
definissent une meme section meromorphe de n*0.(0 -0). Cette section est holomorphea a 4
et non nulle sur l'ouvert U de Z complementaire de n (Sing 0 U Si ng 0 ) ; le

a
faisceau inversible n*0.(0 -0) est done trivial sur U .

a  a

Supposons que la conclusion de la proposition ne soit pas satisfaite (ce qui 

entraine, en particulier, dim Z> 1). Alors O.nSing 0 , et par symetrie 0 n Si ng 0 ,
~ cl

sont de codimension > 2 dans Z ; par suite Z-U est de codimension > 2 dans Z .

Comme Z est. normal, on en deduit que n*0.(0 -0) est trivial, autrement dit que a
a  a

appartient au noyau de Vhomomorphisme compose

A Λ  Pic°(A) -Si Pic°(Z) ,

ou ψ est Tisomorphisme associe a la polarisation principale (defini par 

φ(χ) = 0^(0 -0)). Or n* n'est pas nul : son transpose est le morphisme d'Albanese 

Alb(Z) — >  A , dont 1'image contient un translate de Z . Puisque A est simple, le 

noyau de n* est fini, ce qui contredit l'hypothese sur a . ■

Remarques. 1) La demonstration s'etend, avec quelques modifications, au cas ou a est 

infiniment proche de 0 : si D est un champ de vecteurs non nul sur A et si Ton 

designe par 0  ̂ le diviseur de 0 defini par D9=0 , on obtient l'inegaliti 

dim(0p n Si ng 0) > dim Sing 0p-1 lorsque A est simple.
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2) On ne peut supprimer completement l'hypothese A simple. Si par exemple A 

contient une courbe elliptique E avec (0.E) = 2 , le diviseur 0 est lisse en 

general alors que 0(10 est reductible, done singulier en codimension un pour

aeE (11 .C). Par contre nous ignorons si l'hypothese a d'ordre infini est n£cessaire. 

Ce sont ces hypotheses restrictives dans la prop. 3 qui nous empechent d'obtenir un 

resultat aussi precis que celui de II.C.

3) On peut deduire de 2.1 un enonce legerement plus fort que le theoreme

II.C.2.11: J est une composante irreductible de 1'ensemble des (A,0)eA„ tel 1es 
g 9

qu'il existe a*0 dans A avec dim Sing(0 Π0 ) > g-3 .a

PROPOSITION 2.3.Soit (A,0) une variete abelienne principalement polarisee de dimension 

g ; on suppose que le groupe NS(A) est engendre par la classe de 0 , et qu'on a 

dim Sing 0 < g-6 . Soient a,b deux elements distincts non nuls de A , dont Tun au 

moins est d'ordre infini. Alors 1'intersection 0 n 0a n 0  ̂ est integre.

a On peut supposer a d'ordre infini. Puisque A est simple par hypothese, on 

deduit de 2.1 qu1 on a dim Sing(0ΠΘ_) < g-6 . La variete Χ = 0 Π0 est donea —  a
normale, irreductible, et ses anneaux locaux sont localement factoriels ("conjecture 

de Samuel", [Gro 3] exp. XI, 3.14 ). Si le diviseur 0b χ n'est pas integre, il est 

done somme de deux diviseurs de Cartier effectifs (non nuls). Or puisque g>5 , le 

theoreme de Lefschetz ([Gro 3] exp. XII, 3.6) implique que Thomomorphisme de restric

tion Pic(A) — > Pic(X) est bijectif. II existe done deux diviseurs sur A , de somme 

0  ̂ , dont la restriction a X est effective. Mais vu l'hypothese sur NS(A) Tun de 

ces diviseurs doit etre algebriquement equivalent a m0 , avec m <0 , ce qui conduit 

a une contradiction. ■

§3. Le cas ou a et b sont de torsion.

Lemme 3.1.Soient g ^ ^  deux entiers > 1 ; posons g = g^+g2 · Soit P une variete de 

Prym generique de dimension g , et soient a,b deux elements de torsion distincts non 

nuls dans P . On peut alors specialiser P en un produit P̂  χ , ou P. est une 

variete de Prym generique de dimension g. (i = 1,2), de facon que a,b se specialisent 

en (a^^), (b^,b,), ou les points a^,b^ d'une part, d'autre part, sont

distincts et non nuls.

a On sait par [Be 1]qu'on peut specialiser P en un produit P^χ P̂  satisfaisant 

aux conditions de 1 'enonce ; les points a et b se specialisent alors en (a^^) 

et (b^^), et il s'agit de prouver qu'on peut effectuer cette specialisation de facon 

que les points 0,â ,b. soient distincts (i = 1,2).
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Soit m un entier > 2 tel que ma = mb = 0 . Le groupe Pm des points de P 

annules par m est muni d'une forme symplectique unimodulaire a valeurs dans Z/m . 

ConsidSrons le revetement etale de Pg dont la fibre en P est Pm . L'homomorphisme 

ir,|(P ,P) - >  Sp(Pm) associe a ce revetement est surjectif : cela resulte de Γέηοηοέ 

analogue pour les jacobiennes, qui est lui-meme consequence de la connexite de l'espace 

de Teichmiiller. Par suite, pour tout automorphisme symplectique g de (pi x P2^m ’ 

couple (g(a,| ,a2),g(b,| ,b2)) s'obtient encore par specialisation a partir de (a,b).

Le lemme 3.1 resulte done du lemme algebrique suivant :

Lemme 3.2.Soient p,q deux entiers > 1 , et m leur p.p.c.m. Soient Γ,|,Γ2 deux 

(Z/m)-modules libres de type fini, munis de formes symplectiques unimodulaires 

φ. : Λ I\ — ► Z/m . On pose Γ = φ Γ2 , et on le munit de la forme φ= φφ2 . Soient 

a,b deux elements distincts de f , d'ordre p et q respectivement. II existe alors 

g € Sp( Γ) tel qu'on ait ga Ma^a,), gb=(b^,b,), avec O ^ a ^ b ^  et 0*a2 *b2 .

■ 1) Supposons b=Jla , avec 1<£<p . Le groupe Sp(r) opere transitivement sur 

1'ensemble des elements d'ordre p de Γ ; il existe done geSp(r) tel qu'on ait 

ga= (a^,a2), ou ai est un element d'ordre p de I\ (i = 1,2). On a alors 

O^a^Jla. , d'ou le resultat dans ce cas.

2) Supposons p et q premiers entre eux. II existe alors des elements ex et 

$ de Γ tels qu'on ait a = qa , b = p$ . Comme a est d'ordre m , 1'application

x 1— ► φ(α,χ) de Pffl dans Z/m est surjective ; on a le m§me enonce pour β . On 

deduit alors du theoreme de Bezout qu'on peut choisir a et β de facon que 

φ(α,3)=1 . Le groupe Sp(Γ) opere transitivement sur 1'ensemble des couples (α,β) 

d'elements de Γ tels que φ(α,β)= 1 . Par consequent, si sont deux elements

de Γ1 tels que φ̂(α̂β̂) = 1 , et a2,B2 deux elements d'ordre m orthogonaux dans 

Γ2 , il existe geSp(r) tels qu'on ait ga=(a1,a2) et gB=(31s32). 0n 3 alors 

ga=(qo1,qa2) et gb = (p31 ,P^2) ; pour i = 1 ou 2, qa.j est d'ordre p et p6i 

d'ordre q , d'oD 1'enonce dans ce cas.

3) Supposons p = q , et p premier. Si b est proportionnel a a on applique 1) ; 

sinon le groupe Sp(Γ) opere transitivement sur 1'ensemble des couples (a,b) non

colineaires avec φ(β̂ ) fixe, et on conclut comme en 2).

4) Supposons que p soit premier et divise q ; posons q=np . Compte tenu de

3), on peut supposer n > 1 . Si a = nb , on applique 1) ; sinon on applique 3) a a 

et nb . On obtient un element g de Sp(r) tel que ga = (a^,a2), gb=(b^,b2) et 

0 * a.j * b.j puisque â  est d'ordre p et b. d'ordre np .
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5) Supposons p=q . Soit n l'ordre de a-b , et soit I un nombre premier 

divisant n . Posons n = d£ . D'apres 4) applique a d(a-b) et da , il existe 

geSp(r) tel qu'on ait ga = (a^.a^), gb= (b^^ 2) et O^da^db^ , d'ou 0*a^*b.j .

6) Traitons enfin le cas general. Ecrivons p = p'd , q = q'd avec (p',q') = 1 .

Si p'=q' = 1 on est dans le cas precedent. Sinon on a da*db (sans quoi da , 

annule par p1 et q', serait nul), et on applique 3) a da et db . ■

PROPOSITION 3.3.Soient (P,0) une variete de Prym generique de dimension g>5, et a,b 

des elements de torsion distincts non nuls dans P . Alors 1'intersection 0Π0 no,--------------------------------------  ----------------  a t»

est int£gre.

■ Pour g=5 , P est une variete abelienne principalement polarisee generique. 

D'apres A1.2.10 , 0 Π0, est lisse ; comme NS(P) est engendre par 0 , la
cl

demonstration de 2.3 entratne que ΘΠΘ̂ Θ̂  est integre.

Demontrons la proposition par recurrence sur g . Pour une jacobienne generique 

(JC,0), les classes de cohomologie algebriques sont toujours des multiples entiers des 

0P
classes minimales (cela resulte d'un argument facile de monodromie,[A-C-G-H 2]

chap. X). II en est done de m§me pour P . D'autre part ΘΠΘ est integre(II.C), done 

® n 0a n ®b est de coc*iniension 3. Soit Z une composante irreductible de cette inter- 

sion, munie de sa structure reduite ; la classe de cohomologie de Z dans P est

03
n -g- , avec 1 < n <6 .

Considerons alors la specialisation de P en P^χ P̂  fournie par le lemme 3.1,

avec dim(P,|) = 1 , dimfP^) = g-1 . Dans P̂  χ P̂  , le diviseur 0 se specialise en

(P1 x02)+ (01 x ®i est un c*iviseur ^  variete de Prym P.. . On a 

alors 1'egalite entre cycles :

e ' n e (a,,a2) n0 (b,,b2) = V

* ®1 , a , * (θ2 ne2,b2* * ®1 , b , * (02n 02,a2> ■

La premiere sous-variete qui apparait au second membre est integre par 1'hypothese
3

de recurrence, de classe θ9 ; les trois autres sont integres en vertu de II.C , de
2 ? 

classe (on a note θ̂,θ2 les classes de 0^χ P2 ^ x ®2 dans Η (Ρ,̂ ,Ζ)).

La composante Z de ΘΠΘ̂ Θ̂  se specialise en une reunion de certaines de ces

composantes ; en comparant les classes de cohomologie, on obtient

(θι+02)3 3 2
n — g---  = ρ θ2 + q θ̂θ2 , avec p,qelN .

Ceci impose n = 6 , de sorte que 0Π0 ίΐθ̂ est egale a Z , et par suite est intfcgre. 1
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Remarque. Soient P une variet6 de Prym generique de dimension g , et a,b des 

elements distincts non nuls de P . II parait vraisemblable qu'au moins pour g assez 

grand, 1'intersection ΘΠΘ flĜ  n'est reductible que dans la situation de 1.1 

(a = p+q-op-oq , b= p+r-op-or). Pour g>12 , on peut prouver que cela resulterait de 

la conjecture suivante, dont une version plus faible est prouvee dans [We 4] : les seuls 

elements a de P tels que 0, contienne Sing 0 sont ceux qui s'ecrivent
a

r * j

p+q-ap-aq , pour p,q G C .
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APPENDICE 1

CONSTRUCTION DE COMPOSANTES IRREDUCTIBLES DE Nj|

1. Definition du sous-ensemble A , g„ de Agl+g„ .

Cet appendice est consacre a 1'etude systematique d'une situation qu'on a 

rencontree plusieurs fois : en II.D.1.5.1 et 11. D. 2.1,on a etudie des varietes abeliennes 

principalement polarisees isogenes a un produit de deux varietes abeliennes polarisees 

de degre 2.

On s'interesse ici aux varietes abeliennes principalement polarisees isogenes a 

un produit de deux varietes abeliennes polarisees de meme type. Comme le montre la 

proposition suivante, toutes les varietes abeliennes principalement polarisees non 

simples rentrent dans ce cadre.

On adopte les notations et les resultats de [Mu 5], rappeles en 1.3.

La demonstration de la proposition ci-dessous est reportee a la fin de cette section.

Proposition 1.1. Soient (A,L) une variete abelienne principalement polarisee et 

j' : X ' ‘- ► A  une sous-variete abelienne.

II existe.alors une unique sous-variete abelienne j": X" A verifiant :

ii'+i"l
i) Le morphisme π : X' χ X" A est une isogenie.

ii) La polarisation tt*L est la polarisation produit Μ' ■ M", ou_ M' = j'*L ,

M"= j"*L .

Les proprietes suivantes sont alors satisfaites : . 

iii) II existe un isomorphisme ψ : H(M') — > H(M") verifiant :

. Ker π = {(χ,ψχ) | xe H(M')}

. ψ est antisymplectique :

M1 M"
vx,yeH(M') e (x,y)e (ψχ,ψγ) = 1 .

iv) II existe une base {s|,...,sj} de H(M') et une base {s!j,...,sjj} de 

H(M") telles que 1 'element ^  s! β s|! de H°( X'χ X",ir*L) engendre π*Η°(A,L).
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(1.2) Reciproquement, si (Χ',Μ') et (X",M") sont deux varietes abeliennes polari- 

sees de meme type, et ψ: H(M') — > H(M") un isomorphisme antisymplectique, on pose 

K = {(x,ψχ) | xeH(M')} . La variete abelienne A = X1 χ X"/K est alors principalement 

polarisee et le morphisme canonique π: Χ'χΧ" — *■ A verifie i) et ii). Comme l'espace 

des modules des varietes abeliennes polarisees (X,M) de dimension fixee et de type δ 

fixe, munies d'un isomorphisme symplectique H(M) Η(δ), est irreductible, les 

varietes (A,L) ainsi construites a partir de varietes X1 et X" de dimensions 

fixees et de meme type δ fixe, forment une sous-variete irreductible de .

Definition 1.3. On notera A , le ferme irreductible de codimension g'(g-g') 

de Α̂ , forme des varietes abeliennes principalement polarisees de dimension g , 

contenant une sous-variete^belienne de dimension g1, de polarisation induite de

1 <g'< g/2 .

(1.4) Si F1 (resp. F") est la partie fixe de M1 (resp. M"), il resulte de 1.1 iv) 

qu'on a :

type δ

r

II resulte de 1.1 et 1.2 qu'on a A
δ ,δ

. On supposera done toujours

(1.5) ir(F' χ F") c  Sing 0

ou 0 est le diviseur theta de A .

En particulier, si g-g' > g' > d = deg δ , on a :

A , , c 0 , .
g ,g-g g-2d

Le reste de cet appendice sera consacre a 1'etude des Α̂, , . Pour 

certains types δ , on montrera que 1'inclusion (1.5) est une egalite pour X' et
c n

X" generiques, et que Α̂, est une composante irreductible de  ̂ pour

g-g' > g' > deg δ .
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■ Demonstration de la proposition 1.1 et de 1.2.

Puisque j' est injective, le noyau de 1'application duale j' : A X' est

connexe. On note X" son image inverse par φ̂ : A A et j" 1'injection

X" A . La matrice de la polarisation tt*L induite sur Χ'χΧ" est :

/

puisque, par construction, j' j" et son dual 3"φ̂ -' sont nuls. Ceci prouve i) et 

ii). L'unicite est evidente. De plus, il existe un sous-groupe K de H(M') et une 

injection ψ: K <-*· H(M") tels que Ker π = {(χ,ψχ) | xe K} . Comme L est une pola

risation principale, on a ([Mu 5] page 295) :

(Card K)2 = (Card Ker it)2 = Card H(?r*L) = Card H(M').Card H(M").

II s'ensuit que ψ est un isomorphisme de H(M') sur H(M"). De plus, ([Mu5]
tt* L

page 291), Kert est isotrope pour la forme symplectique e , ce qui prouve m ) .

tt*L
Vu la definition de e , il revient au meme de dire que ψ se releve en un 

isomorphisme $:G(M') — > G(M") qui est l'inverse de l'identite sur I*. Soient 

G et K' deux sous-groupes de niveau maximaux de G(M') tels que Gη K' = {1} .

Soit s' (resp. s") un generateur du sous-espace de H°(X',M') (resp. H°(X",M")) 

invariant par K' (resp. ψ(Κ')). Comme G(M') opere transitivement sur H°(X',M'), 

{g.s' | g€G} est une base de H°(X',M'). De meme, {ψς.s" | geG} est une base de 

H°(X",M"). Tout element de H°(X' χ X",tt*L) invariant sous Γaction du sous-groupe de 

niveau maximal {(χ,ψχ) | x€ G(M')} de G(tt*L) * G(M') χ G(M")/{(X,X b  | λ€ t*} 

engendre π*Η°(Α,ί). Il est facile de verifier que

s = C ( 9 . s ' M ^ . s " )
rsj

geG

convient.

Reciproquement, pour montrer 1.2, il suffit de remarquer que les hypotheses 

entrainent que Kc H(M'h M") est totalement isotrope maximal. ■

2. Les ensembles T . et U r .
------------  g,6 —  g ,6

On introduit les sous-varietes fermees suivantes de A„ . :g><5

/ j ' V

j"TLJ'
* It i II,
J
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T . = {(X,Μ)€ A » I un des elements de jM| a un point de multiplicite > 2}. 
9 9

U λ = {(X,M)e A . qui ne verifie pas la propriete (P) ci-dessous}
9 5̂  9 5̂

(P) Le lieu fixe F de |M| est lisse de dimension g-deg δ si cet entier est > 0 , 

vide sinon. De faqon equivalente, si {s^,...,s^} , d = deg 6 est une base de 

H°(X,M), on a :

VzeF Rangfr-i(z)) = d .
V9zj 'l<i<d 

i<j<g

Par exemple, pour la polarisation principale 6 = (1), on a :

Tg , ( l ) ? “ g , ( i )  = " o ? V

ί ™ Ε 2 ΐ ί ί ί ° ϊ  2 . 1 .  (Ug, e = * g>6) = * t Tg, r  V 1 ·

■ On pose θΓ(ζ,τ) = 0[q](z,τ) (1.3.14) pour z £ t 9 , T € H g , reA~ 1 Z 9 / Z g = .

Les {θ (ζ,τ)} r forment une base de H°(X,M), oil (X,M) e A A correspond a τ.
Γ rti ̂  y 9Q

Si U . = A λ , la methode employee dans [An-M] (principalement Lemma 8  page
9 9 o 9 j δ

203) montre qu'il existe :

- un ouvert U de H

I
- deux morphismes λ: U — >  C -{0} et s : U —>  i' , tels que :

(2.2)  f v re  0r ( s ( x ) ,τ) = 0 ·
9Θ

Vie{1,...,g} λ (τ) Γ“($(τ),τ) = 0 , pour x e U .
r i

Si on derive l'egalite λ (τ)θ (ε(τ),τ) = 0 pour τ€ϋ par rapport at...,
p * * J

on trouve, en utilisant (2 .2 ) et les equations de la chaleur pour les θρ (1.3.14) :

Vt CU Vi,j€{1,...,g}
2
3 8.

ce qui, avec (2 .2 ) implique i .ol) .
9

A1

C M T)r r :jSZjt
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Remarque 2.3. On s'est uniquement servi du fait que les 0r verifient les equations

est lisse de dimension g-n si n<g , vide sinon.

Theoreme 2.4. On a T r*A r dans les cas suivants :
-------  ----g,6 g , 6 ----------------------

.6= (2) , g>1

• 6= (3) , g>2

. 6= (2,2) , g= 2 ou g> 4 .

■ On fait une demonstration par recurrence, en utilisant une construction analogue a 

la construction 1.2 de A , On prend les notations de la demonstration de 1.1 et 

on pose polarisation sur X = X 1 χ X". Le sous-groupe {(χ,ψχ) | x€ K1} de

G(M) est de niveau, de cardinal deg 6 . On note H son image dans H(M). II existe 

une variete abelienne polarisee (Y,N) de type 6 et une isogenie p : (X,M) — > (Y,N) 

de noyau H . Une base de p*H°(Y,N)cH°(X,M) est = ŝ sjj | h€G} , ou on a pose 

sjsj = (h.s')e (Tph.s").

Lemme 2.5. Si (X",M")£Tn„ Λ et si div s" est lisse, alors (Y,N)?Tnlin„ Λg ^  | y y
dans chacun des cas suivants :

* δ= (d) et g' = 1

. 6= (2,2) et (Χ',Μ1) generique dans ^  2) ·

de la chaleur. En particulier, si on se fixe des constantes ar pour rer^ et

1 < i < n avec Rang(a^ = n et si T . . alors. Dour X aeneriaue dans A

on a :

η

η div() ] ol9 (.,τ)) 

i = 1 r

■ 1) g' = 1 . On suppose que le diviseur de s = H°(Y,N) a un point (x\x")

de multiplicite > 2 . On a en particulier :

C A h s'(x')sj(x") = Ο 
η

1 I j p h  sh( x '> S f (x") = 0 

C xh sh(x’* sFrJ’!**''* = 0 '
Π 1 J

A1
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Comme (X",M") n'est pas dans Τ ,, , , on a :9 5̂

VheG Vh^'^ = 0 ‘

Puisque g'= 1 , les diviseurs des ŝ  sont disjoints deux a deux. Par consequent, 

au plus un des est non nul et div s = (X'xdiv sjj)u(div s^xX") n'a pas de 

points de multiplicite > 2 puisque div sĵ , translate de div s'j , est lisse.

2) g' = 2 , 6= (2,2). On a encore ^s^x') = 0 pour tout h . En utilisant 

1'equation de la surface de Kummer (c'est-a-dire 1'image de X' par le morphisme

associe a |M'|) donnee dans [Mu 5] page 354, on remarque que si 3 des sections si.
2 2 2 2  9 9 9 9

sont nulles en un point, cette equation est du type Bxyzw+C(x y +z w ) + D(x£vr+y^z )
2 2 2 2

+ E(x z +y w ) = 0 , qui n'est pas une surface de Kummer generique (cf. fin de la 

demonstration du theoreme 2.4). D'autre part, si 3 des sont nuls, on peut con- 

clure comme ci-dessus (cas g'= 1). On supposera done :

G = {1,2,3,4} sj(x') = s£(x') = 0 , λ3= X4 = 0 , λ ^Ο  .

Pour X' generique, le lieu (div sjndiv sp est lisse (il suffit de verifier que 

pour (Α,θ) generique dans A0 et tout ae A[2] , Θ.Θ, est lisse). Or on a, pour
L a

1 < j < 2 et 1<k<g" :

3sl 3Sp
λ1 ^(x'b'jU") + λ2 ^(x'Js^x") = 0

J J

3si 3 s'.' 3S, 3s; 

λ1 3 ^ (X')3 ^ (X") + λ2 3 ^ (χ,)3 ^ (χΜ) = 0 *

3sj
Comme Rang(^r(x')) = 2 , on en deduit x" € Sing(div s'j), ce qui contredit l'hypothese. i

J

Pour terminer la demonstration du theoreme, il suffit de traiter les cas :

1) 6 = (2), g = 1 . Evident

2) 6 = (3), g=2 .On reprend les notations du lemme ci-dessus avec g' = g" = 1 . 

D'apres [Mu 5] page 350, 1'image de X" par le morphisme x" i— ► (s^(x"),s!j(x"),s£(x")) 

a pour equation :

Χ3+Υ3+Ζ3-3μ"ΧΥΖ,μ"£{1=ω3,ω,ω2,οο} .

Si (x',x") est de multiplicite > 2 sur div s , x" est de multiplicite > 2 sur
2

div (I ! X.sl(x')s!j). C'est done un point d'inflexion de la cubique. Or on a :

A1
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{Points d'inflexions} = {(0,1, -1);(0, 1, -ω);(0, 1, -ω ) et permutations} 

{Tangentes} = {μ' 'Χ+Υ+Ζ,μ' 'ωΧ+Υ+ω2Ζ, μ' 'ω2Χ+Υ+ωΖ, et permutations} .

On en deduit :

|\Λ / , A2^ 2^ A

permutations}

ο

(2.6) (XQS(!)(x'), s^(x1),λ2s^(x1)) € {(0,0,0);(μ",1,1);(μηω,1,ω );(μ"ω ,1,ω)

(2.7) (s^(x"),s!j(χ").s^Cx")) et par symetrie, (s^x'hs^x'hs^x1)) sont dans 

{(0,1,-1);(0,1,-ω);(0,1,-ω2) et permutations} .

Par (2.7) , exactement un des sUx') est nul. On suppose μ" * 0 . Par (2.6),
J

deux des Aj sont nuls, ce qui termine la demonstration.

3) 6= (2,2), g=2 . II suffit de montrer qu'il existe une surface de Kummer dans3
P dont toute section hyperplane n'a que des points de multiplicite au plus deux.

La quartique S£ d'equation :

4 4 4 4 2 2 2 2
F = x + x. + x0 + x0 - 2(2+ε)χ χ.χ,,χ, + ε(χΛχ.+χ-,χ0) 
ε ο ι 2 3 ο 1 2 3 ο 1 2 3

est une surface de Kummer pour z i  {0,2,-2} . Si une section hyperplane a un point de

multiplicite > 2 , il existe un point de S en lequel la forme quadratique
2 ε
3 F

5 ! X-X- est de rang < 2 . On verifie que c'est impossible pour ε = 0 done
L--* dX̂ dXj 1 J —

aussi pour ε voisin.

4) 6= (2,2), g=5 . On reprend les notations du lemme ci-dessus avec g' = 2 et 

g"= 3 . On supposera que :

i) (X' ,M’)  ̂T2 ^  2)uU2 (2 2) (c'est Possible d'apres le cas 3) qu'on vient de 

traiter et 2.1).

ii) div s!j et div s'j.div s£ lisses (c'est possible puisqu'on a

T3,(2) * A3,(2) U3,(2) * A3,(2))·

iii) div s'j.div s^.div sl̂ et F" = fldiv sjj lisses de dimension 0, de longueurs

re s pe cti ve s  24 et 16.

Pour montrer ce dernier point, il suffit de montrer, comme dans la demonstration 

de 2 . 1 1 ,  que pour un element generique ( Α , θ )  de et a , b € A [ 2 ]  quelconques

v e r i f i a n t  e9 ( a , b ) -  1 , on a :

AI
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- Θ.Θ .0̂  est lisse de dimension 0. II suffit pour cela de considerer un produit 

de 3 courbes elliptiques.

- ®*®a*®t)*®a+b es  ̂lisse> egal a {e,e+a,e+b,e+a+b} pour un ε d'ordre 2. On 

laisse la demonstration de ce fait au lecteur.

Remarquons que ce dernier fait entraine que Û  ^  2) = ^3 (2 2) * a c*onc 

aussi, par 2.1 : τ3>(2ι2) = Α3>(2>2) .

On fait maintenant la construction du lemme 2.5. Si (Y,N)G ^  ^  , on deduit 

de i) Â sjj(x") = 0 pour tout h .

Si λ2= λ3= λ4= 0 , div s = (X1 χ div s!j) u (div sj χ X") n'a pas de points de 

multiplicity > 2 par ii).

Si λ3= λ̂ = 0 , λ.|λ2* 0 , on a s'j(x") = s!J(x") = 0 .

L'hypothese ii) implique, comme a la fin de la demonstration de 2.5 , que
9si 9s2

S|(x') = s2(x‘) = ̂ t(x') = ̂ t(x') = 0 ; ce qui contredit i).

Si = 0 , λ·]λ2λ3  ̂0 , on a s!j(x") = s!j(x") = s!j(x") = 0 .

On arrive de la meme facon a une contradiction en utilisant 1'hypothese iii).

Si  ̂0 , on a sĵ (x") = 0 pour tout h€ {1....4} .

9sh
Par iii), on sait que Rg[^nr(x")]= 3 . On en deduit que :

j

9sh 9sh 
Rg[su(x') ^(χ 1) J?(x')] < i .h ax1 9x 2 -

3
Comme φιM, ι : X' — est non-ramifie hors de X '[2] , on a χ' € X ' [2] .

Si on fait varier X' dans A2 ^  ^  , on voit que (sj(x')....s^(x' ))eP3 decrit

3
une sous-variete qui engendre IP (considerer un produit de 2 courbes elliptiques)

3s"
done ne peut rester dans Ker[r-ir(x")] qui est de dimension 1.

j

Done tous les Ah sont nuls et (Y,N)£T5 2) ’ B

Al
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On peut traduire les resultats de 2.4 (joints a celui de 2.1) en termes d'inter

sections de translates du diviseur theta d'une variete abelienne principalement polarisee 

generique. Par exemple, si (X,M) est une variete abelienne polarisee de type 6= (d), 

il existe une variete abelienne principalement polarisee (Α,θ), une isogenie

π: (Χ,Μ) — > (Α,θ) avec tt* 0 s M , une base {s^....ŝ } de H°(X,M) et un element a

de A d'ordre d , engendrant π(Η(Μ)), tels que :

div(s.) = tt*(0. ) pour 1 < j < d .
J J“ -  -

Le lieu fixe de |M| est alors revetement etale de 1'intersection 

(0-9a....V i l a 1'

2
Dans le cas 6 = (2,2), 1'image π(Η(Μ)) est isomorphe a (2/2) , engendrie par 

a=ir(b) et a' = π(b'), avec b,b'€X[2] . On a ([Mu 6] page 228) :

I Μ®2 M
e2(a,a') = eL (a,a1) = eM (b,b') = eM(b,2b') = 1 .

Le lieu fixe de I Ml est alors revetement etale de 0 .0, .0 ..0, . .α a a+a

Avant d'enoncer le corollaire correspondant aux resultats du theoreme 2.4, on va 

en indiquer rapidement une generalisation. Pour aeC9-Z9 , on definit les fermes ana- 

lytiques suivants de :

Τ ={τεΗ | axel9 3(λ,μ)εΙΡ̂ tels que z I— > λθ(ζ,τ) + p6(z-a,T) 
y 5 y

s'annule a 1'ordre 2 en x}

Ug a = {teH I La propriete suivante n'est pas verifiee : le lieu d'equations

θ(ζ,τ) = 9(z-a,T) = 0 dans I9 est lisse de dimension g-2 pour g>2, vide pour g=1}.

II est clair par exemple que si 2ae Z 9 , 1'image de T a (resp. U J  dans
9 9  5̂

est Tg ^  (resp. tlg ^ ) .  On montre comme en 2.1 que (Ug a =Hg) = >

(T = H). La meme demonstration que celle uti1isee pour le cas 1) (g' = 1) du lemme
y jd y ii M

2.5 permet de prouver que si a'el-Z , t '€H. , a"e(E9 -Z9 , τ"£Τ ,, , div θ(.,τ")
τ1 η  ̂ 5

lisse, alors τ = (Q τ«)ίΤ >l+1 a„j . On en deduit :

Proposition 2.8. Soient g > 1 et a un element de C9 dont aucune composante n'est

entiere. Alors on a T * H .
------------------ g,a g

■ II reste a traiter le cas g= 1 . Si la proposition etait fausse, il existerait 

un ouvert U de et deux morphismes λ : U — ► I*, s : U — ► t verifiant, pour xeU:

AI
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(2.9)

X ( t ) 0 ( s ( t ) , τ )  + 0 ( s ( T ) - a , T )  = 0

X ( t ) | | ( s ( t ) , τ )  + ||(s(x)-a,T) = 0

2 2
A ( t ) M ( s ( t ) , t ) + ^ ( s ( i ) - a , T )  = 0 .

3z£ Zzc

En derivant la premiere equation par rapport a τ , on obtient, avec les deux 

autres et 1'equation de la chaleur :

| ~ ( t ) 0 ( s ( t ) , t ) = 0 .

Si 0 ( s ( t ) , t )  = 0 , on a aussi 0(s(T)-a,i) = 0 par 2.9, ce qui est impossible 

en genre 1 si a £ Z ®  τΖ , done pour τ generique. On a done λ(τ) = λ , constante.

On deduit alors du Lemma 9 de [An-M] que λθ(ζ,τ)+ θ(ζ-ε,τ) est identiquement nulle, ce 

qui est impossible. ■

II suffit de considerer les a = (̂ 1,1,..., 1) € , n>2 , pour en deduire :

Theoreme 2.10. Soit (Α,θ) une variete abelienne principalement polarisee generique 

de dimension > 2 . Alors, pour tout a non nul de torsion dans A , 0.0g est lisse 

de codimension 2. En particulier, si_ Θ est symetrique, les seuls points de torsion sur 

Θ sont d1ordre 2.

La derniere assertion provient du fait que si Θ est symetrique, Θ·02Χ est sin

gulier en x , lorsque xe0 .

II reste maintenant a enoncer le corollaire de 2.4.

Corollaire 2.11. Soit (Α,θ) une variete abelienne principalement polarisee generique 

de dimension g>2 . On a :

. Sj_ a est non nul d'ordre 3, Θ·Θ9·®29 est vide pour g = 2 , lisse de dimension g-3 

pour g> 3 .

. Sj_ a et_ b sont non nuls d'ordre 2 avec e2(a,b)= 1 , est vide pour g = 2 ,

lisse de dimension g-3 pour g>3 , et̂  ^ a ' ^ b ’̂a+b es  ̂lisse de dimension g-4 

pour g>4 .

De plus, ces schemas sont irreductibles lorsqu'ils sont de dimension strictement 

positive.
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■ Comme on 1'a explique plus haut, ces resultats sont une consequence immediate du

theoreme 2.4, de la proposition 2.1 et de la remarque 2.3. L'assertion d'irreducti-

bilite, valable aussi pour le theoreme 2.10, est consequence du resultat suivant

([Fu-L]) : si L est un faisceau inversible ample sur une variete projective irr^duc-

tible X , s.,...^ des sections de L , alors le lieu n div(s.) est connexe pour
I r i=1

r < dim X . ■

A1
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3. Le lieu singulier du diviseur theta d'un element generique de Α̂, .

Proposition 3.1. On suppose T„, r et U_„ ^A_„ P (ou Tinverse) et 
— -------  ---- “—  g ,o g ,o —  g ,o g , o ----------- -v
g"> g'. Alors le lieu singulier du diviseur theta d'un element generique de A , „ 

est :

. vide si g' < deg <5 = d

. lisse de codimension 2d sinon, avec egalite dans (1.5). Les singularity de 0 

sont toutes quadratiques de rang 2d .

■ Si on n'a pas egalite dans (1.5) pour tout element de A , „ , il existe, comme
9 »9

dans la demonstration de (2.1) :

- un ouvert U' de H ,

- un ouvert U" de H „

- deux applications holomorphes,

s' : U' x u" C9 ' , s" : U' χ U" C9" ,

tels que :

ν τ ' e U ' ,  ν τ " e U" , v i e  { 1 , . . . , g ' }  , v j  e { 1 ................... g"} ,

(3.2) Les θ̂(s'(τ' ,τ") ,τ') , 9jl(s"(τ1 ,τ") ,τ") r€ , ne sont pas tous nuls

(3.3) YJ e ^ s ' i x ·  ,τ") ,τ' )0jr (s" ,(τ· ,τ"),τ") = Ο

Κ
( 3.4) C  r-r(s'(τ1,τ"),τ')θ" (s"(τ' ,τ"),τ") = Ο 

r i ψ

(3.5) 9;(s'(t',t"),t') ■ ^:(5"(τ,,τ"),τ") = Ο .

Si on derive (3.3) par rapport a τ'· , on trouve, en utilisant (3.4), (3.5)
 ̂J

et les equations de la chaleur (1.3.14) :

92θ'
vi»J C  gjTgfris'(τ' ,τ"),τ')0jr(s"(τ',τ"),τ") = Ο .

Vue l'hypothese Τ , . * A , Λ , on en deduit :
9 9 5̂

vrer6 ντ' € U' ντ" e U" 0f(s"(T',T"),T") = 0 .

De l'hypothese U „ » * A „ . et de (3.5), on deduit :
9 jO 9 >0
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Vr,τ1 ,τ" θ̂ίs1 (τ1 ,τ") ,τ') = 0 ,

ce qui contredit (3.2).

Pour un element generique (A,0) de A, „ , on a done egalite dans (1.5) :y 5 y
tt(F'xF") - Sing 0 . Puisque U , * A , . (par 2.1) et U„ . * A., . , Sing 0

g >o g g ,o g ,o
est lisse de codimension 2d (ou vide si g' < d).

Si g1 > d , la matrice des derivees secondes en un point singulier est :

9Θ' 3Θ"

/ »  T = C  gil2' ) · # 2"))
r i dzj 1<i<g1

Kj<g"

xtT

Si X ' , , X"^ U „ . , alors : 
g >o g ,o

Rang(3iT(z,))i,r = Rang(9 ^ (zM))j,r = d < 9'< 9" ·

Les singularity de 0 sont quadratiques de rang 2d . ■

Corollaire 3.6. Pour 6 = (2), (3) ou (2,2), le lieu singulier du diviseur theta d'un

element generique de A , „ (g"> g1) est :
9 9 9 ~

. vide si g' < deg 6 =d , sauf si ό = (2,2) et 3 e{g',g"}

. compose de (d!) points si g' = g"=d

• lisse avec (d-1)! composantes connexes de codimension 2d si g"> g' = d 

. lisse irreductible de codimension 2d si g1 > d .

■ II ne reste qu'a calculer le nombre de composantes connexes en gardant en memoire 

la fin de l'enonce de 2.11. On suppose g' = d . On a (M')g = d.(g')1 (1.3.6). Le 

lieu fixe F' de M' est de cardinal d.d! et est stable par H(M'), qui est de 

cardinal d (1.3.7). Le nombre de composantes est :

(d.d!)2/d2 si g" = d

d.d! /d2 si g"> d . ■
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Remarque 3.7. Les singularity de 0 sont alors quadratiques de rang 2d et Sing 0
o

est invariant par un groupe de translations de cardinal d , isomorphe a Η(δ), a 

savoir ττ(Η(Μ') χ {0}) = ττ({0} χ H(M")).

4. Application du theoreme d'Andreotti et Mayer.

Theoreme 4.1. On suppose g" = g-g' > g' > 1 , T , £ * A , £ et ll ,, * A „ (cf.

r
section 2) ou l'inverse. Alors, pour g' > deg δ , g"> deg 6 , A , „ est une compo-

9 9 9

sante irreductible de Φ OJ , , de codimension q'q" dans A .
-------------------- g-2deg6 .......... ... 3 3 ----g

■ On va appliquer le theoreme d'Andreotti et Mayer (II.D.1.4.3) a un element generique (A,G

de A , „ .Par 3.1, Sing 0 est equidimensionnel de codimension 2d , egal a 

u(F'xF"), ou F' (resp. F") est le lieu fixe de M' (resp. M"). De plus F" est 

irreductible. On notera F̂  une composante irreductible de F' : c'est un point si 

g' = d , egal a F' si g' > d . On a deja remarque, a la fin de la demonstration de 

3.1, que 1'application II.D.1.4.4 est donnee par :

(4.2) FJxF" ->P(T^B'eT^B") cIPS2T^A

9s' 9s"

(ζ'·ζ,,) ^ C 3 i r ( z ' )  gpr(z"))1<i<g. · 

r 1 J 1<j<g"

3sr 9sr o
On rappelle que les r-r (resp. r-ir) sont des elements de H (F' ,M') (resp.

i 9zj

H°(F",M")) ([Gr 1 ] page 92 et Lemme 4.3 ci-dessous).

Pour prouver le theoreme, il suffit de montrer que (4.2) est non degeneree, puis 

d'appliquer II.D.1.4.3.

Lemme 4.3. Soient (X,M) une variete abelienne polarisee de dimension g et {s.,...,s,}

une base de H (X,M). On suppose que le schema F partie fixe de |M| est de dimen-
3s

si on g-d > 0 . Alors une base de H°(F,M) est { ^  | 1<r<d , 1 < j < g > .

Zj

■ Pour 1<r<d , on note D^ le schema def ini par 1' annul at ion de s^,...,sr , et

on pose Dq = X . On montre facilement que H](D ,0̂  (dM)) = 0 pour 0< i < g-r done

1 1 Γ r 
que la restriction Η (Χ,ύχ) — >· H (Dr,0p ) est bijective pour g-r> 1 .

r
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Si on note Er le diviseur de sr sur X , on a les suites exactes :

0 H°(X,0X(M))/Csr - >  H°(Er,0E (Μ)) Η1(Χ,Οχ) -Μ

*
!

0 - ►  H°(Dm ,Od m / t s r - ►  H°(Dr,0D (M)) Η1(0Γ-1 ,(?D ) — ► 0 ,

pour r> 1 , g-(r-1) > 1 . II est facile de voir ([Gr 1] page 95) que la premiere 

ligne est :

9 s r 1
0 ~ ► <s^,...,§r,...,s^) — < s ^ ..jSj,^-) — > H (X,0^) — *· 0

J

8sr

5zj·-------

pour un choix convenable des coordonnees ζ̂ ,.,.,ζ .

On en deduit facilement par recurrence sur r que pour 1 < r< min(d,g-1), une

base de H°(D ,£?D (M)) est : 
r

9ŝ  9sr -

{sr+r - - - Sd’3 T ’---’3T P0ur * ·
J J

Dans notre cas, puisque g"> d , on peut appliquer le lemme a (X",M"). Si 

( 4.2) est degeneree, on a :

i n 3s' 3s"
^(λij)eiP9'9"-1 vz'eF; vz"ef" x.. ^ ( z ‘) ^(ζ") = 0 .

 ̂1»J 1 J

On deduit du lemme que :

W'EFJ,  v j , r  C  xy  & ( z ' )  = 0 .

Si g1 > d on peut appliquer le lerrnie a (X'.M1) et conclure que les X.. sont

K 1J
tous nuls. Si g'-d , alors la matrice (gp-(z')) est dxd de rang d done on

peut conclure aussi que les λ.. sont tous nuls.
"1J

L'application ( 4.2) est done non degeneree et on peut conclure en appliquant le 

theoreme d'Andreotti et Mayer 11.D.1.4.3. ■

Remarque 4.4. Sous les hypotheses de 4.1, 1'intersection dans IPT0A des c0nes tan

gents aux points singuliers de 0 , pour (Α,Θ) generique dans A6, ,, , est la 

reunion disjointe de IPT X'^IP9 "1 et de IPT X''c-ρ9""1 .
o 'o'
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Corollaire 4.5.

’ Ag ' V g 1 est une composante de pour 2 < g' < g/2 et g> 5 .

/ Q \
• g' g-g1 est une composante de pour 3 < g ' < g / 2  £t g>7 .

(0 9 \
. , *g_g i est une composante de N-j_g pour 4 < g' < g/2 et g > 9 .

Remarque 4.6. Si θ ... ιη . desiqne 1 'ensemble des varietes abeliennes princi- 
null ,9

palement polarisees pour lesquelles une thetaconstante s'annule (cf. Ill), on a 

(cf. [D2]) :
μ)
g\g-g'

c θ ηη 
null ,g

pour 2 < g' < g/2

p )
g'.g-g' ^ 0null,g

(2,2)

g'.g-g' C 6null,g
pour 4 < g’< g/2
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APPENDICE 2

VARIETES ABELIENNES POLAJRISEES DE 
DEGRE DEUX ET VARIETES DE PRYM

§ 1. Resultats fleneraux.

On rappelle qu’une variete abelienne polarisee de degre 2 est une 
variete abelienne X munie d’une classe d’equivalence algebrique de
faisceaux inversibles amples M verifiant h°(X,M)=2. Le groupe

2H(M) est isomorphe a (Z/2)4- et, pour tout element non nul € de 
H(M), il existe une isogenie de (X,M) sur une variete abelienne
principalement polarisee (X6',^), de noyau {0,e}. L’espace des
modules des varietes abeliennes polarisees de degre 2 et dimension g
est note A /ON.g, (2)

On rappelle qu’une variete abelienne polarisee est dite 
irreductible si elle n’est pas isomorphe au produit de deux vari§t§s 
abeliennes polarisees non nulles.

Proposition 1.1.

Soit (X,M) une variete abelienne polarisee de degre 2, 
irreductible. On suppose qu’un element D de |M| est reductible et 
que dim X>2.

Alors il existe deux varietes abeliennes principalement 
polarisees (A^.e^) et (A^,^) et une isogenie π : X --- ► AixA2

de degre 2 teiles gue D= π (θ^χΑ^+Α,^χβ,,). En particul ier. il
existe des varietes ab6liennes polarisees non nulles de degre 2,
(Xj.Mj) et (X2,M2), et. une isogenie Ψ de degre 2 de sur

%X telles que r Μ ̂  B

■  On ecrit D= D^+D0 et on note (cf. 1.3.3) :

K.= H(D.), p. : X --- „ X/K° = B. .

II existe un diviseur e. sur B. tel que p.e.=D. et
1 1 1 1 1

Η (Β^,β^) =: H(X,D^). Comme (X,M) est irreductible, les
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polarisations sont done principales. Le noyau du morphisme

f:X----► B= R 1xB9 est K^’ Π K° c {x|D =D} $  H(M); il est done de
cardinal au plus 2.

Si f est injective, la restriction a son image A de la 
polarisation produit sur B est de degre 2. Comme en Al.1.1, on a une 
isogenie :

it : XxY -----> ®ix ®2

avec Y = Ker(B^xB9 —-— ► BjXB0 — X), variete abelienne polarisee 
de degre 2.

Ο /\ /\ /\
Puisque est connexe, p^ : B^ -- ► X est injective et

Y η {0}xBo= Y n 8^(0} = {0}. Les fleches j : Y -- ► BjxB2 -- > Bi>
)|cpour i-1,2, sont done injectives et j^e^ est ample sur Y. Si Y 

est de dimension n, on a (1.3.6) :

2= HT [(PrX +Pr2 V l Y ]n

1 ,.* .* .η , .* , .*
= nT (jlel+j2e2 } - dGg Jlel+de* J2e2 ’

l’inegalite etant stricte si n>l. On en deduit
* * * n- deg jjej= deg joe2~^‘ ^es P°larisations sont done

principales, et on peut ecrire ^ YxA^, ou A^ est principalement 
polarisee. Si g : Y --- ► YxY est 1’application diagonale, on a :

Λ

Λ A A A g° Ρ Γ I Λ /\

X » Ker (YxAjXYxA2 ----- iii— # Y).

Comme X est supposee irreductible, on en deduit A^^^-O et 
XssY est de dimension 1, ce qui contredit 1*hypothese.

Le morphisme f est done de degre 2 sur son image A . La 
restriction θ de la polarisation produit sur B a A est

$principale et D - f β . Le diviseur β est alors reductible, done 
aussi la variete abelienne principalement polarisee (Α,θ), ce qui 
montre la premiere partie de la proposition.

A A A /V

Enfin, le noyau de 1’isogenie duale π : A^xA9 --- ► X est
engendre par (e^,£0 ), ou est un element non nul d’ordre 2 de

/V
A.. Si Y.
1 1
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est le quotient de par , on a alors une isogenie de degî e 2

de X sur Υ^χΥ9, dont la transposee est 1’isogenie de degre 2 de 

Υ^χΥ9 sur X cherchee. ■

(1.2) Introduisons des generateurs a et β de H(M), ainsi que des
elements a et β de '4(M) d’ images respectives a et β dans 
H(M), satisfaisant a :

α β ‘‘-l, αβαβ~ -1.

L’espace des sections de M invariantes par 1’action de a est 
de dimension 1; on note s un generateur, et t= yO.s, de sorte que 
{s,t} est une base de H°(X,M).

II resulte de la proposition ci-dessus que si (X,M) est 
irreductible de dimension >2, les seuls elements de |M| qui 
peuvent etre r§ductibles sont div(s) et div(t)= div(s) -auquel

β

cas Xa = X/{0,a} est reductible-, div(s+t) et div(s-t)= div(s+t)a

-auquel cas X̂ 5 est reductible-, div(s+it) et
div(s-it)= div(s+it) -auquel cas Χ° ^ est reductible.

a

(1.3) On se place dans la situation de la proposition, c ’est-a-dire 
qu’on se donne des varietes abeliennes polarisees de degre 2,
(XpMj), (X9 ,M>) et (X,M) et une isogenie π : X^xXg -- ► X de
noyau (α1,α0), a. element on nul de H(M,). Alors (X,M) est1 1 — — —

irreductible si et seulement si (Χ^,Μ^) et (X9,M9) le sont.

II suffit de montrer que si (X,M) est r§ductible, c ’est-a-dire 
s’il existe une decomposition :

(X.M) * (A,L)x(X’,M’)

ou (A,L) est principalement polarisee irr§ductible et (X’,M’) est 
polarisee de degre 2, alors (Χ^,Μ^) ou (Χ^,Μ^) est reductible.

Soit (A^,L^) la variete abelienne principalement polarisee 
quotient de (X^,M^) par au. Le morphisme compose

*P : A -- ► X -- ► AixA2 satisfait a p (L^BL0)~L. Comme (A,L) est
suppose irreductible. c’est un facteur direct dans (A^Lj) -par
exemple. II est alors clair que c ’est aussi un facteur direct dans 
^ l ’̂ l ;’ eS  ̂ ^onc r®ductible.
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*s2. Les ensembles A
gl ’· · · ’ gr

On va maintenant etudier plus en detail les ensembles A

2

2

g r g2
introduits en Al.l.

2Rappelons brievement la construction des elements de A . O n
gl ,g2

prend, pour i=l,2, des elements (Χ.,Μ.) de A /ολ. On choisit
i i , C Z )

aussi des generateurs et β  ̂ de H(M^). Le quotient de
par le sous-groupe engendre par (α^,α9) et (β^,β^) est une variete

2abelienne principalement polarisee (Α,β), element de X*
gr g2

Supposons maintenant qu’un element D de \̂ >\ (°u de | | ) 
soit reductible.

La proposition precedente permet d’ecrire (Α,β) comme le 
quotient de X^xX^xX^ par le sous-groupe engendre -si par exemple
D=Da - par (Ο,α^,α^), (α^,α^,,Ο), (β^β'^β'^), avec :

2

(Xj >M| )eAg^> (2) ’ (X2 ,M2 )€ylg ^  (2)

α 2 , β '2 engendrent H(Mi>). 

a^, β ’̂ engendrent H(Mg).

On peut bien sur continuer le processus, si un des elements de 
|M̂ | U | |  U | |  est reductible de dimension >0.

Les quotients obtenus ne sont plus tous du meme type. On a en 
effet deux cas :

i) (Α,β) est un quotient de X^xX^xX^xX^ par le sous-groupe 
engendre par (ο^,ο^,Ο,Ο), (α^,Ο,α^,Ο), (ο^,Ο,Ο,ο^), ( β ^ β ^ β ^ β ^ ) . 
C ’est le cas si un element de |M^| invariant par translation par 
est reductible.
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ii) (Α,β) est le quotient de X^xX^xX^xX^ par le sous-groupe 
engendre par (α^^,Ο,Ο), (αχ ,Ο,ο^,ο^), (0,0,/^ ,β^), {β^,β^β^,Ο). 
C ’est le cas si un element de |M̂ | invariant par translation par β  ̂
est reduetible.

(2.1) On ne s ’interessera qu’au premier type. On introduit les
2sous-ensembles A de A definis comme suit.
1....  r

Soit (X.,M.)ex pour i= l,...,r; a. et β. des

generateurs de H(M^) ; {s^t.1} une base de H°(X^,M^) choisie comme 
en (1.2). Le quotient de XjX...xX^ par le sous-groupe engendre par 
les (a, ,0, . . . ,0,a. ,0, . . . ,0), 2<i<r, et ) est une

1 1  1 c. Γ
v a r i e t e  a b e l i e n n e  p r i n c i p a l e m e n t  p o l a r i s e e  ( Α , θ ) ;  l e  s o u s -e n s e m b le

2
de A  , a i n s i  c o n s t r u i t  e s t  n o te  Aί] + ·..+ίΓ g1,...,gr

L ’ e s p a c e  H ° ( A , e ) c H ° ( X j X  . . . x X ^ , M j H . . . B M ^ )  e s t  e n g e n d re  p a r

1 2  r  1 . 2  r
S S . . . S  + t  t  . . . t  ,

On p e u t  o p e r e r  des re g ro u p e m e n ts  : s i  X^ e s t  l e  q u o t i e n t  de  

X^xX^ p a r  l e  s o u s -g r o u p e  e n g e n d re  p a r  ( α ^ , ο ^ ) ,  ( Α , β )  e s t  e n c o r e  un

quotient de Χ^χΧ^χ.,.χΧ^ du type ci-dessus avec α^= (a^,0),
2 2 Ρί= On a en particulier A c Λ

x  ± «- o · · · »6j,

ainsi de suite.

(2.2) Inversement, il ressort de la discussion du debut du paragraphe
2que tout element de A~ peut s ’ecrire comme element de
gl,g2

2 , , 1 r 1 s
Ά 2 r 1 o avec r>l, s)l, gl~*"* * *"*"gl"~gl’ g2*̂ " *
gl * · · · * gl * &2 ’ ■ * * ’ gs 

c ’est-^i-dire comme quotient de x|x.. .xX^xX^x.. .xX^ avec la propri6t§ 
supplementalre :

div s1 irreductible lorsque g1.^.J J
La proposition suivante determine dans quel cas un element de

n
λΛ est irreductible. On pourra remarquer que l’hypothese
gl ’ ’ · · ’ gr
(X.,M.) irreductible est trivialement necessaire.

1 1
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Proposition 2.3.
ηSoit (A,e) un element de A qui s ’exprime done comme

quotient d’un produit de r varietes abeliennes polarisees (X^,NT )
de degre 2, supposees irreductibles. Alors (Α,θ) est irreductible, 
sauf si :

polarisation produit.

■  11 est clair qu’il suffit de traiter le cas r=2. Avec les
% 1 2  1 2  notations de 2.1, une equation de D= π θ est s s +t t . Supposons

D reductible. Si une composante Z de D ne se projetait pas
surjectivement sur X^, on aurait Z= D^xXg, avec diviseur de

Xj. Mais s^ et t^ seraient alors nulles sur D^. On aurait alors 
dim Χ^>2 et, par 1.2, (Χ^,Μ^) reductible.

Toute composante de D se projette done surjectivement sur X^
et sur X9. Si on ecarte provisoirement le cas g-|=g9=l, on a alors u i  z
par exemple g9>l. Pour x generique dans X^, DnixJxXg est alors

2 2reductible, de sorte que div(ps +qt ) est reductible pour tout 
(p,q)^P^. De nouveau, cela contredit 1.2.

Examinons le cas g^gg-l· Si (Α,θ) est r§ductible, on peut

ecrire π : X,xX0 -- ► ΕΊχΕ0 . Si un morphisme induit u* : X. -- ► E.1 2 1 2  ^ J i J
etait nul, u* . serait un isomorphisme puisque X. -- ► E,xE9 est

o  J 1 1 Z

injectif. Mais la polarisation induite sur X^ serait alors 
principale, ce qui est contraire a l’hypothese.

Les morphismes u^ sont done surjectifs et deg(uj^j+uj^2)=2.

Les polarisations u ^ e . sont done principales et les u^ sont des
J J J

isomorphismes, via lesquels on peut identifier en particulier X9 . d 
X L e  noyau de π est alors engendr§ par (α^,α^) et (a^9a^). Le 
quotient π s’identifie au morphisme :

r=2, ίι=ί2=1, (χΐ'Μ1} “ (Χ2,Μ2}·

Dans ce dernier cas (Α,θ) est isomorphe a X^xX^ munie de la

1 x 1 X, x  Xj

(x»y) i- (x+y,x-y).
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On peut deduire de 2.3 le resultat suivant, qui complete les 
conclusions de 1.1 et de 1.2.

Proposition 2.4.

Soit (X,M) une variete abelienne polarisee de degre 2 et de 
dimension g, irreductible.

Alors au plus un des 3 quotients (X6 ,!̂6 ), e€H(M)-{0}, est 
reductible, sauf si X est le quotient d’un produit ExE, ou E est 
une courbe elliptique, par le sous-groupe {Ο,(α,α)}, avec aeE[2J, 
de sorte que dim X=2.

Dans ce dernier cas, les 3 quotients sont reductibles si et 
seulement si E a multiplication complexe par i (j(E)=1728) et si 
a est 1*unique element non nul de E[2] invariant par cette 
multiplication.

■  Supposons (Χα ,ΝίΧ)= (Χ,Μ)/{0,α) ^ (A^x^, L^BI^). Comme a la fin de
la demonstration de 1.1, on en deduit une isogenie de degre 2,
Χ^χΧ^ -- ► X, ou (X^,M^) sont irreductibles de degre 2, H(M^) est
engendre par au et /3̂ , Kern par (0^,012), avec
a= ir(aj,0)= πίΟ,ο^) et β- τϊ(β^β^). La vari§te ab§lienne

principalement polarisee X^ (resp. X0 *'0) est done le quotient de 
Χ^χΧ2 par le sous-groupe engendre par (0^,012) et
(β^,β^) (resp. (α^,ο^) et {α^β^β^))\ elle est par consequent
irreductible d’apres 2.3, sauf si il existe un isomorphisme 
ψ : X^ —2— ► X0 satisfaisant a >̂°2̂  ^resp*
Υ»(α^)=α2 » s ~̂ (**in = Ces ^eux ©ventualites ne
peuvent se produire simultanement que si il existe un automorphisme τ 
de X^ satisfaisant a r(a^)=a^, r (/3^)=α^+/3^. C ’est le cas si et
seulement si X^ est la courbe elliptique avec multiplication
complexe par i (j=1728).

2S3. Les families 5P ^ .

2Le but de ce paragraphe est l’etude de Ψ , sous-ensemblegr -.-gr
2de A constitue des variet§s construites - comme en 2.1 - d> · · · >

l’aide d’eleraents (X. ,M. ) d’un sous-ensemble v de A

que l’on va maintenant definir.
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On appellera revetement admissible ramifie en quatre points tout
revetement qui s’identifie au quotient d’une courbe stable C de 
genre 2g-l par une involution σ satisfaisant a :

1) σ a exactement 4 points fixes qui soient lisses sur C. On 
les notera p2> p3 et p^.

2) En les autres points fixes eventuels, qui sont done des points 
doubles, les deux branches ne sont pas echangees.

3) Le nombre de points doubles echanges par a est egal au 
nombre de composantes de C echang§es par σ.

La variete de Prym - au sens de [Mu2] - d’un revetement 
admissible π : C --- ► C= C/σ est la variete abelienne
Ker(JC — — ► JC) munie de la polarisation induite par la polarisation

— ~ t principale de JC. Sa variete duale, isomorphe a JC/π JC, est alors
munie d’une polarisation de degre deux.

On notera Ψ /ON le sous-ensemble de Λ forme desg>(2) g,(2)
varietes duales des varietes de Prym des revetements admissibles 
ramifies en quatre points.

Ce sont des varietes abeliennes polarisees de degre 2.
/V(3.1) La courbe C ,= C/ , obtenue a partir de C enΡ Γ Ρ2 et p3~p4

identifiant p^ a p  ̂ et p^ a p^, munie de 1’involution induite 
σ ’, definit un revetement admissible au sens de [Bel].

On a un diagramme ([Bel] page 159) :

0 0 0

I  I  1

r/2)2 -----► P’uP’ ------- ► x

I  1  i
*2 ~ ~: ---- ► JC’ ------ ► jc

I  1  I

:*2 ---- ► j c ’ ------ ► jc

I  1  1
o o o
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ou P ’ est la variete de Prym principalement polarisee associee a
A

(C’,o9), X la variete de Prym assoeiee a (C,a). On a done une
isogenie de degre 2 de X sur P* . La variete abelienne (X,M) est 
dans 7*. /9v. Les trois isogenies obtenues, en considerant les trois

β y ( — /

courbes C*, CM= C/ , , C,w = C/ et p0̂ p0,Pj^P^ et Ρ2~Ρ4 ΡΓ Ρ4
correspondent aux quotients de X par les trois elements non nuls de 
H(M).

Proposition 3. o

La sous variete ψ de Λ est fermee irreductible. ---------------  g,(2) —  g, (2) ------------------------

■ On considere tout d’abord une courbe C connexe de genre 2g-l, 
avec au plus des points doubles ordinaires comme singularites, munie
d’une involution σ. On note C la courbe quotient et P= (Ker Nm)° 
la variete de Prym assoeiee. On a alors 1’analogue suivant de 
Lemma 5.1 de [Bel].

Lemme 3.3.

Le revetement C -- ► C est admissible au sens precedent si et
seulement si les trois proprietes suivantes sont satisfaites :

- a n ’est Pidentite sur aucune composante de C
- P (C)= g-la
- P est une variete abelienne.

■  On suppose ces trois conditions verifiees. la meme demonstration que 
celle de Lemma 5.1 de loc. cit. donne alors, avec les notations de 
Beauville :

n +n’=c et ^ + n *-2. e f e 2 f

Pour montrer que le revetement est admissible, il suffit done de 
montrer que le nombre n^ de points doubles de C, fixes sous 
1*action de a avec les 2 branches echangees, est nul.

Soit x un tel point, N la normalisation de C en x. On a
encore Ν/σ ^ C et ker(JC --- ► JN)°cP. Comme P est par hypothese
une variete abelienne, c’est que JC --- ► JN est un isomorphisme,
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done que N est non connexe. On ecrit N= avec connexe.

1/ensemble {y^NjJoye^} est alors ouvert, ferme et contient x. On 

en deduit N- N^UoN^, de sorte que g(C) = 2g(Nj). Contradiction.

Ceci prouve n£=0, done le lemme. ·

On procede alors comme dans le paragraphe 6 de loc. cit. . Pour
les memes raisons, il existe une variete irreductible complete S,
une famille de courbes stables <€ --- ► S munie d’une S-involution a
telle que :

- pour tout s dans S, 1’involution induite sur t n ’est 

I’identite sur aucune composante de <6̂ .

- '€ est de genre 2g-l, ^s/°s es  ̂ ^e £enre g”l·

- Pour toute courbe lisse connexe C de genre 2g-l munie d’une
involution avec 4 points fixes, la paire (C,o) est isomorphe a
(% ,σ ) pour un s dans S. s s

On definit de la meme fapon :

¥= Ker (Nm: Pic°('€/S) --- ► Pic°(<«/S)) °.

C ’est un espace algebrique lisse sur S. L’ensemble S des 
points s de S pour lesquels est une variete abelienne est un

ouvert de S et 1 ’application induite p : S --- ► Λ , ou δ est
g g

g-1la polarisation (2,2,...,2) de degre 2 , est propre 
(Proposition 6.3 de loc. cit.).

On en deduit facilement que Ψ /ox est ferme dans Λ. /ox .g> (2) g , ( *- )

Pour prouver 1’irreductibilite on peut, par une etude des 
deformations locales d’une paire admissible (cf. [H-M] pages 29 et
33), prouver qu’elle est deformation d’une paire admissible (C,o)
avec C lisse connexe. L’irreductibilite de la famille de ces 
dernieres paires decoule alors du fait suivant, deja demontre dans
1 * introduction de II.D. : si ^ --- ► S est une famille irreductible
de courbes lisses et si on note x̂'Cx'&cHS, Pic^f^/S) le

O r· o
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schema de Picard relatif en degre d, m : —
2 4earre, alors le S-schema / x <6 est irreductible.

/ 1’elevation au4

'3.1) On definit maintenant t *~c a comme l’ensemble des quotientsg g
d’elements de (P,M) de Ψ par un element de H(M). En vertug f v )
de (3.1), e’est aussi l’ensemble des varietes de Prym associees aux 
revetements admissibles des courbes stables de genre g+1 avec au 
moins deux points doubles. C ’est un ferme irreductible de Ψ .

On definit aussi  ̂ comme l’ensemble des elements de
*!«···>*r

o
A~“ construits - comme en 2.1 - a l’aide d’elements (X.,M.)
gx , · · · > gr i i

de Ψ II resulte de la proposition suivante - et de sagĵ J \ W
demonstration - qu’on a :

(3.5) c ψ
* V " * r  g l  + - - * + g r

(3.6) Tout element de Ψ
gl ,g2

peut s’ecrire comme un quotient de

I r i s  iXjX...xX^xX^x..*x^2 avec (notations de 2.1) div s^ irreductible

lorsque dim Χ*>2, et X1 € ψ .
J

(3.7)
gj j · · ·Ίgr

est l’ensemble des varietes de Prym associees aux

revetements admissibles des courbes stables reunion de r courbes 
C1 , . . . , de ge
facon suivante :
Cj„...,Cy de genres respectifs g^-l,...,g -1, se coupant de la
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Proposition 3.8.

Soient (X2,M2)eAg g= g^g.? £Ϊ

(X,M)eA ,<->λ le quotient de ΧηχΧ9 par le sous-groupe engendre par
Ii ) '  ̂ I

(α, ,αΛ ), ou a. est un element non nul de H(M. ). Alors :1 2 —  l -------------------------- i -----

X 6 *^,(2) * = *  X1 € ’>g 1,(2) —  X2 €?>g2,(2)·

■  Si (X.,M.) €?» ,ON, X. est la variete de Prym d’un revetement i i' gi,v2)’ l

double admissible ramifie en quatre points

Ρ^,...,Ρ4 lisses sur (λ. Comme on l’a explique en (3.1), l’element

ou de H(M^) correspond a un choix de deux de ces points, soit p^
. i et P2.

- - - 1 2 1 2  Soit C= Ο̂ υ(:ο/ρ^ρ^ et P2^Pr,, munie de 1* involution induite

σ. Le revetement associe a (C,o) est admissible, ramifie en les 
1 1 2  2quatre points p^, p^, p^, p^. Sa variete de Prym P s’insere dans 

une suite exacte :
/X Λ

0  ► Z/2 ---- ► P ---- ► XjXX2 ---- ► 0

/«V

et X est isomorphe a P.
A

Reciproquement, si X € /ΟΛ alors X est une variete de

Prym, associee a (C,o). Si ρ^,.-.,ρ^ sont les points fixes de a

lisses sur C, un des trois revetements admissibles C* --- ► C*/a\

C" --- ► C"/aM, C" --- ► C /a"1 (cf. 3.1) a comme variete de Prym
/N

le produit P^xP9 , avec P^P^X^/{0,OL· }.

Faisons une demonstration par recurrence, en supposant la 
proposition vraie en dimension <g.
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Premier cas : σ echange certaines composantes de C. II resulte 
alors de [Bel] Theorem 5.4 qu’on peut ecrire :

C= A U B U σΑ P-, » · · · ,P4 € B

/V

X* JAxY ou Y= Prym(B,o) € 7^ ^  > h<g.

On peut toujours, quitte a faire passer des facteurs dans Y, 
supposer JA irreductible. II resulte alors de la demonstration de
1.3 qu’on peut ecrire par exemple X^JAxYj. II suffit alors
d’appliquer l'hypothese de recurrence a 1’isogenie Υ^χΧ9 --- ► Y pour
prouver le resultat.

Deuxieme cas : On suppose maintenant que σ n ’echange pas de
composantes de C. II ressort alors de [Bel] Theorem 4.10 qu’on est 
dans l’un des cas suivants :

• La courbe C ’ est hyperelliptique. La courbe C est alors
hyperelliptique et si Y : C --- ► IP̂  est le revetement
hyperelliptique, iPp^ ¥>p2 et Pp3= II est alors facile de
deduire de II.D.l ou d’une analyse du type de celle de [Mu2] page 346
qu’on a, avec les notations de S4 : X. € » . . ce qui, avec (4.1),

i g^ > \ £)

entralne la conclusion.

• La courbe C ’ est reunion de deux courbes et se 
coupant en deux points.

1) Si P p  p2’ p3 p4 son*- sur ^2 a-*-ors ^ es*- reductible :

X = P ’ χ X’,
ou P ’= Prym(C^

X’= Prym(C2

Tout facteur irreductible (A,L) de P’ est encore une variete 
de Prym et il resulte de la demonstration de 1.3 que c’est aussi un 
facteur de (Χ^,Μ^) par exemple : Xj ~ A x Y^. Par hypothise de
recurrence, X0 et Y, sont duales de variet§s de Prym. II en est de

1
meme de et la demonstration dans ce cas est terminee.

2) Si au contraire on a par exemple p^, Ρ2€^  Pg> p4€^2* ^es 
varietes abeliennes X!= Prym(C^ -- ► C/) sont polarisees de degre 2

c p  est principalement polarisee 

C„) est polarisee de degre 2.
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et admettent une isogenie de degre 2 sur P!= Prym(C!^ --  ̂C!̂ ). On a
Ρ.χΡ0 P!xP’, de sorte qu’on peut ecrire P.=:P. ,xP. 0,
J 2 1 2  ί ί, 1 i,2

Pj-Pĵ  ^χΡ9 y  ou les P^  ̂ sont des varietes de Prym. L’isog6nie
X’ --- ► P’ correspond a fe’.- (£, ,)eP’.[2]= P, .[2]xP0 .[2].J J J I.J 2,j j L l,jL 2,jl
Soit X. . --- ► P. . 1’isogenie correspondant a e. .. On a unei.J i.J i.J
isogenie de degre 2 : X. .xX0 . --- » X’., de sorte que par hypothese1 » J *- > J J
do recurrence, X. . € ψ ( II suffit alors d’appliquer le sens

1  J J *  f  V  < - ./

direct de la proposition a 1* isogenie X. -.xX. 9 --- ► X. pourX , x 1, X
terminer la demonstration. ■

2§4. Les families H
gl

2 2 De nouveau, Λ _ est le sous-ensemble de A
1 ’ ’ * * r gl * * * * * gr

constitue des varietes construites - comme en 2.1 - a l’aide
d’elements (Χ.,Μ.) de ft /ox, sous-ensemble de A  /ON definii i 9 ̂ * (2)
comme suit.

Pour tous points de Weierstrass Q et Q- sur une courbe
ο I

hyperelliptique lisse H de genre g, le point 0^(0 -0Ί) est
η  Ο 1

d’ordre 2 dans JH. On peut done lui associer une isogenie 
X --- ► JH de degre 2. L’ensemble H est 1’ensemble desg j (2)
varietes abeliennes polarisees de degre 2 ainsi construites. C ’est une 
famille irreductible, non fermee dans A  sauf pour g=l.

Soit Ψ : H --- ► IP1 le morphisme hyperel liptique, ramifie en
p0^ ( Q 0 ). P1=*,(Q1), P2 ’' ‘ ’ ,P2g+l ’ et ψ : C --- " ψ1 le
revetement double ramifie en P2’'••’P2g+1* ressort de II.E.l que
la variete X e M . . construite ci-dessus est la vari#t6 duale deg. (2)

♦la variete de Prym du revetement de C ramifie sur Φ (P +P, ) et
ο I

♦associe a i> & 1). On a done :
IP

<4'1) *g,(2)<= ^ , ( 2 )  ■

Si (X,M) est un element de Ή 1’isogenie X --- ► JHg i V   ̂)
distingue un element non nul de H(M). La famille des quotients
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des elements (Χ,Μ) de Ή ,0  ̂ par un element non nul de H(M) ao > v )
done deux composantes irreductibles : la famille Ή des jacobiennes

Ohyperelliptiques et une famille notee
g

Dans 19 interpretation 3.1 de ces quotients, le premier cas
correspond a C ’ = C/x -rx et χ,-rx, - on a pose Ψ P.= x.+rx.o o  1 1   ̂ i i i
pour i=0,l - le second a Crf- C/x -x, et rx -7X, eto 1 ο 1
C lff - C/x -rx, et x -rx .o 1 1 o

(4.2) Comme les courbes C ’ et C" sont irreductibles non
hyperelliptiques, il ressort de la liste de Theorem 4.10 de [Bel] que 

o
les Elements de sont des varietes abeliennes principalement
polarisees irreductibles.

2 2(4.3) On definit la sous-variete X de Λ comme

r
l’ensemble des quotients de Π (X.,M.), ou (Χ.,Μ.) € X /ox, par

i = l 1 1  1 1  £^(2;

le sous-groupe engendre par (α^,Ο,...,Ο,α^,Ο,...,0), 2<i<r, et
(αχ ,αχ ,...,αχ ), ou ou € Η(Μ.)-{0,αχ }.

1 2 r i

Par (3.5) et (4.1), on a :

2 2(4.4) ηΔ c 5p
»· · · > > · · · 9

2(4.5) On pourra remarquer pour finir que les elements de X
g r ---.gr

(r>2) sont des varietes abeliennes principalement polarisees 
irreductibles. C ’est une consequence de (1.3) et de (4.3).
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APPENDICE 3

SOUS-VARIETES SPECIALES ET INTERSECTIONS
Ξ . Ξ  , DANS LES VARIETES DE PRYMr+s-or-os

§ 1 ■ Sous-varietes speciales des varietes. de Pryrn.

Beauville a introduit dans [Be3j la sous-variete speciale de la 
variete de Prym P d’un revetement double etale de courbes lisses
rr : C --- ► C associee a la donnee d’un g^ complet sur C. Si L

est le faisceau inversible sur C de degre d correspondant, L un
faisceau inversible sur C tel que NmL=L, cette sous-variete est 
definie par :

V - Ρ Π fcr (E)®L ^|E diviseur effectif sur C avec π Ee|L|}.
° c

On peut etendre cette definition au cas d’un revetement 
admissible de courbes stables, en remplagant "E diviseur effectif” 
par f,E divisemr de Cartier effectif” (Remarque 4 de [Be3]). On peut

j"aussi considerer des g^ non necessairement complets.

Le theoreme suivant est un critere d’irreductibilite pour les 
sous-varietes speciales, qui generalise le corollaire page 365 de
[Be3].

Theoreme 1.1.

Soient C une courbe stable irreductible, π : C --- ► C un
revetement admissible, φ : C -- ♦ IP une application rationnelle
birationnelle sur son image. Alors la sous-variete speciale associfee 
au systeme lineaire defini par φ est irreductible.

■  II suffit de montrer qu’il existe un ouvert β de points lisses de 
C tel que

d  ^{(Xj , . . . ,xd )€C |πχ̂ €ίζ, Σ ϊΐχ.€ | L|}
i = l

ait au plus deux composantes. Par [Be3j page 359, et avec ses 
notations, ces deux composantes sont denses dans S^ et S^
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respect ivement, de sorte que S , ainsi que V - 3)(S }, sonto ο T o
irreductibles.

Cela result e du theoreme suivant. ®

Theoreme 1.2.

Soient C une courbe irreductible de degre d dans IP1 ,
π : C --- ► C un morphisme de degre 2, avec C irreductible, et U
l’ouvert de 'ΙΡΓ)v forme des hyperplans coupant C transversalement 
en d points lisses au-dessus desquels π n ’est pas ramifie. Alors 
les ensembles :

I(m)= {(Xj,...,xm ,H)€CmxU| Les m points πχ. sont distincts deux

a deux et πχ.βΗ)--------  i

sont irreductibles pour m<d; 1(d) a au plus deux composantes 
irreductibles.

■  Comme en II.B.6, on introduit le groupe de Galois G du morphisme 
etale p : 1(1) --- ► U, qui opere sur la fibre
(a|,.,.,aj, ap...,a^} d’un point base de U (avec aT= aa.., ou

est 1* involution de C associee a π). Les fibres de la projection
If2) --- > C~ sont des ouverts non vides d’un espace projectif de
dimension r-2. L’espace 1(2) est done irreductible, de sorte que 
G opere transitivement sur les quadruplets (ordonnes)
{aa ,a/!,a7C(,a /*} pour i*j; a,pe{-,+}. De plus, on montre comme eni J i J
IT.B.6 que G contient une double transposition qu’on peut supposer

-t- -f- — — etre (a^, a9) (a^ a^).

II faut maintenant montrer que G agit sur 1*ensemble des 
a a

fa./,v,...,a./ N} avec a.=+, j injection de {l,...,m} dans ' j(l) J(m.) i
{l,...,d} , de fa<pon transitive pour m<d et avec au plus 2 orbites

-i- +
-♦ a / · \ τ (i;

σ

pour m=d. Comme G contient toutes les permutations a^ --- ► a^,^,

a. --- ► a pour re toute orbite contient un element du typeι r(l) d
a a }. On applique alors Γ  n n+1 m

(an+2j4l’an+2j>2)(an+2j+l’V 2 j +2 ) P°ur 0<2J<d-n-l. Toute orbite
-f -f + +contient done {a,,...,a } si m<d, {aΊ,...,a,} ou
Γ m 1 d

r  ̂ —' · i{a^, . . . ,ad l, si m-d
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%2. Les intersections Ξ.Ξ . dans les varietes de Prvm. -----------------  r+s-or-as ------------------------

On a deja reraarque (IV. A. 5.1 et IV.B.1.1) que si 
π : C --- » C/o-C est un revetement de courbes lisses irreductibles de
variete de Prym (P,H) et si r et s sont deux points de C avec
r*os, 1’intersection Ξ .3 est isomorphea la sous-varieter+s-<7r-os
speciale associee a L= (-irr-zis).

C ’est encore vrai si π est un revetement admissible, si C et 
C sont stables et si r et s sont lisses sur C.

Lorsque x lisse sur C tend vers un point singulier r de C,
I’element O r:< ox) de P tend vers e(r), element d’ordre deux de 

C
P . On est done amene a etudier les intersections 3.3 , . , oue(r)+s-os
r est singulier et s lisse sur C.

Lemme 2.1.

Soit N — — ► C la normalisation de C en r. Alors
3.3 , N est la sous-variete speciale associee a 1*application 

e (r)+s-os ------------------------ “ -----------------------  ----------
rationnelle 6, , N.°n 
-----------

■  II suffit de montrer qu’on a :

? , . = {LeP13u€H°fL) u*0 u(s)= u(r)=0}. e(r)+s-xjs 1σ

Soient r= w-^Wg,...,*^ les points singuliers de C et L^ le

faisceau inversible sur C associe a e(r). On pose a= e(r)+s-rs€P. 
On a les suites exactes :

0  ► H°(L»L ^(os-s)) -- > H°(n*L(os-s)) -- ► C ® C Φ...Φ Cr w, w0 w1 2  n
u |-- ► (uCp^J+uiqj) ,υ(ρ9)-υ ^), . . .)

H°(L(os~s)) -- ► H°(n*L(os-s)) — ► C ® C ©...Φ C
wi w9 w1 δ n

(utp^-ufqj) ,u(p2)-u(q2),...),
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ou p. e t  q j  sont les points de la norraalisee de C au-dessus de
w ..
J

Soit d’abord LeP avec u€H°(L) non nulle, nulle en r~w^ et

s. Ce u definit une section de L ® L \-s) doner
h°(L ® (os-s))>l. Comme L ® L^^(os-s) est dans P, il est par
consequent dans Ξ , et L€5 .a

De meme, h°(L)>l implique L€E. Reciproquement, si L€E.H ,a
on a h°(L)>2 et h°(L®Lt/(os--s) )>2. Si h°(L(os-s))>3, il suffit
de prendre pour u une section nulle en os et r. Si
h°;L(os-s))-l alors os est fixe dans |L(os-s)|. Soit u une
section de L ® L ^(as-s) nulle en r. On a : 

r

n*u€H°(n*L(os~s)) avec n*u(pj)~ n*u(qj)~0

n u(p.)= n u(q.).J J

On definit ainsi une section de L(os-s) nulle en r, et nulle 
en os comme toutes les sections de L(as-s). ■

On deduit alors du theoreme 1.1 le critere suivant
d*irreductibilite des intersections Ξ .5r ou on a note, comme en[r,s]
IV. B, [r,s] l’̂ lement de P associe a O (r+s-or-os) lorsque r

C
est lisse sur C et a Cf (s~os)®L sinon (s est suppose lisse sur

c r

C).

Proposition 2.2.

Soit π : C --- » C un revetement admissible de courbes stables
irreductibles, ou C est non hyperelliptique de genre g+l>5; soient
r et s deux points de C avec s lisse sur C et r*os.

Si φ : C --- ► IP® est 19 application canonique et Γ son image,
g-9on suppose que la projection Γ -----► IP ~ depuis la droite .ioignant

(f)(nr) a <{>(tcs) est birationnelle sur son image.

Alors 1’intersect ion 5.Er n est integre.--------------------- [r,s] -------- 6—

231
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APPENDICE 4

QUELQUES RESULTATS SUR LES COURBES SUPERELLIPTIQUES

On rappelle qu’une structure superelliptique sur une courbe lisse 
C est une involution r sur C telle que le quotient C/r soit une 
courbe elliptique E. On notera p le morphisme C -- ► E,

20Γ(-δ)= A p β  et /le 12δ | la ramification de p sur E (cf. 1.2.6).

Une courbe superelliptique est une courbe admettant une structure 
superelliptique. Celle-ci est alors unique en genre >6 ([Sho2]), 
mais il peut y en avoir jusqu’a 5 en genre 5 ([Te]). En tout genre 
>2, il n ’y en a qu’un nombre fini puisque le groupe d ’automorphismes 
de la courbe est fini.

On a rassembl§ dans ce paragraphe les resultats relatifs a ces 
courbes dont nous aurons besoin.

Proposition 1.

Soient r une structure superelliptique sur tine courbe C de
genre g>6, p : C --- ► E le quotient de C par r et AePic® *E
fixe. On pose :

Z= {p*M β 0-c (D)|MePic2E, D€C(g_5) , Μ2 β ^(p^D^A} .

Alors Z est irreductible de dimension g-5 et

{a€Pic°C|Z+a c e}= {cr(p*e-x-y) |x,yeC,e€E} .

®  L’irr§ductibilite de Z est consequence de II.D.1.2.10 et 
1’inclusion :> est §vidente.

Tout element a de Pic°C peut s ’fecrire a= p*M * β cr(D), ou 
D est effectif de degre 2r. Si 2r>g+2, on a h°(C,D)>3, de sorte

♦que D est lineairement equivalent a p N+D*, ou D’ est effectif 
de degre <2r.

Si 2r=g+l, le diviseur ample β de rencontre la courbe
# r-1 % —a+p J E, ce qui donne une ecriture a= p M 0 Cr(D) avec D

effectif de degre g-1.
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On supposera done 2r<g , D p-simple (definition juste avant 
II.D.1.2.7) et Z+a c e , II suffit d ’arriver a une contradiction si 
r>2 .

1) Cas 2r< g-2.

Γ
Pour' N generique dans Pic E, il existe G>0 sur C tel

que :
i) D+G soit p-simple

ii) A^N" ® (r(PtG ) ·

t
Le faisceau inversible L- p N ® a(G) est alors dans Z puisque 
r>2. On a done

H°(Ii®a) = Η°(ρ*(ΝβΜ-1) β cr(G+D))*0.

Grace a i), on a une suite exacte (II.D.1.2.7) :

0 -- ► H°(N ® m ”1) -- ► H°(L 0 a) -- ► H°(N β Μ_1 β ffCp^G+p^D-S))

^ H°(M β fT1 ® Nma β A β ff(-S)),

de sorte que soit N^M, soit M^M ® Nma ® A ® o (-6); e’est 
impossible puisque M est fixe et que N est variable.

2) Cas 2r=g-l.

2 *
On prend N tel que N=sA. Comme ci-dessus, L- p NeZ entraine

L ® a € e et N^M ou NbsM ® Nma ® A ® σ(-δ) ^ M ® a .  Or on peut

remplacer N par N ®  e pour tout e€Pic°E[2]. Comme 
Π {M ® e , Μ ® e ® α} ~4>, on a une contradiction.

eePic°E[2]

3) Cas 2r=g.

Soit xeSupp D, G~rx. On choisit N de fag:on que
2 *

N ® a(px)^A. On a alors deg N- r-1 > 2  et L= p N ® θ(τχ) € Z. Or
— j

L ® a^ p (N ® M ® cr(px)) ® tf(E) avec E - D-χ. La meme suite

exacte que ci~dessus montre que, comme H°(L ® a)*0, on a N ^ M(-px) 
ou N ^ M(-px) ® Nma ® A ® On termine comme precedemment, en

changeant N en N ® e, avec e^ ^ a .Ei

On montre de la meme fagon le resultat suivant :

Proposition 2.

S o l t τ une structure supere.lliptique sur une courbe C de
genre g>3 (resp. g>5) et soit p : C -- ► E le quotient de C par
r . On pose, pour j -- 1, 2 :
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T.= (ρ*Μ ® Ο (D)|M e Pic^E, D € C(g_1~2j)} .
J ^

Alors T, (rest>; T0 ) est irreductible de dimension g-2 
(resp. g--4) et :

{a e Pic^lTj+a c β} = p*Pic°E 

(resp. {a € Pic0C|T2+a c  e} = (a(p*e-x-y)|x,y€C,e€E}).

Proposition 3.

Soient r une structure superelliptique sur une courbe C de
genre g>5, p : G -- ► E le quotient de C par τ et a€Pic°C,
AcPic E fixes. On pose :

Y= {L € e.e I NmL & A},a 1

Alors :

i) Y est de dimension pure g-3 sauf s’il existe a€Pic°E
avec a=p a, A= a ® O'(6). Dans ce cas, Y est irreductible de 
dimension g-2.

*ii) Sj. a= 0r(-p e+x+y) avec x,yeC, e€E, Y est irreductible 
sauf si on est dans l’un des cas suivants :

• e=px ou py, de sorte que a€C-C
• A= 0'(px-e+6) ou 0'( py-e+δ)
• g=5, x et y sont des points de ramification de p et 

A= 0r(2px-i-2py) ou Cripx+Spy) (avec dans ce dernier cas 2px=2py).

■  Par amplitude des diviseurs β et β , et puisque g>3,a *
19 intersection rencontre tout translate de K= {L|NmL =* A}. En
particulier, elle ne peut etre contenue dans K, de sorte que si
Y= 6Πβ ηκ est de dimension g-2, ΘΠΘ est r§ductible. On d§duit a a
alors de II.B.l qu’on est dans l’un des cas suivants :

• a€C-C. On verifie que Y a en fait deux composantes 
irreductibles de dimension g-3.

*• a=p a, auquel cas :

β.β^= {L € e|NmL ^ α ® Ο'(δ)}

U {or(p*x+D) (X€E, DeC(g~3)} .

Si A s a ®  0(6), Y est irreductible de dimension g-2; sinon il 
est irreductible de dimension g 3.

234
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• g=5, q : C -- > F est une autre structure
* osuperelliptique sur C et a=q /J, /JePic F. L intersection Θ.Θa

s’ecrit alors comme ci-dessus et il est clair que Y est (reductible)
de dimension g~3.

*On supposera a partir de maintenant que a= ^(-p e+x+y) avec :

• a£C-C, ce qui entraine e/px et e*py
♦ . o• a€p Pic E, ce qui entraine y*rx.

On suppose d’abord que A= <7(ρχ-β+δ). On a alors
£a = p (Α(-δ)) β O(y-rx). Si Lee, NmL = A, on a 

L ® r*L = p*A =* w ®L-1atr*L ® ρ*(Α_1(δ)) =* H°(L β ρ*(Α_1(β))) * 0.
Si I/=Y, on a done :

H°(P*(A_1(5))®L) * 0

H°(a ^®L) = H°(p*(A  ̂(6) )®L(7X-y)) * 0.

L*ensemble Y est done reunion de :

{L|Η°(ρ*(Α_1(δ))®L(-y))*0} - {L|H°(wc®L_1(-ry))*0}

et {L|h°(p*(A_1(6))®L(rx))>1} - {L|H°(L(-x))*0}.

On fera done l’hypothese supplementalre :

• A / 0(px-e+6) et A * tfCpy-e+e).

On regarde maintenant 1’intersection de Y avec 
W = {cr(x+D) |DeC^g ^ }. Soit cr(x+D)eY; si ry+D est p-simple, on a:

—1 %Cr(x+D)®a = ^(D+ry+p (e-py))

0 -- ► H°(e-py)=0 -- » H°(ff(x+D)®a *) -- ► H^e-py+p^D+py-S)

= H°(e+A-px-6)=0,

de sorte que :

\TlW = {O (x+y+D) |D€C'g ^  ,0 (p^D) A(-px-py)} 

n{ff(x+p*aH-D) |DeC(g ^,m€E,0r(pj){D+2in) a* A(-px)}.
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Ces deux ensembles sont irreductibles de dimension g-4. Soit
L = (J (x+y+ry+D) un Element de leur intersection avec D+x et D+rvo
p simples. Si g>6, ce choix est toujours possible puisque
p^De)A( px-2py)|, systeme lineaire de degre g-4, est done sans point
base.

Pour g>5, c’est encore possible sauf si on est dans l’un des
cas suivants :

• A ^ tf(2px+2py), x point de ramification de p.
• A ^ o(px+3py), y point de ramification de p.

Comme on peut toujours echanger les roles de x et y, on voit 
facilement que si le choix de n’est pas possible, alors x et y
sont des points de ramification de p et Ae{or(2px+2py), o (px+3py)}.

C ’est le cas exceptionnel mentionne dans l’enonce de la 
Proposition. On suppose a partir de maintenant que le choix de
est possible et on le fait. On a alors :

w ®L  ̂ a  p*(A ^ ( 6 ) ) ® r * L cs P * ( A   ̂(δ+py) )®0 ( r D + r x )v/ o o
-1 *L ®a c* ΰ {p e+ry+D)

"1 * -1® a s  p (A (δ-e+py+px) (y+rD).

L’hypothese D+x et D+ry simples permet d’assurer (utiliser
II.D.1.2.7) que h°(L )= h°(L ®a_1)=l.o o

Les diviseurs e et e sont done lisses en L .a o

Les hyperplans TT {LlNmL-A}, TT e ,  TT e  de TTJC  cs H °(C ,gO *  
1j * jl L a Jj οo o o

correspondent respectivement aux elements suivants de
H°(C,u>^) 2* Cr θ p*H°(E,6) (ou r est une section de 0Γ(ρ*δ) ^ de
diviseur la ramification de p) :

• r
5|C• P [px+p^D+py+u]
5|C• P [py+P^D+e+v]

avec |A ^S+py)|={u], |A 1(δ-e+py+px)|={v}.

Comme nos hypotheses entrainent que e«{px,py,|A ^(δ+py)|}, ces
3 hyperplans sont lineairement independants et Y est done lisse en
L .o
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Pour montrer que Y est irreductible, il suffit maintenant de
montrer que toute composante Z de Y contient L . Comme L esto o
dans 1 * intersection des deux composantes de YnW et qu’elles sont de 
dimension g-4, il suffit de montrer que :

dim(ZnW)>g-4.

Soit φ : ^  — ► β 19 application canonique,
Cy® 4-7 = {D€Cvg ^|D>x} et Ψ : C ^  ^  -- ► W la restriction de φ.
Une application facile de (II.D.1.2.7) montre que :

U= (z€C^g ^  |dim Ψ 1(Y>z)>l}

» {D€C(g_2)|h°(D)>2}
t * * ~i „ „ «(g-6),= {p ej+p eg+Gjej.e^E, GeCVB '}

est de dimension g-4 si g>6, vide si g=5. L’application :

U ---- ► Picg_1E
D(---- ► ^(P*0)

est surjective. En particulier, si Z est une composante de φ ^(Y) 
qui domine Z, on aura :

dim U η Z < g-5

(g-2) (g-1)Or est un diviseur de Cartier ample sur C
([Fu-L]). On a done :

dim C(g_2)n Z > dim Z-l > g-4.
X - “

Cette inegalite, jointe a la majoration precedente de la 
dimension de UlZ, entraine :

dim W"lZ= dim ·*>(0^~2^ηΖ) > g-4,

ce qui termine la demonstration de 1’irr§ductibilit6 de Y.
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