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Séminaire B O U R B A K I 
65 e année, 2012-2013, n° 1073, p. 421 à 463 

Juin 2013 

L A C O N J E C T U R E D E B L O C H - K A T O 
[d'après M . Rost et V . Voevodsky] 

par Joël R I O U 

D É F I N I T I O N 0.1. —Pour tout corps commutatif k, on note K*f(h) le quotient de 
Valgèbre tensorielle sur Z du groupe abélien kx par l'idéal bilatère engendré par les 
éléments x®(l—x) pour x G k — {0 ,1} . L'image de X\ (g) • • • (g) xq dans K^(k) est le 
symbole noté {x\,... ,xq}. L'algèbre K^f{k) est l'algèbre de K-théorie de Milnor du 
corps k. C'est une algèbre commutative au sens gradué (cf. [29, Lemma 1.1]). 

Soit m > 1. Soit k un corps dans lequel m est inversible. Soit x G kx. Considérons 
le sous-schéma Spec k[T, T - 1 ] / ( T m — x) du groupe multiplicatif G m . C'est un torseur 
étale sous l'action du schéma en groupes / i m des racines m-ièmes de l'unité. I l possède 
donc une classe (x) dans le groupe de cohomologie étale H\t{k, / i m ) . D'après la théorie 
de Kummer, le morphisme ainsi défini kx/kXm —> i J | t ( f t , / x m ) est un isomorphisme. 
Tate a montré que (x) U (1 - x) = 0 G # f t ( / c , / / ® 2 ) pour tout x G k - {0 ,1} (cf. [15, 
Lemme 1]). On en déduit un morphisme de Z/mZ-algèbres ®qK^{k)/mK^(k) —> ®qK^{k) 
®qK^{k)K^{k) 

C O N J E C T U R E 0.2 (Bloch-Kato [5, §3]). — Soit m > 1. Soit k un corps dans lequel 
l'entier m est inversible. Pour tout entier q >0, le morphisme canonique 

K M ( k ) / m K M ( k)->Hl ( k , t â < ® q K ^ { k ) >) 

est un isomorphisme. 

Le théorème de Merkurjev-Suslin (cas où q — 2) a été un des premiers résultats 
importants sur cette conjecture (cf. [28] et [10]). L'énoncé pour m une puissance de 2 
et un poids q arbitraire est la conjecture de Milnor [29, §6], démontrée par Voevodsky 
(cf. [15] et [40]). La conjecture a été formulée pour la première fois par Kato dans [20, 
Conjecture 1, §1.1]. Bloch a également conjecturé la surjectivité de l'application de 
l'énoncé dans le cas des corps contenant un corps algébriquement clos [4, page 5.12]. 
Ensemble, Bloch et Kato ont obtenu le cas où m est une puissance d'un nombre 
premier p et k un corps de valuation discrète hensélien de caractéristique zéro dont le 
corps résiduel est de caractéristique p (cf. [5, Theorem 5.12]). 
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422 J. RIOU 

Le but de cet exposé est de donner des indications sur la démonstration de la 
conjecture 0.2 par M . Rost et V. Voevodsky. Leurs contributions principales [35] 
et [44] s'imbriquent dans un raisonnement par récurrence sur le poids q. L'esquisse de 
la démonstration occupe les § 1 - 7 . Quelques applications de la conjecture sont données 
dans le §8. 

Je voudrais remercier Frédéric Déglise et Bruno Kahn pour leur relecture attentive 
d'une version préliminaire de ce texte, ainsi que Jean-Louis Colliot-Thélène et Alena 
Pirutka pour leurs suggestions à propos du §8. 

1. R E F O R M U L A T I O N S M O T I V I Q U E S 

La démonstration de la conjecture de Bloch-Kato par Voevodsky et Rost utilise de 
façon essentielle la cohomologie motivique. Le formalisme des motifs de Voevodsky a 
été évoqué dans l'exposé de Friedlander [7] et est développé dans les livres [45] et [27] . 
On se contentera ici de donner une définition de la cohomologie motivique et d'énoncer 
les propriétés nécessaires pour formuler le théorème 1.23 qui réduit la démonstration 
de la conjecture de Bloch-Kato à un énoncé d'annulation (conjecture 1.22) . Une pré­
sentation alternative de ces résultats se trouve dans l'exposé de Kahn [15] sur la 
conjecture de Milnor. 

On fixe un corps de base parfait k. 

D É F I N I T I O N 1 . 1 . — On note Sm/k la catégorie des k-schémas lisses et quasi-
projectifs. Si X et Y sont deux objets de Sm/k, une correspondance finie X ^ Y 
est un élément du groupe abélien libre dont les générateurs sont les sous-schémas 
fermés intègres Z de X x& Y tels que le morphisme composé Z —> X soit fini et 
admette pour image (ensembliste) une composante connexe de X. On peut définir 
une catégorie SmCor/k ayant les mêmes objets que Sm/k et dont les morphismes 
soient les correspondances finies. 

Après inversion de l'exposant caractéristique, on peut décrire les correspondances 
finies comme des différences formelles entre « applications multivaluées » : 

P R O P O S I T I O N 1.2 ( [36 , Theorem 6 .8 ] ) . — Si Y G Sm/k, on peut considérer pour 
tout n > 0 le k-schéma S y m n y := Yn/<5n où le quotient par le groupe symétrique 
&n est celui de SGA 1 V 2. Le k-schéma Sym°° Y := [_Jn>o Sym n Y est un k-schéma 
en monoïdes (commutatif). Pour tout X G Sm/k, l'ensemble Hom^(X, Sym°° Y) est 
donc un monoïde dont on peut noter Hom/-(X, Sym°° Y)+ le complété en groupe. Si 
on note p l'exposant caractéristique de k, on dispose d'un isomorphisme canonique 

H o m 5 m C o r A ( X , Y) ® Z[l/p] ~ Hom f c (X, Sym°° Y)+ <8> Z[l/p] . 

D É F I N I T I O N 1.3. —Soit X e Sm/k. On note Ztr(X) le préfaisceau de groupes abé-
liens sur Sm/k défini par Z¡tr(X)(U) := Jîom smc or/k(U, X). 

ASTÉRISQUE 361 



(1073) LA CONJECTURE DE BLOCH-KATO 423 

D É F I N I T I O N 1.4. —Soitn>0. OnnoteAn:=SpecZ[X0ìX1,...,Xn]/(Y,i=0Xi - 1 ) . 
Pour n,nf > 0, toute application f: { 0 , . . . , n } —> { 0 , . . . , n ' } induit naturellement 
un morphisme / * : A 7 1 - » A n . ^Bn particulier, A * := (n i—» A n ) est un objet 
cosimplicial dans la catégorie des schémas.) 

Bien sûr, pour tout n > 0, on a un isomorphisme (non canonique) A n ~ A N . 

D É F I N I T I O N 1.5. — S o i t T un préfaisceau de groupes abéliens sur Sm/k. On note C*T 
le complexe de préfaisceaux de groupes abéliens sur Sm/k tel que pour tout U G Sm/k 
etneN, (CnF)(U) := J ( [ / x A n ) , et que la différentielle F{UxAn) -> T(U x A n _ 1 ) 
soit donnée par la somme alternée X^=o("~l)*^i des n + 1 faces di : A n - 1 -> A n ; 

...~>T(Ux A 2 ) x A 1 ) ^ T(U) ->()-•... 

D É F I N I T I O N 1.6. —Pour tout q > 0, on note ZtrGm le faisceau abélien sur 
Sm/k pour la topologie de Zariski quotient de Z$ r (G^) par le sous-faisceau en­
gendré par les images des q morphismes Z ^ r ( G ^ 1 ) —> Z* r (G^) induits par les 
inclusions is: G ^ 1 —> G ^ pour 1 < s < q définies par i s ( # i , . . . , x q - \ ) = 
( X i , . . . , Xs — i, 1 , X s , . . . , Xq—i). 

D É F I N I T I O N 1.7. —Pour tout q>0, Z(q) est le complexe de faisceaux sur Sm/k pour 
la topologie de Zariski défini par la formule 

Z(q) : = cXrG%[-q\ . 
Pour q <0, on pose Z(q) := 0 . On pourra considérer Z(q) comme un objet de la caté­
gorie dérivée D(Sm/kzar) des faisceaux de groupes abéliens sur le grand site Sm/kzar 
constitué de la catégorie Sm/k munie de la topologie de Zariski. 

D É F I N I T I O N 1.8. — Pour tous X G Sm/k, (p,q) G Z 2 et tout groupe abélien A , le 
groupe de cohomologie motivique Hp>q(X,A), aussi noté HP(X, A(q)), est le groupe 
d'hypercohomologie Hp

Zar(X, A(q)) où A(q) := Z(q)<S>A. Vhypercohomologie est prise 
ici pour la topologie de Zariski ; il reviendrait au même de considérer la topologie de 
Nisnevich (cf. [22] où elle est appelée « topologie hensélienne »). 

T H É O R È M E 1.9 ( [ 3 9 ] ) . — Soit X G Sm/k. Les groupes de cohomologie motivique de 
X sont isomorphes aux groupes de Chow supérieurs définis par Bloch, c'est-à-dire que 
pour tout (p,q) G Z2, on a un isomorphisme : 

H*{X,Z(q))~CH*(X,2q-p) . 

En particulier, pour tout q E Z, H2q(X, Z(q)) ~ CHq(X). 
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424 J. RIOU 

C O R O L L A I R E 1.10. — Soit X G Sm/k. Pour (p,q) G Z2, le groupe Hp(X,Z(q)) est 
nul dans les cas suivants : 

(a) q<0; 
(b) p>2q; 
(c) p > q + dim X. 

Seul (b) est un corollaire du théorème 1.9. L'énoncé (a) résulte de la définition 
et (c) de la borne sur la dimension cohomologique Zariski de X due à Grothendieck. 

T H É O R È M E 1.11 ([45, Corollary 3.4.3, Chapter V ] ) . — I I existe des isomorphismes 
canoniques dans D(Sm/kzar) •* 

Z(0) ~ Z , Z(l) ~ G m [ - 1 ] , 

où Z est le faisceau constant. Ainsi, si X e Sm/k, H°(X, Z(0)) ~ Z 7 1 " 0 ^ et c'est 
le seul groupe de cohomologie motivique de poids 0 qui puisse être non nul. En 
poids 1, les seuls groupes qui puissent être non nuls sont Hl(X, Z ( l ) ) ~ T (X , O^) et 
tf2(X,Z(l)) ~ P i c ( X ) . 

Si X G Sm/k est une variété intègre dont on note K le corps des fonctions 
rationnelles, on peut définir les groupes de cohomologie motivique HP(K, A(q)) de K 
en prenant la limite inductive des groupes Hp(U,A(q)) où U parcourt l'ensemble or­
donné des ouverts non vides de X. Cette définition ne dépend que de K et par passage 
à la limite inductive on peut définir la cohomologie motivique de toute extension K 
de k. Le choix du sous-corps parfait k n'ayant aucune influence, les groupes obtenus 
ne dépendent véritablement que du corps K. 

P R O P O S I T I O N 1.12 ([27, Lecture 5]). — Soit L un corps. Il existe un isomorphisme 
canonique pour tout q G N : 

K^(L)cH"(L,Z(q)) . 

Pour tout m > 1, cet isomorphisme induit un isomorphisme K^(L)/mK^(L) ~ 
W{L,Z/mZ(q)). 

On va se contenter ici d'expliquer en quoi i l est plausible que ces deux groupes soient 
liés. Pour simplifier les notations, on suppose que L = k. Par définition, Hq(k, Z(q)) = 
H2a r(Spec /c, C^ZtrG^ 9 ) . Le corps k étant un anneau local, l'hypercohomologie Zariski 
se calcule trivialement et 

H"(k, Z(q)) ^ coker(zTrG^((Specfc) x A 1 ) ^ zTrG^(Specfc)) . 

Le groupe Hq(k, Z{q)) est donc un quotient de Z t r G^(Spec k) = Homsmc o r /fc(Spec /c, 
G £ j qui s'identifie au groupe abélien libre sur l'ensemble des points fermés du 
/c-schéma G ^ . Si y G G ^ est un point fermé, le corps résiduel k(y) est une extension 
finie de k et y correspond à un g-uplet (y i , •.., d'éléments de k(y)x ; on peut 
associer un élément de K^(k) k y en considérant l'image du symbole {2/1,.. •, 2/g} 
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par le morphisme de norme iVfc(y)/fc: K^(k(y)) —> Kq
M(k) (dont la construction n'a 

rien d'évident, cf. [3] et [20, §1 .7 ] ) . On peut montrer que cette construction induit un 
morphisme Hq(k, Z(q)) —»• Kq

M(k) qui est un isomorphisme. 

D É F I N I T I O N 1 .13 . — O n note D(Sm/két) la» catégorie dérivée des faisceaux de groupes 
abéliens sur le grand site étale Sm/két- Le fondeur «faisceau étale associé» induit 
un fondeur a* : T>(Sm/kzar) —> T>(Sm/két)-

T H É O R È M E 1 . 1 4 ( [ 4 5 , Proposition 3.3.3, Chapter V ] ) . — Soit q G N . Soit A un groupe 
abélien de torsion première à l'exposant caractéristique de k. L'image du complexe 
motivique A(q) dans la catégorie dérivée des faisceaux étales sur Sm/k s'identifie au 
faisceau constant tordu A(q). En particulier, si A = Z/mZ, l'image de Z/mZ(q) dans 
la catégorie dérivée des faisceaux étales sur Sm/k est ¡1®?. 

D É F I N I T I O N 1 .15 . —Pour tous X G Sm/k, p G Z, q G N et tout groupe abélien A, 
on définit le groupe de cohomologie motivique étale H™(X, A) comme étant le groupe 
d'hypercohomologie étale H ? T ( X , A(q)). Ces groupes sont aussi notés H?t(X,A(q)) 
(cette notation n'induit pas véritablement de confusion d'après le théorème 1.14)-

Tautologiquement, on dispose d'un morphisme de la cohomologie motivique vers 
la cohomologie motivique étale pour tous X G Sm/k, p G Z et q G N : 

(1) W>>«(X,A)^H™(X,A). 

D'après la proposition 1 .12 et le théorème 1.14, dans le cas où X = Specfc, 
A = Z/mZ et p = q, ce morphisme s'identifie au morphisme considéré dans l'énoncé 
de la conjecture 0.2 : 

KM(k)/mKM(k)^H!t(k,tâ«). 

I l faut donc considérer la conjecture de Bloch-Kato comme signifiant qu'en certains 
degrés la cohomologie motivique coïncide avec la cohomologie motivique étale. Nous 
allons maintenant préciser comment ce principe peut se généraliser. 

Le foncteur a*: D(£ra/fczar) —> T> (Sm/két) admet un foncteur adjoint à droite 
Ra*: D(Sm/két) —> D ^ r a / f c z a r ) - Sa vertu est que si K e D(Sm/két), alors pour 
tout X G Sm/k et p e Z, H%ar(X,Ra*K) ~ H?t(X,K). Le morphisme ( 1 ) peut 
s'interpréter comme étant déduit du morphisme d'adjonction A(q) -ï Ra±Oi*A(q) par 
application du foncteur H^r(X, — ). Par construction, pour tout q G N , le complexe 
A(q) réside en degrés cohomologiques < q. Par conséquent, le morphisme A(q) —» 
Ra*a*A(q) se factorise par la troncature T<qRa*ot*A(q) de Ra*a*A(q). Pour tout 
complexe K G D(5ra / f c z a r ) et g G Z, on dispose en effet d'un triangle distingué 
canonique 

r<qK K -> r>q+iK r<qK[l] 

tel que les faisceaux de cohomologie de r<qK soient nuls en degrés > q et canonique-
ment isomorphes à ceux de K en degrés < q. 
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426 J. RIOU 

C O N J E C T U R E 1 . 1 6 (Beilinson-Lichtenbaum). — Soit m > 1 un entier inversible dans 
le corps parfait k . Pour tout entier q G N , le morphisme canonique Z /mZ(g) —y 
T<qRa*a*Z/mZ(q) est un isomorphisme dans D ( 5 r a / A ^ O R ) . 

En utilisant les propriétés formelles de l'hypercohomologie et des troncatures, on 
peut reformuler la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum en termes du morphisme ( 1 ) : 

L E M M E 1 .17 . — L a conjecture de Beilinson-Lichtenbaum en un certain poids q et 
pour des coefficients Z/mZ est satisfaite si et seulement si pour tout X G Sm/k, 
le morphisme canonique Hp,q(X,Z/mZ) —» H^q(X, Z /raZ) est un isomorphisme 
pour p < q. (En outre, ces conditions impliquent que ce morphisme est injectif pour 

P = <Z + W 

D'après ce qui précède, la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum implique la conjec­
ture de Bloch-Kato. Si l 'on considère non seulement k mais toutes ses extensions, elle 
lui devient en fait équivalente et dans l'énoncé de la conjecture de Bloch-Kato, on peut 
se contenter d'énoncer la surjectivité du morphisme Kq

M(k)/mKq
M(k) -> H?t(k, /x®9) : 

T H É O R È M E 1 . 1 8 (Suslin & Voevodsky [37, Theorem 11 .4 ] , Geisser & Levine [8, Theo­
rem 1.6], P . Gille [9 ] ) . —Soit m > 1 un entier inversible dans le corps (parfait) k . Soit 
q G N . On suppose que pour toute extension de corps L / k , le morphisme canonique 

K^(L)/mK^(L)^HUL,^) 

est surjectif Alors, la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum 1.16 est vraie en poids q 
et à coefficients Z/mZ pour le corps k . En particulier, la conjecture de Bloch-Kato 0.2 
est vraie en poids q à coefficients Z/mZ pour toute extension de k . 

D É F I N I T I O N 1 .19 . —Soit q G N . Pour tout groupe abélien A, on notera ici Cq(A) G 
D(Sm/kzar) le cône du morphisme canonique A(q) —» Ra*oi*A(q). 

P R O P O S I T I O N 1 .20 . — Soit q G N . 

(i) La conjecture de Beilinson-Lichtenbaum 1.16 en poids q et à coefficients Z/mZ 
est équivalente à l'annulation des faisceaux de cohomologie WCq(Z/mZ) pour i < q. 

(ii) Toute suite exacte courte 0 - > A! —> A -> A!' - > 0 induit un triangle distingué 
Cq(Af) -> Cq(A) -> Cq{An) -+ Cq(A')[l] dans D(Sm/kZar)-

(ni) La conjecture de Beilinson-Lichtenbaum en poids q et à coefficients Z/m'Z et 
Z/m"Z implique la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum à coefficients Z/mZ pour 
m = m'm". 

(iv) C,(Q) ^ 0 . 

ASTÉRISQUE 361 



(1073) LA CONJECTURE DE BLOCH-KATO 427 

Pour les énoncés qui suivent, on suppose fixé un nombre premier £ différent de la 
caractéristique de k. On note Z^ le localisé de Z en Vidéal premier engendré par £. 

(v) C , ( Q / Z ( 0 ) ^ C , ( Z W ) [ 1 ] . 

(vi) La conjecture de Beilinson-Lichtenbaum en poids q et à coefficients Z/£Z est 
satisfaite si et seulement si le morphisme canonique Z^(q) —> T<q+iRa+a*Z^(q) 
est un isomorphisme. 

Les énoncés (i) et (ii) sont tout à fait formels et impliquent évidemment (i i i ) . 
L'énoncé (iv) signifie qu'à coefficients rationnels, i l n'y a pas de différence entre la 
cohomologie motivique et la cohomologie motivique étale. Ceci résulte d'une part 
du fait non tr iv ia l que la cohomologie motivique puisse se calculer indifféremment 
en utilisant la topologie de Zariski ou la topologie de Nisnevich, et d'autre part du 
résultat de l'exercice suivant : 

E X E R C I C E 1.21. —Soit X G Sm/k. Soit T un faisceau de Q-espaces vectoriels 
sur Xét. Montrer que l'application canonique H^^X,?) ~ Hl^X^J7) est un iso­
morphisme pour tout i > 0. (Indication : montrer qu'une résolution injective de T 
dans la catégorie des faisceaux étales de (^-vectoriels est aussi une résolution injective 
dans celle des faisceaux Nisnevich. On rappelle que pour tout x G X et toute extension 
finie separable K1/K(X), l'« évaluation » des faisceaux en le hensélisé de X en x par 
rapport à n'/K(X) définit un fondeur fibre sur la catégorie des faisceaux sur Xms et 
que l'on obtient ainsi une famille conservative de fondeurs fibres.) 

En appliquant (ii) à la suite exacte 0 —» Z ^ —> Q —>> Q/Z^) —»> 0, on obtient 
un triangle distingué Cq(Z^) ->» Cq(Q) Cq(Q/Z^) -t Cq(Z^))[l]. L'énoncé (iv) 
fournit alors l'isomorphisme Cq(Q/Z^) —y Cq(Z^)[l] énoncé en (v). 

Établissons (vi). Si la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum est vraie en poids q 
et à coefficients Z/£Z, d'après (i i i ) , elle est aussi vraie en poids q et à coefficients 
Z/£nZ pour tout n > 1. D'après (i) , cela signifie que les faisceaux de cohomologie 
WCq(Z/£nZ) sont nuls pour i < q pour tout n > 1. Comme Q/Z^) est la limite 
inductive (filtrante) des groupes Z/£nZ pour n > 1, on en déduit que pour tout i < g, 
le faisceau WC^Q/Z^) est nul. D'après (v), on obtient l'annulation des faisceaux 
/H'lCq(Z^)) pour i < q + 1, une propriété qui se reformule en disant que le morphisme 
canonique Z^(q) —y T^q+iRa+ofZ^q) est un isomorphisme. Inversement, si les fais­
ceaux de cohomologie WCq(Z^)) sont nuls pour i < q + 1, on peut appliquer (ii) à la 

suite exacte 0 —y Z^ —y Z^ -y Z/£Z —y 0. On obtient ainsi un triangle distingué 

cg(zw) A cg(zw) -». cq(z/ez) cq{z(t))\i). 

De la suite exacte longue que l'on en déduit au niveau des faisceaux de cohomologie, 
on déduit l'annulation des faisceaux de cohomologie H'lCq(Z/£Z) pour tout i < q, 
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428 J. RIOU 

ce qui équivaut à la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum en poids q et à coefficients 
Z/£Z d'après (i). 

Si la conjecture de Bloch-Kato (ou de Beilinson-Lichtenbaum) est vraie en poids q et 
à coefficients Z/£Z, l'énoncé (vi) de la proposition précédente montre que la conjecture 
suivante est satisfaite : 

C O N J E C T U R E 1.22. — Soit q G N . Soit £ un nombre premier différent de la carac­
téristique de k. Pour toute extension L du corps de base k, le groupe de cohomologie 
motivique étale Hq^~1,q(L,Z^) est nul. 

T H É O R È M E 1.23. — Soit q € N . Soit £ un nombre premier différent de la caracté­
ristique de k. Si la conjecture d'annulation 1.22 est satisfaite, alors les conjectures de 
Bloch-Kato et de Beilinson-Lichtenbaum sont satisfaites en poids q et à coefficients 
Z/£nZ pour tout n > 1. 

Soit L une extension de k. Considérons le carré commutatif suivant : 

H™(L, Q) » H™(L, Q) 

H™{L, Q / Z W ) * H™(L, Q / Z W ) 

En utilisant la suite exacte longue des coefficients universels associée à la suite 
exacte 0 —> Z^ -> Q - » Q / Z ^ -y 0, l'annulation formulée dans la conjecture 1.22 
implique que, dans le carré, la flèche de droite Jï| t'9(L, Q) —y Hq^q(L, Q / Z ^ ) 
est surjective. Comme la flèche du haut Hq,q(L,Q) -y Hqf(L,Q) est bijective, 
on en déduit que la flèche du bas Hq>q(L, Q / Z ^ ) - » H^q(L, Q/Z^) ) est surjec­
tive. En utilisant une variante du théorème 1.18 pour des coefficients Q / Z ^ , on 
obtient un isomorphisme du type Beilinson-Lichtenbaum à coefficients Q/Z^) : 
Q/Z(£^(q) ~ T<qRa+a*Q/Zyy Avec les notations de la proposition 1.20, cela signifie 
que les faisceaux de cohomologie /HlCq(Q/Z^) sont nuls pour i < q. D'après la 
partie (v) de la proposition 1.20, cela signifie aussi que les faisceaux de cohomolo­
gie WCq(Z^) sont nuls pour i < q + 1, c'est-à-dire que le morphisme canonique 
Z(£){Q) ~^ T^q+iRa+a*Z(£)(q) est un isomorphisme, ce qui implique la conjecture de 
Beilinson-Lichtenbaum en poids q et à coefficients Z/£nZ pour tout n > 1 d'après les 
parties (vi) et (iii) de la proposition 1.20. 

2 . S T R A T É G I E D E L A D É M O N S T R A T I O N 

Dans l'énoncé de la conjecture de Bloch-Kato 0.2 selon laquelle pour tout corps fc, 
tout entier m inversible dans k et tout poids q 6 N , le morphisme canonique 
Kq

M(k)/mKq
M(k) -» Hq

t(k,ii®?) est un isomorphisme, si le corps k n'est pas parfait, 
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ni la source ni le but du morphisme ne changent quand on remplace le corps k par 
sa clôture parfaite. On peut donc supposer que k est parfait. Si k est parfait de 
caractéristique p > 0, l'énoncé pour le corps des fractions de l'anneau W(k) des 
vecteurs de W i t t implique l'énoncé pour k (cf. [15, Proposition 1.2]). On peut donc 
supposer que k est de caractéristique zéro. D'après le §1, on peut supposer que m est 
un nombre premier £. 

Pour démontrer la conjecture de Bloch-Kato en poids g, i l suffit d'après le théo­
rème 1.23 de démontrer la conjecture d'annulation 1.22, c'est-à-dire que pour tout 
nombre premier £ et tout corps de caractéristique zéro, le groupe de cohomologie moti -
vique étale i f| t

+ 1 ' 9 ( f e , Z(£)) est nul (ce qui revient d'ailleurs à énoncer que i f| t
+ 1 ' 9 ( f c , Z) 

est nul). Ceci est évidemment vrai si q = 0, et si q = 1 cela résulte de l'isomorphisme 
Hl^(k,Z) ~ iJj t(A:, G m ) (cf. théorème 1.11) et du théorème de Hilbert 90 qui dans 
la version due à Emmy Noether [31] énonce que ce groupe est nul. 

Nous allons donc fixer une fois pour toutes un entier q > 2 et un nombre premier £. 
On suppose que la conjecture de Bloch-Kato est vraie en poids < q et on se propose de 
démontrer que iï| t

+ 1 ' 9 (fc, Z ^ ) est nul pour tout corps de caractéristique zéro k. (Cette 
hypothèse de récurrence sera une hypothèse implicite dans la plupart des énoncés qui 
vont suivre.) 

La stratégie de démonstration repose sur les deux théorèmes suivants : 

T H É O R È M E 2.1 ([40, Theorem 5.9]). — Soit k un corps de caractéristique zéro dont 
le groupe de Galois absolu soit un pro-£-groupe et tel que Kq

M(k)/£Kq^I(k) = 0. Alors, 
H%"(k,Z/iZ)=0. 

T H É O R È M E 2.2. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit a = ( a i , . . . , aq) un 
q-uplet d'éléments de kx. Il existe une extension ka de k telle que 

- l'image du symbole { a i , . . . ,aq} soit nulle dans (kg,) / £K^ (ka) ; 
- le morphisme H^~1,q(k,Z^) -» Hq^1,q(kg,,Z^)) soit injectif. 

Nous ne dirons pas grand'chose sur la démonstration du théorème 2.1 si ce 
n'est que le cas d'un nombre premier £ arbitraire était déjà considéré dans l'ar­
ticle [40] établissant la conjecture de Milnor (cas £ = 2). Nous nous concentrerons 
jusqu'au §7 sur la démonstration du théorème 2.2. Montrons comment ces deux 
théorèmes impliquent l'annulation de H| t

+ 1 ' 9 (fc, Z(^) pour tout corps k de carac­
téristique zéro. L'idée, qui était déjà celle de la démonstration du théorème de 
Merkurjev-Suslin [28] (qui est le cas q = 2), consiste à utiliser le théorème 2.2 pour 
plonger le corps k dans un corps &oo de façon à ce que iJ j t

+ 1 ' 9 ( f c , Z(£)) s'injecte 
iJjt

+1'9(fc, Z(£))que K^1 (k00)/£Kq
M(k00) soit nul et que le groupe de Galois 

absolu de k^ s ° i t un pro-f-groupe. I l ne restera alors plus qu'à montrer l'annu­
lation de iJ| t

+ 1 ' 9(fcoo, Z(£)). Pour cela, on applique le théorème 2.1 qui implique 
que Hqlq(koo,Z/£Z) est nul. D'après la suite exacte des coefficients universels, ceci 
implique que le sous-groupe ^f l r | t

+ 1 ' 9 ( fc 0 0 , Z ^ ) de fl'|t
+1,9(fc00, Z(£)) annulé par £ est 
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nul. On obtient ainsi que le Z^)-module i f | t
+ 1 ,9(fcoo, Z ^ ) est sans torsion, i l se 

plonge donc dans fff'ç(fcoo,Zw) 0 Q ~ Hf t
+ 1 ' 9(fcoo, Q) - #* + 1 ' « ( fcoo,Q) qui est 

nul (cf. corollaire 1 . 1 0 (c)). 
Nous allons maintenant montrer comment le théorème 2.2 permet de construire le 

plongement k C &oo annoncé. 

P R O P O S I T I O N 2 . 3 . — Soit k un corps parfait. Les conditions suivantes sont équiva­
lentes : 

(i) Le corps k n'admet pas d'extension finie non triviale de degré premier à £. 
(ii) Le degré de toute extension finie de k est une puissance de £. 
(iii) Le groupe de Galois absolu de k est un pro-£-groupe. 

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que k est £-spécial. 

La seule implication qui mérite un argument est (i) (ii). Supposons (i). Soit 
K/k une extension finie. I l s'agit de montrer que [K : k] est une puissance de £. 
Quitte à remplacer K par une clôture galoisienne, on peut supposer que K/k est 
galoisienne. Notons G — Gsl(K/k). D'après les théorèmes de Sylow, G possède un 
^-Sylow Se C G : Se est un ^-groupe et £ ne divise pas m : = J ^ - . Notons L le sous-
corps de K fixé par Si. On a [L : k] = m. Comme £ ne divise pas m, la condition (i) 
montre alors que L = /c, c'est-à-dire que m = 1 , donc [K : k] = # G = #Se est une 
puissance de £. 

P R O P O S I T I O N 2 . 4 . — Soit k un corps parfait. Il existe une extension algébrique k'/k 
telle que k' soit £-spécial et que le degré [k' : k], cet entier surnaturel (cf. [34, I § 1 . 3 ] ^ 
soit premier à £. 

Soit Q une clôture algébrique de k. D'après le lemme de Zorn, i l existe un &-sous-
corps k' de Cl tel que £ \ [k' : k] et qui soit maximal pour cette propriété. D'après le 
critère (i) de la proposition 2.3, i l est évident que k' est ^-spécial. 

E X E R C I C E 2 . 5 . —Soit k un corps parfait £-spécial de caractéristique différente de £. 
Montrer que k contient une racine primitive £-ième de l'unité. 

E X E R C I C E 2 . 6 . — Soit k un corps parfait £-spécial. Soit K/k une extension de degré £. 
Montrer que K/k est galoisienne. 

L E M M E 2 . 7 . — Soit K un corps de caractéristique zéro. Il existe une extension K 
de K telle que le morphisme Hq^1,q(K, Z ^ ) -y H?f1,q(K, Z(^) soit injectif et que le 
morphisme K™(K)/£K™(K) -> K^(K)/Œ^(K) soit nul. 

On choisit un bon ordre sur l'ensemble (Kx)q. On obtient ainsi un ordinal 7 et 
une bijection 7 ^ (Kx)q qui à ¡3 G 7 associe un g-uplet — (aitp,..., aq,p). On 
définit par récurrence transfinie une tour d'extensions ( i f a ) a € 7 + i indexée par l'ordinal 
7 + 1 = 7 U { 7 } de la façon suivante : 

- K0:=K; 
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- si a est le successeur d'un ordinal /?, Ka est le corps obtenu en appliquant le 
théorème 2.2 au corps Kp et au symbole {ai , /? , . . . , aQip} associé à ap ; 

- si a est un ordinal limite, Ka est la limite inductive des K a t pour a' £ a. 
Par construction, le corps K := K1 convient. 

Étant donné un corps de caractéristique zéro k, pour conclure l'esquisse de la straté­
gie de démonstration, nous sommes maintenant en mesure de construire le plongement 
k C fcoo annoncé. On construit une tour d'extensions (ki)i£]si de la façon suivante. On 
pose ko := k. Pour n > 0, si fen a déjà été construit, on applique le lemme 2.7 au 
corps k2n et on pose fen+i ' = &2n- On applique ensuite la proposition 2.4 au corps 
&2n+ i et on pose = & 2 n + i - O n définit enfin k^ comme étant la limite inductive 
des corps ki pour i eN. Les applications H?^~1,q(ki,Z^) —» i l | t

+ 1 ' 9 ( f c i + i , Z(^)) sont 
injectives pour z pair d'après le lemme 2.7 et par l'argument de transfert habituel pour 
i impair puisque les extensions & 2 n + 2 / & 2 n + i s o n ^ algébriques et de degré premier à £. 
Par passage à la limite inductive, l'application iJ| t

+ 1 ' 9 ( fc , Z(^) -y Hq^1,q(fcoo, Z(t)) est 
injective, le corps fc^ est ^-spécial et (k00)/£K^[(k00) = 0. 

3. OPÉRATIONS D E S T E E N R O D E T H O M O L O G I E D E 
M A R G O L I S 

Dans cette section, on suppose que k est un corps parfait de caractéristique diffé­
rente du nombre premier £. 

I l est possible d'étendre la définition de la cohomologie motivique à coefficients dans 
un groupe abélien A pour en faire une famille de foncteurs Hp>q(—, A) : T-L(k)opp - » Ab 
où %(k) est la catégorie homotopique de Morel-Voevodsky (cf. [30]). Nous ne don­
nerons pas de détails sur H(k) si ce n'est que cette catégorie est obtenue à partir 
de la catégorie des préfaisceaux d'ensembles simpliciaux sur Sm/k en rendant for­
mellement inversibles une classe de morphismes appelés « A1-équivalences faibles ». 
Grâce au plongement de Yoneda, tout objet de Sm/k définit un objet de %(k) et, 
plus généralement, on dispose d'un foncteur essentiellement surjectif de la catégorie 
des fc-schémas simpliciaux lisses vers %(k). 

Plus précisément, on dispose d'une version pointée T-L.(k) de la catégorie H(k) 
et de foncteurs Hp>q: ri.(k)opp -y Ab ayant la vertu que pour tout X G Sm/k, 
H™(X+,A) ~ H™(X, A)oùX+=XU Spec k. 

Si A est un sous-ensemble d'un ensemble B, on peut noter B/A l'ensemble pointé 
défini de façon à ce qu'on ait un carré cocartésien : 

A 

• ^ B/A 
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Cette construction s'étend aux monomorphismes entre préfaisceaux d'ensembles sur 
Sm/k. En particulier, si A —> B est une immersion ouverte dans Sm/k, on peut ainsi 
définir le quotient B/A dans la catégorie des préfaisceaux d'ensembles pointés sur 
Sm/k. Si A et B sont deux ensembles pointés, on note A\/B la somme amalgamée de 
A et B le long de leurs points-bases et on définit A A B comme étant (A x B)/A V B ; 
cette construction s'étend aussi aux préfaisceaux simpliciaux pointés et à %.(k). 

D É F I N I T I O N 3 . 1 . — On note S 2 , 1 := A ^ A 1 - { 0 } G H.(k). On vérifie facilement 
que Von a un isomorphisme canonique S2,1 ~ P 1 dans Hm(k). Pour tout entier n > 0, 
l'ensemble simplicial pointé Sn induit un objet de H.(k) que Von note encore Sn ou 
Sn,°. On peut montrer qu'il existe un isomorphisme canonique S2,1 ~ G m A S1,0, ce 
qui suggère de poser S1'1 := G m . Pour p > q > 0 , on généralise les définitions précé­
dentes en posant Sp,q := GÇ£ A Sp~q G %m(k). On dispose de classes de cohomologie 
tautologiques ep,q G Hp>q(Sp>q, Z). 

D É F I N I T I O N 3 . 2 . —Une opération cohomologique stable F de bidegré (i,j) G Z 2 (sous-
entendu sur la cohomologie motivique à coefficients Z/£Z) consiste en la donnée d'une 
famille de transformations naturelles pour tout X G Hm(k) 

F: Hp>q(X,Z/£Z) -> Hp+i'q+j(X,Z/£Z) 

commutant aux isomorphismes de suspension Hp,q(X,Z/£Z) 4 Hp+2'qJrl(X A 
S 2 ' 1 , Z/£Z) et Hp*(X, Z/PL) 4 Hp+1>q(X AS1 ,Z/£Z) donnés par la multiplication à 
droite par les classes tautologiques e 2 , i G Jï 2 ' 1 ^ 2 ' 1 , Z/£Z) et e i , 0 G H1*0(S1, Z/£Z). 

Si a G H%j(k, Z/£Z), la multiplication à gauche par a définit une opération co­
homologie stable de bidegré (i,j). Le Bockstein ¡3 est une opération cohomologique 
stable de bidegré ( 1 , 0 ) . Elle s'obtient à partir de la suite exacte courte évidente 
0 - » Z/£Z Z/£2Z -» Z/£Z 0 qui induit pour tout q une suite exacte de 
complexes de faisceaux : 

0 - > Z/£Z(q) A Z/£2Z(q) -> Z/£Z(q) - > 0 ; 

en passant à l'hyper cohomologie, on en déduit une suite exacte longue pour tout 
X en.(k) : 

...-+Hp>q(X, Z/£Z)-^>Hp>q(X, Z/£2Z)^Hp*(X, Z/£Z)-^HP+1*(X,Z/£Z)->... 

T H É O R È M E 3 .3 (Voevodsky [41 ] ) . — Il existe des homologues motiviques des opé­
rations de Steenrod classiques (agissant sur la cohomologie singulière des espaces 
topologiques). On dispose ainsi d'opérations cohomologiques stables agissant sur la 
cohomologie motivique à coefficients Z/£Z : 

- pour tout n>0,Pn est une opération de bidegré (2n(£ — l),n(£ — 1 ) ) ; 
- pour tout i >0, Qi est une opération de bidegré (2(£% — 1 ) + 1,£% — 1 ) ; 
- pour tout i>0,qi est une opération de bidegré (2(£l — l),£l — 1 ) . 
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Elles vérifient notamment les relations suivantes : 

-Qo = P; 
~ QïQj = QjQi si i 7̂  j / 
- Qi=0; 

- si i > 0, Qi = qi/3 - f3qi. 
En outre, il existe des formules décrivant Vaction de ces opérations sur les classes de 
Chern et sur des produits de classes de cohomologie. 

L'idée de la construction est la suivante. I l suffit de définir les opérations Pn sur des 
classes en bidegré (2z, i) pour i > 0. Le point-clef de la construction est de montrer que 
l'élévation à la puissance £ se raffine en une opération « totale » pour tout X G H(k) : 

H2i>i(X,Z/£Z) A H2ie^(Bétei x X,Z/£Z) 

où Bét&£ est une version étale du classifiant du groupe symétrique &£. L'étude de ce 
classifiant permet de montrer par ailleurs que le H*'*(X, Z/^Z)-module i7*'*(Bét<3^ x 
X,Z/£Z) est libre. Si a G H2i>i(X,Z/£Z), on pose Pj(a) : = 0 pour j > i et pour 
j < i les classes PJ(a) sont définies comme étant les coefficients de Pt{a) dans une 
base convenable. Les autres constructions et propriétés évoquées dans le théorème 
s'obtiennent essentiellement comme dans le cas classique. Quelques erreurs dans [41] 
dont une assez sérieuse sont corrigées dans [32]. 

Remarque 3.4- —Voevodsky a montré qu'en caractéristique zéro, l'algèbre des opéra­
tions cohomologiques stables était engendrée par les opérations f3, Pn pour n > 0 et 
les multiplications à gauche par les éléments de Z/£) (cf. théorème 7.10). 

D É F I N I T I O N 3.5 (Homologie de Margolis). — Pour tous X G H.{k), (p,q) G Z 2 et 
i>0, on note MH^9(X) Vhomologie en HPA(X,Z/£Z) du complexe 

tfP^/'-l)-!,*-^-!)^H2i>i(X,Z/£Z)AH2ie^(BéteiX,Z/£Z)H2d>d(X)~CHd(X)CHd(X) 

D É F I N I T I O N 3.6. —Soi t d>0. On note sd: K0(X) H2d>d(X, Z) la transformation 
naturelle additive (pour tout X G Sm/k) caractérisée par le fait que si L est un fibre 
en droites, alors Sd([L]) = c±(L)d. Si X est une variété projective lisse de dimension d 
sur k, on note Sd{X) := Sd([TX]) où TX est le fibre tangent de X. 

D É F I N I T I O N 3.7. — Soit n > 0. Soit X une variété projective lisse connexe sur k. On 
dit que X est une vn-variété si X est de dimension d = £n — 1 et que d e g S d ( X ) ^ 0 
mod £2 où deg: H2d>d(X) ~ CHd(X) -> Z est l'application degré. 

P R O P O S I T I O N 3.8. — Soit n > 1. Si X est une variété de dimension £n — 1, alors 
deg S£n_1(X) = 0 mod £. 
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Cette proposition bien connue des topologues résultera de la démonstration de la 
proposition 3.13. Pour aller plus loin, nous avons besoin de quelques notions de théorie 
de l'homotopie stable. En introduisant la notion de P 1-spectre, on peut définir une 
catégorie triangulée SH(k) (cf. [14]) munie d'un A-produit, d'un foncteur %•(&) —»• 
S%(k) commutant au A-produit et ayant la vertu que — A P 1 : ST-L(k) —)> SH(k) soit 
une équivalence de catégories. Les foncteurs de cohomologie motivique Hp,q(—,A) 
peuvent alors s'interpréter comme des foncteurs cohomologiques S/H(k)opp —ï Ab. Le 
foncteur H°>°(—,A) est même représentable par un spectre H U G S7i(k) (cf. [38, 

D É F I N I T I O N 3.9. — S o i t X G Sm/k. Soit E un fibre vectoriel sur X que Von considère 
ici comme un schéma au-dessus de X muni d'une structure de module sur le schéma 
en anneau A 1 . On note Thx E := E/(E — soX) G Hm{k) où SQ: X -> E est la section 
nulle. 

Comme Thx(E © Ox) ^ T h x E A ( A 1 / A 1 - {0} ) ~ Thx E A P 1 dans W.(fc), 
on peut être tenté de définir pour tout n > 0 l'espace de Thom du « fibre virtuel » 
E — 0\ comme étant 

où ( p 1 ^ - 7 1 est l'inverse de ( p ! ) A n pour le A-produit sur SW(k). Plus généralement, i l 
est possible de définir l'espace de Thom d'un fibre virtuel (c'est-à-dire d'une différence 
formelle entre deux fibres vectoriels). En particulier, on peut définir Thx(-TX) G 
SH(k) où -TX est l'opposé du fibre tangent T I de I . 

P R O P O S I T I O N 3.10. —Soit E un fibre vectoriel de rang r sur X G Sm/k. 
On peut définir une classe canonique tE G H2r,r(ThxE,Z) : c'est la classe 
de Thom de E. La multiplication par cette classe induit des isomorphismes 
H*>*(X,A) 4 F * + 2 r ' * + r ( T h x E,A) pour tout groupe abélien de coefficients A. 

Cette proposition résulte d'un isomorphisme T h x E ~ P(E 0 Ox)fP(E) qui per­
met de décrire la cohomologie motivique de l'espace de Thom en fonction de celle 
de fibres projectifs; la classe ts est alors donnée par une formule faisant intervenir 
des classes de Chern. La construction des classes de Thom s'étend sans difficulté aux 
fibres virtuels, comme dans le théorème suivant : 

T H É O R È M E 3.11 (Voevodsky [40, Theorem 2.11]). — Soit X une variété projective 
lisse sur k de dimension d. Il existe un morphisme S0 —4 T h x ( — T X ) dans S/H(k) 
tel que le diagramme suivant commute : 

§6-1]). 

T h J f ( S - 0 ^ ) : = T h x £ ; A ( P 1 ) 1\A—n e SU{k) 

H°>°(Thx(-TX),Z) T H°'0(S°, Z) 

H2d'd(X) CHd{X) deg Z 
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où l'isomorphisme de gauche est induit par la multiplication par la classe de Thom 
t-rx que l'on notera th G H~2d -d(Thx(-TX), Z ) . 

La théorie des six opérations de Grothendieck développée par Voevodsky et Ayoub 
(cf. [2]) permet de considérer le dual (de Spanier-Whitehead) de X+ dans SH(k). I l est 
canoniquement isomorphe à Thx(-TX). I l est tentant de définir r : 5° - » Thx (-TX) 
comme la transposée du morphisme X+ —y S0 induit par X —y Spec k. Un calcul dans 
la catégorie des motifs de Chow permet d'obtenir assez formellement un isomorphisme 
H2d>d(X) ^y H0>0(Thx{—TX), Z) qui fasse commuter le diagramme, mais i l n'est pas 
forcément évident a priori qu'i l soit donné par la multiplication par th. Cependant, si 
X = P d , comme CHd(Pd) ~ Z, c'est forcément le cas (au moins au signe près). On 
obtient ainsi l'existence de r dans le cas des espaces projectifs. (Dans [40, Lemma 2.10], 
Voevodsky construit très explicitement r dans ce cas particulier au lieu d'utiliser la 
dualité de Spanier-Whitehead.) Dans le cas général, si i: X —y Pd est une immersion 
fermée, on peut définir r pour X en considérant la composition 

S0 T h p d ( - T P d ) Thx(-TX) 

où p est une variante tordue du morphisme Pd —>• Pd/(Pd — X) ~ T h x N où N est 
le fibre normal de i et où l'isomorphisme Pd/(Pd — X) ~ T h x N est donné par le 
théorème de pureté homotopique (cf. [30, Theorem 2.23, p. 115]). 

L E M M E 3.12. — Soit X —^ y Z —> X AS1 un triangle distingué dans SH(k). 
Soit z G H°>°(Z,Z/eZ). Soit y G H°>°(y, Z/£2Z) tel que y se réduise sur p^z G 
H°'°(y, Z/£Z). Alors, il existe x G H°'°(X,Z/eZ) tel que si l'on note ici tx l'image 
de x par le morphisme £ : H°>°(X, Z/£Z) -y H°>°(X, Z/£2Z), on ait d'une part l'égalité 
£x = i*y dans H0,0(X,Z/£2Z) et d'autre part l'égalité ftz = S*x' où x' = x • e^o G 
Hli0(X A S1, Z/£) et e i , 0 G H1^0{S1, Z/£Z) est la classe tautologique. 

Ceci résulte des axiomes des catégories triangulées qui permettent de compléter en 
un morphisme de triangles distingués le carré commutatif du milieu dans le diagramme 
suivant : 

i A , P „ 5 
X 

H z/ez H z/^2z H z/ez 

X AS1 

\ xAS1 

H z/ez AS1 

P R O P O S I T I O N 3.13 ([44, Lemma 4.3]). —Soit n > 0. Soit X G U.(k). Soit X G Sm/k 
une vn-variété telle que H*>*(X A X+,Z/£Z) — 0. Alors, le groupe d'homologie de 

-—— •,• 
Margolis MHn (X) (cf. définition 3.5) est nul. 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 2014 



436 J. RIOU 

On applique le théorème 3.11 et on complète le morphisme r de façon à obtenir un 
triangle distingué dans SH(k) : 

(2) S0 Thx{-TX) cone(r) A S1. 

Notons d = £n — 1 la dimension de X. On commence par le cas n > 0 (c'est-à-dire 
d > 0). On dispose de la classe de Thom th G H~2d'-d(Thx(-TX), Z) . On note 
t / i G J Ï ~ 2 d , _ d ( c ô n e ( T ) , Z) l'unique classe telle que p*th = th. L'existence et l 'uni­
cité de th résultent de la suite exacte en cohomologie motivique déduite du triangle 
distingué (2) : 

H-2d~^-d(k) -» H-2d>-d(cÔne(r)) A H-2d^d(Thx(-TX)) A H~2d^d(k). 

En effet, les groupes extrêmes sont nuls puisque l'on a supposé d > 0. 
D'après le théorème 3.3, on dispose d'une opération qn et de formules pour calculer 

qn(th). Plus précisément, [41, Corollary 14.3] énonce que 

qn(th) = sd(-TX) • th = -8d(TX) • th G H°>°(Thx{-TX), Z/£Z) . 

Les classes sd(TX) et th étant définies à coefficients entiers, on peut appliquer le 
lemme 3.12 pour calculer (3qn(th). On obtient ainsi une classe c G H0,0(S0, Z/£Z) ~ 
fT°' 0(k, Z/£Z) ~ Z/£Z telle que j3qn(ih) = c • (<S*ei|0) et = -degsd(X) mod ^ 2 . 
Notons au passage que ceci démontre la proposition 3.8. 

Utilisons maintenant l'hypothèse selon laquelle X est une vn-variété. Comme 
c = ~ d e g y ( T X ) mod £, on obtient que c G Z/£ZX. Par ailleurs, 

(3) Q n(tfc) = tfn/3*7i - /3çnt7i = = -c5*(ei | 0 ) G flrl»°(cÔne(r), Z/*Z) . 

Pour tout x G H*'*(X,Z/£Z), grâce aux formules exprimant Qn d'un produit, on a 
les égalités suivantes dans H*>*(X A cône(r), Z/£Z) : 

Qn(x • th) = Qn(x) • th + ( - 1 ) | X | X • Q n(t7l) 

= Qn(x).fh-(-l)Wcx6*(e1,0) . 

(Si x est en bidegré ( i , j ) , on note |x| = i. Si £ = 2, a priori, d'autres termes peuvent 
apparaître dans le développement de Qn(x-th), mais ils sont nuls parce que Qi(th) = 0 
pour z < n pour des raisons de poids.) 

On définit une application h: H*>*(X,Z/£Z) - » ff*-2(r-i)-i,*-(^-i)(Afj Z / £ Z ) 
de façon à faire commuter le diagramme suivant : 

Z/£Z) ^ ^ # * - 2 ( r - i ) , * - ( * w - i ) ( ; r A c ô n e ( r ) 5 Z/£Z) 

^ _ 2 ( ^ - i ) - i , * - ( ^ - i ) ( A f ^ Z / ^ Z ) ^ ° , # * - 2 ( r - i ) , * - ( r - i ) ( A > A 5 i ? z / ^ z ) 

On notera que la flèche de droite est un isomorphisme en vertu de l'hypothèse selon 
laquelle H*>*(X A X + , Z/£Z) ~ H*-2d>*-d(X A Thx(-TX), Z/£Z) s'annule. 
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La formule obtenue plus haut pour Qn(x • th) montre que l'on a : 

Qn(h(x)) = h{Qn(x))-(-l)Wcx. 

Comme c G Z / £ Z X , ceci montre que le complexe (H*>*(X,Z/£Z),Qn) est homotope 
à zéro, ce qui implique l'annulation de l'homologie de Margolis. 

(Dans le cas particulier où. n = d = 0, X = SpecE où E est une extension 
finie de k. Si £ ne divise pas [E : k], l'argument de transfert habituel montre 
que H*'*(X, Z/£Z) = 0 ce qui implique évidemment l'annulation de l'homologie de 
Margolis. On peut donc supposer que la valuation ^-adique de [E : k] est 1. On sait 
que Qo = /3. Contrairement à ce qui se passe dans le cas d > 0, la classe th n'est 
définie qu'à coefficients dans Z/£Z. En procédant comme précédemment, on montre 
que P(th) = c(î*(ei5o) où c = d e g f f X G Z/£ZX. On peut définir l'application h comme 
ci-dessus, utiliser la formule générale fi (y • z) = fiy - z + (— l )^y • f3z pour obtenir la 
relation f3(h(x)) = h((3(x)) + (—l)'œ 'cx qui permet de conclure de la même façon.) 

D É F I N I T I O N 3.14. —Soit X G Sm/k. On note C(X) G AoppSm/k le schéma simpli-
cial tel que C(X)n = X1+n, les morphismes simpliciaux étant définis simplement en 
concevant X 1 + n comme étant le « schéma des fonctions » { 0 , . . . , n} —> X. 

L E M M E 3.15 ([40, Appendix B ] ) . — Soit X G Sm/k. Notons 7T0C(X) le faisceau 
d'ensembles sur Sm/kms associé au préfaisceau U \—> IÏQ{C{X){U)). Le morphisme 
canonique C(X) —y TTOC(X) est une équivalence faible simpliciale. En outre, le fais­
ceau d7ensembles ITQC(X) est un sous-objet de Vobjet final. Si Y G Sm/k, Y —» Spec k 
appartient à noC(X) si et seulement si localement pour la topologie de Nisnevich il 
existe un k-morphisme Y —y X ; si c'est le cas, le morphisme canonique C(X)xY —> Y 
est une équivalence faible. 

D É F I N I T I O N 3.16. — Soit a = ( a i , . . . , aq) un q-uplet d'éléments de kx. Une variété 
de déploiement pour le symbole { a i , . . . , aq} est une variété connexe X G Sm/k telle 
que l'image de { a i , . . . , a 9 } soit nulle dans (k(X))/£Kq

vr(k(X)) où k(X) est le 
corps des fonctions méromorphes sur X. 

Grâce aux morphismes de résidus en K-théorie de Milnor, on peut montrer que 
si X est une variété de déploiement, alors le symbole { a i , . . . , a g } est nul dans 
K M ( K ( X ) ) / Œ M ( K ( X ) ) pour tout point x G X. 

D É F I N I T I O N 3.17. — Soit X G Sm/k. On dit que X est une v<q-i-variété si c'est 
une vq-\-variété (cf. définition 3.7) et que pour tout 0 < i < q — 2, il existe un 
morphisme Xi —> X où Xi est une Vi-variété. 

P R O P O S I T I O N 3.18 ([44, Lemmas 6.4, 6.5 & 6.7]). — Soit a = ( a i , . . . , aq) un q-uplet 
d'éléments de k tel que l'image de { a i , . . . , aq} dans Kq(k)/£Kq(k) soit non nulle. On 
suppose que k contient une racine primitive £-ième de l'unité. Soit X G Sm/k une 
variété de déploiement pour le symbole { a i , . . . , a g } . Alors, il existe un élément non 
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nul S G Hq'q 1(C(X),Z/£Z). Si on suppose en outre que X est une v<q-\-variété, 
alors Qq-iQq-2 • • • Qoô est non nul dans H*'*(C(X), Z/£Z). 

Commençons par montrer la deuxième partie de l'énoncé. Si Q Q - \ . . . QQS = 0, i l 
existe un entier i < q — 1 tel que si on pose ôf := Qi-\... Qoô, on ait ôf ^ 0 et 
Qi8' = 0. Montrons que Qiô' = 0 implique S' = 0, ce qui fournira une contradiction. 
Par hypothèse, i l existe une z/¿-variété Y et un morphisme Y —> X. On en déduit 
une équivalence faible C(X) x Y —» Y (cf. lemme 3.15). Si on note X G %.{k) la 
cofibre homotopique du morphisme C(X) —y ; l'espace pointé X AY+ est faiblement 
contractile. En particulier, sa cohomologie motivique est nulle, on peut donc appliquer 
la proposition 3.13 qui montre que l'homologie de Margolis MHi (X) est nulle. 

De la suite cofibrée C ( X ) + —y S0 -> X —> C(X)+ A S1 on déduit que les appli­
cations d: Ha>b(C(X),Z/£Z) - » Ha+1>b(X,Z/£Z) sont bijectives pour a > b (cf. co­
rollaire 1.10 (c)). Pour montrer que ôf = 0, i l suffit donc de montrer que dô' — 0. 
L'annulation de l'homologie de Margolis de X montre qu'i l existe u G Ha,b(X, Z/£Z) 
tel que ÔS' = Qm où a = q - i - - l ) e t & = g - l - i - - ^ ( ^ - 1). On a 
a — 1 < b < q — 1. Considérons le diagramme suivant : 

Ha'*(k, Z/£Z) ^ Ha'¿(C{X), Z/£Z) 

H&*\h, Z/£Z) - HÍ*{C{X), Z/£Z) 

D'après la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum en poids b < q — 1, les flèches verti­
cales sont bijectives si o! < b et injectives si a' = 6 + 1 . Par ailleurs, H¿¿*(C(X), Z/£Z) 
ne dépend que de l'image de C(X) dans la variante étale de Hm(k). Le faisceau 
étale associé à 7ToC(X) étant bien sûr l'objet final, on obtient un isomorphisme 
H^*(k, z / ^ z ) ^ HtC(C(X)i Z / ^ Z ) î l a flèche d u b a s e s t d o n c u n isomorphisme. L'ap­
plication du haut #*'*(/c,Z/¿Z) H*>*(C(X),Z/£Z) est donc bijective si o! < b et 
injective si a' = 6 + 1 . En utilisant la suite cofibrée C(X)+ -> S0 -y X -> C(X)+ AS1, 
on en déduit que Ha>b(X, Z/IZ) = 0, donc u = 0 et dô' = Qm = 0. 

Montrons maintenant la première partie de la proposition. D'après la conjecture de 
Beilinson-Lichtenbaum en poids q — 1, on a un triangle distingué dans D(Sm/kz&r) • 

Z/£Z(q - 1) -> Ra+fjf*-1 -> r^Ra^'1 -* Z/£Z(q - 1)[1]. 

Notons ROa+vf*1-1 le a-ième faisceau de cohomologie de Ra*iJ,fq 1 . I l résulte formel­
lement du triangle distingué que l'on a une suite exacte : 

0 H™-\C{X),Z/£Z) H¡;q-\C(X),Z/£Z) H°(C(X), Rqa^f q~x). 

I l résulte de la théorie des motifs de Voevodsky (cf. le début du §4) que si T est ce 
qu'on appelle un faisceau Nisnevich muni de transferts et invariant par homotopie 
(ce qui est le cas de Rqai,fjJfq~1), alors pour tout Y G Sm/k, si Y est connexe, alors 
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H°(Y, J°) —y H°(k(Y), J 7 ) est injective. Dans la suite exacte ci-dessus, on peut donc 
remplacer H°(C(X), Rqai,fifq~1) par H¡¡q~1(k(X),Z/£Z). On dispose aussi comme 
ci-dessus d'un isomorphisme Hq¡q~\k, Z/£Z) ^ H¡¡q~\C(X), Z/£Z). Ainsi, 

H™-1{C{X),Z/£Z) ~kev{H¡;q-\k,Z/£Z) -> Hq?-l{k{X),Z/£Z)) . 

Le choix d'une racine primitive £-ième de l'unité permet d'obtenir un isomorphisme 

Hq>q-1(C(X),Z/£Z) ~kei(H™(k,Z/£Z) Hq;q(k(X),Z/£Z)) . 

(En effet, une racine primitive £-ième de l'unité s'identifie à un générateur de 
H^(k, Z/£Z) et la multiplication par cet élément induit un isomorphisme entre les 
groupes de cohomologie motivique étale en poids q — 1 et q.) On sait que l'image du 
symbole { a i , a q } est nulle dans Hq^q(k(X),Z/£Z). Pour montrer l'existence de 
S ^ 0 G Hqiq~1(C(X), Z/£Z), i l ne reste plus qu'à montrer que l'image de { a i , . . . , aq} 
est non nulle dans Hqf{k,Z/£Z), ce que Voevodsky fait en utilisant des techniques 
semblables à celles utilisées pour établir le théorème 2.1 (cf. [44, Lemma 6.4]). 

4 . P U I S S A N C E S S Y M É T R I Q U E S D E M O T I F S 

Autant que possible, nous avons pour le moment évité la notion de motif : nous 
n'avons utilisé que la cohomologie motivique. Pour cela, nous avons introduit les com­
plexes de faisceaux Z(q) dans ~D(Sm/kzar)- Pour le formalisme des motifs triangules 
de Voevodsky, i l convient de remplacer la catégorie des faisceaux Zariski par celle, no­
tée STNÍS(^) , des faisceaux Nisnevich avec transferts. Un préfaisceau avec transferts 
est un foncteur additif SmCor/kopp —> Ab (cf. définition 1.1), qui est un faisceau 
Nisnevich avec transferts si le préfaisceau induit sur la catégorie Sm/k est un faisceau 
pour la topologie de Nisnevich. Les objets Z(q) trouvent naturellement leur place 
dans la catégorie des complexes bornés supérieurement dans STNÌS(^)- La catégorie 
triangulée des motifs effectifs de Voevodsky DMe_ f f(fc) est la sous-catégorie pleine de 
D - ( S T N Ì S ( & ) ) formée des complexes K tels que pour tout X E Sm/k, on ait un 
isomorphisme RT(X, K) RT(X x A 1 , i f ) sur l'hypercohomologie Nisnevich. Pour 
tout groupe abélien A et q > 0, les objets A(q) appartiennent à DM! f f(A:), tout comme 
les objets M(X) : = C*Z t r (X ) pour X e Sm/k : M(X) est le motif de Voevodsky de 
X. Pour ainsi dire par définition, on a des isomorphismes canoniques : 

Hp'q(X, A) ~ Hom D M ^ ( f c ) (M(XM(ç)k>]) . 

Si X est un fc-schéma simplicial tel que, pour tout n > 0, Xn soit une réunion 
disjointe d'objets de Sm/k, Voevodsky a défini dans [42] une catégorie DMe^(X) de 
motifs au-dessus de X. Pour cela, i l introduit une notion relative de faisceau avec 
transferts, non plus seulement sur k, mais au-dessus d'un objet de Sm/k. Ceci donne 
un sens à la notion de faisceau avec transferts au-dessus de Xn pour tout n > 0. Un 
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faisceau avec transferts sur X consiste alors en la donnée de faisceaux avec transferts 
liés par des morphismes de transition sur tous les Xn. En procédant comme dans l'es­
quisse ci-dessus, i l aboutit à la catégorie DMl f f (Af ) . Les objets Ax(q) G DMf(X) 
sont les images inverses des objets A(q) par un foncteur de changement de base 
D M f ( f c ) —> DMe^(X). Dans ce contexte, on peut obtenir assez formellement des 
isomorphismes canoniques : 

H™{X,A) ~1iomDMe«ix)(Zx,Ax(q)\p]) .Ax(n)[2n] 

Si A est un anneau, on peut introduire une variante DMe_^(X, A) à coefficients A de 
la catégorie DMe^(X) et on a alors un isomorphisme 

H™(X,A) ~HomDM?iXtAMx,Ax(q)\p]) .Ax(n)[2n] 

Pour bien comprendre la construction qui va suivre, i l est intéressant de commencer 
par considérer une situation très simple. Soit A un anneau commutatif. Soit M un 
A-module libre de rang 2 dont on note (X, Y) une base. Pour tout i > 0, la i-ème 
puissance symétrique S 1 M de M s'identifie à l'ensemble des polynômes homogènes 
de degré i en deux variables X et Y à coefficients dans A. Pour tout i > 1, on a une 
suite exacte courte évidente : 

0 -> S i _ 1 M -> S * M -> A - » 0 , 

où la flèche de gauche est la multiplication par X et où la flèche de droite est celle 
qui à un polynôme associe le coefficient devant Y1. Dans la construction qui va suivre 
dans la catégorie DM! f f (A ' , A) , i l faudra penser à M comme étant en quelque sorte de 
rang 2. La suite exacte énoncée ci-dessus trouvera une traduction triangulée sous la 
forme du triangle distingué (4) énoncé plus bas. 

Soit n > 0. Soit a G # 2 n + 1 ' n ( A \ A) où A est un anneau dans lequel (£ - 1)! est 
inversible. D'après ce qui précède, on peut interpréter a comme un morphisme dans 
Ax(n)[2n] que l'on peut compléter en un triangle distingué : 

Ax(n)[2n] M Ax Ax{n)[2n + 1]. 

Pour tout 0 < i < £ — 1, on peut faire agir le groupe symétrique &i sur M®1 

Ax(n)[2n] 
par permutation des facteurs et noter S ' M G DM!_ f f(X, A) l'image du projecteur 

Pour 1 < i < £—l,on définit un morphisme v comme étant la composition suivante : 

S i " 1 M ( n ) [ 2 n ] ^ S ^ M <g> M -> S * M , 

où le morphisme de droite est le morphisme évident. On obtient ainsi un diagramme 

S ^ M H p n ] S'M ^ A x 
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où y% est la i-ième puissance symétrique du morphisme y: M ~> Ax. Voevodsky 
montre qu' i l existe une unique manière de compléter ce diagramme de façon à obtenir 
un triangle distingué dans DM! f f (A ' , A) : 

(4) S i _ 1 M(n)[2n] S1 M -A Ax - A S ^ M ^ p n + 1] . 

De même, i l obtient un autre triangle distingué, dual du précédent : 

(5) Ax(in)[2in] A S*M S ^ M A * (m) [2m + 1]. 

En composant r et 5 , on obtient un morphisme 

Ax S ^ M M p r a + 1] r ( n ^ + 1 ]
 Ax((i + l )n ) [2 ( i + l ) n + 2] , 

c'est-à-dire un élément de # 2 ( z + i ) n + 2 , ( i + i ) n ^ 4̂) q U e p o n n o t e <^(a). Cette construc­
tion étant fonctorielle en X , est une opération cohomologique (instable) : 

fa: i ï 2 n + 1 ' n ( - , A) i f 2 ( i + l ) n + 2 , ( i + l ) n ^ _ 5 ^ ^ 

On ne s'intéressera ici qu'au cas i = £ — 1 : 

T H É O R È M E 4.1 ([44, Theorem 3.8]). — On suppose que A = Z/£Z et que le corps k 
est de caractéristique zéro. Pour tout entier n > 0, il existe un élément c 6 Z/£ZX tel 
que (f)£-i = c/3Pn. 

Techniquement parlant, ce résultat est sans doute la partie la plus délicate de la 
contribution de Voevodsky à la démonstration de la conjecture de Bloch-Kato. La 
démonstration de ce théorème résulte d'une caractérisation d'un sous-espace vectoriel 
de dimension 1 dans le groupe des opérations cohomologiques instables. Pour l'ob­
tenir, i l faut faire une étude assez fine des motifs des espaces d'Eilenberg-MacLane 
motiviques s'appuyant sur les résultats principaux de [43]. Certains de ces résultats 
sont esquissés dans le §7. 

5. L E M O T I F D E R O S T GÉNÉRALISÉ 

Étant donné un symbole { a i , . . . , aq} non tr iv ial en if-théorie de Milnor modulo £, 
on s'intéressera dans le §6 aux variétés de déploiement ^-génériques X de ce symbole 
(cf. définition 6.1). Dans le cas de la conjecture de Milnor (cas £ = 2), i l était possible 
de prendre pour X une quadrique (cf. [40, §4]). Un facteur direct du motif de X , le 
motif de Rost, intervenait de façon essentielle dans la démonstration de la conjecture 
de Milnor. Le but de cette section est de construire un motif de Rost généralisé 
(théorème 5.2) et de l'utiliser pour établir un énoncé d'injectivité (théorème 5.7). Les 
hypothèses ci-dessous font intervenir une variété X (qui sera construite au §6) et une 
classe de cohomologie ô (qui sera obtenue en appliquant la proposition 3.18). 
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Soit X G Sm/k une -variété. On suppose qu'i l existe S G H^"1 {C{X), Z/£Z) 
tel que Q0Qi... Qq-i(6) + 0 G H2ib+2>eb(C(X),Z/£Z) où b : = * £ f ± . Notons 
// : = W i . . . Q g _ 2 ( < 5 ) G F 2 b + 1 ' b ( C ( X ) , Z w ) où fi; H*>*(-,Z/£Z) Z ( / ) ) 
est le Bockstein associé à la suite exacte courte 0 -> Z(^ —)• Z ^ —» Z/^Z -> 0. 

La classe // G i f 2 ò + 1 ' b ( C ' ( X ) , Z^) permet de définir un objet M de la catégorie 
triangulée D M ! f f ( C ( X ) , Z^) s'insérant dans un triangle distingué : 

z(£),ô(x)(b)[2b] M - A Z ( € ) > £ ( x ) - A Z ( 0 j ô ( x ) ( 6 ) [ 2 6 + 1] . 

Grâce à la construction du §4, on peut définir les puissances symétriques S Z M G 

DM!_ f f (C(X), Z(*)) pour 0 < i < £ - 1. Notons p: C(X) -> Spec fc le morphisme struc­
tural . On dispose d'un foncteur p* : DM!_ff(fc, Zw) -> DM!_ f f (C(X), Z(i)) qui admet 
un adjoint à gauche p$ : D M ! f f ( C ( X ) , Z(^) -> DM e _ f f ( f e ,Z w ) . On note D M ^ ( X ) la 
sous-catégorie triangulée de DM! f f(/c, Z(£)) formée des objets N tels que le morphisme 
d'adjonction p$p*N —» TV soit un isomorphisme. On peut observer que ce morphisme 
p#p*N N s'identifie au morphisme évident M(C(X)) <g) N —> N. I l résulte du 
fait que A : C(X) -> C(X) x C{X) soit une équivalence faible (cf. lemme 3.15) que 
le foncteur p$p* : DMe^(k, Z(^) —> DM!_ff(fc, Z(^) se factorise par la sous-catégorie 
pleine DMg(Xy Ainsi, les objets P$Z^g^X}(ï)\j] ~ M(C(X))(i)[j] appartiennent à 
DMç(X} ; par dévissage, p#M G DM^^Xy Le produit tensoriel sur DM!_ff(A:, Z^)) in ­
duit un produit tensoriel sur D M ç , ^ dont l'objet neutre est M(C(X)) ~ P^(e)ic(x)-

D É F I N I T I O N 5.1. — Soit X G Sm/k une vq-X-variété. Soit S G Hq>q-1(C(X),Z/£Z) 
une classe telle que Q0...Qq-i(ô) ^ 0 G H2b+1>b(C{X),Z/£Z). Le motif de Rost 
généralisé est Mi-\ := p^Se~xM G D M ^ p ^ C DM^(fc , Z^)) où M est le motif défini 
ci-des sus. 

T H É O R È M E 5.2. — Soit X une vq-\-variété projective et lisse sur k. Soit 5 G 
Hq>q~1(C(X)i Z/£Z) une classe vérifiant les conditions de la définition 5.1. Le motif 
de Rost généralisé M g _ i est un facteur direct du motif M(X) de X dans la catégorie 
DMj^(fc, Z(£j). Ce motif M¿-1 est donc un motif de Chow. En outre, à torsion et 
décalage près, ce motif est autodual. 

Dans la catégorie tensorielle D M ^ p ^ , l'objet neutre M(C(X)) est bien sûr au­
todual. I l est évident aussi que le motif p$M qui intervient dans la définition 5.1 
du motif Mi-i admet un accouplement parfait p#M (g> p#M —t M(C(X))(b)[2b}. 
Ceci s'étend sans difficulté aux puissances symétriques pour donner une autodua­
lité M £ _ i (g) M ^ _ i - » M(C(X))(d)[2d] où d = dimX = £q~x - 1 dans la catégorie 
D M ^ X ) . Quand i l aura été établi que Mt-\ est un facteur direct de M(X), i l sera 
tout à fait formel que 1' on aura aussi une dualité Mg—i <S> Mç—i —y Z^)(<i)[2(i] dans 
DMi f f (fc, Z(^)). Le motif de Chow M g _ i à coefficients dans Z^ sera bien autodual 
(aux twists de Tate près). 
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Dans la suite de la démonstration, nous aurons besoin de toutes les puissances 
symétriques Mi := p$S%M e DMç»pQ pour 0 < i < £ — 1. Les triangles distingués (4) 
et (5) du §4 s'énoncent ici sous la forme suivante : 

L E M M E 5.3. — Pour tout 1 < i < £—1, on a des triangles distingués dans DM^pq ; 

(i) Mi_i(6)[26] -> Mi -+ M(C(X)) -> M<_i(6)[26+ 1] 

(ii) M(C(X))(ib)[2ib] -> Mi -+ Mi^! -> M(C(X))(ib)[2ib + 1] . 

L E M M E 5.4. — Il existe un morphisme À : M(X) —» Mt-\ faisant commuter le dia­
gramme suivant dans DMJ^(À; , Z(^) où les morphismes de but M(C(X)) sont les 
morphismes évidents : 

M(X) — ^ — > - M ^ _ i 

M(C(X)) 

Pour tout j > 1, H o m D M . _ i f ( f c | Z w ) ( M ( X ) , M{Ù{X))(jb)[2jb+ï\) ~ H2^^b(X, Z(i)) 
est nul d'après le corollaire 1.10 (b). Grâce au triangle distingué (ii) du lemme 5.3, on 
peut montrer par récurrence l'annulation de H o m D M e f f ( f c ) Z j ( M ( X ) , M»(6)[26 + 1]) 
pour 0 < i < £ — 1. En particulier, pour i = £ — 2, on obtient l'annulation du groupe 
H o m D M e f f ( f e j Z )(M(-X"), M^_ 2(6)[26 + 1]), ce qui permet de conclure grâce au triangle 
distingué suivant énoncé dans le lemme 5.3 (i) : 

M^_2(6)[26] -> Mt-\ -> M(C(X)) -> M^_ 2(6)[26 + 1] . 

P R O P O S I T I O N 5.5. — Posons d := d i m X = £q~1 — 1. Le morphisme canonique 
Z(d)[2d] -> M(X) associé à la variété projective lisse X induit un morphisme 
M(C(X))(d)[2d] —^ï M{X). Avec les notations du lemme 5.4, le morphisme com­
posé X T x : M(C(X))(d)[2d] ^ M{X) -±» Mt _ i n'est pas un multiple de £ dans 
DMeI(k,Zw). 

I l s'agit de montrer que le morphisme XTX n'induit pas le morphisme nul dans 
D M I F F ( A ; , Z/£Z). Par construction de l'opération <fo_i (cf. §4) et du triangle distingué 
du lemme 5.3 (i) pour i = f - l , o n a u n diagramme commutatif dans DM!5(fc, Z(^)) : 

M{C(X))(d)[2d] M{X) — i - * » M*_ x 

M{C{X)) ï—»• Me-2(b)[2b+ 1] 

M((?(X))(£6)[2£6 + 2] 
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D'après le théorème 4.1, on en déduit que le morphisme composé suivant est nul dans 
DM!_ f f(fc,Z/^Z) : 

Mi-X (2) Zj£Z - » M(Ô(X), Z/£Z) M(C(X), Z/£Z)(£b)[2£b + 2]. 

Nous allons appliquer le lemme suivant à la classe induite par ¡1 dans le groupe 
H2b+l*(C{X),Z/£Z) : 

L E M M E 5.6. —Soit X G H(k). Soit 7 G H*>*(X,Z/eZ). On suppose que Qa = 0 
pour i < q — 1. Alors f3Pbj = ±Qq-ij. 

(Pour 1^2, cela résulte de l'identité Q0Pb = Y^o(-1)ipb'{1+'"+£i~1)Qi d a n s 

l'algèbre de Steenrod motivique, cf. [44, Lemma 5.13]. L'argument est plus compliqué 
si e = 2.) 

Grâce à ce lemme, i l vient que le morphisme composé suivant est nul dans 
DMe_ f f(fc, Z/£Z) où a := Q0 ... Qq-i6 ^ 0 G H2£b+2>ib(C(X), Z/IZ) : 

(6) Mi-X 0 Z/*Z -> M ( C ( X ) , Z/*Z) M ( C ( X ) , Z/£Z)(£b)[2£b + 2]. 

Pour démontrer la proposition 5.5, nous allons procéder par l'absurde en montrant 
que l'on aurait a = 0 si la conclusion de la proposition était mise en défaut. 

Appliquons le foncteur — A C(X)+ au triangle distingué (2) de la démonstration 
de la proposition 3.13 : 

Ô(X)+ A Thx(-TX) A C(X)+ cone(r) A C(X) A Ô(X)+ A S 1 . 

Le morphisme f : C(X)+ -+ Thx(-TX) A C(X)+ ~ T h x ( - T X ) induit après appli­
cation du foncteur — A ( P 1 ) ^ et du foncteur motif un morphisme dans DM!?( fe , Z^)) 

M(C(X))(d)[2d] M(Thx(-TX))(d)[2d] ~ M ( X ) 

qui coïncide avec le morphisme r*-. Si on suppose que Xrx est nul dans DM!?(fc, Z/£Z), 
on peut compléter le diagramme suivant dont la partie droite reproduit (6) : 

M(Thx{-TX))(d)[2d] ~ M(X) Me-! <8> Z /£Z 
.-•••'5r' 

M{cone(r),Z/£Z)(d)[2d] ® M(C{X),Z/£Z) ^ M{C(X),Z/£Z) — ^ M(C(X),Z/£Z){£b)[2£b + 2] 

Le morphisme du bas à gauche ne peut être que le morphisme correspondant 
à la classe de cohomologie th • l # ( x ) € H"~ 2 d ' _ d (cône(r) A C(X)+,Z/£Z) (cf. la 
démonstration de la proposition 3.13 pour la construction de th). On obtient donc 
l'annulation de th • a G H*'*(cône(r) A C ( X ) + , Z/£Z) qui correspond à la composée 
des deux morphismes du bas sur le diagramme ci-dessus. On a donc Qq-\{th • a) — 0. 
Les formules permettant de développer Qq-\(th • a) (cf. [41, §13]) et l'annulation de 
Qia pour 0 < i < q — 1 montrent que : 

0 = Qq-i(th • a) = Qq-i{th) • a . 
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Comme X est une vq-\-variété, l'équation (3) de la démonstration de la proposi­
tion 3.13 montre alors qu'i l existe c G Z / £ Z X tel que 

0 = Qq-i(th • a) = -c<5*(a • elt0) G # m + 3 ' ^ ( c Ô n e ( r ) A Z/£Z) . 

Comme c ^ 0, on obtient que 5*(a-ei,o) = 0. Le corollaire 1.10 (b) montre l'annulation 
du groupe # m + 2 ^ ( T h x ( - T X ) , Z/£Z) ~ f f2(tt+d)+2 l /H-d( - Y j Z ^ Z ) ? c e q u i i m p i i q u e 

que l'application suivante est injective : 

<$*(- • e i f 0 ) : # m + V b ( C ( X ) , Z/iZ) -> # m + 3 ' ^ ( c Ô n e ( r ) A C ( X ) + , Z/£Z) . 

On en déduit que a = 0, ce qui est absurde. Ceci achève la démonstration de la 
proposition 5.5. 

Les motifs M{X) et M ^ _ i admettent tous les deux une autodualité dans D M ^ ^ X ^ 
à valeurs dans M(C(X))(d)[2d] où d = d i m X = £ q ~ l — 1. Ceci permet de transposer 
le morphisme À: M(X) —y Me-i donné par le lemme 5.4 afin d'obtenir un morphisme 
DX: Ma-\ -> M(X). Pour montrer que Me-i est un facteur direct de M(X) et ainsi 
finir la démonstration du théorème 5.2, i l reste à montrer que le morphisme composé 
XDX: Mt-i —> M(X) —> M ^ _ i est un isomorphisme. 

Partons de la composition suivante dans D M ^ ^ : 

M(C(X))(d)[2d] H> M(X) M / - i . 

En la transposant, on obtient une autre composition qui n'est pas plus multiple de 
£ que la précédente d'après la proposition 5.5 et où le morphisme de droite est le 
morphisme évident : 

M ^ _ i -̂ 4 M (A") -> M(C(X)) . 
En utilisant les triangles distingués du lemme 5.3 et un argument semblable à celui 
de la démonstration du lemme 5.4, on obtient que ce morphisme composé admet une 
factorisation donnant lieu au carré commutatif de gauche ci-dessous : 

M*_ i ^-^ M P O — ^ Afc_i 

v y \f 

M{C{X)) — ^ M{C(X)) = M(C(X)) 

L'anneau des endomorphismes de M(C(X)) s'identifie à H°i0(C(X),Z^) ~ Zyy 
On peut donc identifier c à un élément de Zyy Comme c n'est pas multiple de £, 
on a c G Z ^ . 

Les triangles distingués du lemme 5.3 sont des triangles distingués intervenant dans 
ce que l'on appelle la filtration par les tranches (cf. [42, §5]). Les « gradués » non nuls 
de Me-i pour cette filtration sont les motifs M(C(X))(ib)[2ib] pour 0 < i < £ — 1. 
On vient ainsi de montrer que l'action de l'endomorphisme XDX de M ^ _ i se fait par 
la multiplication par c G Z,*L sur la tranche M(C(X)) correspondant à i = 0. En 
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étudiant l'action sur deux tranches non nulles consécutives, on peut montrer (cf. [44, 
Lemma 5 .8 ] ) que XDX agit sur M(C(X))(ib)[2ib] par la multiplication par un élément 
Ci G Z(£) tel que Ci = c mod L Par conséquent, Ci G Z ^ . On obtient ainsi que XDX 
est un automorphisme de Mg-\y ce qui achève la démonstration du théorème 5.2. 

T H É O R È M E 5 . 7 . — Soit k un corps de caractéristique zéro contenant une racine pri­
mitive l-ième de Vunité. Soit a = ( a i , . . . , a g ) G (kx)q tel que {ai,...,aq} ^ 0 G 
Kq(k)/£Kq(k). Soit X G Sm/k une variété projective lisse de déploiement pour le 
symbole { a i , . . . , a q } . On suppose que X est une v<q-i-variété et que le morphisme 
canonique suivant est injectif : 

flLi,_i(£pO) ff_i,_i(*0 kx , 

où pour tout X G H(k), H-Ï-1(X) := Hom D M «#^ (Z ,M(X) (1 ) [1 ] ) . Alors, le mor­
phisme suivant est injectif : 

Hj^"(k,Zw) H^(k(X),Z{e)) . 

Ce théorème résulte des propositions 5.8 et 5 . 1 0 qui vont suivre. Notons dès main­
tenant que les hypothèses du théorème 5.7 permettent d'appliquer la proposition 3 . 1 8 
qui montre que les hypothèses du théorème 5.2 sont satisfaites. On dispose donc du 
motif de Rost M ^ _ i , facteur direct du motif M(X) dans DM!_ff(fc, Z(^) . 

P R O P O S I T I O N 5 . 8 . — Sous les hypothèses du théorème 5.7, on a une suite exacte : 

H^<«(C(X), Z W ) -> Hg^ik, Z(i)) -+ HltL'\KX), Z ( / ) ) . 

Introduisons un objet K G DM!_ff(fc, Z(^) s'insérant dans un triangle distingué : 

Z(*)(g) -> r<q+1Ra^Z(£)(q) -ï K -ï Z{£){q)[l]. 

En passant à Phypercohomologie de C(X) et de Specfc(X), on obtient le diagramme 
suivant dont les deux lignes sont exactes : 

H ^ ( C ( X ) , zw) — - H!^(ô(x), z w ) — - m+Hc(x), K) 

0 H^{k{X), Z W ) - H"+\k{X), K) 

Comme on dispose d'un isomorphisme évident H^*(k, Z^) ~ H^*(C(X), Z^)), pour 
finir la démonstration de la proposition, i l suffit de montrer que la flèche verticale de 
droite sur le diagramme ci-dessus est injective. Cette application se factorise ainsi : 

( 7 ) Hq+1(C(X),K) Hq+\X,K) Hq+\k(X),K). 

Nous allons utiliser le fait suivant qui utilise la conjecture de Bloch-Kato en 
poids < q — 1 : 
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L E M M E 5.9 ( [40 , Lemmas 6.12 & 6.13]). — Le motif K e DMj^(fc) est un motif 
birationnel au sens de Kahn-Sujatha [18, §6]. Autrement dit, les deux conditions équi­
valentes suivantes sont satisfaites : 

(i) Pour tout M e DMeJ(k), H o m D M ? ( f c ) ( A f (1), K) = 0. 

(ii) Pour toute immersion ouverte U - 4 Y d'image dense, Inapplication induite 
H*(Y,K) —y H*(U,K) est un isomorphisme. 

La partie (ii) de ce lemme implique que l'application de droite dans (7) est bijective. 
Pour obtenir l'injectivité de l'application de gauche, on utilise la factorisation donnée 
par le lemme 5.4 : 

M(X) A Mt-X -> M{Ô(X)). 

Utilisons le triangle distingué du lemme 5.3 (i) : 

Mt-2(b)[2b] -+ Àf<_i - » M(C(X)) M*_ 2(6)[26+ 1] . 

La partie (i) du lemme 5.9 implique alors que dans la composition suivante, le mor-
phisme de gauche est bijectif : 

H«+l{C{X),K) ^ Rom^^^M^K) A H*+1{X,K) . 

D'après le théorème 5.2, le morphisme À est un épimorphisme scindé, donc À* est 
un monomorphisme scindé. Ceci finit la démonstration de l'injectivité du morphisme 
composé (7). Ainsi s'achève la démonstration de la proposition 5.8. 

P R O P O S I T I O N 5.10. — Sous les hypothèses du théorème 5.7, le groupe HQ+1>q(C(X), 
Z(^)) est nul. 

Cette proposition résulte des deux lemmes suivants : 

L E M M E 5.11. — I l existe une injection Hq^q{C(X), Z(i)) -> H2eb^eb+1(C(X), Z ( / ) ) . 

Si on introduit l'espace pointé X G H9(k) s'insérant dans une suite cofibrée 
6{X)+ - 4 5° -> X, on obtient un morphisme H^(Ô(X),ZW) - » Hi+1^(X,Z(t)) 
qui est un isomorphisme si i > j + 1. A un décalage près dans les degrés, ceci permet 
de remplacer dans l'énoncé du lemme les groupes de cohomologie de C(X) par ceux 
de l'espace pointé X. Comme X est une v<q-\-variété, X admet un morphisme 
depuis une z^-variété. Ainsi, X admet un point fermé de degré non multiple de f2. 
Notons E le corps résiduel associé à un tel point fermé. D'après le lemme 3.15, 
X A(Spec E)+ est contractile, donc H*'*(X A (Spec !£)+, Z^)) = 0. Grâce au transfert 
associé à l'extension E/k, on dispose de deux morphismes dont la composée est la 
multiplication par [E : k] : 

£*•*(#, Z w ) -> H*'*(X A ( S p e c £ ) + , Z W ) H*'*(X,Z(e)). 
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Le groupe du milieu étant nul, i l vient que £H*>*(X, %(£)) — 0- En utilisant la suite 
exacte des coefficients universels, on en déduit des suites exactes : 

o -> z ( 0 ) H**(X, z/ez) - A Êi+1>j(x, z/ez). 

L'application injective cherchée HQ+2«(X,ZW) -> H2EB+3>EB+1(X,Zw) est alors in ­
duite par l'opération cohomologique Qq-i.. . Q i sur la cohomologie motivique à co­
efficients Z/£Z. En effet, grâce aux identités Qi = qi/3 — (3qi pour i > 0 énoncées 
dans le théorème 3.3, i l vient que l'opération Qq-i... Qi envoie le noyau de /3 dans 
le noyau de ¡3. Par ailleurs, l'injectivité s'obtient comme dans la démonstration de la 
proposition 3.18 en utilisant la proposition 3.13 qui montre l'annulation des groupes 
d'homologie de Margolis MHi (X) pour i < q — 1. 

L E M M E 5.12. — Le groupe H2ib+2^l{C{X),Z{£)) est nul 

On commence par former le diagramme commutatif de la page 449. Notre pre­
mier objectif pour établir le lemme sera en effet de déduire l'injectivité de la flèche 
(2) de l'injectivité de la flèche ® . Voici comment ce diagramme est construit. On 
part de la composition canonique M ^ _ i -4 M(C(X)) —¥ Z^ à laquelle on ap­
plique le foncteur H o m D M e f f ( f c ) ( Z ^ ) , — ) . On obtient ainsi essentiellement une des 
colonnes du diagramme dont une des flèches est obtenue en tensorisant avec Z^ 
l'application canonique H-it-i(C(X)) -» kx dont on a supposé l'injectivité (avec 
les notations du §6, cette application s'identifie à un morphisme Ao(X,/Ci) —> kx 

que l'on a noté (D). La colonne suivante est obtenue en faisant agir le foncteur 
— <8>M(C(X)) : DM! f f(A:) -> DM^xy Pour obtenir la dernière colonne, on applique le 
foncteur i ? H o m D M ( 5 ( x ) ( - , M ( C ( X ) ) ( d + l ) [ 2 d + 1]) (où d=(£-l)b = £q~l - 1). Ce 
foncteur est un Hom. interne intervenant dans des énoncés de dualité pour la struc­
ture tensorielle sur D M ^ p ^ (cf. le paragraphe suivant l'énoncé du théorème 5.2). 
Ainsi, par construction, le morphisme © est donné par la composition avec le mor­
phisme M(C(X))(d)[2d) - » Me-i obtenu en appliquant RHomDMô(x)M(C(X)) 
(d + l ) [2d + 1]) au morphisme canonique Mt-\ -» M(C(X)) intervenant dans le 
triangle distingué du lemme 5.3 (i) : 

Me-2{b)[2b] -> M * _ i -> M(Ô(X)) -> M^_ 2(6)[26 + 1] . 

Ce triangle est dual du triangle distingué (ii) de ce lemme : 

(8) M(C(X))(d)[2d] -> Mi-X -* Mi-2 -> M(C(X))(d)[2d + 1] . 

La dualité dans D M ^ p q montre que les flèches (§) et (§) sont des bijections. L'auto-
dualité de Mi-i dans DM!5(&) (et non seulement dans D M ^ p q ) a pour conséquence 
que le morphisme composé (3) o (g) est une bijection. Ainsi, © est aussi une bijection. 

Par un dévissage utilisant les triangles distingués du lemme 5.3, pour montrer 
que l'application (g) est une bijection, i l suffit de montrer l'annulation des groupes 

ASTÉRISQUE 361 



(1
07

3)
 

L
A

 C
ON

JE
CT

UR
E 

D
E

 
BL

OC
H-

KA
TO

 
44

9 

H^(k,Z{e)) ^ *H^(C(X),Z(e)) 

fcx <8>Z ( / ) ^HomDM!«(fc)(Zw,Zw(l)[l]) -HomDMô(X)(M(C'(X)),M(C(X))(l)[lJ) 

^oW^i) ® Z(0 HomDMe_ff(A;)(Zw,M(C(X))(l)[l]) » HomDM(;(x)(M(C(X)),M(C(X))(l)[l]) —^ HomDM(5(x)(M(C(X))(d)[2dJ, M(C(X))(d + l)[2d + 1]) 

HomDM.*(Jb)(Zw, M/-i(l)[l]) HomDM(5(x) (M(C(X)),M<_i(l)[l]) ~ >- HomDM<5(x) (Me-i,M(C(X))(d + l)[2d + lj) 

ff -®M(Ô(X)) ÄHomDM(; (-,M(C(X))(d+l)[2d+l]) 

DM?(fc) LL» . DMô(x) £ii> , DMôw 

S
O

C
IÉ

T
É

 
M

A
T

H
É

M
A

T
IQ

U
E

 
D

E
 F

R
A

N
C

E 
2

0
1

4 



450 J. RIOU 

H o m D M i f f ( A . ) ( Z w , M(C(X))(ib + 1)[2*6 + 1 + e]) pour 1 < i < £ - 1 et s G {0 ,1} , ce 
qui résulte de l'inégalité 2ib + 1 + e > ib + 1 (comme dans le corollaire 1.10 (c)). 

Observons enfin que le morphisme Q) est une bijection. En effet, grâce au théo­
rème 1.11, pour tout X e H(k), H^l{X,Z{£)) ~ H^(X,Gm) ® Z ( € ) . I l en résulte 
que pour p = 1 (et même pour p = 2 d'après le théorème de Hilbert 90), ce groupe 
ne dépend que de l'image de X dans la version étale de H(k). Le lemme 3.15 permet 
donc de conclure que le morphisme canonique iJ 1 , : L ( /c, Z(^) —> i f 1 ' 1 ( C ( X ) , Z(£)), 
est un isomorphisme. 

I l résulte de la commutativité du diagramme de la page 449 et des isomorphismes 
obtenus que l'application (2) est isomorphe à l'application ® . Comme ® est injective, 
le morphisme (2) est aussi injectif. Grâce au lien évoqué plus haut entre le morphisme 
(2) et le triangle distingué (8), on obtient une suite exacte : 

H°+{C{X),Z{i)) -+ H o m D M e 5 ( f c ) ( M , _ 2 , M ( C ( X ) ) ( d + l ) [2d + 1]) -+ 0 . 

Le groupe H°^(C(X), Zw) étant nul, H o m D M e _ f f ( f c ) ( M ^ _ 2 , M(Ô(X))(d+l)[2d+ï\) est 
nul aussi. On en déduit l'annulation du groupe Hom D M ef f ( f c ) (M^_ 2 (&) [2&+l ] , M(C(X)) 
(£b + l)[2£b + 2]). Considérons le triangle distingué du lemme 5.3 (i) : 

M^_2(6)[26] -> M ^ _ ! -> M(C(X)) -> M £ _ 2 (6) [26 + 1] , 

et appliquons-lui le foncteur HomD M!_ f f(fc)(~>Z(e)(tb + l)[2£b+ 2]). L'annulation que 
l'on vient d'obtenir fournit alors une injection : 

# m + 2 ' ^ + 1 ( C ( X ) , Z W ) KomDl^w(M^uZw{lb + 1)[2€6 + 2]) . 

Le motif Mi-\ étant un facteur direct de M ( X ) , le groupe de droite est un facteur 
direct de # m + 2 ' ^ + 1 ( X , Z ( € ) ) ~ CHib+1(X) (g) Z{i) qui est nul parce que £b + 1 > 

- 1)6 = d = d i m X . Par conséquent, le groupe H2£h+2>ih+1(Ô{X), Z(e)) est nul, ce 
qui achève la démonstration du lemme 5.12, et donc aussi celle du théorème 5.7. 

6. VARIÉTÉS D E DÉPLOIEMENT ^-GÉNÉRIQUES 

On rappelle que l'on a fixé un nombre premier £, un entier q > 2 et que l'on 
suppose que la conjecture de Bloch-Kato est vraie en poids < q — 1. Le but de ce §6 
est de donner quelques indications sur la démonstration du théorème 6.2 ci-dessous 
qui énonce l'existence de variétés auxquelles appliquer le théorème 5.7 qui permet de 
démontrer le théorème 2.2. On se place ici en caractéristique zéro parce que la plupart 
des résultats sur les variétés de déploiement utilisent la résolution des singularités. 

D É F I N I T I O N 6.1. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit { a i , . . . , a q } 7̂  0 € 
K^(k)/£Kq

M(k). Une variété de déploiement £-générique pour le symbole { a i , . . . , aq} 
est une variété de déploiement X pour ce symbole (cf. définition 3.16) telle que pour 
toute extension K/k, si le symbole { a i , . . . , aq} est nul dans (K)/'Œ^(K), alors il 
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existe une extension finie K/K de degré premier à ( et un k-morphisme SpecK X. 
(Grâce à la proposition 2.4, on voit qu'il suffit de tester ceci pour les corps K 
l-spéciaux.) 

On rappelle que la notion de corps ^-spécial a été introduite dans la proposition 2.3. 

T H É O R È M E 6 . 2 (Rost [35 ] ) . — Soit k un corps de caractéristique zéro contenant une 
racine (-ième £ de l'unité. Soit a = { a i , . . . , aq} ^ 0 € Kq

M{k)/Œq^I{k) avec q>2. 

(1) Il existe une variété de déploiement (-générique Xa pour le symbole { a i , . . . , aq} 
qui soit projective lisse, géométriquement connexe et de dimension (q~x — 1. 

Sous l'hypothèse supplémentaire que le corps k est (-spécial, toute variété de déploie­
ment (-générique projective lisse X de dimension (q~1 — 1 pour le symbole { a i , . . . , aq} 
vérifie les propriétés suivantes : 

( 2 ) La variété X est géométriquement connexe et est une v<q-\-variété (cf. défi­
nition S. 17). 

( 3 ) L'application canonique H^ij-i(C(X)) - » kx est injective, où J E T _ I ? _ I ( ( 7 ( X ) ) : = 
H o m D M e f ( f c ) ( Z , M ( C ( X ) ) ( l ) [ l ] ) 

D É F I N I T I O N 6 . 3 . —Soi t X G Sm/k. Pour tout i G N , on note Xi l'ensemble des 
points de X dont l'adhérence soit de dimension i. On note AQ(X, / C I ) le conoyau du 
morphisme canonique défini par des résidus en K-théorie de Milnor : 

(Spec(Os[l/^]),Mf;+1)^+«(X,Z(d+l)). 

(Cette définition est un cas particulier d'une construction très générale de Rost, 
cf. [33].,) Pour tous x G XQ et X E K ( X ) x , on note [x,À] G Ao(X,/Ci) la classe de 
l'image de X e K(X)x ~ K^^X)). 

L E M M E 6 . 4 . — S i X est une variété projective lisse sur k, on a un isomorphisme 
canonique fonctoriel : 

ff_i,_i(X)~i4o(*,/Ci) . 

Si X est de dimension d, la suite spectrale de coniveau pour la cohomologie moti ­
vique de X en poids d -h 1 prend la forme suivante : 

E%«= 0 J Î« -P ( « (x ) ,Z (d + l - p ) ) ^ f P + « ( X , Z ( d + l ) ) . 
xexd-p On en d é d u i t un i s o m o r p h i s m e H2d+\X, Z(d+1)) ~ coker(di : Ef~1,d+1 -»• Ed'd+1) = 

An(X.lCi) e t , o n c o n c l u t e n u t i l i s a n t , l ' i s o m o r n h i s m e d e d u a l i t é H2d+1(X. 7JdA- lì") ~ 
# _ i , _ i ( X ) . 

D E F I N I T I O N 6 . 5 . —Soit X une variété projective lisse sur k. On note AQ(X,ÌCI) le 
conoyau du morphisme pr\* — pr2* : A 0 ( X X , /Ci) —• AQ(X, / C I ) . 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 2014 



4 5 2 J. RIOU 

L E M M E 6 . 6 . —Soit X une variété projective lisse sur k. On a un isomorphisme ca­
nonique : 

A 0 ( X , / C i ) - t f _ i , _ i ( C ( X ) ) . 

Compte tenu de ce qui précède, cela résulte d'un isomorphisme H-.\ì-i{C{X)) ~ 

coker ( iJ_ i ? _ i (X x X) —> * H-ii-i(X)) dont la construction ne présente aucune 
difficulté. 

Grâce aux identifications ci-dessus, le morphisme considéré dans l'énoncé (3) du 
théorème 6.2 s'identifie à un morphisme Ao(X,/Ci) —» fcx, lequel envoie [x, À] sur 
NK(x)/k^- Pour obtenir l'injectivité de ce morphisme, Rost démontre le théorème 
suivant : 

T H É O R È M E 6 . 7 . — Soit k un corps (-spécial de caractéristique zéro. Soit a ~ 
{ a i , . . . , a g } 0 E Kq

XI(k)/(Kq
M{k). Soit X une variété de déploiement (-générique 

pour a qui soit projective lisse et de dimension (q~x — 1. Alors, tout élément de 
Ao{X, /Ci) est de la forme [x, À] avec [K(X) : k] = (. 

Nous donnerons un peu plus loin quelques indications sur la démonstration de ce 
théorème qui admet le corollaire suivant : 

C O R O L L A I R E 6 . 8 . —Sous les hypothèses du théorème 6.7, Vapplication canonique 
AQ(X, / C I ) —> kx est injective. (Autrement dit, Vénoncé (S) du théorème 6.2 est vrai.) 

En effet, soit [x, À] E Ao(X,K,\) un élément du noyau de ce morphisme, avec 
[K(X) : k] = (. D'après l'exercice 2.6, l'extension K,(x)/k est cyclique. Notons a un 
générateur de son groupe de Galois. On a 1 = NK(xyk\ = À • <r(À) 
D'après le théorème de Hilbert 90, cela implique l'existence de / i E K(X)X tel que 
À = , de sorte que 

H* 

[x, A] = [x, a(/i)] - [x, fi] = (pn* - pr 2 *)( [ (x , x o <j*), <r(//)]) = 0 E AQ(X, / C I ) , 

où a* = Spec(cr) : Spec ft(x) —> Spec K ( X ) et où (x, x o cr*) : Spec «(x) —> X x& X est 
identifié à l'inclusion d'un point fermé de X x& X. 

Procédons maintenant à la construction des variétés Xa (énoncé (1) du théo­
rème 6 .2 ) , qui se fait par récurrence sur q. Si q — 2, a — { a i , a 2 } et on note Xa 
la variété de Severi-Brauer (forme de P ^ - 1 ) associée à l'algèbre cyclique A^(a i ,a 2 ) 
qui est la fc-algèbre définie par deux générateurs A et B et les relations A1 = a i , 
Be = a 2 et AB = (>BA\ la plupart des propriétés de ces variétés de Severi-Brauer 
dont nous avons besoin sont établies dans [28] et [10]. Si q > 2, on peut supposer 
que l'on dispose d'une variété de déploiement ^-générique Y projective lisse et de 
dimension (q~2 — 1 pour le symbole { a i , . . . , aq-i}. On introduit le morphisme de 
projection évident p:Yx S y n / - 1 Y -> Syme Y où pour tout i > 0, Sym* Y := Yi/&i 
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est le produit symétrique i-uple de Y. Notons Û l'ouvert dense de Yz où &e agit l i ­
brement et U := Û/&i l'ouvert (lisse) de Sym^ Y correspondant. Posons V := p~xU. 
Le morphisme TT: V —y U induit par p est un revêtement étale à £ feuillets. Ainsi, 
la OJJ-Algèbre A : = 7r*CV est un ©[/-Module localement libre de rang £. La norme 
définit un morphisme de faisceaux d'ensembles A -^-> Ou que pour des raisons d'ho­
mogénéité on peut interpréter comme une section globale N de S ^ A V , la £-ième puis­
sance symétrique du ©[/-Module dual A v de A. On peut interpréter géométrique­
ment le ©[/-Module localement libre A comme étant le fibre vectoriel Spec^ S * A V . 
On note W l'hypersurface lisse de ce fibre vectoriel définie par l'équation N — aq = 0. 
D'après la résolution des singularités, i l existe une immersion ouverte d'image dense 
W —)• Xa avec Xa projective lisse. Cette variété Xa de dimension £ q ~ l — 1 est le 
candidat construit par Voevodsky pour être une variété de déploiement ^-générique 
du symbole { a i , . . . , aq}. 

L E M M E 6.9. — L a variété Xa construite ci-dessus est une variété de déploiement pour 
le symbole { a i , . . . , aq}. 

Soit K une extension de k. Soit / : SpecAT —)> W un fc-morphisme. Le mor­
phisme composé SpecK —> W -» SymeY s'interprète comme un 0-cycle effectif 
^2{yi de degré £ sur YK := Y SpecK. La donnée de / fournit alors des élé­
ments Xi G K(yi) tels que YliN^y.yxXi — aq- Tautologiquement, comme Y est une 
variété de déploiement pour { a i , . . . , a q _ i } , les symboles { a i , . . . , a g _ i , À*} sont nuls 
dans KQ(K,(yi))/£KQ(K,(yi)). Ensuite, si on note encore NK(y.yK les morphismes de 
norme en K-théorie de Milnor, on a : 

{ a i , . . . ,aq} = ^ { « i , . . - ,aq-i,NK(yiyK\i} 
i 

= E N*toi)/K{ai, a , - i , M = 0 G Kf(K)IŒ™(K) . 
i 

En appliquant ceci au point générique de W, c'est-à-dire K = k(W) = k(Xa), on 
obtient que Xa est une variété de déploiement pour le symbole { a i , . . . , aq}. 

La démonstration du fait que cette variété Xa soit une variété de déploiement 
(-générique est plus délicate. Elle utilise d'une part le théorème 6.7 que grâce à la 
récurrence sur q i l est loisible d'appliquer au symbole { a i , . . . , aq-i} et à la variété Y. 
D'autre part, elle utilise le théorème suivant, qui repose sur les mêmes techniques que 
celles du §5, mais en poids q — 1 : 

T H É O R È M E 6.10 (Voevodsky [35, Theorem A . l ] ) . —Avec les notations ci-dessus, on 
a une suite exacte : 

MY,Ki) - ~U{Ql'-'an} K?(k)/Œ?(k) . 
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Esquissons maintenant la démonstration du théorème 6.7. Cet énoncé résulte de 
deux principes. Lè « principe de norme » [12, Theorem 0.3] énonce que tout élément 
de Ao(X,/Ci) de la forme [y,fj] est égal à un élément [#, A] avec [K(X) : k) = (. 
Pour conclure, i l suffit d'établir le lemme suivant (qui est d'ailleurs utilisé dans la 
démonstration du principe de norme) : 

L E M M E 6 . 1 1 (« Principe de multiplication »). — Soit k un corps (-spécial de carac­
téristique zéro. Soit a = { a i , . . . , a j ^ 0 G (k)/(h). Soit X une variété de 
déploiement (-générique pour a qui soit projective lisse et de dimension (q~l — 1 . On se 
donne deux éléments [x\, Ai] et [ # 2 , A 2 ] de AQ(X, / C I ) avec [ K ( X I ) : k] = [ ^ ( # 2 ) k] = (. 
Alors, il existe un élément [x, A] avec [K(X) : k] = ( tel que [xi, Ai] + [ # 2 , A 2] = [x, A] G 
Â^(X,/Ci). 

Le point de départ est que ce principe de multiplication est vrai pour q = 2 et X 
la variété de Severi-Brauer associée à l'algèbre cyclique Aç(ai, a 2 ) où Ç est une racine 
^-ième primitive de l'unité (cf. [35, Lemma 5 .9 ] ) . Pour q > 2, l'ingrédient-clef de la 
démonstration du lemme 6 . 1 1 est l'énoncé suivant : 

T H É O R È M E 6 . 1 2 (Lemme des chaînes [35, Theorem 5.6 ] ) . — Soit k un corps (-
spécial de caractéristique zéro. Soit { a i , . . . , a g } / 0 G K£*{k)/(Kq

M{k). Soit 1 < 
n < q. Supposons que E i , . . . , En soient des extensions de k de degré ( telles que 
{ a i , . . . , a g } = 0 G (Ei)/(K^(Et) pour 1 < i < n. Alors, il existe un symbole 
{ ò i , . . . , ò j G Kq

XI(k) tel que { a i , . . . , a j = { & i , . . . , 6 J G (k)/(K™(k) et que 
pour tout l<i<n, {bu . . . , 6*} = 0 G {E-) / (K™ (Ei). 

Esquissons la démonstration du principe de multiplication pour q > 2. On ap­
plique le lemme des chaînes avec n = 2 et E\ — K(XÌ) pour i G { 1 , 2 } . On ob­
tient ainsi {ai,...,aq} = { 6 1 , . . . , b q } , avec { 6 1 , 6 2 } = 0 G K^^Ei) pour i G { 1 , 2 } . 

Notons Z la variété de Severi-Brauer associée à l'algèbre cyclique ^ ( 6 1 , 6 2 ) avec ( 
une racine primitive ^-ième de l'unité. La variété Z étant une variété de déploie­
ment générique pour le symbole { 6 i , 6 2 } , on obtient des points fermés Zi de Z tels 
que n{zi) ~ K(XÌ) pour i G { 1 , 2 } . D'après le principe de multiplication pour Z, 
on peut trouver un élément [z, A] G AQ(Z,K\) tel que [z, A] = [zi, Ai] + [ ^ 2 ^ 2 ] et 
[K{Z) :k}=(. Le symbole { a i , . . . , a j est nul dans {k{Z))/(K™(k(Z)). Comme 
X est une variété de déploiement générique, X admet un point à valeurs dans une 
extension de k ( Z ) de degré premier à (. Supposons pour simplifier que X admette 
un fc(Z)-point, c'est-à-dire que l'on dispose d'une application rationnelle Z — X . 
Pour simplifier, supposons que l'on dispose en fait d'un morphisme / : Z —> X . 
En appliquant / * : AQ(Z,1CI) —> AQ(X,ICI) à l'identité ci-dessus, on obtient l'éga­
lité [/(s), À] = [# i ,Ai ] + [ x 2 , A 2 ] voulue, car même si f(zi) n'a aucune raison d'être 
égal à Xi, i l suffit que n(f{zi)) ~ K{XÌ) pour que [xi, Xi] = [f(zi), Xi] dans Ao(X, /Ci) : 
c'est toute la différence entre AQ{XÎK\) et AQ(X, / C I ) . 
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La démonstration de l'énoncé (2) du théorème 6.2 utilise une formulation géomé­
trique du lemme des chaînes qui est plus forte que la version énoncée dans le théo­
rème 6.12 et dont la démonstration n'est malheureusement qu'esquissée dans [12]. 
C'est alors par une étude attentive d'invariants numériques associés aux diverses va­
riétés en jeu que cet énoncé (2) est obtenu. Dans cette étude, les résultats de Levine 
et Morel sur le cobordisme algébrique (cf. [25] et [26]) jouent un rôle important. 

7. E S P A C E S D ' E I L E N B E R G - M A C L A N E M O T I V I Q U E S 

On présente ici des résultats de Voevodsky [43] sur les espaces d'Eilenberg-Mac 
Lane motiviques. Ces résultats intéressants pour eux-mêmes apparaissent ici car cer­
tains d'entre eux sont utilisés dans la démonstration du théorème 4.1. On fixe un 
corps k de caractéristique zéro. 

D É F I N I T I O N 7.1. —Notons E n s la catégorie des ensembles. Pour tout (p,q) G Z 2 et 
tout groupe abélien A, le fondeur rim{k)opp —> E n s qui à X associe Hp,q(X,A) est 
représentable par un objet K(A(q),p) G %m{k) appelé espace d'Eilenberg-Mac Lane 
motivique. Autrement dit, Hp,q(X,A) ~ Hom^^^X, K(A(q),p)). (L'existence de 
ces espaces est formelle, cf. proposition 7.4-) 

D'après le lemme de Yoneda, à toute transformation naturelle 

Hp>q(-,A) ->Hp,'q\-,B) 

de foncteurs H(k)opp —» E n s correspond un unique morphisme K(A(q),p) —» 
K(B(q'),pf) dans H(k), c'est-à-dire un élément dans Hp , q (K(A(q),p), B), ou encore 
un élément dans le groupe H.omBMea^(M(K(A(q),p)), B(q')\p'}). Pour comprendre 
la structure du groupe des transformations naturelles du type considéré ci-dessus (que 
l'on appelle opérations cohomologiques instables), i l est donc crucial de connaître la 
structure du motif M (K (A(q), p)). Si B est un anneau commutatif, le groupe de ces 
opérations cohomologiques s'identifie aussi à 

H o m D M e _ f f ( f c 5 B ) ( M ( X ( A ( g ) , p ) ) ® B, B(q')\pf]) ; 

autrement dit , i l suffit d'étudier la structure du motif à coefficients dans B de l'espace 
d'Eilenberg-Mac Lane motivique K(A(q),p). Un des résultats principaux de [43] est 
le suivant : 

T H É O R È M E 7.2 (Voevodsky [43, Corollary 3.28]). — Soit k un corps de caractéristique 
zéro. Soit £ un nombre premier. Pour p > 2q > 0, le motif M(K(Fe(q),p)) (g) G 
DM^(/c ,F^) est isomorphe à une somme directe d'objets de la forme Fi(j)[i] avec 
i > 2 j et j > q. 
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C O R O L L A I R E 7 .3 . —Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit£ un nombre premier. 
Si p > 2q > 0, le groupe des opérations cohomologiques instables 

^ * ( - , F , ) ^ # * ' * ( - , F,) 

est libre en tant que module bigradué sur l'algèbre de cohomologie motivique 
H*>*(k,F£). 

Si M (K (F e(q), p)) ~ 0 a e A F ^ ( j a ) [ i a ] , chaque terme F^( j a ) [ z a ] de la décomposition 
définit une opération cohomologique instable ipa : Hp>q(—, F^) —>• H%a^a (—, F^) et le 
groupe des opérations cohomologiques instables Hp,q(—, F^) —> iJ*'*(—, F^) s'identifie 
au produit des 7J*'*(/c, F^)-modules libres de rang 1 engendrés par chacun des ipa 

pour a G A. Les informations sur les bidegrés des éléments ^« apportées par la 
démonstration du théorème montrent que ce produit indexé par A est aussi une somme 
directe. Les éléments (ipa)aeA constituent donc une base du groupe des opérations 
cohomologiques Hp>q(—, F^) , F^) comme //"*'*(&, F^-module bigradué. 

La proposition suivante montre l'existence des espaces d'Eilenberg-Mac Lane mo-
tiviques : 

P R O P O S I T I O N 7 .4 . — Le fondeur motif (réduit) M: W.(k) -> D M ? ( f c ) admet un 
adjoint à droite K : DMj^(fc) —» H^k). En particulier, l'espace d'Eilenberg-Mac Lane 
motivique K(A(q),p) peut être décrit grâce à ce fondeur comme étant K.(A(q)\p]). 

Pour bien comprendre cette construction, on peut introduire une sous-catégorie 
pleine (non triangulée) DM^(fe ) de DM!?(fc) dans laquelle on considère seulement les 
complexes concentrés en degrés cohomologiques négatifs ^\ L'inclusion DM< f f

0(fc) - » 
DM! f f(A:) admet un adjoint à droite donné par une troncature (canonique). Le foncteur 
M: H.(k) -> DMe^(k) se factorisant par la sous-catégorie pleine D M ^ ( f c ) , pour éta­
blir la proposition, i l suffît donc de montrer que le foncteur M: %.{k) -+ BM%(k) 
admet un adjoint à droite. Ce foncteur adjoint K : DM< f f

0(fc) —» Hm(k) est défini 
comme suit. Si M* est un complexe de faisceaux avec transferts (numérotés homo-
logiquement) tel que Mn = 0 pour n < 0, M* définit par oubli des transferts un 
complexe de faisceaux de groupes abéliens oub(M*) sur Sm/kms placés en degrés 
homologiques positifs. D'après la correspondance de Dold-Kan (cf. [ 1 1 , Theorem 2.5, 
Chapter I I I ] ) , la donnée de oub(M*) équivaut à celle d'un objet simplicial M dans 
la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur 5 ra /&Nis - En oubliant la structure 
additive sur M, on obtient un faisceau simplicial (pointé) sur Sm/kms, ce qui définit 
un objet de T-Lm(k) que l'on peut noter K ( M * ) . 

D É F I N I T I O N 7 .5 . — O n note S1*1/£ G T~L.{k) la cofibre homotopique du morphisme 
G m —» G m donné par l'élévation à la puissance £. Plus généralement, pour p > q > 0, 
on pose Sp>q/£ := (S1,1 /£) A 5 P - 1 ' 9 - 1 ~ ( S 1 ' 1 / * ) A G ^ _ 1 ) A Sp~q (cf. définition 3.1). 

1. Avec les notations de [43], cette catégorie D M ^ ( f c ) serait notée HNis A i (Cor(Sm/k)). 
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I l est évident que MiS^/e) ~ F / ( l ) [ l ] dans DMi f f ( fc) . On en déduit un isomor-
phisme M(Sp>q/£) ~ Fe(q)\p] pour tous p > q > 0. 

Ceci montre qu' i l est intéressant de considérer la composition 

U.(k) À DMf 0(fc) A H.{k) , 

puisqu'elle envoie Sp,q/£ sur l'espace d'Eilenberg-Mac Lane iT(F^(g),p). Pour ainsi 
dire par définition, pour X G Sm/k, ce foncteur K o M envoie X + sur Ztr(X) que 
l'on considère comme faisceau d'ensembles pointés sur Sm/kms plutôt que comme 
faisceau avec transferts. D'après la proposition 1.2, le faisceau Z t r ( X ) s'identifie 
au complété en groupes du faisceau de monoïdes « représenté » par le fc-schéma 
Sym°° X := Un>o Sym n X. Nous allons maintenant esquisser dans quelle mesure cette 
idée est développée par Voevodsky dans [43] . 

Tout d'abord, comme Sym n X n'a aucune raison d'être lisse si X l'est, Voevodsky 
introduit dans [43] une variante de la catégorie homotopique %m (k) définie en utilisant 
le grand site Nisnevich Sch/k^is des fc-schémas quasi-projectifs plutôt que Sm/k^iS. 
Cette catégorie sera notée ici H'm(k). 

Soit X un objet de Sch/k muni d'un point-base x: SpecA: —>• X. On suppose que 
ce point-base est disjoint, c'est-à-dire que X ~ Y+ où Y G Sch/k. Pour n > 1 , on 
pose SnX := S y m n X = Xn/&n. Le point-base x permet de définir un morphisme 
évident Sn~1X —» SnX dont on peut remarquer qu'i l s'agit de l'inclusion d'un sous-
schéma ouvert et fermé. On note S°° la colimite des SnX calculée dans la catégorie 
des faisceaux d'ensembles pointés sur Sch/k^is- Voevodsky montre que ces foncteurs 
s'étendent naturellement en des foncteurs Sn : Ti*{k) —ï W9(k) et S°° : T~Lr

9{k) -> 
ri'.{k) (cf. [43, Corollary 2 .11 ] ) . On dispose aussi d'une variante Sn: H'9(k) -> H'.(k) 
de ces foncteurs pour n > 1 : pour X comme ci-dessus, SnX := (SnX — 5 n _ 1 X ) + ~ 
(Yn/<Sn)jr et S°°X ~ Vn>iSnX. Dans l'énoncé du théorème suivant, on a encore 
noté S°°: T-L'.{k) -> U.(k) le foncteur obtenu en composant S°°: W.(k) W.{k) et 
le foncteur de « restriction » W0(k) —> %m{k) : 

T H É O R È M E 7 .6 (Voevodsky [43, Propositions 3 . 1 1 & 3 .15 ] ) . — Sip> q > 0, il existe 
un isomorphisme canonique K(Fi(q),p) c± S°°(Sp>q/£) dans T-L9(k). 

Ce théorème énonce que la valeur du foncteur composé K o M sur certains objets 
peut être calculée en termes du foncteur 5°°. Nous avions vu plus haut que les espaces 
d'Eilenberg-Mac Lane pouvaient être construits grâce à des produits symétriques in ­
finis complétés en groupes. Ce théorème énonce donc que dans les cas particuliers 
considérés ici la complétion en groupes n'est pas nécessaire, tout comme l'énonce le 
théorème de Dold-Thom pour les espaces d'Eilenberg-Mac Lane usuels. 

Pour aller plus loin, Voevodsky a la très intéressante idée de faire passer les fonc­
teurs Sn sur U'.{k) à la catégorie DM| f f

0(fc). 
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T H É O R È M E 7.7 (Voevodsky [43, Theorem 2.31 & Proposition 2.50]). — Soit k un 
corps de caractéristique zéro. Soit £ un nombre premier. Pour tout n> 1, il existe un 
fondeur S™r: D M^( fc ,F^) -> DM^( fc ,F^) faisant commuter le diagramme suivant à 
des isomorphismes canoniques près : 

U.{k) >U'.(k) 

M ( - , F £ ) M ( - , F £ ) 

DMf0(k,Fe) -^DMf0(k,Fe) 

(Il existe de même un joncteur S^ relié de façon semblable à S°°.) 

On pourra noter que les puissances symétriques intervenant ici existent pour tout 
n > 1, sans l'hypothèse n < £ — 1 du §4. La notation M ( — , F ^ ) indique que l'on 
considère ici le motif (réduit) à coefficients dans F ^ . 

C O R O L L A I R E 7.8. — Pour p > q > 0, on a un isomorphisme canonique dans 
DMfjk,Fe) : 

M(K(Fe(q),p),Fe) ~ S%(Fe(q)\p} © Ft(q)\p + 1]) . 

En effet, le motif (réduit) à coefficients entiers de Sp,Q/£ s'identifie à Fe(q)\p]. 
À coefficients F * , on obtient donc Fe(q)\p) ®z F * ~ F*(g)[p] 0 Ft(q)\p + 1]. Ainsi, le 
corollaire apparaît bien comme une conséquence des théorèmes 7.6 et 7.7. 

Compte tenu de ce corollaire 7.8, le théorème 7.2 est une conséquence du théorème 
suivant : 

T H É O R È M E 7.9 (Voevodsky [43, Corollary 2.77]). —Soit k un corps de caractéristique 
zéro. Pour tout q > 0, on note SPT>q la sous-catégorie pleine de DM^( f c , F^) formée 
des sommes directes d'objets de la forme Ft(j)[ï\ pour i > 2j et j > q. 

Alors, S£(SPT>q) C ~SPT>q. 

A u prix de nombreuses réductions, le théorème se ramène à l'étude du motif 
S$T(Ft(q)[2q]) pour q > 1. Par des considérations géométriques, i l est possible d'obte­
nir une décomposition explicite de ce motif qui mette en évidence qu' i l appartienne à 
5 P T > g + ^ _ i [43, Theorem 2.58]. 

Une application importante des résultats de [43] évoqués dans cette section est le 
théorème suivant sur les opérations cohomologiques stables : 

T H É O R È M E 7.10 (Voevodsky [43, §3.4]). — Soit k un corps de caractéristique zéro. 
Soit £ un nombre premier. L'algèbre des opérations cohomologiques stables sur la 
cohomologie motivique à coefficients Z/£Z est engendrée par H*>*(k, Z/£Z), /3 et les 
opérations Pn pour n > 0. Elle coïncide donc avec l'algèbre de Steenrod motivique 
A*>*(k, Z/£Z) étudiée dans [41]. 
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Indépendamment l 'un de l'autre, Marc Hoyois et l'auteur du présent exposé ont 
observé que la démonstration de ce théorème permettait de montrer que A*'*(fc, TA/PL) 
s'identifiait à l'algèbre bigraduée des endomorphismes du spectre d'Eilenberg-Mac 
Lane motivique H p £ dans la catégorie homotopique stable SH{k). 

8. A P P L I C A T I O N S 

On donne ici quelques exemples d'applications de la conjecture de Bloch-Kato. 

T H É O R È M E 8 . 1 (Jannsen & S. Saito [13] , Kerz & S. Saito [24 ] ) . —Soit X une variété 
propre et lisse de dimension d sur un corps fini de caractéristique p. Soit n un entier 
non multiple de p. La suite suivante est exacte : 

0 ®xexdHi^{K{x), Z /nZ(d) ) -> Qxex^H&Mx), Z/nZ(d - 1 ) ) . . . 

H2
ÉT(K(x), Z / n Z ( l ) ) ®x€XoHlMx), Z/nZ). 

Cet énoncé est un « principe de Hasse cohomologique ». Kerz et Saito obtiennent 
des énoncés semblables pour les schémas réguliers propres et plats au-dessus d'un 
anneau d'entiers d'un corps local p-adique ou d'un anneau de 5-entiers de corps de 
nombres. Ces résultats conjecturés par Kato généralisent ceux qu'i l avait obtenus en 
dimension 2 (cf. [21 ] ) . 

En utilisant la conjecture de Bloch-Kato, Colliot-Thélène et Voisin ont étudié une 
version entière de la conjecture de Hodge. Le théorème suivant est une conséquence 
de leur méthode et d'un résultat de Kahn, Rost et Sujatha [17] : 

T H É O R È M E 8 .2 (Colliot-Thélène & Voisin [6, Corollaire 8 .2 ] ) . —Soit X ->Y un mor-
phisme dominant de variétés connexes, projectives et lisses sur C, de fibre générique 
une quadrique de dimension au moins 1, de base une surface Y. Soit a une classe 
dans le groupe de cohomologie singulière a G H4(X,Z). Si QJQ G H4(X, Q) est de 
Hodge, alors a appartient à l'image de la classe de cycle CH2(X) -» H4(X, Z ) . 

Toutefois, Kahn a montré dans [16] que l'on pouvait éviter d'utiliser la conjecture de 
Bloch-Kato (en poids 3 ici) pour obtenir ce théorème : seul le théorème de Merkurjev-
Suslin (cas du poids 2 ) est nécessaire. 

D É F I N I T I O N 8 . 3 . —Soi t A un anneau local (ou plus généralement semi-local). L'al­
gèbre de K-théorie de Milnor Kjf(A) de A est le quotient de l'algèbre tensorielle 
sur Z du groupe Ax des unités de A par l'idéal bilatère engendré par les éléments 
x 0 ( 1 — x) pour x G A X tel que 1 — x G A X . 

T H É O R È M E 8 . 4 (Kerz [23, Theorem 1.1]) . —Soit X un schéma lisse sur un corps 
parfait infini k. Soit x G X. Notons Ox,x le localisé de X en x. Pour tout q > 0, il 
existe un isomorphisme canonique K™{Ox,x) — Hq(Spec(Ox,x),Ti(q)). 
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La démonstration de ce théorème généralisant la proposition 1 .12 n'utilise pas la 
conjecture de Bloch-Kato, mais son corollaire (conjecturé par Marc Levine) l'utilise : 

C O R O L L A I R E 8 .5 (Kerz [23, Theorem 7.8] ) . —Soit £ un nombre premier. Soit X un 
schéma lisse sur un corps (parfait) infini k de caractéristique différente de £. Soit 
x G X. Notons Ox,x le localisé de X en x. Pour tout q > 0, il existe un isomorphisme 
canonique K*f{0^x)/Œ*t{Ox,x) ~ Hjt(Spec(Ox,x), »fq). 

Mentionnons enfin une application de la conjecture de Bloch-Kato au calcul de la 
if-théorie algébrique des anneaux d'entiers de corps de nombres. 

D É F I N I T I O N 8 . 6 . —Soit K un corps de nombres. Soit £ un nombre premier impair. 
Notons x: Gal(K/K) Gal(Q(/x^oo)/Q) ~ Zf le caractère cyclotomique. Soiti > 1 . 
On note vJf* (K) la plus grande puissance £v de £ telle que Von ait la congruence \ l = 1 
mod r. 
E X E R C I C E 8 . 7 . —Avec les notations de la définition précédente, montrer qu'il existe 
un isomorphisme H%(K, Q£/Z£(i)) ~ Z/w\l){K). 

T H É O R È M E 8 . 8 ( [46 , Theorem 7 0 ] ) . —Soit £ un nombre premier impair. Soit K un 
corps de nombres. Soit S un ensemble fini de places (finies) de K. On note Os Van­
neau des S-entiers. Pour tout n>2, il existe des isomorphismes : 

( l im^| t (Spec(O s [ l /^]) ,Mf; + 1 ) si n = 2i 
I JN 

Kn(Os) 0 Zw - l Z ^ + r 2 0 Z/wf]{K) si n = 2% - 1 = 1 mod 4 
[ Zr

{
2

e)eZ/wf\K) sin = 2i-1 = 3 mod 4 . 
L'entier ri (resp. r<i) désigne le nombre de places réelles (resp. complexes) du corps K. 

La démonstration de ce théorème s'appuie notamment sur le calcul par Borel du 
rang des groupes de X-théorie algébrique de Os (ils ne dépendent que de r\ et r<i), 
sur une suite spectrale reliant la if-théorie algébrique et la cohomologie motivique, et 
sur la conjecture de Bloch-Kato. Pour plus de détails et pour les énoncés en £ = 2, le 
lecteur pourra consulter [46] . 

R É F É R E N C E S 

[1 ] Revêtements étales et groupe fondamental (SGA 1) - Documents Mathématiques 
(Paris), vol. 3, Soc. Math. France, Paris, 2003 , Séminaire de géométrie algébrique 
du Bois-Marie 1 9 6 0 - 6 1 . Séminaire dirigé par A. Grothendieck, Augmenté de deux 
exposés de Mme M . Raynaud,. 

[2] J . A Y O U B - Les six opérations de Grothendieck et le formalisme des cycles éva-
nescents dans le monde motivique 7, Astérisque, vol. 3 1 4 , Soc. Math. France, 
Paris, 2007 . 

ASTÉRISQUE 361 



(1073) LA CONJECTURE DE BLOCH-KATO 4 6 1 

[3] H . B A S S & J . T A T E - « The Milnor ring of a global field », in Algebraic 
K-theory II: "Classical" algebraic K-theory and connections with arithmetic 
(Seattle, Battelle Memorial Inst., 1972), Lecture Notes in Math. , vol. 342, Sprin­
ger, Berlin, 1973, p. 349-446. 

[4] S. B L O C H - Lectures on algebraic cycles, Duke University Mathematics Series, 
I V , Duke University Mathematics Department, Durham, 1980. 

[5] S. B L O C H & K . K A T O - «p-adic étale cohomology», Publ. Math. IHÉS 63 
(1986), p. 107-152. 

[6] J . - L . C O L L I O T - T H É L È N E & C. V O I S I N - « Cohomologie non ramifiée et conjec­
ture de Hodge entière », Duke Math. J. 161 (2012), p. 735-801. 

[7] E . M . F R I E D L A N D E R - « Motivic complexes of Suslin and Voevodsky », in 
Séminaire Bourbaki, vol. 1996/97, exp. n° 833, Astérisque, vol. 245, Soc. Math. 
France, Paris, 1997, p. 355-378. 

[8] T . G E I S S E R & M . L E V I N E - « The Bloch-Kato conjecture and a theorem of 
Suslin-Voevodsky », J. reine angew. Math. 530 (2001), p. 55-103. 

[9] P. G I L L E - « Symbole galoisien Z-adique et théorème de Suslin-Voevodsky », 
J. Math. Kyoto Univ. 4 7 (2007), no. 4, p. 665-690. 

[10] P. G I L L E & T . S Z A M U E L Y - Central simple algebras and Galois cohomology, 
Cambridge Stud. Adv. Math. , vol. 101, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2006. 

[11] P. G . G O E R S S & J . F. J A R D I N E - Simplicial homotopy theory, Progr. Math. , 
vol. 174, Birkhäuser Verlag, Basel, 1999. 

[12] C. H A E S E M E Y E R & C. W E I B E L - « Norm varieties and the chain lemma (after 
Markus Rost) », in Algebraic Topology, Abel Symp., vol. 4, Springer, Berlin, 2009, 
p. 95-130. 

[13] U . J A N N S E N & S. S A I T O - « Kato conjecture and motivic cohomology over finite 
fields », h t t p : / / a r x i v . o r g / a b s / 0 9 1 0 . 2 8 1 5 . 

[14] J . F . J A R D I N E - « Motivic symmetric spectra », Doc. Math. 5 (2000), p. 445-553 
(electr.). 

[15] B. K A H N - « La conjecture de Milnor (d'après V. Voevodsky) », in Séminaire 
Bourbaki, vol. 1996/97, exp. n° 834, Astérisque, vol. 245, Soc. Math. France, 
Paris, 1997, p. 379-418. 

[16] , « Classes de cycles motiviques étales », Algebra Number Theory 6 (2012), 
no. 7, p. 1369-1407. 

[17] B. K A H N , M . R O S T & R. S U J A T H A - « Unramified cohomology of quadrics I », 
Amer. J. Math 120 (1998), p. 841-891. 

[18] B. K A H N & R. SUJATHA-«Birat ionalmot ivesI» , h t t p : / / w w w . m a t h , j u s s i e u . 
f r / ~ k a h n / p r e p r i n t s / b i r a t 1 1 . p d f . 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 2014 

http://arxiv.org/abs/0910.2815
http://www.math


4 6 2 J . RIOU 

[19] K . K A T O - « A generalization of local class field theory by using if-groups I » , 
J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math. 26 (1979), no. 2, p. 303-376. 

[20] , « A generalization of local class field theory by using if-groups I I » , J. 
Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. I A Math. 27 (1980), no. 3, p. 603-683. 

[21] , « A Hasse principle for two-dimensional global fields », J. Reine Angew. 
Math. 366 (1986), p. 142-183, W i t h an appendix by Jean-Louis Colliot-Thélène. 

[22] K . K A T O & S. S A I T O - « Global class field theory of arithmetic schemes », in 
Applications of algebraic i f -theory to algebraic geometry and number theory I 
& II (Boulder, 1983), Contemp. Math. , vol. 55, Amer. Math. Soc, Providence, 
1986, p. 255-331. 

[23] M . K E R Z - « The Gersten conjecture for Milnor i f - theory », Invent. Math. 175 
(2009), no. 1, p. 1-33. 

[24] M . K E R Z & S. S A I T O - « Cohomological Hasse principle and motivic cohomology 
for arithmetic schemes », Publ. Math. IHÉS 115 (2012), p. 123-183. 

[25] M . L E V I N E & F. M O R E L - Algebraic cobordism, Springer Monogr. in Math. , 
Springer, Berlin, 2007. 

[26] F. L O E S E R - « Cobordisme des variétés algébriques (d'après M . Levine et 
F. Morel) », in Séminaire Bourbaki, vol. 2001/02, exp. n°901, Astérisque, vol. 
290, Soc. Math. France, Paris, 2003, p. 167-192. 

[27] C. M A Z Z A , V . V O E V O D S K Y & C. W E I B E L - Lecture notes on motivic cohomo­
logy, Clay Math. Monogr., vol. 2, Amer. Math. Soc, Providence, 2006. 

[28] A . S. M E R K U R ' E V & A . A . S U S L I N - « if-cohomology of Severi-Brauer varieties 
and the norm residue homomorphism », Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 46 
(1982), p. 1011-1046, p. 1135-1136. 

[29] J . M l L N O R - « Algebraic i f - theory and quadratic forms », Invent. Math. 9 
(1969/1970), p. 318-344. 

[30] F. M O R E L & V . V O E V O D S K Y - « A^homotopy theory of schemes », Publ Math. 
IHÉS 90 (1999), p. 45-143. 

[31] E. N O E T H E R - « Der Hauptgeschlechtssatz fur relativ-galoissche Zahlkôrper », 
Math. Ann. 108 (1933), no. 1, p. 411-419. 

[32] J . R i o u - « Opérations de Steenrod motiviques », arXiv:1207.3121, 2012. 
[33] M . R O S T - « Chow groups wi th coefficients », Doc. Math. 1 (1996), p. 319-393 

(electr.). 
[34] J -P. S E R R E - Cohomologie galoisienne, 5 e éd., Lecture Notes in Math. , vol. 5, 

Springer-Verlag, Berlin, 1994. 
[35] A . S U S L I N & S. J O U K H O V I T S K I - « Norm varieties », J. Pure Appl. Algebra 206 

(2006), p. 245-276. 

ASTÉRISQUE 361 



(1073) LA CONJECTURE DE BLOCH-KATO 4 6 3 

[36] A . S U S L I N & V . V O E V O D S K Y - « Singular homology of abstract algebraic varie­
ties », Invent. Math. 123 (1996), p. 61-94. 

[37] , « Bloch-Kato conjecture and motivic cohomology wi th finite coeffi­
cients », in The arithmetic and geometry of algebraic cycles (Banff, 1998), NATO 
Sci. Ser. C Math. Phys. Sci., vol. 548, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 2000, 
p. 117-189. 

[38] V . V O E V O D S K Y - « A 1 -homotopy theory », in Proceedings of the International 
Congress of Mathematicians, (Berlin, 1998) I, 1998, extra vol. I , p. 579-604 
(electr.). 

[39] , « Motivic cohomology groups are isomorphic to higher Chow groups in 
any characteristic », Int. Math. Res. Not. (2002), no. 7, p. 351-355. 

[40] , « Motivic cohomology with Z/2-coefhcients », Publ. Math. IHÉS (2003), 
no. 98, p. 59-104. 

[41] , « Reduced power operations in motivic cohomology », Publ. Math. IHES 
(2003), no. 98, p. 1-57. 

[42] , « Motives over simplicial schemes », J. K-Theory 5 (2010), no. 1, p. 1-38. 
[43] , «Motivic Eilenberg-Maclane spaces », Publ. Math. IHÉS (2010), 

no. 112, p. 1-99. 
[44] , « On motivic cohomology with Z//-coefficients », Ann. of Math. (2) 174 

(2011), no. 1, p. 401-438. 
[45] V . V O E V O D S K Y , A . S U S L I N & E. M . F R I E D L A N D E R - Cycles, transfers, and 

motivic homology theories, Ann. of Math. Stud., vol. 143, Princeton Univ. Press, 
Princeton, 2000. 

[46] C. W E I B E L - « Algebraic i f - theory of rings of integers in local and global fields », 
in Handbook of K-theory I & II, Springer, Berlin, 2005, p. 139-190. 

Joël RIOU 
Université Paris-Sud 11 
Département de Mathématiques 
Bât. 425 
91405 Orsay Cedex 
France 
E-mail: joel.riou@math.u-psud.fr 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 2014 

mailto:joel.riou@math.u-psud.fr

