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I. Introduction 

On se propose dans cet article de donner une localisation précise des pôles de dif-
fusion dan s un cas modèle pour le problème de Dirichlet à  l'extérieur d'u n obstacle 
contenant des coins et une trajectoire captive connectant ce coin à lui même. Précisons 
le problème étudié. O n considère 9  u n obstacle borné de R2, on note 9,  = © c et on 
suppose que ^ es t connexe . O n note Rçi(X),  l a résolvante sortante du Laplacien avec 
conditions de Dirichlet, holomorphe dans ImÀ < 0, définie par la construction suivante. 
Soit Uçi(t) l e propagateur du problème 

' (d2  -  A ) Un{t)f =  0 , dan s ftxRt 
Un{t)f\dn =  0 
Un(t)f\t=o =  0 

, dtUa(t)f\t=o  =  feCSTiil) 

qu'on étend comme opérateur de L2(ÇÏ) dan s HQ(Q).  L'opérateu r Rn(X)  es t défini par 
la relation : 

/•+00 
Ra(X) =  /  e-iXtUn(t)dt, 

Jo 
pour tout À € {ImÀ < 0}. 

Comme l'opérateu r U  (t) es t un e contraction d e L2  (il) dan s HQ(Q),  i l es t clai r 
que cette relation définit un e famille d'opérateurs borné s de L2 (Sï) dan s H]  (O), ho-
lomorphe dans {Im À <  0} . Il est classiqu e que la résolvante sortante ifo , considéré e 
comme opérateur de L̂ omp(0) dans H^loc(ÇÏ), holomorph e dans {ImÀ < 0}, s'étend en 
un opérateur méromorphe dans le revêtement simplement connexe de C*. Le problème 
qui nous intéresse est celui de la localisation des pôles de ce prolongement, qu'on ap-
pelle pôles de diffusion. L'intérê t d e cette question est que ces pôles ont de multiples 
interprétations: outre l e fait qu e ce sont le s pôles de la résolvante, c e sont auss i les 
points pour lesquels il existe une solution sortante non triviale de l'équation 

(1.1) (A  + \2)u =  0u\dn=0; 

ce sont également (e n dimension impaire d'espace) le s pôles de la matrice de diffusion 
(scattering) divisés par le complexe i et les valeurs propres du générateur infinitésimal 
du semi-groupe d e La x e t Phillips . Enfin , s i o n a  également de s estimations su r la 
résolvante, ils permettent (en dimension d'espace impaire) de donner un développement 

3 



N.BURQ 

asymptotique e n grand temp s pou r le s solutions de l'équations de s ondes dan s 0  d u 
type 

U(t)f= £  e ^nA(/) +  0(e-(c"^ ) 
ImA<C 

où I1A est le projecteur spectral sur la "fonction propre" associée au pôle À vérifiant (1.1). 
Nous donneron s égalemen t dan s ce t articl e un e versio n affaibli e d e c e résulta t (l e 
théorème 4) vraie en dimension d'espace paire. 

Dans un cadre C°°  le problème de la localisation des pôles de diffusion a  été étudié 
par d e nombreu x auteurs . Dan s l e cas o ù l'obstacl e es t no n capti f (c'es t à  dir e que 
tout rayo n issu d'une boul e contenant l'obstacl e e t se réfléchissant su r l'obstacle selon 
les lois de l'optique géométriqu e sor t e n temps fini de cette boule) , le résultat l e plus 
frappant es t certainement le suivant qui est une conséquence des résultats de R. Melrose 
et J . Sjôstrand [19 ] sur la propagation des singularités : 
Théorème (R.  Melrose  J.  Sjôstrand).  —  Soit  0  un  obstacle  C°°,  non  captif. 
Pour tout N G  N, il  existe Cjy > 0  tel  que la résolvante sortante  du Laplacien avec 
conditions de  Dirichlet dans  Q, est  holomorphe dans  Vensemble 

{ÀGC; \Im\\  <iVlog(|A|) ; |A | > CN} U {ImX < 0} . 

Par ailleur s e n dehor s d e travau x d e V . Petko v e t L . Stoyano v [22 , 23] , l e seul 
cas capti f conn u précisémen t es t celu i o ù 6  =  © i U 62 ave c 6* de s convexes strict s 
de classe C°° . La trajectoire captiv e es t alor s celle qui minimise la distance entr e 6 1 
et 62 - Cett e situatio n a  ét é étudié e pa r M . Ikawa [13] , [14] , [12] (qu i a  auss i étudi é 
le ca s no n strictemen t convexe ) pui s pa r C . Gérar d [7] . Ces auteur s montren t qu e 
dans ce cas qui est celui pour lequel la trajectoire es t "l e moins captive possible" donc 
pour leque l les pôles seront l e plus loin possible de l'axe réel , ces pôles se répartissent 
asymptotiquement su r des droites horizontales et C . Gérard donne un développement 
asymptotique explicit e d e tou s le s pôle s dan s le s région s d u typ e { À G  C; Im À < 
C; C  > 0}. 
Théorème (C.  Gérard).  —  / / existe v >  1 tel que, pour tout A >  0, il existe C > 0 
tel que,  si on  note  À̂ n =  n | +  x /^T1"^2 log {u), alors  il existe  des développements 
asymptotiques a^- tels  que les  pôles situés  dans la région 

{X G C; ImX < A, \X\  >  C} 

sont tous dans des boules 

A - Ai .n + 
N>k>l 

srdv -k sd < CN\\,k\N 

et chaque boule  en  contient exactement  un.  (En toute rigueur, le  résultat de  C. Gérard 
est démontré en dimension impaire d'espace alors que nous  Vénonçons ici en dimension 
2, mais la démonstration est  exactement la  même et Vénoncé légèrement plus simple) 

Nous allons étudier u n cas modèle intermédiaire entre l a situation no n captive de 
R. Melrose et J . Sjôstran d e t l a situation de M. Ikawa et C . Gérard. Pour cela , i l faut 
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1. INTRODUCTIO N 

nécessairement sortir de la catégorie C°°. Notre situation géométrique est la suivante : on 
considère 0 =  6iU62 , un compact de R2. On suppose que le bord de l'obstacle 61, <9©i, 
est analytique et que d©2 est aussi analytique sauf en un point O au voisinage duquel il 
existe des fonctions a et 6, analytiques au voisinage de 0 dans R, telles que localement 62 
est défini par l'équation 62 = {(x,  y) G  R+xR; b(x)  <y<  a(x).  On suppose également 
que les obstacles 0 * sont strictement convexes . I l n'y a  donc qu'une seule trajectoire 
captive dans l'ouvert Çl  =  (6 1 U 62)°, cell e qui minimise la distance entre Oi e t 02 . 
Enfin on suppose que cette trajectoire connecte le coin à un point de ©i, A, et que ©2 
est strictement d'un seul coté de la normale à [A, O] au point O (exceptée la dernière ces 
hypothèses pourraient être affaiblies en "©i pas trop concave au voisinage de A et [A, O] 
est la seule trajectoire captive", supprimant l'hypothèse de convexité de ©*, mais ceci 
compliquerait inutilement l'article). On notera d la distance entre les obstacles ©i et ©2-

s 
d 

G2 

FiG. 1.1 - Les  obstacles 

Dans ce cadre la géométrie es t dans un certain sens beaucoup plus favorable que 
dans le ca s C° ° étudi é pa r C . Gérar d e t M . Ikawa. E n effet un e trajectoire captiv e 
de type hyperboliqu e (dan s l'espace cotangent ) possèd e un e variété stabl e rentrante 
et une variété stable sortante alors qu'il est facile de voir que dans notre situation un 
rayon qui rebondit u n nombre sufiisament gran d de fois (mai s fixe) sur les obstacles 
a nécessairement rencontr é l e coin (e t no n pas un voisinage d u coin comme dans le 
cas C°°). Cette géométrie particulièrement favorabl e va nous permettre de donner un 
résultat plu s complet qu e celui d e C. Gérard et d e calculer (presque ) tou s le s pôles 
localisés sous une courbe logarithmique arbitraire {À G C; Im À < Clog(|À|)}; C  >  0}. 

Le résultat principal que nous obtenons est le suivant: 
Théorème 1.  — Pour  tout N  G  N, il  existe CN >  0 tel que 

i) Il  existe C'N  >  0,  M <  N2,  (ap,çp)0<p<M G  C x  Q+ tels  que, si  on  note, pour 
tout p, (^j,P)jeZ,  la  suite des solutions de  l'équation 

e-2i\d 
0{w-z)) dsdd 

qui vérifie alors 

0{w-z)) hk 7T 
d 

Im(XjiP) ~ U/2+ </„). 
2d 'log(lil), 

pour chaque p, il  existe un développement asymptotique (bk#)keN, un exposant rp G 
Q̂ " tels que pour tout m G  N, il  existe Cm tel  que chaque  boule  d'équation 

X - vrrv m 

k=l 
ddd k 

bk,p 
< n  \\  r(m+1)/r p 
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N.BURQ 

contient un pôle de diffusion (avec  multiplicité si  plusieurs de  ces  boules sont 
d'intersection non vide)  et sur l'ensemble 

\lm\< N +1/2 
o g ( | A | ) - < X ; | А | > С „ 2d 

tous les pôles de diffusion sont dans une  telle  boule. 

ii) Si  on suppose qp rangés  par ordre croissant,  qo  =  0, tq = 1 

a0 = —< 7T 
/ d (1 + 

те--/4Ф(а,0), 

où \& est  une fonction analytique  de  a, l'angle  extérieur  au  coin et  de 0, l'angle 
entre le  coin et  la trajectoire captive  et  qi > 1/2 . 

* (a,  9) = «»(£)<»in2(S») 
a sin [g- sin ÍS0 + V- sin f ?0 - V-\ 

Cet énoncé montre que comme annoncé les pôles de diffusion se repartissent asymp-
totiquement sur des courbes logarithmiques. 

ImA - 2dSm\=a  +  N)log(\\\) 

2dlm\=(\ +  qM) log(|A|; 

2cflmA= ( ! + (fo)log(|A|) 

2cflmÀ = ilog(|A| ) 
-ReA 

pôles 

FiG. 1.2 - Pôles  situés sous  une  courbe  2dïm\ —  ( | +  N) log (|A|) 

Remarque 1.1.  —  Dans  le cas où l'obstacle est  de classe C°°  la situation est  très 
différente puisque, d'une  part le résultat de  R. Melrose et  J. Sjôstrand montre que  s'il 
n'y a pas de trajectoire captive  il  n'y a qu'un nombre  fini de pôles sous toute courbe 
logarithmique, et  d'autre part les résultats de  C. Gérard et  M. Ikawa  montrent  que  s'il 
n'y a qu'une trajectoire  captive  de  type hyperbolique alors  on  a une infinité de  pôles à 
distance fixe de l'axe réel 
Remarque 1.2.  —  D'un  point de vue numérique  notre résultat est à rapprocher d'un 
résultat de 0.  Poisson  [24] qui calcule numériquement  les  pôles de diffusion pour  le 
problème de  Neumann à  l'extérieur d'une fissure rectiligne dans  R2 . En  effet, l'ouvert 
possède aussi  dans  ce  cas une unique trajectoire  captive  reliant un coin (dégénéré)  à  un 
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1. INTRODUCTIO N 

autre (celle  qui connecte  une extrémité  de la fissure à l'autre) et  les calculs de  0. Pois-
son (antérieurs à  notre résultat) font clairement apparaître des pôles de diffusion situés 
asymptotiquement sur  des courbes logarithmiques  (au  moins pour  les trois premières 
courbes), de  manière remarquablement  précise puisque la  répartition asymptotique  ap-
parait pour des fréquences de  l'ordre d e 5 (si  la longueur de la fissure est 1). Enfin on 
peut vérifier numériquement  sur  ces résultats la  pente logarithmique en  ^ de  la pre-
mière rangée de pôles qui est  celle que notre résultat  annonce (si  on l'extrapole au cadre 
étudié par 0. Poisson) 

La démonstration d e ce résultat a  été rendue possible pa r le calcul extrêmement 
précis de Tonde diffractée par un coin quand l'onde incidente est conormale analytique, 
réalisé par P. Gérard et G. Lebeau [8]. Notre démonstration repose de façon cruciale sur 
ces résultats. Le plan de l'article est le suivant. Dans une deuxième partie nous définis-
sons des fronts d'onde Sobolev et Gevrey pour les solutions H1 de l'équation des ondes 
avec conditions de Dirichlet dans un ouvert à coins et nous démontrons un théorème de 
propagation des singularités le long des rayons C°° ou analytiques selon le cas pour ces 
fronts d'onde. Dan s la troisième partie nous démontrons un résultat analogue à celui 
de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [1] pour un ouvert à coins non captif, c'est à dire 
que dans ce cas la résolvante sortante tronquée admet un prolongement analytique sous 
un courbe inverse cubique ImÀ < £e~e'Al1/3, |À| > C. La quatrième partie est consacrée 
à la construction des opérateurs associés au rebond microlocal le long de la trajectoire 
captive. Nous résolvons un problème de Grushin associé à ces opérateurs dans la cin-
quième partie. Dans la sixième partie nous calculons des développements asymptotiques 
pour les zéros d'une matrice qui résoud ce problème de Grushin, nous montrons qu'ils 
correspondent au x pôles d e diffusion e t nou s démontrons l e théorème 1 . Enfin dans 
un appendice nous avons rassemblé des parties plus techniques ou en particulier nous 
établissons d'une part de façon systématique un lien entre front d'onde et ensemble de 
fréquence e t d'autre part nous utilisons ce lien pour déduire à partir des résultats de 
propagation des singularités, des résultats de propagation des ensembles de fréquence. 

Terminons cette introduction en remarquant que R (—A) = #(A) , ce qui nous per-
mettra de limiter notre étude à l'ensemble ReA > 0. 
Remerciements. J e voudrais remercier J.M . Schlenke r pour les discussions qu i ont 
permis la rédaction de l'appendice D et tout particulièrement G. Lebeau qui m'a indiqué 
ce problème, pour les discussions que j'ai eues avec lui sur cet article. 
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II. Propagatio n des singularités 
dans le s ouverts à coins 

Nous allons dans cette partie étendre les résultats de propagation des singularités 
de R. Melrose et J . Sjôstrand [19 ] dans le cadre C°°, de J. Sjôstrand [27 ] dans le cas 
analytique et de G. Lebeau [16] dans le cas Gevrey au cas où l'ouvert considéré comporte 
des coins. On se limitera à l'étude d'une équation d'ondes en dimension 2 d'espace. Dans 
le cadre analytique ce travail a déjà été réalisé par G. Lebeau ([18]) , dans le cas plus 
général d'un dièdre. 

2.1 Géométri e 
Soient a  et b  deux fonctions réel-analytiques , telles que a (0) =  b  (0) =  0 , b'  (0) < 

0 < a'  (0). On supposera que l'ouvert ficR2  coïncid e avec l'un des ouverts Çt% e t ïïe 
définis par : 

(2.1) Qi = {(x , y) ; x > 0, b(x)  <y <a  (x)} , 
Qe =  {(x , y) ; x < 0 ou x > 0, y £ [b (x) ; a (x))}. 

On notera 

(2.2) 

Ai = {(x , y) ; x > 0, y  = a  (x)}, 
A2 = {(x , y) ; x > 0, y = b  (x)}, 
O = (0,0) , L  = OxR, , 
9fii,c = Ai U A2 U O, 
M = îîxR^, ave c Q = fii,e, 
Âi,2 = Ai,2 x Rt, 

On notera T6*M le fibre cotangent jusqu'au bord à don t on a retiré la section nulle. 
Au voisinage des coins on a 

T;M =  T*M  \  o  u t*ÂI \  o  u r Â 2 \ o  u T*L \ o . 

On a une projection naturelle : 

t*R2+1 |^ ^ t ; m 
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r 

A2 
dv 

't = 0 
sd 'fi* 

FlG. 2.1 - La  géométrie au voisinage des  coins 

et o n munit T6* M de la topologie induite . O n note E & l a projection su r T6*M de la 
variété caractéristiqu e (Ca r (•) ) d e l'équation de s ondes , d'équatio n T 2 = |£|2 . On 
définit dans T6*M les régions elliptique (£), hyperbolique (H)  et glissante (Q)  par : 

r£ = Tb*M\Zb, 
H = {pe  T;M  \ 0 ; Ktt" 1 (p) n Car (•)} /  1} , 

I Q = ip  €  ITM \ 0; itlTT" 1 (p) n Car (•)} =  li . 
Définition 2.1.  —  On  appelle rayon analytique  (respectivement  C°°) toute applica-
tion 7, définie sur un intervalle  J d e Rà valeurs  dans  E&, continue, telle  que pour tout 
t0el, 

- si  j (t0)  £T*L  alors  7 est  un rayon analytique (respectivement  C°°) au sens usuel 
au voisinage de  to, 

- si  7 (t0) € T*L alors il  existe e > 0 tel que 7 (s) £ T*L, V0 < \s  - t0\  < s. 

On pourra également  par abus de  notation appeler  dans la  suite rayons les  projections 
des rayons sur Vespace des x, £. On gardera alors comme orientation  des rayons celle qui 
vient de l'orientation dans  l'espace  des  t,r =  |£|,:r , £. C'est  à  dire qu'on  appelera,  si  x 
est un point intérieur, demi-rayon  issu  de vers  t  <  0,  le rayon qui  au  voisinage 
de x coïncide  avec  (x  — ;  t < 0, pour \t\ assez petit. 

On rappelle les propriétés suivantes des rayons: 
Proposition 2.2.  —  Soit  K un  compact  de E& et  a < b, alors l'ensemble des rayons 
définis sur  [a, b], à  valeurs dans  K est  soit compact pour la topologie de  la convergence 
uniforme, soit  vide. 

Dans le cas analytique cette propriété est démontrée par G. Lebeau ([18]), Proposi-
tion 2.1, et dans le cas C°° il suffit d e vérifier que l'ensemble des rayons C°° est fermé 
pour la topologie d e la convergence uniforme ; or si une suite d e rayons jn  converg e 
uniformément ver s 7 sur [a , 6] et s i 7(^0) ^  T*L  il existe e  >  0  tel qu e pour tout n 
assez grand et pour tout \t-t0\  <  e jn (t) £ T*L. D'après L. Hôrmander [11], théorème 
24.3.12, 7 \[t0-£,to+e)  es t un rayon C°°. 
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2. PROPAGATIO N DE S SINGULARITÉS 

2.2 Fron t d'onde, propagation des singularités 
Soient u  G  C1  (Rt ;  L2) n  C° (Rt ;H%) et  v  e  L\oc  (H x Rt) null e au voisinage des 

coins, solutions de 

du = v  dans x  Rj. 
Définition 2.3.  —  On  notera pour s>l, WF%  (u) C T6*M, le front d'onde Sobolev 
d'ordre s de  u défini par po ^  WF§ (u) si  et seulement si: 

- si  po £  T*L  alors po  n'appartient pas au front d'onde Sobolev  d'ordre  s  jusqu'au 
bord au sens usuel, 

- sipQe  T*L,  il  existe (p G C§° (Rt) etipeC^ (R2X)  telles  que <p (tQ) ^ O e ^ ( O )^ 
0 et 

(2.3) 
IT/TQ>0 

UTt^ipu (r , •) ||2„1(n) (1 + M2)8-1 dT <  +00 , 

c'est à dire  que u  est  microlocalement en  (£o,To) de  classe Hf~l  à  valeurs H]. 
au voisinage de  O et  donc,  comme u  est  solution de  l'équation des  ondes avec 
conditions de Dirichlet, u est microlocalement en (¿0, TQ) de  classe Hl à  valeurs L\ 
et de classe H%~1  à valeurs HQx  au voisinage  de  O. 

Définition 2.4.  —  On  notera WF£°  (u) = U5>î F6 5 (u) le front d'onde C°°  jus-
qu'au bord  de u. 

On rappelle qu'un e fonction /  G  C°° (Rn) es t d e classe Gevre y a  ( 1 <  a)  s i et 
seulement si elle vérifie l'estimation suivante: 

VX CC Rn 3C > 0; Va G Nn Va: G  K \  d°f{x)  <  C|a|+1(3a!). 

On note / G  Ga  (Rn). 
Définition 2.5.  —  On  notera, pour  a > 1,  SS% (u) C T£M, le front d'onde Gevrey 
d'ordre a de  u défini par p0 £  SS% (u) si et seulement si: 

- si  po £  T*L,  alors po n'appartient pas au front d'onde Gevrey  d'ordre  a  au  sens 
usuel, 

- si  po G  T*L, il existe ip  G  CQ°  (R2), telle  que ip = 1  au voisinage  de  O, et  si 

Toifju (w, x, À) = ex(w't~t2/2)i;(t)u(t,x)dt, 

il existe un  voisinage  W de  WQ  = h —  iro, eo >  0 tels que pour tout w €W on  a 

\\T0^u(w,.,\)\\Hl{a)<ex^-^l/\ 

avec (fo (w) = \  (Reu>) .  C'est à dire que u est microlocalement en (£0, To) de classe 
Gevrey a en  temps à  valeurs H1 en espace au  voisinage  de  O. 

11 
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On commence par rappeler quelques propriétés vérifiées pa r la transformation de 
F.B.I., T0 
Lemme 2.6.  —  La  transformation T 0 vérifie  les  propriétés suivantes : 

1. Il  existe C >  0 tel que pour tout t  G  R, on  a, pour H = L2 (Q) ou H1 (Q), 

(2.4) \\Tqu (t — ia,x, A ) e" A 2 ||l2(RQ ; H) < 
C 

VA 
IMU2(R<; H)-

2. Il  existe C > 0  tel que pour tout t G  R, on  a 

(2.5) \\TQu(t-ia,x,X) ( l + | a | T e  AV L2(RaXn) < 
c 

u\\m(Rf,L*(ïl))' 

3. On  a les formules d'inversion  suivantes : 

lj)U (t,x) = X 
2tt 

eixta-xVT0^ (t  - ia,  x, A) da. 

4. Si  on  note u la  transformée de  Fourier partielle  de u par  rapport à  t,  on  a, 
siueL00 (Rt) , 

(2.6) éu (Ar, x) = A 
V 2t t 

e A* 2 Tqi^u (t — ir, x, A) dt. 

5. Enfin,  si u est  à support compact  en  t 

(2.7) \\T0u(s-ia,x)  \\Loo{Kt) 
<diam (supp(u))1/2e2K-dist^suP^) ) ) \\u (t,x) ||L2(Rt). 

On commence en effet par remarquer que 

eiXta-XTT,t _  ia)  =  y: e~x^ip (t + s)u(t +  s) \ (r =  Xa). 

La première inégalité est donc conséquence directe de la continuité L2 de la transforma-
tion de Fourier et la troisième est juste une réécriture de la formule de transformation 
de Fourier inverse en s = 0 . On a donc également 

iXaeiXta-xt-ïT0iM (t - ia)  =  TS->T d 
{ds 

e~xs-ïii)(t + s)u{t +  s)) (r =  Àa) 

= Ts^r  \ -Xse~x^ip (t + s)u{t +  s) 

+ e~xTds  (V > {t + s)u{t +  s)) (r =  Aa) 

12 
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2. PROPAGATIO N DE S SINGULARITÉS 

Comme Xse x ^ <  C\/Â , o n en déduit la deuxième inégalité. On a également, s i 6 G 
C0°°(R) et (9(0) = 1, 

j e-x%ipT0 u (t-ir,x,X) dt = hm j e"AT (9(^) dt j ex{t-iT)s~x î) (s) u (s) ds 

= lim j e~iXTŜ u (s) ds j e ^ ^ O (et ) dt. 

La quatrième proposition est donc conséquence du théorème de convergence dominée. 
Enfin la dernière proposition se démontre facilement en estimant brutalement l'intégrale 
définissant T0. 

Nous rappelons également le résultat suivant dû à G. Lebeau, 
Lemme 2.7 . — O n a la formule d'inversion suivante, dont on trouvera, par exemple 
une démonstration dans [5] , lemm e 1.7 . 

(2.8) I/J U (s) = ^  J^° ° e^dX ( l +  [eT^-^ 2 T û (t - ieX) ) . 

Nous allons donner une définition équivalente du front d'onde Gevrey au coin : 
Proposition 2.8 . — Soien t v G L2loc (Rt x H), a  >  1 , (t0,T0) G  T*Rt \ {0 } e t g G 
CQ° (R2). Les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

1. I l existe ^  G  CQ° (Rt), égal e à  1 au voisinage d e to, C > 0  e t W un voisinage 
de to — ÎT Q tels que pour tout w G W et tout X > 0 on a: 

(2.9) ||T 0 (*su) (w , A) < C e i W - ^ . 

2. I l existe (p G  GQ (Rt), égale àl a u voisinage de to e t C > 0 tel s que pour tout n G 
N o n a: 

(2.10) ^  f̂  \\Ft ^ (%<pgu) \\hm (t)^ <  ( a n r • 

Avant de démontrer la proposition 2.8, on en déduit le résultat suivant : 
Corollaire 2.9 . — Soi t a >  1 . O n a l'équivalence entr e les deux propositions sui-
vantes: 

1. L e point po =  (X Q = O,to , £o = 0,7"o) n'appartient pas au front d'onde Gevrey de u. 

2. I l exist e (p G G Q (Rt), égal e à  1 au voisinage d e to, g G  CQ0 (R2) égal e à  1 au 
voisinage du point O et C > 0 tels que pour tout n G N o n a: 

1/2 
' /  | | ^ T (d?<pgu ) \\2Hm (r) ) <  (an) ™ • 

13 
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Pour démontrer ce corollaire, il suffit e n effet d'appliquer la proposition 2.8 à gu et 
à Vx (gu). 

On revient à  la preuve de la proposition 2.8 . On suppose par exemple r0 = 1 . On 
suppose que W est de la forme ]to — e, to+e[-\-i]ro ~~ £> ro +£[ (avec e > 0). On commence 
par démontrer 1  2 . On choisit \£ vérifiant (2.9) , ip à  support inclus dans l'intérieur 
de l'intersection d e l'ensemble \I > =  1  avec ]t0 -  e , t0 + e[ et g  € CQ ° (R£)- Le point de 
départ est la formule d'inversion (2.8) . On a donc: 

(pu (À) = 1 
47T T 

f e-iXt<f(t) +00 
M=0 a=±l 

e 2 1 + a ft' 
xa 

-f (t-m) (т. и  _ -  ХЧ 

— -ia= l + la=-\-
Etudions d'abord la contribution de a = 1  à cette intégrale : 

An/a=i : 
1 

47T 
e-¿Aí(¿ft)n ss 

+00 

sdv 
e 2 1 + 

ex 
2// V f e-*)' (ToiMt-*,/i))i 

Par hypothèse, il existe C, C" >  0 tels qu'on a, pour tout z dans un voisinage complexe 
de supp (ip) x  {— i} d e taille e, 

e~2Z (Totbu(z,u)) 
wx 

0{w-z)) dde c1^. 

D'après le s formule s d e Cauch y appliquée s su r u n cercl e centr é a u poin t t  —  i  d e 
rayon o n a donc, quitte à agrandir C, pour tout t G supp (ip) 

sdv 1 + ft 
sdv 

e-f(*-02 T0^u (i - i,  ß)) < Cn+1unei-xc 

Pour tout n  e N, l'intégrale 

(2.11) 
/A>0 

||̂ a=l||L2(m sdv dA 

se majore donc par 
(2.12) 

ft 

n 

k=0 
7iaf (vi*))«*-* +00 

/¿=0 
e 2 14 

ft 
cv 

e-f^)2 (To^(t-z,/x) ) 
|2 

L*(iì) 
x 

< n 
n 

k=0 teswpp((p) 
С£#Ы«))Г xc 

gn-k +00 

cc 
e 2 1 + ft^ 

xcc 
[t-W-V (T0éu(t-Lu)) 

• 

sdd 
n 

A;=0 

n! 
fc! (n-A;) ! 

2 C2fc+2 (fccr)2*" 

'tesupp(yj) p>0 
(̂n-fc)+l (n-fc) e xc xc 

2 

< ABn+l (cm) 
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2. PROPAGATIO N DES SINGULARITÉS 

puisque l'intégrale 

sdv 
ßne~cJ—dfjL 

se majore aisément par récurence par ABn (an)an. 
Il reste à étudier la contribution de Ia=-i -

XnIa=-l = 
1 

47T 
e-iXtXn <p(t) 

+00 
e 2 

1 - ft 
i/j, 

e-f(t+02 
sdv 

eKt+i)s-^/2,(s))ds 

La contribution de la région {A < 1} fi {ß < 1 } à l'intégrale 

(2.13) 
JA>0 

J«=-i bi m (X )  dX 

se majore facilement e n norme L2 (Q,) e t pour majorer le reste, il suffit d'intégre r par 
parties en utilisant l'opérateur 

dt 
^i(\ +  n)-n(t-s)J 

sd 

ce qui donne pour 

'À>O 
A2n |/c=_i|2dA, 

une majoration similaire à (2.12) et donc démontre 1 2 . 
On va maintenant montrer 2 1 . On a 

TQ ((pu)  (t0 -ÌTQ,X, A) = ' A 
2?r 

e-|(r-ro)2+fAto(r-ro)— (ATj x) ^ 

La contribution dan s cett e intégral e d e l a parti e r  <  ro/ 2 s e major e aisémen t e n 
norme L°° par e~"2ro ||̂ ||L2(R ) et on a 

HT 
2?r svdr 

e_A(r-ro)2+iAto(T-r0)— /A j.\  dT 
II2 

<cVx 
sdv 

rArr2nfl-A(T-T»)2 ; 
/T>3 

(Ar)2n||5S(Ar)a;)||2dT 

< yl2n+2 (an)2"" x 2 
sdv 

2n 

< Ce'—. 
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si on choisit n = ^r-  ave c Co assez grand; ce qui conclut la preuve de la proposition 2.8. 
Lemme 2.10  (Régularité  elliptique). — Les  fronts d'onde Sobolev  et  Gevrey 
vérifient les inclusions suivantes: 

VI < s  < +00, WFj!  (u) C £6 , 
VI < a < +oo, SS£  (u) C £&. 

En effet, e n dehors des points de T*L, ce résultat es t standar d e t sur T*L, i l est 
vide. 
Proposition 2.11.  —  Les  fronts  d'onde définis  par  les définitions (2.3),  (2.4)  et 
(2.5) sont fermés, localement compacts  dans  T6*M et coniques pour l'action naturelle 
de R*+ sur  Tb*ft. 

Ce résultat es t classique en dehors des coins. Au voisinage d'un coin, la définition 
des fronts d'onde Sobolev implique qu'ils sont coniques. Dans le cas Gevrey, c'est une 
conséquence du corollaire 2.9. On vérifie maintenant que ce sont des fermés. Etudions 
le cas Sobolev: on va montrer que si p0 £ T*L  et si p0 ^ WF£ (u) alors il existe e > 0 
tel que pour tout 

Pi = (a?i , tu £i, n) G  7T ({(x, t, £, r) G T*R3 \w- \x\  < e,\r -  r0\  <  e,\t -  t0\  < e}) , 

alors p £ WF£(u). 

1. s i xi =  O , la conclusion est triviale puisque la condition définissant WF£  (u) est 
ouverte, 

2. s i xi ^  O  et xi G  Ai , d'après la proposition 2.10, on peut supposer que pi G £*> . 
D'après l'hypothèse, i l existe ip  G  C%°  (Rt) et V € C§° (TL2X) telle s que (p (t0)  ̂0 
et $ (O) ^ 0  et 

(2.14) /  HVO^t ^ (r, •) ||̂ 1(n) (1 + \T\2)s~1  dr <  +oo. 
JT/r0>0 

On s e plac e dan s u n systèm e d e coordonnée s o ù A i =  {(x  =  0 , y > 0)}, o n 
note rri = (#0,2/0 ) et 011 choisit /ii)2 G CQ ° (R) telles que hi(x)h2(y) est à support 
dans l'ensemble où la fonction I/J vaut 1, h2 est à support dans R* + et h\ (x) h2 (y) 
ne s'annule pas au point x\. O n a donc par hypothèse, 

/ /  \\TtZr^u(T,^r)\\lHBi){l  +  \r\2y-l{l  +  \r]\2  + \r\2)<+oo, 
JT/TQ JT] Y  N  \  X  ) 

où on choisit le signe + ou — selon qu'on est dans le cas de l'ouvert intérieur ou de 
l'ouvert extérieur, d'après la définition de WF£ (u). Comme le front d'onde WF£ 
est inclus dans £&, on a |TI| > c\qi\.  S i T est un voisinage conique de (TÏ, 771) assez 
petit, on a donc : 

J | | ^ 2 (r , fc, •) \\2L,{RÎi)  ( 1 + |r| 2 + |6|) S <  +00, 

donc (xi,Çi,h,Ti)  ^  WF£ (u) au sens usuel. 

16 



2. PROPAGATIO N DES SINGULARITÉS 

Les cas x G  A 2 et x  G  M  s e traitent de la même façon; ce qui montre que les fronts 
d'onde Sobolev sont fermés. On montre que SS% (u) est fermé de la même manière. 

On va maintenant montrer que les fronts d'onde sont localement compacts. Soit p0 £ 
WF£ (u) (respectivement p 0 €  SS%  (u)). Si xn ^ Ai U À2 U {O}, alors p0 admet un 
voisinage compact; le résultat est donc immédiat. Si x0 G A i U A2 U {O}, alors po G 
7T ({\x — xo\ < £, \t — to\ < £, |r — To| < £, |£|2 < 2|T|2} ) et cet ensemble est un voisinage 
compact de PQ. 

2.3 Propagatio n des singularités 
Le but de cette partie est de la démonstration du résultat suivant 

Théorème 2.  — Soit  u G H0L  (Q.)  solution de  Ou = 0  dans O x  Rt. Alors  les  fronts 
d'onde WF£ (u), SS% (u) sont réunion de rayons (analytiques  pour a <  3 et C°° sinon) 
maximaux; c'est  à dire que par  tout point po  G WF£  (u) (respectivement SS% (u)), il 
passe un  rayon C°° (respectivement C°° si a >  3  et analytique si  a < 3) qui est  inclus 
dans WF£ (u) (respectivement SS% (u)). 
Remarque 2.12.  —  Pour  a =  1,  ce  résultat est conséquence  du  théorème 5  de 
G. Lebeau [18]. 

Tous les rayons que nous considérerons seront paramétrés dans le sens des temps 
croissants. O n notera F  =  WF£(u)  ou F =  SS%  (u), selon l e cas considéré. O n va 
montrer que si p0 G  F  D T*L, alors il existe un rayon, 7 : [-a, 0[-> Tb*M fi Eb Pi F, C°° 
ou analytique suivant le cas, tel que lims_>0- 7 (s) = po.  Comm e on peut faire le même 
raisonnement pour s > 0 et comme les fronts d'onde sont fermés, on aura alors montré 
le théorème 2  au voisinage d'un point de T*L. Comm e le résultat d u théorème 3  est 
classique en dehors de T*L, le théorème 2 sera démontré. 

On reprend des notations de [18]. On notera T" a, l'ensemble des rayons analytiques 
définis sur [—a, 0[, tels que lims_+0- 7 (s) = po,  T" a l'intersection de T" a avec l'ensemble 
des rayons C°° et r~ a,  l'ensemble égal à T~Qa dan s le cas où F = SS%  (u), a  <  3  et 
à f ;0,a sinon. 
Lemme 2.13.  —  Tout  rayon défini sur un intervalle non vide ]a, b[, à  valeurs dans £& 
se prolonge en  un rayon  défini  sur  R. 

En effet, su r 7, on a |r (7 (s)) \ = Constante  et | £ (7 (s)) \ < \r  (7 (s)) \ . En dehors 
des points hyperboliques et du coin qui sont isolés, on a |^| =  |£ | = 1  et \ = \r\  = 1. 
On en déduit que dist (7 (s), 7 (r)) <  \s  - r\.  D'après le lemme 7.II de [18], l'intervalle 
maximum de prolongement, I, de 7 est donc fermé dans R, il est également ouvert car au 
voisinage d'un point n'appartenant pas à T*L, ce résultat est classique et si 7 (c) G T*L, 
on peut prendre n'importe quel demi-rayon issu de 7 (c) pour prolonger 7. 

Nous allons montrer l'analogue du théorème 3 de [18] : 
Proposition 2.14'  —  Soit  u solution de  du = 0  dans ïï, u G HQ1  (tt), et  soit p0 G 
T*L. On suppose  qu'il  existe  un  voisinage compact  W de  po =  [O,t0  = 0,r0) dans 
et ao >  0  tels que pour tout p eW, s'il  existe 7 G r~oa; a < a0, 7 (—a) = p, alors p ^ F. 
Alors po £  F. 
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On notera pg = (xo  = O, t = s,£ = 0,r0). Sous les hypothèses précédentes, on a: 
Lemme 2.15.  —  Il  existe ao  > 0  et  e >  0  tels que pour tout  rayon 7 :  [—ao,0], tel 
que T  (7) = T0, si  on a (x (7 (0)), t (7 (0))) G £ ((O , t0), e), alors  on  n'a pas 

(2.15) 7([-ao,0])cF . 

On raisonne en effet par l'absurde, supposons qu'il existe des rayons ) n cF défini s 
sur [-a0,0 ] e t tel s qu e r(jn)  =  r 0 et (x  (jn (0)),t (7« (0))) G  £ ((O, t0) ,e).  Quitt e 
à extrair e un e sou s suite , o n peu t suppose r qu e le s rayon s jn  convergen t quan d n 
tend vers l'infini ver s un rayon qu'on note 7, défin i su r [~oo,0] , inclu s dans F  e t tel 
que 7(0) =  (0,£o,To) , ce qui contredit les hypothèses de la proposition 2.14. 

Le lemme suivant est une conséquence directe de la conservation de l'énergie et de 
la vitesse finie de propagation du support pour l'équation des ondes : 
Lemme 2.16.  —  Soient  u G H Q (Cl)  solution  de Uu = 0, et  a, 77 > 0. Si u est micro-
localement en  TQ  ^  0  de classe Gevrey  a (respectivement  iJs_1j sur l'intervalle [—a,  a] 
à valeurs  dans  H1 (Cl fl B (O,77)), alors,  pour  tout s >  0 , e >  0,  u  est  microlocale-
ment en To de classe Gevrey a  (respectivement  H**'1) sur [—a — s  + e,a +  s  — e]  à 
valeurs H1 (Cl fl B (0,77 - e  - s)). 

Démontrons d'abord le cas H8. On fixe e > 0. Soit 6 G  C Q° (R2) telle que supp (6) C 
B (0,77), 6 =  1  sur B (0,77 - e)  et 0 < 6  <  1 . Soit # G  C° ° (Rt) tell e que # \t<-* = 
0, \£ \t>-a+e= 1 - On notera v la solution de 

{ Uv = tf " (5) 6 (x)  u (x, s) + 2#' (s) 6 (x)  dtu (s, x), 
V \t<-a= 0, 
v G  H]  (Cl). 

c'est à dire 

v(t,x)= f  U(t-  s)  [VQu + 2^'Qu) (5, x) ds, 
J—a 

où U est le propagateur de l'équation des ondes avec conditions de Dirichlet sur Cl : 

DU(t)u0 =  0 , 
U(Q)u0 =  0 , 

dtU(0)u0 =  u0GL2(fi) , 
t/(*)u0 €  i/o 1 («)• 

La fonction to = v  — tyu vérifie alors l'équation obtenue en remplaçant dans (2.16) 6 
par 1  — 6 . D'aprè s l a vitesse finie de propagation d u support pou r les solution s de 
l'équation des ondes, on a 

(2.17) w  = 0sur {(x,t)]  t>0,xe  B(0,a-e-t)}. 

Soit g G Cg°(R). On note 

E±(s,u)= (  [  \Tt^Tg  (s +1) Vu (t) |2 +  \Tt^Tg  (s +1) dtu (t) |2 (r, x) drdx. 

(2.16) 
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On a alors: 

~E±(s,v)= [  Re  f  [  e~itTdtg(s  + t)Vv(x,t) [  e-** $ (s + t)Vvdt 
2 as JR±  iJnJn  JK  DS 

+ n e~itTdtg (s +t) dtv  f e~itTdt^-  (s +1) dtv 
. A  JK  ds 

= f  R e /  /  e~itTdtg  (s +1) Vv (x, t) f  dte~itTg  (irVv -  dtVv) 
7r± Un  JK JK 

+ f f  e~itTdtg  (s + t) dtv f e~itTdtg  (s +1) (irdtv - dfv) 
Ja JK JK 

Re /  /  e~ltT  dtg (t + s) dtv 
r± Un  JK 

f dte~itTg  {t + 5) (-*" (s)  0 (x) u (x, s) - 2# ' (s) 6 (x)  dtu (s, x)) 
JK 

- L 

<E±(s,v)1/2 f  f  \Tt^Tg{s  + t) 
JK± Jçi 

(-^" (5 ) 6 (x)  u (s, x) - 2^ ' (5) 6 (x)  dsu (s, x)\ drdx) 
< CE±  (s, vf2 E±  (s, (|*"| +  |*'| ) 6 (x)  u)l/2. 

On en déduit que 

(2.18) E±  (t,  v)1/2  <  C  f  E'J2  (t,  (|*" | +  |*' | ) 9 (x)  u). 

En utilisant cette remarque et l'équation 

n$v =  d\  [GWu 4- 2V'Qdtu], 
<9£?j |t<_ a =  0 , 

d\v \dn  =  0 , 

il est clair que sous les hypothèses du lemme 2.16, v est microlocalement en (£,T0) de 
classe i7s_1 à valeurs HQ (fi) , pour toutes les valeurs de t et uniformément par rapport 
à t.  D'aprè s (2.17) , e t comm e ^  \t>-a+e=  1, il en résulte que u  est microlocalement 
en T0 de classe iJs_1 sur [—a + s + e,a +  s — s] à valeurs H1 (fi D B (0,7/ — £ — 5)). 

La démonstration du lemme 2.16 dans le cas Gevrey a se fait de la même manière 
en utilisant le corollaire 2.9 et des troncatures de classe Gevrey au lieu de C°°. 

On revient à la démonstration de la proposition 2.14. Soit x\ G fi fl B (0,77) et 7 G 
r~a, a  > 0, a < a0 te l que Ux (7 (-a)) =  x\.  O n note 

T = {7 , rayon s analytiques : [-a,s7[-> £6; 1X^ 7 (-a) =  (xi,r0) , IIx7(s7 ) = O}, 

l'ensemble des rayons analytiques issus de (xi,r0) à  l'instant —a  e t 

*Sxi = U  {St} ' 761 
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l'ensemble des instants d'arrivée au coin des rayons analytiques issus de x\ à l'instant t = 
—a. La proposition suivante qui va nous permettre de déduire la proposition 2.14 dans 
les ca s Sobole v e t Gevre y d u même résulta t démontr é pa r Lebeau [18 ] dans l e cas 
analytique est démontrée en annexe : 
Proposition 2.17.  —  / / existe  C >  0 ,a0 >  0  tel  que pour tout a0 >  a  >  0, 
x G B (0, C)  H fi, Sx est  un fermé de mesure nulle  dans R. 
Remarque 2.18.  —  Ce  résultat reste vrai pour tout x G  fi, mais la démonstration 
est un peu plus délicate. 

On peut maintenan t démontre r l a proposition (2.14 ) dan s le cas Hs,  s  >  1 . On 
reprend les notations du lemme 2.15. On prend C > 0 ,a =  C/2 vérifiant les conclusions 
de la proposition 2.17 , qu'on pourra éventuellement diminue r et e  >  0 et a0  vérifiant 
les conclusions du lemme 2.15. Soit x\  G  B(0,C) D  fi. D'après la proposition 2.17, il 
existe €\ >  0 et t\ <  0 tels que ]t\ -£i, ¿i[c S^fl] — e, e[. Un raisonnement par l'absurde 
montre qu'on peut supposer qu'il existe £2 > 0 tel que pour tout x G  B  (xi, £2) fl fi, on 
a 

(2.19) ]* i - 2ei/3 , h -  £x/3[ c S xn] - e,  e[. 

On remplace pour plus de simplicité t\ pa r ti + Si/3 et Si/3 par £1, ce qui implique le 
lemme : 
Lemme 2.19.  —  Pour  tout Xi G Q,  fl B(0,C), et  tout e > 0, il existe 61,̂ 2 > 0  tels 
que pour tout x G  B  (xi,£2) H Ci, on  a: 

]f i-ei , i i[cS£n]-e,e[ . 

Les constantes 61,62 étant ainsi fixées, on prend x € Co° (R2) et ^ G  C°° (R¿) telles 
que 

supp(x) C  £0EI,£2) , 
X = 1  sur B (xi,  f) , 

* \t<-a=  0, 
, *  |t>-a+£/2 = 1  {e > 0) . 

Soit v  la solution de 

(2.20) 
Dv = "  (s) x (x) u (x, s) + 2#' (s) x {x) dtu (s, x), 

V \t<-a0= 0, 
v e H]  (il). 

D'après le s résultats de propagations des singularités avec second membre , en temps 
petit (c'es t à  dire tant qu'o n ne rencontre pas le coin) , le s seuls rayon s porteurs de 
singularités analytique s d e v  son t ceu x qu i sont , pou r t  G  [—a, — a + e/2] issu s du 
support de or 5 d'après (2.19) et comme à tout rayon analytique issu du point (x, t) et 
rencontrant le coin (O, £'), on peut par translation du temps associer un rayon analytique 
issu du point (x , t + s) et rencontrant le coin (0,f  - h s), aucun de ces rayons porteurs 
de singularités analytique de v n'arrive sur le coin pour t G]£ I — S\ +e\/2, ti[.  D'aprè s le 
théorème 5 de [18], v est microlocalement en analytique en temps à valeurs HQ (fi ) en 
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tout point (£ , x = O,T0 ) ; te [ti  — £i/2,£i]. Pa r compacité, il existe donc 77 >  0, g = 1 
sur B(0,rj) et  (p  =  1  sur [ti  - £i/3,£ i -  £i/4 ] tels qu'on a l'estimation (2.3 ) pour la 
fonction v.  O n dira qu'alors v  es t su r \t\  — ei/3,ti —  £i/4] microlocalemen t e n r0 de 
classe iiP-1 à valeurs HQ1  su r fi fi B (O,77) et on notera 

v G  H};1  ([t, - ex/3 , ¿1 -  ei/4] ; H1,  (fi n B (0,77))) . 

On note 

T =  sup{T > h -  £l/3  ;veHsTQ  (fo -  ex/3 , T]; ff* (fi H B (O,77))). 

On supposera que la constante 77 est inférieure à la constante e du lemme 2.15. D'après 
ce qui précède, T  >  t\  —  £i/4. O n veut montre r que T >  0 . O n va en fait montrer 
que T  >  e.  S i c e résulta t n'étai t pa s vrai , alor s v  ^  H*Q  (Rt; HQ(^IC)B (O,77)) ) au 
voisinage de t = T  ce qui donne deux possibilités : 

f 7 j g  HSTQ (Ré; ifo1 (fi fi £ (O,77 ) \ £  (O , e))) a u voisinage de t = T, 
I ? j £  ff^ (Rt; H] (QnB (O , e))) a u voisinage det =  T. 

Le deuxième cas est impossible d'après la définition de T et le lemme 2.16. Dans le pre-
mier cas, il existe nécessairement po =  (XQ  ^  O, T, £07o) G £& D WF£ (v). D'après les ré-
sultats usuels de propagation des singularités en dehors des coins, on peut propager cette 
singularité vers le passé tant qu'on ne rencontre ni le coin O ni le front d'onde WF£~l du 
second membre de (2.20). D'après la définition de T, le rayon ainsi construit ne contient 
pas de point dans B  (0,77) pou r T — t >  0  assez petit , i l sort donc de B (0,77) tou t 
de suite, et on peut le prolonger sur un intervalle de temps fixe, qu'on peut supposer 
supérieur à —a sans qu'il rencontre à nouveau un coin. Nécessairement, ce rayon a ren-
contre le front d'onde iJs_1 de la distribution W (s)  x (x) u (x, s)+2\Ir/ (5) x (x) dtu (5, x), 
donc le front d'onde Hs de u d'après les résultats de propagation des singularités Hs 
avec second membr e dans le s ouverts régulier s appliqué s à  v.  E n appliquant à  nou-
veau les résultat s d e propagation des singularités à  la fonction u,  on obtient qu e ce 
rayon est, tan t qu'i l ne rencontre pas à nouveau un coin, inclus dans WF£ (u). Nous 
avons donc construit un rayon, 7 : [—ao, 0] inclus dans F et tel que # (7 (0)) G  B  (0,77) 
et t (7 (0)) = T e B  (0, e) (puisque —e<t\ <  T < e). Cette dernière propriété contredit 
le lemme 2.15. 

Nous avons donc démontré le résultat suivant : 
Proposition 2.20.  —  / / existe C > 0 tel que pour tout x G QnB  (O, C), il  existe e > 
0 tel  que pour tout x €  CQ°  (R2) égale  à  1 sur B (x,e/2) et  à support dans  B  (0,e), la 
solution du  système (2.20) est au voisinage de  t =  0,x  =  O  microlocalement  en  To de 
classe Hs~l à valeurs H10. 

On recouvre maintenent B (0,2C/3) par un nombre fini de boules de type B (x, e) et 
par compacité, on obtient qu'il existe x € Co° (R2) égale à 1 au voisinage de B (0,2C/3) 
et telle que la solution du système (2.20 ) est au voisinage de t =  0 , x = O  microloca-
lement en TQ d e classe HS~L  à valeurs HQ.  Enfin, comme la solution de (2.20) associée 
à 1 - x  est, par vitesse finie de propagation du support pour les solutions de l'équation 
des ondes avec conditions de Dirichlet, égale à 0 au voisinage de (x = 0,t  =  0) , nous 
avons démontré la proposition 2.14 dans le cas sobolev. 
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La démonstration de la proposition 2.14 dans le cas Gevrey se fait de la même ma-
nière en utilisant la caractérisation du front d'onde Gevrey donnée par le corollaire 2.9, 
la relation (2.18) , e n prenant dan s (2.20 ) ^  e t x  d e classe Gevre y a  e t e n dérivant 
l'équation (2.20 ) par rapport au temps. 
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III. La résolvante à  l'extérieur d'u n 
obstacle à  coi n 

Dans cette partie, nous allons étudier la résolvante dans le cas où l'ouvert Q,  es t le 
complémentaire d'un seul obstacle, non captif et comportant éventuellement des coins. 

3.1 Hypothèse , résultat 
On considère un obstacle 0  à  frontière analytique , sauf éventuellement prè s d'un 

nombre fini de points au voisinage desquels, l'ouvert ft  =  6 e coïncide avec un ouvert 
Cl1 ou 0e de la forme (2.1). On suppose également que l'obstacle 6 es t non captif, c'est 
à dire que si © C B (O, R) alors il existe T >  0 tel que tout rayon C°° issu d'un point 
x G  0 H  B  (O, R) e n sort aprè s un parcours de longueur a u plus égale à  T. Soien t 
Rx >  R > 0 tels que 6 C  B (0, R). 

L'objet de cette partie est la démonstration du résultat suivant : 
Théorème 3.  — Soit  \ £  CQ°  (R2) telle  que  x  = 1  voisinage  de  B (0, R) et  x = 
0 au  voisinage de  B (0, R\)c. Il  existe A,B>0  tels  que l'opérateur xRxW> défini 
pour ImX <  0 possède un prolongement analytique dans  l'ensemble 

(3.1) UA,B  = {A ; ImX  <  A\X\1^ -  B}, 

comme opérateur  borné de L2 (O) dans H] (Q), et y vérifie l'estimation 

3C,D> 0 ; \\xRx\\c(»{a),Hn0))  <  CeD,mX+, 

où ImX+  =  max (ImX, 0). 
La démonstration d e ce résultat dan s le cas où l'ouvert considér é es t à  frontière 

analytique est classique. Dans la suite, on notera Ri les résolvantes obtenues pour Q, = 
Of, %  =  1;2 . Le s obstacles 0 j son t séparément no n captifs (puisqu e convexes ) e t on 
pourra donc appliquer ce résultat à  Ri et R2. 

La démonstration du théorème 3 utilise deux ingrédients: 
- Un e stratégie de G.Popov [25] , qui permet de réduire le problème à l'obtention de 

résultats de propagation de type Gevrey 3 en temps à valeur H1 e n espace, pour 
la solution de l'équation des ondes dans l'ouvert Q, 

- Le s résultats de propagation des singularités démontrés au chapitre 2 
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3.2 L a résolvante et la propagation des singularités 
On note Uq (t) le propagateur du problème suivant: 

(d2 -  A ) Ua (t) f =  0 , dan s Ri x Rt, 
U0 (t) f \t=0  =  0, 

« W / b =  / E Ç ( n ) , 

qu'on étend comme opérateur de L2  ( R2X) dan s C° ( R(; H0L ( R2)) n C1 (R(; L2 (fi)). 
Soit T  plu s grand qu e le temps maximum nécessair e à  tout rayo n C° ° parcouru à 

vitesse 1 , issu du support de X> pour en sortir,(On peut choisir T < 2R\,  si l'obstacle 0 
est convexe) . On supposera par la suite T > i?i. 

Soit C G  G3  ( R2+1) telle que: 

- C  =  1  dan s { | \x\  - t  \<  T}, 

- C  =  0  dans { | \x\  -t\>T +  ï}. 

C = i 

C = o 

T + l 
T 

Figure 3.1: Graphe de la fonction ( 

(on choisi t l a fonction Ç  tell e que, compte tenu d e la vitesse de propagation égal e à 1 
pour les solutions de l'équation de s ondes, une solution, dont les données initiales sont 
à support dans B  (0, R) vi t dans la région (  =  1). 

Soient Ux  (t) = \Un (t)  X et E (t) = QUn (t) \- O n note, pour ImA < 0, 

XE(X) = 
' + 0O 

lo 
e~IXTXE (T) DT. 

Comme XE (T)  es t à support compact en temps (car xC l'est), XE  (A) admet un prolon-
gement analytique à  C , comme fonction à  valeur C  (L2  (fi) ; HQ (fi)) . 

On pose 

(3.2) F(T)= [dl -A,(]Un(t)X-
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L'opérateur E (t) est alors le propagateur du problème: 

(d2-A) £(*) / =  F(t)/,dans fi x  Ru 
E(t)f\an =  0, 
^(*)/|*=o =  0, 

dtE(t)f\t=0 =  xfeL2(iï). 

Proposition 3.1.  —  L'opérateur  F (t) est  Gevrey 3  en temps à  valeurs C (L2 (fi)). 

Nous admettons dans un premier temps ce résultat, nous allons en déduire le théo-
rème 3 en suivant la méthode de G. Popov [25]. 

On note F' (t) le prolongement par 0 de F comme opérateur C (L2 (fi) ;  L2 ( R2)). 
Soit W (t) le propagateur du problème 

(3.3) 

c'est à dire 

(d2- A)W(t)f  =  F'(t)f  dans  R2xx  R* , 
W(0)f =  dtW(0)f  =  0-i  /GL2(f i ) , 

W(t)= f U0(t-s)F'(s)ds. 
Jo 

Soit \I > G C°° ( R2) tell e qu e *  e  0  au voisinage de B  (0, R) e t tell e qu e x =  1  au 
voisinage du support de (1 - \I>) . Soit 

Q (<)(/) =  (d2t-A){E(t)f-*W(t)f] 
= ( l - * ) F ( i ) / +  [A,*]W(«)/ . 

On a alors, comme Q (t) f |an = 0, 

E{t)f- *W  (t)f  =  U (t) Xf+ fu {t- s)  XQ (s) dsf, 
Jo 

car xQ (t) = Q(t).  O n en déduit que pour ImA < 0, on a 

(3.4) XE  (A) f =  Rx(X)f  +  Rx (A) Q (A) / +  *XW (A). 

On va montrer que Q (À)(respectivement \J>x^ W) adme t un prolongement analytique 
à C \ i R + comme opérateur L2  (fi) dan s lui même (respectivement comm e opérateur 
de L2  (fi) dan s HQ  (fi) ) e t qu e l'opérateur Id  + Q  (À) est inversibl e pa r une série de 
Neumann, comme opérateur C (L2 (fi)) dan s un ouvert de la forme UA,B> 

On commence par étudier l'opérateur W (t) .  Soit H  G  C°° ( R2) telle que H =  0 
sur B (0, T) et H = 1  au voisinage de B (0, T + l)c. Soit 

G(t)f={dï-A)[W(t)f-HE(t)f} 
[ '  '  =  (l-H)F'(t)f  +  [A,H]E(t)f. 
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L' opérateur G (t) est borné de L2 (fi) dans L2 ( R2) ; en effet, E (t) est borné de L2 (fi) 
dans H1 (fi) e t [A , H) = 0  au voisinage de fi. On a alors 

(3.6) W(t)f  =  HE (t) / +  fu Q(t-s)G (s)  ds. 
Jo 

Soient X2 e C£ ° (JB (0, T)) et xi €  C£° (£ (0, T + 1)) , égale à 1 sur le support de 1 - H. 
Alors 

(3.7) X2W  (t) f =  X2  f  U0  (t - s)  xiG (s) fds, 
Jo 

en effet, X2~H  = 0  et 
XiG(i) =  Xi(l-H)F'(t)  +  Xi\&,H}E(t) 

= (l-H)F'(t)  +  \A,H]E(t) 
= G. 

Nous allons utiliser le lemme suivant 
Lemme 3.2.  —  Soit  X2 6  (B  (0, T)). La  fonction: 

t £]2T  + 3, +oo[~ X2f/o (t) Xi € £ (L2 ( fi2) ; H1, (  B2) ) 

admet un prolongement analytique dans  {t  €  C; \t\  > 2T + 3} e t pour j >  1 , on a 

11^X2% (t) Xi||£(L2( jR2);Hi( *2)) < 4?!|t|-2. 

Le noyau distribution de Uo (t) vaut en effet, su r QT =  {(t,  x,y) €  C5 ; \t\  > 2 T 4-
3; |x | < T; |î/ | < T + 1} , U0 (t, x,y) =  C  (t2 - \x  - y\2)~1/2,  l e lemme 3.2 résulte donc 
des formules de Cauchy appliquées à dtUo (x, y, £), sur un disque de rayon 1. 

Soit T2 > 4T + 5. Puisque d'après (3.5) , pour f e  L2  (fi), le support de G (t) f es t 
inclus dans 

(supp (C) H supp (1 - H))  U (supp (W) H supp (C)), 

qui est inclu s dans {£ ; \t\  < 2T  + 2} , on déduit d u lemme 3.2 et de s relations (3.7 ) 
et (3.6) que la fonction 

t e  [T2 , +oo[h- X2^ W e C  (L2 (fi) ; H,1 (fi)) 

admet un prolongement analytique dans {t €  C; \t\  > T2}  e t vérifie pour tout j >  1  e t 
tout t 6 C; \t\  > T2, 

(3.8) 11 ^X2^ (t) \\c{L>mmm <  Aj\\t\~2. 

On se place maintenant dan s un demi-plan {Re À > À 0 > 0} . Comme sur le support 
de X2, X eŝ  constante, d'après les relations (3.2) et (3.3) , on a X2W = 0  pour \t\  assez 
petit, ce qui permet d'intégrer par parties dans l'intégrale définissant X2^-

X2W (A) = iX-1 / e-iXtdtX2W  (t) dt + iX-1 / e~iXtdtX2  W (t) dt, 
Jo JT2 
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pour ImA < 0. D'après (3.8), on peut déformer le contour d'intégration T2 + t; te  R+ , 
sur T2 + it; te R+ , dans la deuxième intégrale, ce qui donne 

X2W (A) = гЛ"1 / e-iXtdtX2W  (t) dt + iX^e'^ /  е~хьд^ (Г 2 + Й) A, 

ce qui montre que x2VF(A) adme t u n prolongement analytiqu e comm e opérateur de 
l'espace L2  (fi) dan s Щ (fi), à  l'ensemble 

A+Q =  { A e C ; Re A > A0 >  0} U {A e C; Im A < 0}. 

On a de plus, pour tout j e  N , 

X2W(X) =  (-iA)-'- 1 [T\-iXtdi+1x2W(t)dt 
JQ 

r+oo 
+ (-iA)-''-1 e"iAT2 / е-л'̂ "+1Х2^ (T2 + it) dt, 

pour j =  [Л/С], on obtient, avec JB = T si ImA < 0 et В = T2 s i ImA > 0, d'après (3.8) 

(3 9) llXiW  (A) ll£<*W< ^  |A|"tA/C]_1 ^ (IVC1!) ев1гаЛ 
1 •  > <  Се-г+В1тЛ, 

pour ReA > Ao >  0. On a un résultat similaire pour ReA < — A0. 
On étudie maintenant 

(3.10) Q  (t) = ( 1 - Ф) F (t) + [A, V)W (t). 

Etudions d'abord la contribution de (1 - Ф) F. Le support en temps de (1 — Ф) F (t) 
est inclus dans {|t| <  T  -h1 + Ri}. Pa r ailleurs, (1 — Ф) F es t nul pour t assez proche 
de 0. En effet, a u voisinage de 0, on a С = 1  sur {\x\  <  T  — e} (e  > 0 ) qui contient 
le support de (1 - Ф), (1 - Ф) F(t) es t donc d'après (3.2) nul au voisinage de 0. Nous 
allons intégrer par parties dans la relation : 

( 1 - « ) F ( A ) = /  e-iXt(l-V)F(t)dt. 
Jo 

On a donc 

(1 - Ф) F (A) = j [ е"ш (1 - Ф) d*F (t) A, 

donc 

| | ( l - * ) F ( A ) | | i , < | X p j f е Я т Л + | | ( 1 - Ф ) ^ ( 0 М * 

(3-U) <  щ J™**1 eibaX+Cn+1  (3n)3" <ft 

< ̂ eBImA+-e|A|1/3 
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en choisissant n  = A1/3 /C ave c C asse z grand. 
On étudie ensuit e l a contribution d u terme [A,\1>]V K dans (3.10) . O n peut choi -

sir X2 =  1  sur le support de C  B (0, R)c D B (0, Rx). On a alors, 
[A,V]W(t) =  X2  [A,tt]W(t), 

ce qui implique d'après (3.9) que l'opérateur [A, \I>] W (À) admet un prolongement analy-
tique dans C\i  R + (comme opérateur de C (L2 (fi)) dans lui même et pour tout A0 >  0, 
il existe des constantes A,  J5, e > 0 telles que pour tout À G C ; ImÀ < 0 ou ReÀ > À0, 
on a l'estimation : 

\\{A^TW(X) \\Lt(Q)  <  AeBlmX+-W. 

En résumé, nous avons montré que l'opérateur Q  admet un prolongement analytiqu e 
dans C  \ i R+ comme opérateur de L2 (fi) dans lui même et pour tout À0 >  0, il existe 
des constantes A,B,e  >  0  telles que pour tout À  G C;Im À < 0  ou ReÀ > À0 , on a 
l'estimation : 
(3.12) \\Q(X)\\msi)<AeBlmX+-W1/3. 

Il est clair , que, si B' est assez grand, l'opérateur Q  est de norme plus petite que 1/ 2 
pour tout À G  U£/B,BF  e t l'opérateur Id + Q y est inversible par une série de Neumann, 
donc, d'après (3.4) , l'opérateur Rx  (A) y est analytique et y vérifie 

Rx (A) f=(ld +  Q) _1 (XE (A) + *XW (A)) / , 

donc, comm e o n peu t égalemen t choisi r X2  = 1  sur l e suppor t d e o n a > pour 
tout À G  U£/B,B', 

\\RxW\ULWHV)<AeBlmX+, 
ce qui termine la démonstration du théorème 3. 

3.3 Démonstratio n de la proposition 3.1 
On a 

(3 13) {F(t)  =  [dl-Ax,Ç}U(t)X 
{' '  \  =  {{d2  - Ax ) Ç + (2d¿dt - 2VCV) ) U (t) x-
On rappelle les propriétés vérifiées par les troncatures ( e t x : o n a 6 c c B ( 0 , i ü ) , T = 
2Ri > Ri  >  R  et 

fX = l  sur£(0,i?) , 
X = 0  surB(0,#i)c , 
C G G3 ( R2+1), 
C = l  sur{ | |s | - f |<T} , 
C = 0 sur{||x|-f | > T +  1}. 

Lemme 3.3.  —  Pour  tout u e L2  (fi), la  distribution F  (t) (u) appartient à  l'espace 
des fonctions de  classe Gevrey  3 en temps à  valeurs L2  (fi). 
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Par vitesse finie de propagation du support pour l'équation des ondes, et d'après la 
relation (3.13) , l a fonction F(t)(u)  es t à  support compac t e n x  G  fi.  Il suffi t don c 
pour démontre r c e lemm e d e démontre r qu e SS$  (F (t) (u)) =  0 . Soi t don c p 0 G 
SS%(F(t)(u)). O n a  donc nécessairemen t p0  G SS%(v) n  {T  <  \\x\  - t\  <  T  +  1 
où v  =  U(t)xu.  Puisqu e (  es t égal e à  1  au voisinage d e {t  =  0 } x  supp (x)}, e t 
comme en dehors de t =  0 , d'après le résultat de régularité elliptique (2.10) , le front 
d'onde SS$ (v) est inclus dans la variété caractéristique, E&, on a p0 € ̂ 6 - D'après le 
théorème 3, il existe un rayon, 7, C°° issu à t = 0 du support de x contenant le point p0 
et inclus dans SS$ (v). Or, par hypothèse, tous les rayons issus à t = 0 de B (0, i?i) en 
sont sortis pour t >  T.  Soi t ti <  t,  l'instant où 7 sort de B (O, #1). Pour t >  ti,  o n a 
donc, sur 7, \x\> t  — ti. Comm e on a nécessairement toujours |rr| < Ri +on obtien t 
une contradiction avec les propriétés de 7 

Pour conclure, nous suivons un argument de [15] : que nous résumons dans le 
Lemme 3.4»  — Soient  I C  R,  un  intervalle compact  et  H\,  H2  deux espaces 
de Banach. Soit  T (t) une  famille uniformément  continue par rapport à  t d'opérateurs 
continus de H\ dans H2- On suppose que pour tout u\ G H\,  la fonction T (t) (ui) est de 
classe Gevrey  a sur  I à  valeurs dans  H^. Alors  la  famille d'opérateurs  T est  de classe 
Gevrey a à  valeurs opérateurs  continus  de  C(H\,H2). 

On note 

G „ H « € G ' ( / ; i / 2 ) ; S u p | * < + o o } 
le n 

et 

AN = {u1eHûT{t)uleGN}. 

D'après l'hypothèse e t comme / es t compact, H\  =  Ujv e N^JV- O n a donc également 
H\ = Un£  nAn>  il existe donc TVi te l que A^ es t d'intérieur non vide et comme les A^ 
sont des espaces vectoriels, on a alors ANl =  H\.  Enfin, pour N <  M, on a AN C  AM. 
On a donc aussi H\ = Un>NI^n  ; il existe donc N0 G  N  tel que A^0 es t dense dans H\ 
et d e seconde catégorie . L'espac e Gj v mun i de sa norme naturelle es t u n espace de 
Banach et l'application 

u G ANo *->T(t)u  G  GNo, 

définie sur un espace de seconde catégorie a son graphe fermé, elle est donc continue : 
il existe C > 0 tel que pour tout u G A^Q)  on a 

\\F(t)u\\GNo <C\\u\\Bl. 

L'application naturelle de An0 dans Gn0 se prolonge donc par continuité à H\ et comme 
ce prolongement coïncide nécessairement avec F, le lemme est démontré. 
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3.4 Solution s sortante s e t singularité s 
Nous terminons cette partie par la proposition suivante qui justifie la terminologie 

"sortante" : 

Proposition 3.5.  —  Soit  f  (A ) G L2  (Q,),  une famille de  fonctions dépendant  de X G 
R+ comme  d'un  paramètre et  telles  qu'il  existe C, N >  0  tels  que  pour tout  X  G JR+ , 

ll/(A)||L.(n)<C7|Àr. 

Soient H  G  GQ( R2)  et  x0  G  fl.  On  notera  G  le  flot bicaractéristique  généralisé de 
l'équation des ondes  sur Q, paramétré,  à vitesse égale  à 1, dans  le sens des  t croissants. 
Au voisinage  d'un  point intérieur,  pour  \s\  assez  petit et  pour (t,  r, x,Ç) tel  que  r2 = 
|f|2 ¿0,  on  a 

G(s,(t,T,x,p)) =  (t  +  8,T,X-S^,£J  . 

Soit £0  € T*Q  R?x.  On  suppose  que  la projection spaciale  du  demi  rayon  C°°  issu  du 
point (XQ,  t =  0 , r =  1 , f0) vers  t  <  0,  donné  par {G  (s,  (t = 0 , r =  1 , x0, £0)) ; s  <  0 } 
ne rencontre pas un  voisinage du support de  H. Alors  (£o>£o ) ^ № W (# / ) ) • (Ce 
résultat dit  que  les singularités  gevrey  3  de  R  (A) (Hf) sont  incluses  dans  la  réunion 
des demi-rayons  issus,  vers  t  >  0  du  support de  f). (On  rappelle  que la définition  de 
l'ensemble de  fréquence semi-classique est  donnée  à l'appendice B). Plus  précisément, 
sous les hypothèses précédentes, il  existe ijj G  GQ  ( R2)  égale  àl au  voisinage de XQ, C > 
0, V  un  voisinage de  ZQ =  XQ  —  i£o et s  >  0  tels  que  pour tout  f  G  L2 (Cl),  tout z  G  V 
et tout  X  G R+,  on  a 

(3.14) \TWR(\)(Hf))(z,\)\  <  Ce№2-Wl/3\\u\\LHn). 

Soit 0 < x  < 1  € égal e à 1 au voisinage de 6, de xi et du support de H. D'après 
(3.4), (3.9) et (3.12), on a l'équivalence suivante, pour tout a > 3: 

PoeSS(T(R(X)(Hf)) PoeSSff(Rx(X)(Hf)) 
poeSS°(xÊWHf). 

On rappelle que 

XE(X)Hf= /  e-iXtxÇU(t)xHf. 

On choisira 0 < ^ < 1 g G o ( R 2) égal e à 1 au voisinage de XQ et telle que V'X = ̂ - On 
s'intéresse à 

(3.15) T  UXE (A) /) =  /  ex(x-*'2)  f  C^xiCU  (t)  Hfdtdx 

et dans cette expression, on intègre sur un compact K d e R* + car xC es^ à support 
compact en temps et par vitesse finie de propagation, U (t) Hf es t nulle au voisinage 
de XQ si t >  0 est assez petit. Soit (p G GQ  ( R*) égale à 1 au voisinage de ce compact K. 
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On fixe une fonction /  G  L2 (Q). On a, d'après le théorème 3, 
Lemme 3.6 . — Pou r tout t0 € R+ , l e point ^0jxo,r 0 = ̂ ,7y 0 = n'appartien t 
pas au front d'onde Gevrey 3 de la fonction U (t) (Hf) 

Il existe donc, pour tout t0 > 0 des fonctions <pto G  GQ ( R¿) et i¡jto £ G Q ( R£) égales 
à 1  au voisinage de t0 et xQ respectivement e t i l existe un voisinage Vt o de (to,x0) — 
i (ro> Vo) dans C 3 et des constantes C, e > 0 tels que, pour tout (5 , z) G  T40, on a 

(3.16) |T 0 ® T MtoXCU (t) Hf)\ <  Ce-KCM'+^H*!17 3 

On peut supposer que Vto est de la forme VtQit x  VtQiX - iWt0lüJ. Par compacité, on peut 
choisir un nombre fini de réels U > 0  tels que les ouverts Vti¿ H =  1 } recouvrent 
le support de la fonction (p. On peut également supposer que ni les fonctions t¡)ti ni les 
ouverts VtifX et WtiiU j ne dépendent de l'indice i . O n les notera ip, Vx et Ww respecti -
vement. On peut également supposer que ipx = ^  On choisit alors des fonctions <¿?¿ à 
support dans les ensembles Vti¿ H {(fa = 1 } et telles que (p (t) = £Z¿II ^*D'après l a 
version multidimensionnelle du lemme 2.7 (voir par exemple [5] , Théorème 1.6), on a 

Vi (*) Ï>XÇU (t) (Hf) -L /+° ° ¿̂ (t) e-f ^M /  (  1 - í ^ ^ ) 

(c-ïW^-^To (8 ) T (* ) # /) ((* , s) -  iw , /z)) dw, 

puisque <¿?¿ (t) x ^ (t ) = (t) . 
On écrit cette dernière intégrale comme somme de deux termes : 

Л+ОО Г  i-rOQ Г Г 
У/х=о Jwes2 Jß= o Jwes2nw¿, Ju>es2\wb 

— Ii,! + Uz, 

avec Wl C C Ww. 
On s'intéresse d'abord à la contribution de à  la relation (3.15) et pour cela dans 

l'expression définissant T (tp fteK —iXtl̂ i), on intégre par parties par rapport à t n fois. 
L'estimation (3.16 ) vraie sur un voisinage complexe de supp(^) x  supp(^) — iW'u et 
les formules d e Cauchy sur un polydisque centr é en (t , x) — iuj de rayon ^  s i \ i >  1 
et C  si / 1 < 1  montrent qu'o n a les estimations, pou r tout (trx ) G  supp(</?j) x ip et 
tout UJEW^ : 

d? i 1 " ^ r ) (*~*{M~*?T * ® T te* W (* ) # /) ((* , *) - ™ , m)) 
<i4Bnn!c-eW1/3(l + H)N -

En utilisant le fait que la fonction (fi est de classe Gevrey 3 et que 
r+00 

/
+00 

Hke-W* < ABk (3*)!, 
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on majore facilement \T  JteK  -i\tl^i)\ pa r ABn$n)}-. Le choix de n = [^- j ave c C 
assez grand donne 

7 L K ~ i x t l i ' 1 ) <Ce-№'\ 

Il reste à étudier la contribution de Ji>2. Soit ip' £  GQ(  R2) , ip' égale à 1 au voisinage 
de XQ, e t telle que i/Zip = O n a 

T V / e-atIi,2dt  )(z,X) 

= U(x)dxe^xl--)lpi(t)^1 
r+oo 

Ju=0 
iidii 

{w-z)) 
1 - 0{w-z)) 

ILL 

(e-t(ft«)-fc» To  e г (<^<[ / (t) Я/) ((i, x) - iu,  /1) ) du 

dd x,y€ R2- e0(x,2,t>»,»,u.,Â  (s )  ̂ЛЛ C / )  ^ (s ) (Я/) dxdtdsdydw 

avec 

0 (x, z, s , 3/, w, A, /*) = A I  a; • z — x2> 

+ /x ( (t - iut) • s - s2 
2 " 

t2 
2 

x2 
2 (x - iux)  • 2/ -

y2 
2 

-h i (tujt + a? • cj*) J . 

On va intégrer par parties avec l'opérateur : 

(A (z - x ) -h /x (2/ - x  - iux))  •  Vx H- +  iX - ifiUJt)  dt 
\(z - x)  + fi (iux - x  + y)]2 4- —  fd + ifjujjt\2 

en remarquant que, si z est assez proche de ZQ = XQ  — z£o> on a pour tout 

(x, 2/, t, 5,u) e  supp (̂ ') x  supp (ip) x  supp fa)  x  supp (<pti) x S2 \ Wl, 

\(z -x) +  fi (iujx - x  + 2/)|2 -h HA -  +  ifiutl2 >  C (A2 + /x2). 

En effet, l'annulation de ce terme implique les égalités : 

-Af0 + fJ^x = 0, - A + fjLUJt = 0. 

Comme on a A, \i > 0 , |£o| = 1 , on a nécessairement /x2 = 2A2, ujt = et  UJX = Ï]0  = 
En intégrant n fois par parties avec l'opérateur L qui vérifie L (e^) = ê , et utilisant 

le fait que toutes nos troncatures sont de classe Gevrey 3, on obtient la majoration 

\T U e-iXtL,2dt)  (z , A) <  Ce-№2-MU3, 
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pour tout Z  dans un voisinage V  de Z0. Compte tenu de ce que la construction de (f> et 
de V est purement géométrique, nous avons donc montré le lemme : 
LEMME 3.7.  —  II  existe I/J G  GQ(  R2)  et un voisinage V de ZQ tel  que, pour tout f G 
L2 (fi), il  existe C,e >  0 tels qu'on a 

\T(1>R(Hf))(z,\)\ <  Ce^Rez?-eWl,\ 

Il reste, pour pouvoir conclure, à s'affranchir de la dépendance de C et e par rapport 
à /. O n utilise pour cele le théorème du graphe fermé. 
LEMME 3.8.  —  Soient  Hit2 deux espaces  de  Banach, A  C  C  et  Q une  famille 
bornée d'opérateurs  linéaires  de  H\ dans  H2  dépendant de  À comme d'un  paramètre. 
On suppose que  pour tout f G  H\ il  existe C, e > 0 tels que 

IK?(/)lk<C*e-<W1/3 

alors il  existe C, e > 0 tels que 

||Q||r№;ff2)<Ce-W1/3. 

On notera, pour e > 0 

A. =  { / €  Hi;  sup ||Q (/)||H2 e l̂1/3 < +oo j . 

Les espaces Ae forment des sous espaces vectoriels de Hi et vérifient Un( E N^i/n =  H\. 
D'après le théorème de Baire appliqué aux espaces ̂ 4i/„, il existe n0 tel que Ai/no =  Hi, 
et comm e les espaces A\/n  sont croissants , il s sont tou s denses dans Hi  à  partir du 
rang n0 . Comm e U^>noi4i/ n =  H\,  i l exist e n i >  n 0 te l qu e A\/ni  es t d e seconde 
catégorie. L'application 

<l>:f€Al/ni»Q(f)e « 1 GL°°(A;tf2 ) 

a son graphe fermé puisque l'application 

(3.17) /eif1^Q(/)€L00(A;H2 ) 

est continue. On en déduit que l'application <j>  est continue de Ai/ni dans L°°(A \H2) 
et pa r densité qu'ell e s e prolonge de manière unique à  tout H\  e t d'aprè s (3.17) , ce 
prolongement est nécessairement donné par 

feHx^Q{f)e « 1 GL°°(A;tf2) , 

ce qui démontre le lemme 3.8. 
Pour démontrer l'estimation 3.14, il suffit d'utiliser les lemmes 3.7 et 3.8 avec H\ — 

L2 (0), H2 = L°°  (V) et Q(f) =  T tyR {Hf))  e~^2. 
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IV. Constructio n des opérateurs 

Dans ce chapitre nous construisons les opérateurs de rebond microlocaux qui per-
mettront, via la résolution d'un problème de Grushin, de microlocaliser l'étude des pôles 
de diffusion au voisinage de la trajectoire captive. 

Dans la suite de cet article, on notera si H est un espace de Banach, A (H), l'espace 
des fonctions /(A) , holomorphe s en A G {z G  C ;Im z <  0 } à  valeurs dans H  telle s 
qu'il existe des constantes A, B,C, D, N > 0 telles que la fonction / s e prolonge en une 
fonction holomorphe dans l'ouvert U A,B et vérifie, pour tout A G  U A,B, 

WfWh<C\\\NeDImX+. 

On notera aussi M (H) le sous espace formé des fonctions / G  A (H) telles qu'il existe 
des constantes A,  B, C, e > 0 telles que la fonction / vérifie , pour tout A G  U A,B, 

11/ (A)||# < Ce~e|A|1/3. 

4.1 Opérateur s sur les symboles 
On commence par définir les opérateurs de rebond microlocaux en les faisant agir 

sur des distributions conormales analytiques par rapport au cône issu du coin, ce qui 
revient à définir des opérateurs sur les symboles correspondants. 
Définition 1^.1.  —  Soient  a, D > 0. On  notera 

LA,D =  {A G C ; ImX  < a\Re\l \X\  >D}U  {ImX  <  0}. 
Définition 4'2.  —  Soient  u, un  voisinage ouvert  complexe  de  A dans dQ\. On  no-
tera HA,D{w), l'espace des symboles analytiques a(x, r, A); définis pour x e u, X e  LayD, 
holomorphes en  X et vérifiant: 

(4.1) cnn ciir» 
sddd A>1 

/»+00 
/ - 0 0 . 

(1 + |A|2 ) \a (x, X - is)\2dX  <  + 0 0 , 

(4.2) sup su p |cr(:r , A)| < + 0 0 . 

On notera  IMI? ^ D(a;) la norme définie  par (4-1) et  (4.2). 
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On choisit u> un voisinage complexe de A dans d£l qu'on pourra diminuer un nombre 
fini d e fois, £ > 0 et D  > 0. Pour a £ Ha,D (w), on pose 

u0 (y,t) =  I  e i*t-^o-(y,\)d\. 

D'après u n théorèm e d e Paley-Wigner , u0  € H1  (50 x  Rt) e t so n suppor t es t inclu s 
dans l'ensemble {t  >  0}. On notera u (t,x), l a solution du problème d'évolution : 

Ou —  0 dans Gj x  Rt, 
u |aei =  «0, 
m \t<o  =  0. 

Soit < p l a solution réell e analytiqu e d e l'équation eïkonal e défini e su r u n voisinage V 
de A dans Cl : 

\V<p\ =  1  dans Q[, 
(4-3) d<p  d\x\ — =  su r 9©i, on an 
où ^ désign e la normale extérieure à l'ouvert 8i . Comme Oi est strictement convexe, <p 
se prolonge à  l'ensemble de s demi-rayons issus d e V,  u>,  e t y  vérifie (4.3 ) (o n n' a en 
effet pa s de problème de caustique su r w) . Un calcul classique d'optique géométriqu e 

O 

' V 
6j Lu 

FlG. 4.1 - Domaine  de  définition de  la phase tp 

analytique montr e alors qu'il existe un symbole analytique à  (x, A) défini a u voisinage 
de A,  se prolongeant e n une fonction holomorphe dans Im A <  0 , tel que modulo une 
fonction analytique , on a au voisinage de A: 

u (x, t) = t /e«(*-*M)3F(ar,A) d\ 

et 

sup (1 + |A|2) |êr (x, A -  is)\2  d\ <  +oo. 

De plus, a vérifie l'équation : 

iXAipa + 2iAV</? • Va = Acr, 
ô lae,= c 
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On peut donc prendre a ~ +00 
0 

GÌ (x, A) À * où les di vérifient les équations de transport : 

(A(p + 2V(p -V)<Ji =  A(7i_i, 
1 &i IdQi  — &ifla 

avec l a convention <r_ i =  0 . Comm e ces équations d e transport son t de s équations 
différentielles ordinaire s le long des rayons, on peut en fait supposer que a es t défin i 
sur u). O n notera 7\ l'opérateu r défini par 

5 = Tx la) 

Un calcul simple montre que, pour tout x G u  et tout £ > 0, 

<то (x + tVw Ix)) = е-* s° Д^^(х))а» i л), 

où A<p (x) qui est le Laplacien de la fonction tp au point x est aussi (voir [2], preuve du 
lemme 4.8), la valeur de la courbure de Gauss de la surface de niveau de <p passant par 
le point x. D'après [2], relations (3.17) et suivantes, on a, pour tout point x G dO\  : 

A<p(x) =  A(\x\)  (x)  + 2K, 

où K  désigne la courbure de l'obstacle au point x. Enfin, toujours d'après [2] , relation 
(3.20), on a: 

Aip (x + tV(p) = Atp (x) 
1 + tA(p (x) 

On obtient donc : 

<7o (O, A) =  a  (x, À) exp _1 
9 

rd ( î +  2k) 
/0 14-5(1- h 2K) -ds 

1 
(4.4) = a  (A, A) exp 1 

2 /0 1 + s (\ +  2K) 
-ds 

sd a (A, A) 
v/2 + 2nd' 

où K est le rayon de courbure de l'obstacle 61 au point A. 
On note 

U(Lx) = e*A(t-^))~^A) dX 

Il est clair que (p (O) — 2d  et que U est supportée dans l'ensemble d'équation t > (p  (x). 
Soit Oe l e point sur le segment [A,  O] situ é à distance s de O. D'après le théorème 1.1 
de [8], il existe un voisinage W de Oe e t 77 > e tels que la solution de 

(d2 -  A)  v = 0 dans 6£ x  Rt 
v \t<2d= U (t,x), v  \dec=  0 
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s'écrit su r W  PI Cl x  [2d, 2d + r]}, modulo une fonction analytiqu e : 

v(t,x) =  U(t,x) + 
+00 

—00 
,À(Hx|-2d)5(a.)A) JA 

où CT (a;, A) est un symbole analytique se prolongeant e n une fonction holomorphe dans 
ImA < 0. De plus, on a 

CT (x, A) = ctq (x, A) + r (x, A), 

avec 

sup 
s>0 „ 

(1 + |A|2)5/2|r (2;,A)|2dA <  +00 

et <To es t le terme que donnerait l e coin droit : 

CT0 (x, A) = 1 :CT(0,A)A-(fl), 

où # est l'angle que fait l a direction donnée par le vecteur x  avec la face supérieure du 
coin. 

0«. .0 

W 
e2 

FiG. 4.2 - Domaine  de  définition du  symbole diffracté 

Soient C£  = {\x\  =  e}  e t 7  =  Ce  H  W.  O n peu t résoudr e a u voisinag e d e Oe  le s 
équations de transport: 

i „  x 
1- 9 . .W N I 

JCTi+i =  ACTÌ, 

I7 —  ̂ i+l.oCT I7 

et comm e ces équations son t de s équations différentielle s ordinair e le long des rayons 
issus de 7, on peut en fait le s résoudre sur la réunion de ces demi-rayons, T.  Soit ¡7' un 

r 7 

FiG. 4.3 - Prolongement  du  domaine de  définition du  symbole diffracté 
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symbole analytique défini sur a/, se prolongeant en une fonction holomorphe dans ImA < 
0 et tel que 

sdcv +00 

0 
xcc 

On suppose maintenant, ce qui est toujours possible, quitte à le diminuer que u C  T ; 
et on note T l'application qui à a associe —a'. 

On considère, sur UJ l e système de coordonnées donné par l'angle entre le vecteur x 
dans R2 et la trajectoire captive, de telle façon que le point A correspond à l'angle 6 = 0. 
On a ainsi une coordonnée holomorphe sur u>, s i on a pris u asse z petit . Le s calculs 
explicites de P. Gérard et G. Lebeau [8] montrent qu'on a la proposition: 
Proposition 4.S.  —  Si  l'ouvert u est  assez petit, alors  l'opérateur e2lXd\/~\T envoie, 
pour a assez  petit, D  assez grand et a' < a, D'  > D, (u; ) dans (CJ ) et vérifie, 
si C > 0  est assez grand, 

(4.5) T M M ) ) = e i 
sdv n<\X\/C 

ss 
p<2n 

Kn.n (0) ' wx ' d v ( M ) 
d9P • \e=o + R(<7)\ 

où l'opérateur  R vérifie 

\R\t ;«a,D(w),«a»,i)/(a;)) 
0{w-z)) c 

si C est  assez grand et  où les fonctions Kn<p  (6) sont holomorphes par rapport à  6 et 
vérifient 

Snp\Kn,v(0)\<Cn+1n\ 
Remarque 4-4-  —  Le  terme  principal  de  (4-5)  est  du  point de  vue  des  opérateurs 
analytiques excellent,  si on  ne tient pas compte de l'holomorphie, il envoie l'espace 7ia,D 
dans lui  même (et  mieux  encore  puisqu'il envoie  les  germes en  6 = 0  de  fonctions ana-
lytiques sur  les  symboles  analytiques).  Néanmoins,  le  reste  R  bien  que  petit en  norme 
n'envoie pas l'espace  Ha,D dans lui  même et  ne  vérifie  même  pas,  à  priori, les  estima-
tions nécessaires pour le faire agir  dans une chaîne d'espaces au sens d'Ovsjannikov [21]. 
Enfin, le fait que  l'opérateur n'est pas différentiel en X n'est pas évident à  la lecture de [8] 
et résulte  d'un  phénomène de  compensation  qui  fait que  deux développements  asymp-
totiques qui,  à  priori  ont  peu  de  liens  correspondent  aux  développements qui  seraient 
donnés par deux transformations de  FBI inverses l'une de l'autre et donc se compensent. 

Indiquons brièvemen t comment , à  partir des résultats d e [8] , on obtient c e résultat. 
Ces deux auteurs montrent que, si on note /+ la trace de la dérivée normale de v sur la 
face supérieure du coin et / _ l a trace de la dérivée normale de v sur la face inférieure, 
et si on identifie ces faces à l'ensemble d'équation x > 0, si on note 

F±(w,z,\)=T0®T1{f±) = 
"+oo 

J t=—oo J x=0 

'+00 0{w-z)) kf 
f± (x, t) dxdt, 
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alors il existe une matrice 2 x 2 d' opérateurs pseudodifférentiels analytiques 

A = Op 
"0<n<X/C 

(zÀ)-nan(r,A) 

(voir [8] , appendice A) opérant sur la variable w à valeurs opérateurs continus dans une 
chaîne d'espace de Banach que nous ne précisons pas, des fonctions Wk,m, ne dépendant 
que de la géométrie du problème, appartenant à ces espaces tels que 

(4.6) 0{w-z)) = A+,+ A-,+ 
A+'~ A— 

qsc 
wx 

(ty = t  — ir, z, X), 

avec 

(4.7) L±(w,z)  = ei\<j>(T,T',t,w) I A 
V2tt 

3/2 

k<X/C 
x x 

\a\<X/C 
8% (5 ) (x' =  O, Xr') wkya (r, AT', Z) dtdrdr', 

où on a noté (j) (r, r', £, w) = r (w — t) + ir2 + r' (t — ir) -h i—- et où le contour E est un 
bon contour pour la phase (j). 

Comme, d'après la quantification adoptée par ces auteurs, on a 

(4.8) Op(A)(f) (10 , A) = A 
2tt h=-K. /r=-l-/c 

c<AT<w-*>-Aar A (r, A) / (t , A) didr, 

on obtient donc, si on reporte (4.7) et (4.8) dans (4.6), que F± () est de la forme 

jx[<t>(pS,s,t-iT)+T(w-t)+i£]A^^ ^ 

®x> (̂ ) {x' — O, Xr') Wk,a (p, Ar', Z) dsdpdr'drdt, 

où E' est un bon contour pour la phase <t> (p, T', s, t — ir) + r (w — t) H- iy. L e théorème 
de la phase stationnaire montre qu'alors, on a 

F± (w,z) =  e 2 
n<X/C 

\~n (dp + dT. + dT)2n 

A (r. X) 
k<\/c 

x-" 
\a\<X/C 

d?,(à) (x' =  0 ,Xr')wkta(p,Xr',z) |T=T'=p=IU/Î 

soit 

(4.9) F±(w,z)  =  e 2 
n<X/C 

ON (i9w)2n 

A(iw.X) 
k<\/C 

wx 

\a\<\/C 
(à) (x' - O,  iXw') wkta (p, iXw, z) 
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Par ailleurs, un calcul classique de phase stationnaire montre que 
,2 ^  /}2 n Q2m _ 

F± (w, z, A) = £  (A)-»-™-ir-Lr / (Ar, \Ç) | , z—' ni  m ! n<A/C m<A/C 

où / désign e la transformée de Fourier de la fonction /. S i on inverse cette relation, on 
s'aperçoit que les dérivations en w ainsi obtenues compensent exactement celles données 
par la relation (4.9) ! (ce sont les dérivations que donneraient deux transformations de 
FBI inverses l'une de l'autre). C'est ce phénomène qui explique que l'opérateur T n'est 
pas différentiel en À. Enfin, un calcul classique permet de donner le symbole diffracté, a 
en fonction d e /  e t les calculs que nous venons d'esquisser donnen t l e résultat d e la 
proposition 4.3. 

Comme par ailleurs , P . Gérar d et G . Lebea u montrent qu e le premier terme du 
développement asymptotique de l'opérateur qui à a associe a (celui qui donne le terme 
(n = 0,p = 0 ) es t celu i qu e donnerai t l e coi n droit , pou r identifier l a fonction K0i0l 
il suffit d'utilise r le s résultats de Garnir [6] , qui calcule explicitement c e terme (pour 
un coin droit) e t de les réinterpréter. O n obtient que la fonction de Green incidente, 
solution sortante dans l'espace libre de l'équation 

(Ax + A2)G(x,2/, X) = 6x=yi 

vaut 

G (x, y, A) = e-^-v^e-'ï  +  O (X~^). 

L'onde diffractée calculé e par Garnir vaut, d'après [6] , page 219, si 6  est la direction 
entre x et la face supérieure du coin: 

GJ =  C-M\V\+\XH  27r -a  * flo) 

avec 

!-«»(£«+£) !-«»(£«+£) !-«»(£«+£) !-«»(£«+£) 
2cos(£)sin2(*9Ì 

= sin(f|)sin(59+^)sm(|«-i|

(on rappelle que le nombre a est l'angle d'ouverture extérieur du coin). 
Remarque 4-5. — L'expression  (4-10)  définissant le  coefficient  de  diffraction est 
singulière pour 0 = f  et  6 = a  — |  ce  qui n'est  pas surprenant puisque ces  angles cor-
respondent aux  directions pour lesquelles l'onde  réfléchie  sur les demi-faces intervient, 
et donc pour lesquelles le calcul de P. Gérard et G. Lebeau  n'est pas valable (ce  sont les 
points où  les surfaces par rapport auxquelles  l'onde diffractée  est  conormale analytique 
se rencontrent). 
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En identifiant les termes, et d'après (4.4) , on obtient 

K0,o(ô) = - 1 
Vd(l +  du) 

xx 

où l'angle 60 est celui entre la direction incidente donnée par y et la face supérieure du 
coin. 

4.2 Opérateur s de rebond 
On note Hi(X) la résolvante sortante du problème 

(A + X2)Hiu = 0, 
Hiu \d&1 =  u, 

qu'on étend de Hl^2{dQi) dans if/0C(6j). Il est classique (voir [1]) que cette résolvante, 
analytique pour ImÀ < 0 admet un prolongement analytique dans un ouvert de la forme 
(3.1), comme opérateur borné de H1/2  (5©i) dan s HQ1OC  (©f) e t y vérifie l'estimatio n 
suivante: 

VR >  0,3C >  0,3D >  0, VA G  UAtB, 
ll̂ ilL(H1/2(a01),H1(efnB(o,R))) <  CeDlm+x. 

On note H2(X) l a résolvante sortante du problème 

(A + X2)H2u = 0, 
H2u \dQ2 =  u, 

qu'on définit par la construction suivante: on commence par résoudre par des méthodes 
variationelles (voir la section 6.2) le problème 

(A - l)v  =  0, 
v \de2  =  u, 

puis, on pose, pour K  G CQ°  (R2), égale à 1 au voisinage de 62, 
H2,Ku = KV  - R2  ([A, K]V +  K(1 + A2) V) . 

On vérifie que la définition de H2yK est indépendante du choix de K. En effet, soient K1;2 
deux fonctions du type précédent, l'opérateur H2K\  —  H2K2  vérifi e 

(A + A2) ( V - V ) ( /) =  l) 
et, pou r Im A <  0 , H2iKi  —  H2JK2  G  HQ (©2)- L a formule d e Gree n montre qu'alors, 
dans ImA < 0, l'opérateur H2K\ —H2K2 est identiquement nul. Un argument de prolonge-
ment analytique montre qu'alors, l'opérateur % —  #«2) est également nul sur l'ou-
vert UA,B O Ù il est défini (et analytique). On note H2 = H2yK.  On note H(X) =  H2OJ2OHI 
(ji es t l'opérateur de réstriction sur <90j), la résolvante sortante du problème suivant: 

'(A + A2)#u = 0, dan s ©£ , 
Hu \de2 —  H\u \de2y 
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qu'on peut auss i définir de la manière suivante: soit k  G  CQ°(R2) telle que k = 1  au 
voisinage de O2 et k ~ 0  au voisinage de 0i, o n pose alors 

(4.11) HK(X)u  = ifo2(A)([A, k]H1u) + kHXu. 

On a alors la proposition suivante: 

Lemme 4.6.  L'opérateur  XHK(X),  défini  de  Hl(dQ\) dans  HL(Q\)  pour  ImX < 0 
admet un prolongement analytique à un ouvert de la forme (3.1)  et y vérifie l'estimation 
suivante 

3D >0,3C> 0,V A € UA,B, \\HK\\c{Hlig@i)tHl{@Ci)) <  C\X\2eDImX+. 

On vérifie que la définition de l'opérateur HK est indépendante du choix de comm e 
précédemment. On note H (A) l'opérateur ainsi défini. 

On notera, par la suite, M (A) l'opérateur défini de H1/2 (<9©i) dans lui même donné 

M (A) (f) =  H(X)  (/) lae, -

Lemme 4-1.  L'opérateur  M(X),  défini  de  Kx{dQ\) dans  lui même pour  ImX < 0 
admet un prolongement analytique à un ouvert de la forme (3.1)  et y vérifie l'estimation 
suivante 

3D >  0 , 3 C> 0,V A G  UA,b, \\M(X) ||£(Hi/2(aei))) <  C\X\2eDImX+. 

Par ailleurs, comme  au  voisinage de  ©1, Mu vérifie (A 4- A2) Mu = 0,  on obtient 

3D > 0,Vs G  R, 3CS >  0, VA G  UA%B, \\M (A) Ww^))) <  CseDImX+  |A|S+2. 

4.3 Décompositio n des opérateurs 
Nous allons, dans cette partie décomposer l'opérateur M en somme de deux termes, 

Ma 4 - Mb, correspondant dan s l a relatio n (4.11 ) à  une décompositio n d e l a tronca-
ture k,  en somm e d e deu x termes , puis , pou r étudie r e t explicite r l'opérateu r Ma , 
nous étudierons la fonction de Green de l'opérateur des ondes avec conditions de Di-
richlet dan s l'ouvert 02 . (Nou s montrerons plus tard que l'opérateur M & donn e une 
contribution négligeabl e pou r l e problèm e qu i nou s intéresse) . O n choisi t de s fonc-
tions Xa,Xb  €  Gq  ( (9 I U  02)C) telle s que Xa + Xb =  1  au voisinage du support de V K 
et Xb  es t égale à 0 au voisinage de l'intersection de ce support avec la trajectoire cap-
tive [A, 0]. On pourra éventuellement, par la suite, réduire le support de k autour de 02 
et celui de Xa autou r de l'intersection du support de V/s avec le segment [O , A] 

On notera HA e t le s opérateurs définis par les relations : 

Ha = Rçlï  (Xa  [A, «]#!(/)), 
HB = Rn,  (xb  [A, k] Hi (/)) +  kHi (/). 
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e. 

SUpp(Xa)' 
supp(Xòj 

e2 

supp(V«) 
FIG. 4.4 - Troncatures 

Enfin, o n notera Ma =  Ha \a@l e t Mb = Hb \9&1.  L'opérateu r Ma  correspond à  la partie 
de l'opérateur M  qui va voir le coin, tandis que l'opérateur Mb  correspond a u reste qui 
fournira un e contribution négligeable . 

Nous étudions maintenant l a fonction de Green de l'équation de s ondes. Pour cela, 
nous allon s utiliser le s résultats d e P. Gérard e t G . Lebea u [8] . On notera , pou r y  G 
supp (Xa), G(y,x)  l a distribution solution de: 

(d2t -  Ax)  G {y, x, t) = St=o dan s 9^ x  R , 

G \d@2 =  0, 
G U =  0, 

obtenue de la manière suivante : on note e+ (x, t) la solution fondamentale du Laplacien 
à support dan s t  > 0 et g (x, y, t) — e+ (x — y, t). Pou r |£ | assez petit , l a distribution g 
est à  support e n x  compac t dan s O^ . Soit g(t)  =  tHe~l où H  désign e l a fonction d e 
Heaviside, H  (t) = lt>o  ; de telle sorte que Q(T)  =  ~^  T  (on a choisi la distribution g 
de telle sorte que (dt  + l)2 (g) = St=0). Soi t f  (x,y,t)  =  g* g (x, y, t). La distribution / 
est alors solution de l'équation 

(df - Ax)  f (y,  x, t) = Sy=x  (g> g (t) dan s 0!; x Rt, 
G \t<0 =  0. 

et i l est facil e d e voir que pour y  G  sup p (Xa), /  €  H1  (R2 x  Rt), uniformémen t pa r 
rapport à  y.  Par ailleurs , puisque le support d e la fonction g  est inclu s dans {t  >  0}, 
la vitesse fini e d e propagation pou r le s solutions d e l'équation de s ondes montr e que 
pour t  >  0  assez peti t e t tou t y  G  supp(xa), l a fonctio n /  es t à  suppor t compac t 
en x.  Enfin , l a fonction /  est , pour tout y  €  supp (xa) et t  >  0  assez petit , conormale 
analytique pa r rappor t à  la surface d'équatio n t  =  \x  — y\.  On note F  l a solution de 
classe HQ  de l'équation 

(<92 -  Ax)  F (y, x,t) =  0 dans 9^ x  R(, 
F \d02 —  0) 

associée à la donnée incidente, / . L a distribution G  est définie par la relation 
G = (dx + l)2 (F). 
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Cette méthode de définition par régularisation puis dérivation est rendu nécessaire par 
la présence du coin qui peut faire apparaître des termes parasites au coin, si on essaye de 
définir des solutions peu régulières de l'équation des ondes avec conditions de Dirichlet 
(moins régulières que H1, c e qui est le cas ici). En fait, cette procédure permet de définir 
des solutions à faible régularité en temps, à valeurs HQ e n espace, ce qui permet d'éviter 
l'apparition de ces singularités parasites au coin. 

D'après les résultats de P. Gérard et G. Lebeau [8], la fonction F est, pour \y\ < t < 
\y\+e (e > 0), et dans un voisinage de O, somme d'une distribution calculée par réflexion 
de F sur les faces du coin et d'une distribution conormale analytique par rapport à la 
surface t = \y\  + \x\. Revenant à la distribution G, on obtient un résultat similaire pour 
la distribution G et, utilisant que la convolution par g se traduit en transformation de 
Fourier par la division par (T_̂ a > comme le symbole associé à la solution fondamentale 
de l'équation des ondes est de la forme 

a = 
°o (x, y) 
y/r —  i 

- О (г-3'2) . 

le symbole incident associé à la fonction / es t de la forme 

<r' = <r0 (x, y) 
(r-if2 

+ о  г-7'2) 

(ce qui permet de montrer que / es t de classe if1), on a obtient finalement une descrip-
tion explicite du symbole associé à la partie diffractée de G, qui est de la forme : 

ad(xìyìr)=e-i^ 0{w-z)) 
(T-Î) 

où le symbole a'0 est un symbole analytique se prolongeant en une fonction holomorphe 
dans Imr < 0 et vérifiant, pour tout A T € N, 

0{w-z)) = 
N 

3=1 

*j (s, y) 
(r-i)j 

•aN (x,y,r), 

avec cjj de s fonctions holomorphes vérifiant des estimations de type analytique et pour 
tout e > 0, 

SUD 
5>U J-OO 

+oo 
{l + rt)N+l,2-°\aN(x,y,T-I8)\2<+oo. 

Soit W  u n voisinage dans R2 d u point A.  On suppose, c e qui est toujour s possible 
quitte à réduire W et le support de Xa, que W vérifie les hypothèses suivantes: 

- Pou r tout y e sup p (xa), on a dist (y} W) > \y\. 

- Pou r tout y  €  supp(xo) > aucu n des demi-rayons issus de y, se réfléchissant sur 
une des arêtes du coin ne rencontre W 
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Comme, pour y G  supp(xa)> la surface t — \x\  =  \y\  ne présente pas de caustiques, en 
dehors du point t  =  \y\,  \x\  = 0 , la partie conormale analytique par rapport à  cette 
surface pour 0 < t—\y\  assez petit de G, le reste pour tout t >|  y  | , et d'après la deuxième 
hypothèse, et le théorème de propagation des singularités Gevrey 3, la contribution de la 
partie calculée par réflection de g sur les demi-arêtes donne pour t >  \y  \ une contribution 
de classe Gevre y 3 , puisqu'aucun rayo n C°° issu du support d e la fonction Xa  e t se 
réfléchissant sur une des demi-arêtes ne rencontre à nouveau dans le futur le voisinage W 
de A. On obtient donc : 
Proposition 4»  S. — Pour  tout y G  supp(xa) ; la  distribution G y est  sur W x  R+ 
somme d'une distribution conormale  analytique  par rapport à  la surface t  =  \x\  +  \y\, 
supportée par le demi-espace d'équation  t > \x\  -h \y\,  notée h(xyyyt) et  d'une fonction 
de classe Gevrey  3. 

Nous reprenons maintenant les notations du paragraphe 3. O n a sur W, d'après les 
relations (3.12) et (3.9): 

/•-foo 
XHa (A) v(x)= /  e~iXtX  (x) ( (x, t) U (t) Xa {x) w (x, A) dt + R (A) v, 

avec 

w =  [A,K]HI(\)V, 

donc 

WXawW^KCe^WvWjjm^) 

et 

ReM{C (H1/2  (Ô9i) ; H1 (0« n B(0, R)))). 

Or, par vitesse de propagation finie, si $ 6  G3  (R), ^ =  1  au voisinage de \e,  +co[, on 
a, sur W, 

(4.12) U(t)Xaw(x,\)=  f  9(t)G(x,y,t)x*w(y,\)dy. 
J j/Gsuppxo 

D'après la proposition 4.8, il existe a2  un symbole analytique défini pou r x G  W,  y  G 
supp (xa)j se prolongeant en une fonction holomorphe dans ImA < 0 et tel que, sur W, 

r+oo 
G (x, y,t)-g (x,  y,t)- ett"-<M+lv l V (y,  x, X) = g3(x, y, t) € G3 (R+ x  W). 

J A=—oo 
De cette décompositio n d e G  en somme de trois termes et d e (4.12) , o n déduit une 
décomposition de Ha en somme de trois termes : Ha = H\  -h Hl + H^, avec 

r+oo 
XHl (X)v= e-iAt * (t) X (x) C (x, t) U0 (t) Xaw. 

Jo 
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L'opérateur xH\ es t donc égal à xE\a [A , K] HI (A), où l'opérateur \E es t celui associé 
à 6  =  0 . D'aprè s le s résultats d e la section 3 , ce dernier opérateur est , modulo un 
opérateur négligeable , éga l à  l'opérateur xRo  (A) (Ro  est l a résolvante sortant e dans 
l'espace libre). On a donc 

XH1a=xRoXa[^^]H1(X)^R, 

avec R G  M (C (H*/2 (36i) ; H}oc (&2))). .̂ g 
On note SSl  e t SSb  les ensembles de fréquence défini s à  l'annexe B . Nous allons 

montrer: 

(4.13) SSl(xRo(\)v)nW  =  <b, 

(4.14) SS3b(xRo{X)v)nW. 

Comme la fonction K,  (e t don c auss i l a fonction v)  es t null e a u voisinage d e W,  l a 
relation (4.14 ) es t juste conséquenc e d e la proposition B.3 . Pou r démontrer l a rela-
tion (4.13) , nous allons utiliser les résultats de propagation des singularités dans R2. 
Soit po €  SSl (Rov)DW.  D'après la proposition B.12, on a |£0| = 1  et d'après la propo-
sition B.13, tant que la bicaractéristique (ici la demi-droite) issue du point (#o>£o) vers 
le passé ne rencontre pas le front d'onde SSl  (v),  le rayon est inclus dans SSl (R0  (v)). 
D'après l a proposition 3.5 , cett e demi-droit e rencontre don c nécessairement SSl(v), 
donc SSl  (H1  (A) / ), en un point x G  supp (xa). Or, les mêmes arguments de propaga-
tion, appliqués dans l'ouvert Q\  montrent que SS\ (H1  (/)) es t inclus dans la réunion 
des demi-rayons issus vers le futur du support de / (e t donc de 6i); ce qui est absurde 
puisqu'aucun rayon (de 0[) n e peut quitter 6i, atteindre la suppport de Xa puis revenir 
(comme rayon de R2) sur W, puisque 6i es t convexe. 

On déduit maintenant de la proposition B.14, de (4.13), (4.14) et de la remarque B.15 
qu'il existe ip G  CQ° (R2), égale à 1 au voisinage de W telle que pour tout / G  H1/2 (dQ), 
il existe C, e > 0 tels que, pour tout A G  R, 

||<Mo (A) (x. [A, n] tf1 (/))\\H1{Q) <  Ce-^U3. 

Le lemme 3.8 permet de supprimer la dépendance de C et e par rapport à / G  H1/2 (dQ.) 
et l'application du principe du maximum de l'annexe C montre que 

XHl (A) € M (C {H"2 (d9i) ; H1 (R2 n W))). 

On étudie maintenant la contribution de H%. O n a 
/•+00 

xHza (X)v= *  (t)  x (x) C (*, *) e~iXtgz (x, t) Xaw (y) dt. 
Jo 

On intègre par parties par rapport à t, ce qui donne 
/»+00 - , /  f)\n 

XHl (A) t; =  j f e~iXtJïxf  \jt) *"»  (V) dt. 
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Comme la fonction ̂ >C #3 es^ de classe Gevrey 3, à support compact en temps, on en 
déduit qu'il existe A,  B >  0 tels que pour tout À  G  R et tout n G N, on a 

\\XHÎ(\)v\\m<B-±-A"+1(Zn)\ 

ce qui donne, en choisissant n = |A|̂ 3 /C  ave c C assez grand, pour tout À  G R 

wm ЛЬ « <  C 'e-W". 

Le principe du maximum de l'appendice C  montre que x^Kv)  G  M (H1 (W)), pour 
tout v  G  H1/2 (90i) e t en utilisant le lemme 3.8, on en déduit que l'opérateur x^l  € 
Af(C (H1/2  (960; H1 (W))). 

Finalement, l a seul e contributio n significativ e à  l'opérateur Ha  est cell e donné e 
par Hl e t est égale à 

xH2a(X)v = '+00 
/0 

e-iM 
•+oo 

/ /1=—OO ' 
ei^-N-|y|)^(t)x(I)((X)t) 

<72 (#, y , u)  [A, /d (#i (À ) v) dads 

= e •i\(\x\) +oo 

J s=—oo 

r+oo 

fghg5f 
ei(»-X)s ,x)  ф(з + ui + II ) л / s  + ы + I P 

e-iA(|i,|)a2 fa  ^  ^  [A j (A ) ^ rf^rfy. 

On remarque maintenant que 

ei^-X)sa2 fa  ̂Mj ^ =  a2  fa ^ A) 

Soit g  G  Gq(R), égal e à  1  au voisinage d e 0  et à  support inclu s dans B (0,1/2), en 
intégrant par parties n fois avec l'opérateur 

L = 1 
dfdg+45f ds, 

il est facile de voir que 
•+oo 

t J fJL~—OO 
1-9 

fhg55 
X J, 

i(p-A)S /j _ ^  2 d J _ ABn 
" |A| " • 

Par ailleurs, comme on peut supposer que 5  = 0  n'appartient pa s au support de la 
fonction (1 — x (x) C  (5 + M  + M ) ) (il suffit pou r cela de prendre dans la définition de 
la fonction C , le réel T plus grand que \x\  + \y\  pour tout £ G  W et tout y G  supp (Xa))> 
on peut intégrer par parties n fois en utilisant l'opérateur L = ¿9 ^ dans 

reff 

I /¿=—00 
9 

u-X' 
X 

ei(ß-x)s (i-éC)a2dsdu. 
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ce qui montre que 

0{w-z)) 0{w-z)) > - A \ 
A 

г2 (x, у, /i) afide < 
ABn 
|A|" 

(3n)! 

Définition 1^.9.  —  On  notera Hi'D(W), l'espace des symboles analytiques  O~(X,T,X), 
définis pour x  G  W, A  G  Lap, holomorphes  en  X et vérifiant: 

(4.15) sup sup 
x<=W s>0 

•+oo 

r-oo 
(1 + |A|2) \a {x, X - is)\2  dX <  +oo, 

(4.16) SUp SU p \&(x,  X)\ <  + 0 0 . 
xeW A€LQ)D 

On notera \\a\\natD^  la norme définie  par (4-15) et  (4-16)-

En choisissant n = jjAl ^/cJ, ave c C grand dans les majorations précédentes, on 
obtient la proposition suivante : 
Proposition 4-10.  —  / / existe  a , D >  0  et  W, un  voisinage de  A dans  C2, un 
opérateur a G  a[c (h1'2  (96 I) ; H?D{W)) ),ReN(C (Hll2  (99x) ; H1 (W  D R2))) 
tels que, pour  tout v  G  Hlf2 (dQ\) 

Ha (A) v = e~iX^a (A) (v) + R (A) {v), 

e£ l'opérateur a à  la forme suivante: 

(4.17) *(A) (/) = e-iXM(T2 (x, y, A) Xa (y) [A, k] {H, (/)) dy . 
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V . Résolutio n d'un  problèm e d e 
Grushin 

On va résoudre dans ce chapitre un problème de Grushin. Pour cela, on commence 
par résoudre un problème approché, puis on estime la différence entr e le problème de 
départ et ce problème approché pour conclure par un argument de perturbation. 

5.1 U n problème de Grushin pour un opérateur mo-
d è l e 

On notera T'l'opérateur obtenu en retranchant le reste R à l'opérateur T défini par 
la relation (4.5), 

(5.1) T'(a(9,X))  = 
e-2i\d 

Vx n̂<|A|/C 
A-" ' 

p<2n 
0{w-z)) 

s1 
sd 

dpa (0,À) 
d6P \e=o 

On rappelle que l'angle 9 est une coordonnée holomorphe sur <90x au voisinage de A (on 
a identifié le point A avec 9 = 0) . On pourra éventuellement agrandir un nombre fini de 
fois la constante C. Le but de cette partie est de résoudre un problème de Grushin pour 
l'opérateur T" , qu'on considérer a comm e un opérateur dépendan t d'u n paramètr e À 
agissant sur un espace de fonctions holomorphes 

5.1.1 Résolutio n d'un problème de Grushin pour un opérateur 
approché. 

Nous allons résoudre un problème de Grushin pour l'opérateur obtenu en tronquant 
l'opérateur V  à  l'ordre considér é comm e un opérateur agissan t su r les fonctions 
holomorphes e n 9  et dépendan t d'u n paramètr e A . On note [q]  l a partie entière du 
réel q et 

TN(a) (0,À) = 
e-2i\d 

sd 0<a<2JV «/2<t<a/2+JV+l 
\-{Юа(в)-д?а(0,\)-
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Pour u u n voisinage complexe de A  dans 99i, o n note H  (a;), l'espac e de s fonctions 
holomorphes bornées sur u;, muni de sa norme naturelle : 

\H\H(U) =  SUp|ti(0)|. 
QGUJ 

Dans toute la suite, on choisira u) de la forme UJ  =  B$  (0 , g)  (g  > 0) . 
On notera GN (X)  l'opérateu r défini de H  (UJ)  dans C2N+1  pa r : 

GN(U) = i(0) 

et PN  l'opérateu r défin i d e C2N+1  dan s U  (w)  pa r PN  (D)  =  Y^=0  d^  de  telle sorte 
que G N °  P N =  Idçpif+i.  Enfi n on notera T N l'opérateu r défini de C2N+1  dan s H  (UJ) 
par TN =  T N o  PN, soit : 

0{w-z)) = .-«Ad 

VA 0<a<2N n/2<i<a/2+iV+l 
X-'K^ (6)da. 

Dans toute la suite, on fixe des réels a, D > 0. Un calcul simple montre alors la 
Proposition 5.1.  —  Pour  tout X € La^,  on  peut  résoudre  dans  H (UJ) x  C2N+L  le 
problème de  Grushin 

(5.2) (Id-TN)u-PN(C)=v, 
GN (u)  =  D. 

La solution  de  ce problème est  unique, on  a 

avec 

u} 
ddv = £N ,0 (A ) 'v 

P) 

xdsds++ s 
\EN]O 

EN]O ^ 

et 

(5.3) 

EN.O =  Idn(w)  -  P N°GN, 

EN\O —^N  +  P N —  P N °  GN °  TN, 

ENS> -  -GN, 

EN o  =  Id,Q2N+i  —  G NTN 

et il existe C  > 0  tel que pour tout X e LaD,  l'opérateur SNO vérifie 

\\£N,O\\C(H(U)XC™+1) <  Ce2dImX+. 
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5. U N PROBLÈM E DE GRUSHIN 

On va maintenant inverser le problème de Grushin obtenu en remplaçant TN par T" 
dans (5.2), par un argument de perturbation. Pour cela, il faut étudier la différence de 
ces deux opérateurs (considérés comme opérateurs sur H(<JJ)). 

On notera dans toute la suite z = 6 
Lemme 5.2.  —  Pour  tout N G N, il  existe CN >  0 tel que pour tout À G  LA)D  on a 

(5.4) \\T' -  TN\\C(H(u))  <  CN 
\z\ 

XN+1 

En effet, 

(5.5) z-1(T'-TN)(u)  = 
2N 

a=0 a/2+W+l<t<^ 
À lKii0l (9 dc 

' a ! (0) 

+ 
2AT<a<2Àa/2<i<4 

A-%,a(0) a! 
(0). 

D'après les formules de Cauchy, pour tout 0 < g'  < g,  comme B (0, g') C u;, alors pour 
tout u G H  (CJ), on a 

szsx 

a! 
(O)<e'-°supK0)|, 

ce qui implique que l'opérateur pn:u*-> ^dnu (0) de H (UJ) dans lui même vérifie 

(5.6) ||Pn|U(7*(u;)) < L 

On obtient donc 

U (T'-TV) |* | 
0<a<2N a/2+N+l<i<\/C 

|Л-*|Л,+1г!о-а + 
2N<*<2\/C a/2<i<X/C 

1Л-*и*+1г!о-а 

< z 
\XN+l\ ̂  0<2N a/2<i<X/C 

X-'Ai+N+1 (i + N + 2)\g-a 

<CN Z 
XN+1\ 

On notera A€fN = { À G C; |pnr | <  s}. 
Proposition 5.3.  —  Pour  tout N €  N,  il  existe  CN  > 0,e # >  0  tels  que pour 
tout A G  hEN,N  H {|A| >  CN},  Vopérateur Id - E%Q  (V -  TN)  est  inversible sur  H (u) 
par une série de Neumann et on  peut résoudre dans  H  (u) x  C2N+1  le  problème de 
Grushin 

(5.7) 
{Id-T')u-PNfi (c)  = v, 

GN (U) — d. 
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La solution de  ce problème est  unique, on  a 

(5.8) U 
cj 

= £N,I  (A) x 
x 

avec 

SN,I (A) = cx 
EN,I 

wx 
w s 

sd 

ENA = (là,  - E%*  (T' - TN))  1  JSSr_0, 

(5.9) 
ENA = (là, - E%* (T' - TN)c ds 

ÂT'I" =  ̂ JV.'O " ~ ~ EN,O  (TN ~  T1)  (Id - EN0  (T" - TN))  1  ENi0, 
EN,I =  EN,O  - ENfl  (TN  - T')  (Id - E°N0  (T' - TN))  1  Epfi 

et il existe C >  0  tel que pour tout A G ACjVf# H {|A| >  C}, l'opérateur  SN,I vérifie 

\\£Nti\\c{n(u)xc2N+1) <  Ce2dImX+. 

L'inversibilité de l'opérateur Id — E%Q (T1 — TN)  par une série de Neumann résulte 
des estimations (5.4 ) et (5.6) . On a par ailleurs: 

(5.10) Id-T -PN\ 
GN 0  j dv Id-TN -PN 

GN 0 
Id +  £JV,O 

0{w-z)) 
0 0 > 

or 

+ £N,O 
TN-T 0 ' 

0 0 wx Id + E%n(TN-V) 0 
Eï+ÇTs-V) Id/ 

Cet opérateur est donc, si SQ  > 0  est assez petit inversible pour A G  A£IN,  d'inverse : 

(id+KJTN-T))-1 
-EZ'+(TN -T) (Id  + E°Nn(TN -T')) 1  Id 

0dd 

ce qui montre, d'après (5.10) , que l'opérateur 

(Id-T -PN 
GN 0 

est inversible et que son inverse est donné par (5.9). 
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5.1.2 Développement s asymptotiques 
On s'intéresse maintenant à  la forme exacte de E^v  E n effet, c'es t ce terme qui 

donne le défaut d'inversibilité de l'opérateur Id — V qu i lui même nous donnera plus 
tard les pôles de diffusion. Nou s rappelons pour mémoire le 
Lemme 5.4-  — Si  l'opérateur E^ x est  inversible surC2N+1, alors  Vopérateur Îd—V 
Vest aussi  sur H (u) et  on a 

(Id-T1) 1  =  ENii-E^1 (E^)  XEN^. 

D'après les relations (5.3) et (5.9), si on note RN = T' - TNi  on a 

(5.11) 

E% i =  Id —  GNTN —  GNRN 
+oo 

¿=0 
{(Id-PNGN) RNy  [TN + PN 

La décomposition (5.5 ) fournit une décomposition R^ = R^ + R2N. 
Lemme 5.5.  —  II  existe des  fonctions Kn^a,  (i,n,a) G  N3 ; holomorphes sur  l'ou-
vert u>, des  opérateurs rn  (A) G  C(H (UJ)) définis  pour  A G Ae>jv et  des  constantes 
AQ^A\^A'^B^D tels  que pour tout n G N* 

(5.12) (EN,ORNT : z 
sscss 

n-1 
z 

L27V<a<2A/C a/2<i<X/C 
A 7'Knin {x, -r»(A) 

et on a les estimations analytiques  suivantes: 

(5.13) 
sup \KnAJ <  AoA^B'o^il 
XEUJ 

\\rn(X)\\cm.))<A'0(A'1)n-1De-W'D. 

La preuve de ce lemme se fait par récurrence sur n. Au rang n = 1 , comme l'opéra-
teur u H-> TT9"M (0) est borné par 1 sur 7ï (eu), on a, en posant 

K\,i,a — (Id — PN °  GN) Ki,a, 
\KiM\ <  (2N  + 2)Ci+1i\, 

d'après les inégalités vérifiées par les fonctions K^a. Il suffit donc de choisir, comme a < 
2i, 

C <  BQ  et A0A! >  (2N  + 2)C (5.14) 

et comme on peut supposer g < 1 , de prendre ri = 0 . Supposons maintenant l'hypothèse 
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vérifiée au rang n. On a alors : 

(EQNR2n) —  z 
2N<a<2X/C a/2<i<X/C 

A-^i.i.a(a:) 
sds 
a!. 

z 
XN+l 

.„-1 
Z 

2N<B<2X/C 0/2<><>./C 

0{w-z)) \ dx rn{\) 

sdv z 
\N+l) 

n-1 
N+l<i<X/C N+l<j<X/C 

A-(i+i) 
2N<a<2i 2N<0<2j 

x se 
a! 

'xxc+ d dì 
P. 

+E°NfiR2Nrn(X). 
Soient 

Kn+l,k,0 — 
i+j=k+N+l 2N«x<2i 

sf 
'a! K»A/»(0) 

et 

rB+1 = JS^>0î (rB)(A) + 
A/C<fc<2AC-JV+l 2AT<y3<2Jb 

sd+d11 
qc 

L'opérateur (E%QRl)n  es t bien de la forme (5.12), il reste à vérifier que les estima-
tions (5.13) sont vérifiées au rang n + 1. D'après les inégalités de Cauchy, 

l-Kn+i,*,/?! < 
2N«x<2i i+j=k+N+l 

AQA^Q^H x  AQA^p-ABjp2pj\ 

< 
i+j=k+N+l 

AÎAÏ+1Bi+jQ2P-!—i\j\ 

< AlA"+1  BH+N+1 
qd152s 
1-Q i+j=k+N+l i,j>N+l 

s+ 1 

< AlAn+lBk+N+l 
sdc 
1-Q 

k\ x (N + 1)! x (N + 4). 

Il suffit donc de choisir A2BN+ilN±mz±41 <  i4o> œ qui est compatibie avec les inégali-
tés (5.14), si on prend Ai assez grand. Il reste à montrer que le reste est bien petit. La 
première contribution au reste se majore en norme par 

(2ÌV + 2) x ||J r̂||«(w)||rn||w(w) <  ||r»| | x |*| x 
2N<a<2X/C a/2<i<X/C 

A %\\Kiii)a\\n^)Q 

qc 
2N<ct<2X/C <*/2<i<X/C 

|A-i|i4oA1Bifi^i!e-°||rB|| 

< AQAI , 
15)q--

z 
|AAT+1 ||r„||«(w), 
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5. U N PROBLÈM E DE GRUSHIN 

si la constante C  es t choisie assez grande. Il suffit don c de choisir ^OÂLK  (C) < A[/2 
pour obtenir une contribution inférieure à  l/2A'0 (A'1)n+1 e~e'A/D. Le deuxième terme 
donne une contribution inférieure à : 

X/C<k<2X/C 2N<0<2k 
\\\-kAoAÎBk#pk\Q-fi < 1 

1 - e \/C<k<2\/C 
AQAÏ\\\-kBkk\ 

< ApA^1 
1-Q X 

X/C<k<2X/C 
\X\~kBkk\ 

< sdv 
l-g 

An+l x A;(C)e"£|A|, 

si C  es t choisie assez grande. Il suffit don c de prendre pour conclure A'Q >  k(C)^\ 
et A[ > Ai.  La constante C est maintenant fixée (puisque A'0 e t A[ en dépendent). 

Comme GN °  &N,O =  0 , on a aussi R}N  o  E%0 =  0 , le lemme 5.5 implique donc (il 
suffit de prendre e0 <  (A^y1). 
Lemme 5.6.  —  / / existe un  réel e0 >  0, des  fonctions Kn^a, (i,n,a) G  N3 vérifiant 
les estimations (5.13)  et un opérateur r (À) tels que \\r\\c{u{u)))  <  Ctee~£^ (e > 0) tels 
que pour tout  A G A£QIN, on  a 

(5.15) (ld-E°NfiRN)  l  = Id  + 
P<2\/C 0/2<k<X/C 

A"* 
'+00 

\n=0 

Z 
sf+ dd 

, n 
Kn,k,(3 (x) > B\ + r(A). 

On peut maintenan t calcule r E^x:  d'aprè s (5.11 ) e t (5.15) , o n a, pou r (a,7 ) G 
ĵ 2(27V+l) 

(5.16) 

(^,1 ~  ^ N , 0 ) ^ = 
dsd 
a! 

2: 
/3<2AT 0/2+N+l<i<X/C 

qsdf+ ddf 
sdd 
/3! dfv 

2N<0<2X/C ff/2<i<\/C 
X-'Kij, (x) 

D0< 

'(H) 

Id + 
6<2X/C 5/2<k<X/C 

dfd 
+00 

71=1 

2: 
dfd 

n 
Kn,k,s (y) 

dî 
5\ + r(A) 

i7 + 
7/2<i<7/2+JV+l 

A - ^ ^ W - P J V G J V (Kjiy(t))) 

Comme les fonctions A"„,/t,7 sont obtenues après action de l'opérateur E% 0, on remarque 
que GN (KN>KN)  =  0  et la contribution du terme F vau t donc 

fds 
a! 

2; 
7/2+W+l<i<A/C 

A-f^,7(o:) 

+ 9y 
ai 

z 
2N<0<2X/C 0/2<i<X/C 

s + ddrd sf 
sfd 

•y/2<k<\/C 
A"* 

+OO 

n=l 

d 
sdf 

df 
K„ y~ (t) 
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ce qui peut s'écrire sous la forme 

sd 
\/2+N+l<i<\/C 

A ̂ t ,7,Q ~^ 
+00 

1=1 

z 
sfsdf 

sfd 

jV+l+7/2<fc<2A/C 
\-k1c' ' A Ni,fc,a ,7 J 

avec |t;ifcfai7 | <  ABa+i+n+kk !. 
La contribution du second terme de (5.16) est 

9£ 
xcv 

z 
2N<ß<2X/C ß/2<i<X/C 

X~'Kiß (x) 
dß 

sd 7/2<j<7/2+^+l 
^ 3Kjs i ~ PNG N (^7,7 ) 

+ FF , 
ddd 

z 
2N<ß<2X/C ß/2<i<X/C 

X-'Kiß (x) 
dfd 
xc 6<2X/C 6/2<k<X/C 

vc 

+00 

71=1 

Z 
xcc 

cx 
Kn,k,6 (y] ddv 

dd 7/2<j<7/2+iV+l 
\->(Kjn{t)-PNGN(Kit7(t)))], 

ce qui peut aussi s'écrire sous la forme 

(5.17) Z 
7/2+iV+l<p<A/C 

xxx(cj)v 
7/2+2(JV+l)<p p<2A/C+7/2+2(AT+l) 

A"p 
+00 

n=l 

2; 
.A"*1 

x 
n̂,p,7,a' 

avec |A;n,P)7,a| < ABp+n+a+i et |  < AJBp+a+7. Nous avons donc, compte tenu de la 
torme des termes [hp0)a ^ montre le 
Lemme 5.7. — I I existe des réels A^B^D > 0; des nombres complexes kPìOCìl, knìPì(Xìl , 
et des fonctions de la variable \, ra n tels que la matrice x  vaut , pour tout A G  A£J D • ' 

(5.18) E%1=6a„- z 
7/2<«<A/C+7/2+iV+l 

wcc+x 

+ 
+00 

n=l 

Z 
A"+!> 

dv 

JV+l+7/2<p<2A/C+7/2+JV+l 
A k̂nìPìCt̂  ~l~ ̂ *a,7 (A) 

e£ on a /es estimations: 
|*p,«,7| < 4BP+a+7, d x + ccc+ 15xv+ 7 ddi |r«,7| < De-*™, 

avec A,B indépendant s du choix de la constante C dans (5.1) e t D,e e n dépendant. 

5.2 Estimation s 
Cette parti e es t consacré e à  l'obtention d'estimation s d e typ e propagatio n pour 

les opérateurs qu e nous venons de construire. O n rappelle que les ensemble s d e fré-
quence, SS ^ e t SS b son t défini s à  l'appendice B . Nou s ferons, dan s cette parti e un 
usage systématique de la proposition B.13, du lemme 3.8 et du principe du maximum 
de l'appendice C. 
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5.2.1 Actio n d e l'opérateu r M  sur de s distributions conor-
males 

Proposition 5.8.  —  existe  u>,  un  voisinage  complexe  de A  dans  dQi  et  x  €  Gq 
égale à 1 au voisinage  de  A, à  support inclus  dans  la trace sur le  réel de  ui, A, B,s >  0 
et pour tout  s  >  0, il  existe  CS  tels  que pour tout  A  £  UA,B  et  tout  a  G  7i  (ui), on a 

WxMxe-^o- -  Xe-iX^T'{\)  (o)  \d@l  <  Cs \X\S e-^1/3\\o\\m^ 

et pour tout w' C  UJ voisinage  complexe de A dans le complexité de  d&i, il  existe x' S  Gjj 
égale à 1 au voisinage  de  A, à  support inclus  dans  la trace sur le  réel de  UJ, telle  que  la 
conclusion précédente reste  vérifiée  si  on  change  x en  x' et  u> en  UJ1 . 

On prouv e d'abor d l e cas 8  = 1.  On commence , pou r assure r qu e l a transformée d e 
Fourier inverse par rapport à  A de la donnée xe~lX^o es t de classe H1?2, par remplacer a 
par "  2 , ce qui n e change rie n a u problème , puisqu e 

M fqsds 
<wcxx 

xcx M M 
wxcx et T' 

A 

<(A-»)2. 
T (a) 

<x0{w-z 

On choisi t W  u n voisinage de A  te l qu'aucun de s rayons issus de O, rencontrant W, 
se réfléchissan t à  nouveau su r 56 2 n e rencontre ensuit e W  sau f s'i l a  rencontré O  à  sa 
deuxième réflectio n su r d &2 (W  doi t êtr e inclu s dans l a région grisé e sur l e dessin) 

W 

. rayons réfléchi s 

rayon inciden t 

FlG. 5. 1 -  Le  voisinage  W 

Soit x  €  Gl(W)  ,  égale à  1  au voisinag e d e A.  O n suppose qu e UJ  es t te l que W  es t 
inclus dans la trace sur le réel de u. Comme,  d'après le s équations de transport vérifiée s 
par l e symbole T\  (o),  a u voisinag e d e W,  o n a 

(A + A2 ) (H  (xe ~iXlxlo (x, A)) -  e ^ ^ T ' (o))  =  e-iX^s(x,  A) ; 

où s  es t un e fonctio n holomorphe en x  G  UJ  e t vérifi e ||s||«(u ) <  Ce  £'A' , d'aprè s la 
proposition B .3, on a 

(5.19) W n  SS3b (H  (xe-a|l| a {x,  A)) -  e-lX^+2d)T'  (o)) =  0. 

On montr e maintenan t qu e pou r tou t a  £ H  (w) , e t tou t A  e  R , o n a 

(5.20) SS3b  (H  (xe~lX^o  (x,  A)) -  e-*W**H 'r' (o))  n  W =  0. 
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Pour démontre r cett e relation , on va procéder en plusieures étapes correspondant au x 
étapes suivies lors de la définition d e l'opérateur T". 

Soit T o l a réunio n d e l a projectio n spacial e de s demi-rayon s issu s d u coi n e t s e 
réfléchissant su r dQ\  D  {x(x) =  !} • Le symbole a  est , d'aprè s le s construction s d u 

. r„ 

0 x =  i 

FlG. 5.2 - Région  éclairée  par la réflexion sur {x =  1 } des  rayons issus  du  coin 

chapitre 4, défini a u voisinage de r0. On a alors, si xi 6  Go (®ï) égale à 1 au voisinage 
de A est à support asse z petit e t inclus dans l'intersection d e T0 avec 962, 

(5.21) SS3b(Xi (Mxe-A|l|)-e-,A*(l)5))=0 , 

(5.22) SSl (x , (MXe-iA"l)-e-«*<*>af))=0 . 

La second e relatio n es t simplemen t conséquenc e d e c e que, s i o n choisi t su r l e sup-
port de xi, on a (A + A2) (Hi (xe"iA|11) - e'iX^à)  =  O (e'^1^ e t des estimations 
elliptiques de l'appendice B . Pour démontrer l a première relation, on procède par l'ab-
surde, on not e D  =  (# ! (xe~iA|T|) - e~iX^a)  e t on choisit p 0 = (x0,f0 ) e <S563 (£>), 
tel que x0 € supp (xi). Sur r0, on a, modulo des termes négligeables, 

(Д + А2)£> = 0, 
Ölronae^a-X)™-"'*'. 

Or un calcul simple montre que si la phase tp est réelle analytique et a  est un symbole 
analytique, SS\ (e~,x^x'a  (x, A)) c {(a; , —V^)}. On a alors deux possibilités, 

- Soi t l e demi-rayon iss u d e po vers l e passé rencontr e l e coin O  après reflection 
sur 901 (c'es t à  dire £0 = -V<p(x0 ) 

- Soi t c e n'est pa s le cas, donc p0 $ SS3b  (e~iXv^a) et p 0 e  SS3b  (#i (xe~iAN)) . 
D'après la proposition B.13, le demi-rayon issu vers le passé de p0 reste donc inclus 
dans SSl (Hi (xe-**'1')) tan t qu'i l ne rencontre pas SS (x^e-'*'1') . Or, puisque 
—V<p(xo) i1 £o> s i ce demi-rayon rencontre 961, c'est e n un point unique (xi,fi ) 
ou n^-aei (£i ) (|x| ) donc en un point qui n'appartient pas à SSl (e~iX>"'(r). 
On peu t don c continue r à  propage r l a singularit é aprè s l e point pi , c e qui es t 
absurde d'après la proposition (3.5) . On est donc nécessairement dan s le premier 
cas. 
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On se place donc dans le premier cas. Au voisinage du demi-rayon (de ©î) issu de p0, on a 

(A + \2)D =  0 D\fonde=0, 

puisque ce demi-rayon est inclus dans To tant qu'il ne rencontre pas le bord de ©i et le 
rencontre donc en un point où Xi = 1 - D'après les résultats de propagation des singula-
rités de l'annexe B, ce demi-rayon est inclus dans SS3 (D) et après reflection, les points 
correspondants n e peuvent pa s être dans SSf  (e~iA<̂ x)5 ) (puisqu'alor s -  V<p (x) ^  f 
et donc , après reflection — V| (x)  | ^ £ ) e t sont donc dans SSb (H\ (xe~îA'x'cr)) e t la 
proposition (3.5 ) fourni t encor e une contradiction. Nou s avons donc montré la rela-
tion (5.21). D'après les relations (5.21), (5.22), la proposition B.14 et la remarque B.15, 
pour tout (JG M (O>), il existe C, e > 0 tels que 

(5.23) (# i (x ^-""l) -  e -iA^>5)|U(R2) <  Ce-M"\\<r\\nu). 

Puis en utilisant le lemme 3.8, on montre qu'on peut choisir C et e indépendants de o. 
On s'intéresse maintenant à la différence H2Hi  (x^~iA|a:' ) - # 2 (xie~iAv?(a;)5). Pour 

cela, on commence par démontrer le 
Lemme 5.9.  —  L'intersection  de  l'ensemble W avec  la  projection spaciale  de  l'en-
semble de  fréquence SS3b (H (x™~iXM) ~  H2 (xi^e~iXlfi{x) \de2)) est  vide. 

En effet, sur 63, la différence, D  de ces deux termes est égale à 

D = H2  ((1 - xi ) ffi [x°e-iXW)) +  H2 (xi (#i (re"""*") - ae~iX^)) 

D'après l'estimation (5.23) , il est facile de voir que la contribution du second terme de 
bord est négligeable; donc si p0 € SS3b (H (x^e~iX^) -  H2  (xi?e~iA^x) |a02) ) n f, o n 
a aussi po G  SS3b (H2  ((1 - xi ) #1 (x< -̂iA|x|) |ô02) ) fl W. D'aprè s la proposition B.13, 
le demi-rayon issu de p0, vers le passé reste inclus dans l'ensemble de fréquence tant 
qu'il ne rencontre pas dS2 en un point pi  te l que d'une part xi appartienn e au sup-
port de la fonction x i e t d'autr e part , pi  appartienn e à  l'ensemble de fréquence Ge-
vrey 3 de H\ (x^~*A'x') |ae2 - Or, en utilisant encore les résultats de propagation des 
singularités et la proposition 3.5, il est facile de voir que l'ensemble de fréquence Ge-
vrey 3 de H\ (xcre~îA'x') es t inclus dans la réunion des demi-rayons (de ©î) issus , vers 
le futur du support de x- C e procédé nous permet donc de construire un demi-rayon 
(de (Oi U ©2)°), issu vers le futur du support de x» se réfléchissant su r 02 en un point 
distinct du coin (puisque dans le support de 1 - Xi ) et rencontrant par la suite W,  ce 
qui est absurde. Nous avons donc démontré le lemme 5.9. 
Lemme 5.10.  —  La  projection spaciale de  l'ensemble de  fréquence 

(5.24) SSl  (H2  (xrfe-^M  |a62 ) - e-iX^+2da) 

ne rencontre pas W. 

En effet, o n raisonne comme précédemment par l'absurde et on choisit p0 dans cet 
ensemble et tel que xo G  W. Si le demi-rayon (de ©3) ne rencontre pas le coin, alors po £ 
SS\ (ae-iA<M+2d>) , donc pQ G  SSzb (H2  (xiae~iXip<<x) \de2))  e t comme précédemment, on 
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peut construire un demi-rayon (d e (©i U ©2)°), issu vers le futur du support de x, se 
réfléchissant sur 902 en un point distinct du coin et rencontrant W, ce qui est absurde. 
Donc nécessairement le demi-rayon (de R2) issu de po vers le passé rencontre le coin et 
reste tant qu'il n'a pas rencontré le coin, inclus dans l'ensemble (5.24) . On considère 

w (t, x) = J  eiA<*-*x»o r (s, A) dA \de2 , 

qui est supportée par {t >  2d}  puisque <p |ae2> 2d. Soit V la solution de 

(<9t2 -  A ) V = 0 dans e j, 
V \t<2d  = 0, 

\ae2 =  I  XiZJ*-**». 

P. Gérard et G. Lebeau montrent dans [8] qu'au voisinage de t = 2d , la fonction V s'écrit, 
dans Ti, l'intersection avec un voisinage de O d'un cône de sommet O  et contenant le 
segment [A,  O] (et donc aussi W si W est assez petit), modulo une fonction analytique, 

(5.25) V  (*, x) = -  J  e^MM+aO ^ (x, A) dX. 

o 
On va montrer qu'il en est de même, pour tout t e t tout x  G  Ti, modulo une fonction 
Gevrey 3 . On note D  la différence de s deux termes de l'équation (5.25) , qui est bien 

o 
définie sur Ti et qui y vérifie 
(5.26) (dî-A)D  =  N(t,x), 

o 
avec N  (t, x) analytiqu e dan s Ti  (pa s jusqu'au bor d de T i à  cause d e la singularité 
due a u coin) . O n prend po  € SS%(D)  tel qu e x$  appartient à  I^. O n a alors deux 
possibilités : 

- Soi t le demi-rayon issu de po vers le passé ne rencontre pas le coin, pour t = 2d 

- Soi t ce demi-rayon ne rencontre pas le coin ou le rencontre pour t = 2d. 

Dans le premier cas, p0 i  S  Si (J  e^-W+^a (x , A) dX = V {t,  x)), donc, p0 G  5563 (V) 
et d'après les théorèmes de propagation des singularités, le rayon (de ©3) issu de po reste 
dans cet ensemble, tant qu'il ne rencontre pas le bord de ©2 en un point appartenant 
au support de xi- Donc, il le rencontre nécessairement avant t <2d  (puisque , pour t < 
2d, V = 0 ) et si c'est en un point distinct du coin, c'est aussi , d'après les théorèmes de 
propagation des singularités dans les domaines analytiques, e n un point appartenan t 
à S S3 (f  e^'V^a  (x , A) dA |ae2). Comme il est clair que cet ensemble est inclus dans 
la projection sur T*9@2 de SS3  (/ elA "̂̂ x̂ a (x, A) dA) qui lui même est inclu s dans 
la projection spacial e d e l'ensemble {(£,# , T,£) ; t =  (p  (x) ,r =  1, £ =  —  V(p(x)}, o n 
pourrait construir e u n rayon (de (@ i U ©2)°) issu d'un point de l'ensemble x  =  1  se 
réfléchissant su r 902, en un point distinct du coin, puis rencontrant un point de W, ce 

62 



5. U N PROBLÈM E DE GRUSHIN 

qui est absurde. Donc, nécessairement, le demi-rayon issu de po, vers le passé rencontre 
le coin, en un point, p\. Si t\ /  2d,  on choisit ip G  GQ  (Rt) égale à 1 au voisinage de t\ 
et dont le support ne rencontre pas un voisinage de t =  2d.  O n remarque maintenant 
que au voisinage de ti, l a fonction b(x,t)  =  Xi  f etA "̂̂ x̂ 5 (x, À) dX \ee2  es t telle que 
b x ip est de classe Gevrey 3 en temps à valeurs Hl/2(dQ2). O n écrit V = V\ + V2 ave c 

- A ) Vi = 0, dan s 0§, V x |t<2d= 0, 1 4 |ae2= # 

et 

(d2 -A)V2 =  0 , dan s 0«, V 2 |t<M = 0, V 2 |a02 = (1 - ^)6 . 

D'après ce qui précède, l a fonction V\  est d e classe Gevrey 3  en temps à valeurs H1 
et V2  es t solution d'une équation d'onde, avec conditions de Dirichlet au voisinage du 
coin et de t\\ o n peut donc lui appliquer les résultats de propagation des singularités 
dans les ouverts à coin, et comme, pour t > t\, V  a une singularité Gevrey 3 qui arrive 
sur le coin pour t =  t\,  i l en est de même pour V2 e t comme au voisinage du coin et 
de t =  ¿1 , \I> = 1 , V2  possèd e une singularité Gevrey 3 qui repart du coin vers t <  t\, 
qui, puisque ©2 est convexe, ne peut plus rencontrer l'obstacle 02 par la suite, donc, 
par propagation des singularités à l'intérieur, cette singularité rentre dans t < 2d,  ce qui 
est absurde. Finalement, on est nécessairement dans le deuxième cas, c'est-à-dire que le 
demi-rayon issu vers le passé de p0 rencontre le coin pour t = 2d.  Comme p0 e  SS$  (D) 
et l e long de ce demi-rayon (avan t d e rencontrer l e coin) , on reste dan s T2 , d'après 
l'équation (5.26) , le demi-rayon issu de p0 vers le passé reste dans S S* (D), tant qu'il 
ne rencontre pas le coin, donc rentre dans une région où l'équation (5.25 ) est vérifiée, 
donc où D est analytique, ce qui est absurde. 

On montre enfin comme on l'a fait pour l'étude de l'opérateurHa, page s 46 et sui-
vantes qu e l a contributio n d'un e fonctio n d e classe Gevre y 3  à la résolvante es t de 

norme O ̂ e~£lA'1/3̂ , donc que la solution sortante de l'équation 

(A + A2) v = 0  dans Sc2, v  \dQ2= Xi^e~iX^ 
est, su r W,  égal e à  e~tX^x^2d^a  modulo un terme r  te l qu e ||r||#i(w ) <  Ce~£^1/3. 
On en dédui t l e lemm e 5.10 . Le s lemmes 5. 9 e t 5.1 0 impliquen t l a relatio n (5.20) . 
Les estimation s (5.19) , (5.20) , l a proposition B.14 , l a remarque B.15 , l e lemm e 3.8 
et l e princip e d u maximu m montren t l a propositio n 5.8 , dan s l e ca s s  =  1 , l e cas 
général est conséquence de ce cas particulier et de l'équation vérifiée par Mxe~tX^cr — 
e-tX\x\rpf (Ml) (a) au voisinage du support de la fonction x-

5.2.2 Estimation s diverses sur des termes de reste 
Le but de cette partie est de donner des estimations sur des termes qu'on considérera 

dans l a section suivant e comm e de s terme s d e reste , e n utilisan t toujour s d e façon 
systématique des arguments de propagation des singularités. Nous avons rassemblé ces 
estimations dans la 
Proposition 5.11.  —  / / existe W un  voisinage  de A dans d@i et un entier  m, tels 
que pour tout  u,  voisinage  complexe  de  A dans  le  complexité de d@i tel que la  trace 
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de u sur le réel contient W, pour toute fonction x € G\ (W) égale à 1 au voisinage de A, 
il existe A,  B, C, e > 0  tels que pour tout  p G N , tout  X G  UA,B  et tout f G  H1/2  (dOi) 
on a 

(5.27) HxMP (1 - x)  MaMm (f) ||j,i/»(ee, ) ^  Ce ^Hl/lltf1'^©.) ' 
\\Mm ((1 - x ) M0Mm) ||«i/î(8e,) ^  Ce-£lAl1/3||/||wi/2(a0l), 

HxAf (1 - X ) Mm (/) l U ^ e . ) <  Ce-^/3\\f\\H^{d&l), 
\\Mm ((1 - x ) AT") ||ffi/»(88i) ^  Ce-elA|,/>||/||ffi/2(aei). 

\\xMvMbMmf\\Hv2{dei) <  Ce-elxl"*||/||Hi/»(9ei). 
||MmM6Mm/||Jï./2(ae1) <  Ce-eW'/3 l|/llsi/»(aei) 

e£ pour <ou< a Ç.'HifjJ), 

(5.30) 

(5.31) 

' HxA P (1 - x ) MX (e-"W(7) |U(a9l, <  Ce-W1''^!!^) , 
||M™ (1 - x ) MX {e-^a) l U ^ e . ) <  Ce-lAl1/3||<x||*M, 

' HxM P (1 - x ) X (e"iA|l|a) ||ffl/ï(aei) <  Ce-*Wn\\a\\nu), 
IIM- (1 - x ) X {e-^a) \\Hl/HdQl)  <  Ce-Wi/3\\o\\nw) 

et pour tout q € N, et  tout d  € C2N+1, 

(5.32) Il (xMf ( 1 - x ) M"X (e-^PN (d))  ||„1/2(aei> <  Ce^ut\\d\\, 
||Mm (1 - x ) M«X (e-*IPff (d))  b . / )̂ ^  t7e-£lAll/3||<i||. 

Pour démontrer cette proposition, on commence par montrer le lemme suivant : 
Lemme 5.12.  —  / / existe  un  voisinage V de  A dans R? et N €  N tels  que 

- Tout  demi-rayon faisant  au moins N réflexions  successives  sur  9©i et  902  a 
nécessairement rencontré le coin. 

- Aucun  demi-rayon issu  du coin, ne rencontrant pas  A à  sa première réflexion 
sur 90i ne  rencontre par la suite V 

- Aucun  demi-rayon issu du coin, rencontrant  lors d'une réflexion entre  90i et  902 
le support de  Xb ne  rencontre par la suite V. 

- Tout  demi-rayon issu du coin,  qui  rencontre lors d'une réflexion sur 90i un  point 
distinct de A fait par la suite au plus N réflexions  sur  90i. 

De plus, si  V C  V est un autre voisinage  de A dans R2, V vérifie  encore ces propriétés. 

La première propositio n es t un e conséquenc e direct e d e l a strict e convexit é de s 
obstacles ©i et 02 et de la présence du coin O sur la trajectoire qui minimise la distance 
entre 0i e t 02. 
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Pour vérifie r l a deuxième, i l suffi t d e prendre V  inclu s dans l e secteur angulair e 
délimité par les deux rayons réfléchis sur les deux faces de 902 associés au rayon inci-
dent [A ,0]. 

Comme Xb es t identiquement nulle au voisinage du segment [j4,0] , tout rayon issu 
du coin qui rencontre le support de Xb sor t du secteur angulaire défini précédemment 
définitivement, d'o ù la troisième proposition. 

Enfin, la quatrième proposition est conséquence directe de la première. 
Lemme 5.13.  —  Pour  tout f G  H1/2  (9©i), l'intersection de l'ensemble de fréquence 
Gevrey 3  de H\ (f) avec  © î est  inclus dans  la  réunion des  demi-rayons (de  Q\) issus 
vers le futur de l'intersection de  SS3 (f) avec  la  projection sur  T*9@i de  la variété 
caractéristique | f |2 = 1. 

En effet, il est facile de voir que la proposition 3.5 reste vraie pour H\ et les résultats 
de propagation des singularités montrent que si po € SS\ (H\  (/)), i l en est de même du 
demi-rayon issu de po vers le passé tant qu'il ne rencontre pas SS3 (/), et nécessairement, 
d'après la proposition 3.5, il doit rencontrer cet ensemble. 
Lemme 5.14*  — existe  V  un  voisinage de  ©i tel  que pour tout  f G  H1/2  (9©i), 
l'intersection de  l'ensemble de  fréquence Gevrey  3  de H (f) avec  V  est  inclus dans  la 
réunion des demi-rayons (de  Q^) issus  vers  Ie futur de l'intersection de SS3 (f) avec  la 
projection sur T*dQ\ de la variété caractéristique |£|2 = 1 , et  se réfléchissant sur 9@2-

En effet, l a proposition 3.5 reste vraie pour H2 e t s i p0 € SS\  (H  (/)) n  T* (©£), 
par propagation des singularités, il en est de même du demi-rayon (de 6£) iss u de p 0 
vers le passé, tant qu'i l ne rencontre pas 9©2- D'après la proposition 3.5, il rencontre 
nécessairement 902- Soit pi un point sur ce rayon proche de 902- Au voisinage de 902, 
on a (A -f- A2) (H (f) -  Hi  (/)) =  0, H (f) -  Hx  (f) \de2=  0, donc si Pl £ SS\ №  (/)), 
un des demi-rayons (de ©£) issus de pi vers le passé (à cause du coin, on n'a plus unicité) 
reste, au voisinage de 02 dans SS\ (H  (/) —  H\ (/)), comme d'après la proposition 3.5, 
après réflexion sur 902, le demi-rayon ne peut pas rencontrer SS\ (H  (/)), i l est inclus 
dans SSl (H\  (/)), ce qui permet de conclure d'après le lemme 5.13. Le seul problème est 
donc si pi G  SS\  (H\  (/)), c e qui implique, d'après le lemme 5.13 qu'il existe x G 90 i 
tel qu e X\  G  [a:,^]. C e dernier ca s es t exclu , s i o n a  pris le point XQ  te l qu e pour 
tout x G 0i , l e segment [XQ,X]  n e rencontre pas 902, ce qui est possible si V est assez 
petit. On démontre de la même manière le 
Lemme 5.15.  —  / / existe  V  un  voisinage de  0i tel  que pour tout  f G  H1/2  (9©i), 
l'intersection de  l'ensemble de  fréquence Gevrey  3  de  Ha(f) (respectivement  Hb(f)) 
avec V est  inclus dans la réunion des demi-rayons  (de  &%) issus  vers le  futur de l'inter-
section de  SS3 (/) avec  la  projection sur  T*9©i de  la variété caractéristique  |£| 2 = 1 , 
se réfléchissant sur 902 et  rencontrant le support de la fonction Xa (respectivement  Xb)-

Pour démontrer les relations (5.27), (5.28) , il suffit de démontrer que les ensembles 
de fréquence correspondants sont vides, d'utiliser les estimations elliptiques pour mon-
trer que les ensembles d e fréquence à  l'infini son t égalemen t vides , pui s d'utiliser l a 
proposition B.14 et la remarque B.1 5 pour en déduire une estimation, enfin, on utilise 
le lemme 3.8 pour montrer que les constantes ne dépendent pas de /, puis pour conclure, 
on propage les estimations sur le réel à un domaine UA,B,  en utilisant l e principe du 
maximum de l'annexe C. Pour démontrer que les ensembles de fréquence correspondants 

65 



N.BURQ 

sont vides, on utilise les lemmes 5.14, 5.15, en remarquant que l'ensemble de fréquence 
de la restriction à  dQi  d'un e fonction g  est inclu s dans la projection sur T*dQ\ d e 
l'ensemble de fréquence de g, et on conclut en utilisant les propriétés géométriques de 
la proposition 5.12 . Les relations (5.29) , (5.30) , (5.31 ) e t (5.32 ) s e démontrent d e la 
même manière en remarquant de plus que 

SS\ (ae -^l) C  I W, ( { ( x , - ^ ) } ) . 

5.3 Résolutio n d'u n problèm e d e Grushi n 
Définition 5.16.  —  On  notera, pour  u C  dQi, s  G  N , H8  (u) l'espace  de  Sobolev 
d'ordre s  sur  LU, muni  de  la norme 

/ \1/ 2 
\\u\\s^)=[Y\\(de)pu\\lHA , 

\\<s J 

de telle façon que si  a G  H^),  w  un voisinage complexe  de  A, alors,  pour  tout \ £ 
Gl (w), \\Xe-iX^a  |aQl H. (w n dQ1) <  C.|A|'||̂ ||«(w). 

Le but de cette partie est la démonstration du résultat suivant : 
Proposition 5.17.  —  Pour  tout N €  N,  il  existe e  >  0  et  A >  0  tels  que pour 
tout X G  A£iN  fi {|À| >  A}, on  peut résoudre dans  H2N+1 (<90i) x C2N+1 le  problème de 
Grushin : 

f(Id-M)u-e-iXWpN(C) =  f, 
( }  \  GN(e^u)=D. 

La solution de  ce problème est  unique et  holomorphe en  X e A£v/ v H {|À| >  A}.  On  la 
notera 

( 5 ) - e w ( i ) 
avec 

^(A)=(/_!+ £+£;) . 

Cette solution  est  telle qu'il existe  C , AT, D tels  que pour tout X  G  A£JN, 

(5-34) || 5 (A) ||£(W2N+1XC-+I) < C\\\NeDIm"+ 

et il existe C, r) >  0 tel que pour tout X  G  A£IN, 

(5.35) -  (A ) ||£(c^+.) <  Ce-«Mm. 
Remarque 5.18.  —  Ce  problème de Grushin a bien un sens sur H2N+l (dQ\) puisque 
cet espace s'injecte continuement  dans C2N (dQ\), d'après  les  théorèmes d'injection de 
Sobolev. 
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L'idée de la démonstration est l a suivante : dans un premier temps, on s'intéresse 
uniquement à  la question de l'existence et pour cela, on se ramène par des arguments 
de perturbation ,  en utilisant les résultats de la section précédente, au problème résolu 
par la proposition 5.3 . O n ne s'intéresse pas dans cette première étape au caractère ho-
lomorphe du problème. Dans un deuxième temps, on démontre l'unicité. L'holomorphie 
de l'inverse est automatique, puisque cet inverse que nous construisons est continu. 

5.3.1 Existenc e d'une solution 
Soit m  G  N, qu e nous fixerons plu s tard (o n le prendra assez grand pour que les 

estimations de la section 5.2 soient vérifiées). Soient 

Ui =  u -
m 

i=0 
M'f, 

Dl = D-
m 

¿=0 
GN (e^liPu). 

Il existe A,  B,  C > 0 tels que pour tout A €  UA,B  e t tout s € N il existe CS > 0 tel que 

(5.36) 
||U-Ul||s<C5|Ar2ec»ImA+||/||1/2) \\D-D1\\<C\X\2N+:iec'lmX+(\\f\\1/2). 

En effet, on a 

ll^(/)llW1(n)<^|A|2eCImA+||/||i/2 

en écrivant H\ 071/^2/ = ^#2/ — Ri [A, K] H\f ave c K G  CQ° (63) égale à 1 au voisinage 
de 61, on en déduit qu'on a aussi 

||^(/)||ffl(n)<Cs|A|2e^+||/||1/2 

et comme au voisinage de 9i, Hs  (/) es t solution de (A + À2) H (/) =  0, on a, si V est 
un voisinage de Oi, 

\\Hk(f)\\H.m<C.jt\X\t\\Hk(f) ||1/2, 

l'estimation (5.36 ) e n découle. On a aussi 

||JD-A||<C|A|2W+ïeCfaA+||/||1/2. 

Trouver (u,C)  solutio n du système (5.33 ) es t équivalent à trouver {u\,C)  solutio n 
du même système, où on a remplacé / pa r Mm+1 (/) e t D par D\. 

D'après la proposition 4.10, il existe a, D > 0 et x € G\  (dOi), égale à 1 au voisinage 
du point A  tels qu'i l existe des opérateurs R  G  M (C {H1/2 (dQi) ;Hl  (6§))) e t a  G 
A (C {H1'2 (36i) ; Ha,D (dQi))) tel s que 

(5.37) Mm+ 1 = xe"iA|x|a (Mm) + (1 - x)  MaMm + MbMm + XR 
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et la forme de a donnée par la relation (4.17) montre que pour tout À, on a 

(5.38) sup \a (u) | < CeclmX+ \\u\\1/2 (06i) 
X 

et 

e"CImA+ sup / ( 1 + |A|2 ) la (u) (s, À) dX < C\\u\\1/2  (900 . 
s<0 Jlm\=-s 

Si on considère a (Mm {u\)), comme une fonction holomorphe de la variable x dépendant 
de À comme d'un paramètre, on peut appliquer au couple (a (Mm (ui)), Di) l'opérateur 
SN^I défin i en (5.8). Soit 

{s,C) =  SNll  (a(Mm(u1)),D1). 

D'après la proposition 5.8, il existe a>, un voisinage complexe de A dans 90i, x  égale 
à 1 au voisinage de A, à support inclus dans 'w et C, A, B, rj > 0 et pour tout s  > 0 , il 
existe CS  tels que pour tout À G  UA,B  et tout a G (  (a;), on a 

(5.39) WxMxe-^a  -  xe~iXMT'  (A) (a) lae, 11*.«», ) < C  \X\N+'  e-"W1/3||<7||„(a)). 

On applique ce résultat à s\ (x)  = a, À fixe. Comme les opérateurs M et T'commmutent 
à la restriction en À0, on obtient, pour tout À, 

\\xMXe-iX^s - Xe-»Wr  (A ) (s) |Wl U , . ^, <  C, \\\N'+* e~^1/3 \\f\\Hl„(9ei) • 

La fonction u2 —  xe-,A'I'sA (z, A) définie pour A € A£,jv, £ assez petit vérifie donc 

f u2 - XM  (A) u2 - xe~iXMPN  (C) = Xe~imo-  (Mm (/)) +  R (/), 
1 GN  {XeiXMu2) =  Dl. 

(5.40) 

où l'opérateur R vérifie pour tout A €  Ae,N, ||e|A|1/3/ci?||2jv+i < C. 
On cherche maintenant «3 = u\ — u2 telle que 

f (Id - M)  u3 = ( 1 - x)e-iA|x | (P* (c) + a (Mm (/))) +  (1 - X)  Mu2 
+ (1 - X)MaMm(f)  + M6Mro(/) + XR(f) 

= A(f,d)  +  XR(J) 
[GN {eiX^u3) =  0. 

On va pouvoir résoudre ce problème de manière approchée; d'après la relation (5.40), 
il est facile de voir que 

(1 - x)  Mu2 
m-1 

= {l-X)M  (XM)m  U2 + J2(1-X)M (xMY  (xe~iXM (PN (c) + a (Mm (/)))). 
t=0 
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Soit u3 = Y,T=o Mi (A (/><*))• 0n  a 

(Id — M) u3 = A(f,  d) + Mm (A{f, d)). 

D'après les estimations de la proposition 5.11, la fonction u3  ains i définie vérifie, s i on 
a choisi l'entier m assez grand : 

\\(Id-M)u3-A(f,D)\\HiN+1{dei) 

< Ce-"Wm (\\f\\HuHdei) + ||tt> WWHU^) +  \\PN  (C)\\Bl,Hgei) + |kA||w(u)) 

et donc, d'après (5.38) et les estimations de la proposition 5.3, on a 

\\(Id -M)u3-A (/ , D)||H2„+1(aei) < Ce-oW'3  (||/||ffl/2(aei) +  P l i ) • 

On a également d'après les estimations de la proposition 5.11, 

\\GN (eiX^u3)\\ <  Ce-"W1/3 (||/|U,(aei) +  \\D\\)  . 

En résumé, nous avons montré que le couple (u = J™o M' (/) +  u2 + u3, C) vérifie 

f (Id-M)u  =  f +  R1(f,d), 
\GN (eiXWu)=D + R2(f,d), 

avec des opérateurs (Ri,R2) e  C  {îi2\€N (#©i) x C2JV+1) vérifiant pour tout A e  KeiN 

Il (RuR2) ||£(^+1(aei)xc^) <  C |A|ce-wV3/c. 

L'opérateur Id+ (Ri,R2)  étan t donc clairement inversible par une série de Neumann, 
si |À | est assez grand, nous avons montré l'existence d'u n inverse a gauche qui vérifie 
les estimations (5.34) , pour le problème de Grushin initial. Il reste à prouver l'unicité. 

5.3.2 Unicit é de la solution 
On fixe, dans cette partie les nombres e et N vérifiant les conditions nécessaires pour 

l'existence d'u n inverse à  gauche. On pourra éventuellement le s diminuer un nombre 
fini d e fois. Aucune des constantes que nous introduirons ne dépendra de A G A^. 

Soient (u,  C) e H2N+1  (<96i) x C2iV+1 et A0 €  A£fN n {|A| >  A}, tel s que 

Í (Id - M  (A0)) u - e-*»\*\pN(C)  =  0, 
1 j  \  GN{eiX^u)=0. 

On veut montrer qu'alors (u, C) — (0,0). On a 

u = M  (A0) u - e-iXoMPN  (C), 
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on en déduit, pour tout m G N, 
m 

u = Mm+1  (A0) u-Y,Ml (A0 ) (e-iX°WpN (C)) 
i=0 

donc, d'après (5.37), 

u = xe-iX°M<T  (u, C) |A=Ao +  (1 - x)  MaMm |A=Ao (u)  + MbMm |A=Ao  («) 
m 

U=Ao(xe-iAo|x|FN(C)) 
¿=0 
m z 

(5.42) £ E  (A W U= A„ (1 - X ) AT-' |A=Ao (e-^Wp^ (C)) 
i=0 j=0 

- E W U =A„(1-X) (e-^lp^(C) ) 
¿=0 

= Xe-ao|3:| a («, C) |A=Ao +Am (u, C) |A=Ao . 

avec Am vérifiant , d'après les estimations de la proposition 5.11 et (5.39), 

\/K €  N , 3A,  B,C,Î]>  0 ; V p <  K,  V A €  UA,B, 
(5.43) ||xMM m||H2N+1(aei)<Ce-"lAl1/3. 
Lemme 5.19.  —  II  existe Ai,A2  >  0  tels  que pour  tout k e  N,  il  existe ak(x)  G 
H (u) et 

RkeA(C (H™*1  (dS,) x  C2N+l; (H™*1 (de,)))), 

tels que pour tout p G N, 

(5.44) u  = Xe-iXolxlo~k (x) + Rk (u, C), 

(5.45) 

et 

XMPRK eM(c  (H2N+1  (de,) x  c2"+1; (H2N+x (de,)))) 

(5.46) \\ak\\n{uj)  <  Ak^  - j i L j e ^o+(||^||^+1(,0i) +  ||C|| ) 

+ £((2iV +  2),4?) 
p=0 >JV+3/2 ||C||+^e-«M1/3(|H|2^+1 +  ||C||) . 

On montre ce lemme par récurence sur k. Pour k — 0 , ce résultat es t conséquence 
des relations (5.42 ) e t (5.43) . Supposons ce résultat vérifi é a u rang k. d'après (5.41) , 
on a 

u = M  (xe-iAo|x|afc) + xe-iAo|x|Piv (C) + M (Ak (u, C)) + (1 - x ) e~iX^PN (C) 
= Xe-iAoWT ' (trfc + PN (C)) + Rk+1 (u, C) 
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avec 

RM («,  C) = ( 1 - x ) M (Xe-iX°Wak) +  (1 - x ) (C) 
+ Mi?fc + (XMXe-iXo^(Tk  - Xe-iXolxlT'cTk) 

et il est facile de voir que cette relation définit bien un opérateur Rk+i vérifian t (5.45 ) 
au rang fc + 1. Il suffit don c de vérifier que ak+i — V (ak)  + PN (C) vérifie bien (5.46). 
Or, d'après (5.44) au rang h, 

\\GN(ak)\\<Ake-^1/3(\\u\\2N+1 +  \\C\\), 

on obtient donc 

< (2A T + 2 ) ||C|| + AAke-<*W31^| (||«||2W+ 1 + ||C|| ) 

+ A k*llw(«), AAT+3/2| 

d'où le résultat, puisque \z\  < \\\N+1/2.  Finalement , si on choisit h,  assez grand et e > 
assez petit, on obtient, pour tout K >  0 

xN+l/2 

hkWnw < AK (\\C\\ + |A0r*|M|2;v+i) . 

En appliquant l'opérateur GN  0 elX°^ à  (5.44), pour k + 1, en remarquant que ak+i = 
T' (crk) +  PN  (C)5 on obtient modulo un terme négligeable, 

(5.47) C  = -GN  (T ' (ak)) -  GN  (Ak (u, C)). 

donc 

(5.48) ||C| | < A  I p^ l \\<Tk\W»)+Ce-»W3  (||C|| + ||«||2W+1) 

On en déduit que pour tout K >  0 il existe CK tel que 

, ,  \\C\\  <  CK\\Q\-K\\u\\2N+l 
K '  '  IMItt H <  CK\X0\-K\\u\\2N+1 

D'après (5.44) , (5.45) , (5.47 ) e t (5.49) , 

(5.50) | M | <  CK|A0|-X||U| | 
2N+1-

On utilise à nouveau (5.41) , c e qui donne 
u = M(u)  + e-iX°WpN (C) 

= M(u)  + ^ (u) 
= Mm  (tf +  Rniu) 
= (\-X)Mm(u)  +  R!m(U) 
= Mm(l-x)Mm(u)  +  PJ^(u), 
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avec Ri, Rm, R'm, R'^ des opérateurs continus de H2N+l {dQ\) dans lui même, de normes 
inférieures à CK\M2N+1~K'» d'après (5.50). La proposition 5.11 montre donc que u vérifie, 

IMIwr+i <  CK\\0\2N+1-K\\u\\2N+1, 

ce qui, si |À0 | est assez grand et si on a choisi K >  2N  + 1  implique que u — 0 , donc 
que C = 0. 

Nous avon s don c invers é l e problèm e d e Grushi n (5.33) , le s estimation s (5.34 ) 
et (5.35 ) découlen t d e la preuve donnée et l e fai t qu e l'inverse es t holomorph e en À 
est simplement une conséquence de ce que l'opérateur qu'on inverse l'est (cette dernière 
propriété n'est pas une conséquence de la preuve donnée). 
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VI. Démonstratio n du théorème 1 

6.1 Développement s asymptotiques 
Nous allons, dans cette partie donner des développements asymptotiques pour les 

racines de l'équation 
(6.1) de t (£±) = 0. 
On va commence r pa r donne r u n développement asymptotiqu e pou r le s racine s de 
l'équation 
(6.2) de t ({ENA -  R(X))  =  0, 
où l a matric e R  =  (ra^)  est cell e donné e pa r la relatio n (5.18) , pui s o n montrera 
que les racines de l'équation (6.1 ) et celle de l'équation (6.2 ) ont des développements 
asymptotiques identiques. 

Nous rappelons que d'après le théorème de Puiseux, si bj (z), j =  1 ; • • •  ; m sont m 
fonctions holomorphes au voisinage de 0 dans C, alors, il existe a*, l = 1 ; • • • ;p, Yli ai — 
m tels que les racines de l'équation Xm + b\ (z) Xm~l H h  bm (z) sont des fonctions 
holomorphes de zlfai (et pour chaque Z on a exactement ai solutions) . Nous ferons dans 
ce chapitre un usage répété de ce résultat. 

Pour simplifier les notations, on notera encore, l a matrice —  R(\). 

6.1.1 Localisatio n au voisinage des pseudopôles 
On rappelle que 

= Id-zF±fi,dd 
a/2<i<a/2+N+l 

A Ûi,a, 7 

= Id-zF±fi, 
avec a0,o,o 0 . On étudie d'abord les pôles situés dans une région de la forme 

{A e C ; \z\  = 
e-2iXd I 
ssc M < +oo\. 

I V  ' » | 
Lemme 6.1.  —  Pour  tout M >  0,  il  existe  A,C >  0  et  e  >  0  tels  que pour 
tout \ £  C, tel  que \z\  < M,  |A | > C et  \z - ô J>0 | > Â,  on  a 

detJE^J > £ 
|A|-
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En effet, s i on considère z et À comme deux variables indépendantes, on a 

E%x (z,X) = Id-z 

' a0,o,o 0  •  • • 0 > 
ao,i,o : 
Û0,a,0 • 

o .. . o , 

+ o \z\ + V 
|A| 

ce qui implique 

(6.3) det (Et !  (z, A)) = ( 1 - za0,0,o ) + O \z\2 + V 
A 

et si |z | < M, | z - a0Ji0 | > ^  alor s on a |1 - za0fifi\  >  M|a^ooA|. 
On s'intéresse maintenan t aux pôles obtenus pour \z\  grand donc dans une région 

de la forme 

{A € C ;  \z\  = 
|e-2iAd| 

sd 
>M}. 

On suppose N >  1. 
Lemme 6.2.  —  / / existe  M  >  0 , e  >  0  et  A >  0  tels  que pour  tout X e C  tel 
que M < \z\  < e\X\ on  a 

(6.4) detE%1(z,\)\ >  A\z\. 

En effet, ce résultat est conséquence de (6.3). 
Ces deux résultats montren t qu e les zéros en z  d e l'équation detJE^ î , sou s une 

courbe d'équation \z\  < e\X\ son t tous, si e est assez petit, dans un voisinage arbitrai-
rement petit de ZQ = (s i \M  est assez grand). 
Définition 6.3.  —  Soit  (ai)leN* une  suite d'entiers strictement positifs et (bij)i<i<ai, 
(fil)deux suites  doubles de  complexes et  d'entiers  strictement  positifs  respecti-

À°M défini  pour  ReX > 0  (On  prend la définition 
de À  a =  gae'a  si  X  —  gé10). On  appellera z^\  la suite  des  pseudoZ associés aux 
suites A = dij,  B  = bij  et R = r^ . 
Lemme 6.4  (Localisation  au voisinage des  pseudoZ). — Soit  K e  N.  On 
choisit N = K1.  Il  existe des  suites A,B et  R telles  que 

- Le  nombre de  couples (z , Z) tels que r-^- < K est  inférieur à N 

- Il  existe e, rj, a >  0  tels que pour tout X e C  tel  que M < \z\  < \X\K,  on  a 

(6.5) V(i,l), \z~l  - z~l\  >  a  \zj\ \\r  =>  \àeŒ±tl{z,\)\  >  V\X\~m. 

On a 

det (E$fi (z, A)) = 2Ndet {z~lId - F±B) . 
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Notons 

P (X, A"1) = det (Xld -  F$t0). 

P es t un polynôme en X d e degré 2N  + 1 , à coefficients polynôme s en A"1. D'après 
le théorème de Puiseux, i l existe L  G N  e t (aj )i<j<L tel s que Yliai =  %N + 1  et que 
les racines en X d e P son t des fonctions ramifiées de A-1, pour |A| assez grand. C'est 
à dire s'écrivent Xiti  (A-1), avec Xiyi (A~ûf) =  g^i  (A-1) où les fonctions (g^i)  \<I<L  son t 
holomorphes au voisinage de 0. Au premier ordre, on a donc, si Xu ^ 0, 1-*-a * 

Xu (A"1 ) = bu A. + 0 1 
'dvl)c cbvy 

On obtient donc, pour ce choix de biit e t de r;,/, 

àet(E%fi(z,\)) =  zNï[(z-1-XiJl  (A"1) ) 

=• |det(£±0(z,A))|>|z | 
W) 

(fvnb)b 
akj|_1|A|-e x 

i,l ;Xj,,=0 
M"1 

or, z" 1 - z", 1 >  a  zr. 1 = • M- >  1  - a  M- hr : >  TT X > 0 et donc 

det(£±0(z,A))>/?|A|-(2"+1>*, ß>0. 

(puisque si X^i = 0 , on a toujours \z  x\  >  a\z  l\  si 0 < a <  1. ) 
Nous allons utiliser la relation 

E±tl (z, A) = E%0  (z, A) (Id + E%0 (z, A)"1 -  E$fi)  (z, A)) 

pour calculer le déterminant de E^x (z, A). On a 

0{w-z))d6'dfg 1 
det £±(z,A ) 

EVNK A" 

où EHQ(Z, A) est la matrice des cofacteurs : 

(E$n(z, X)) 
xsxc v 

= o 
'(L + |Z | )X( L +  ¥ ) X ( L +  J 2 l ) X . . . X ( L +  M ) 

1 + db 
i m . 

donc, pour tout A te l que 0 < M < \z\  < \X\K,  s i |A|f i 1  <  \z\  < \X\R, 

(ëUz,X)) 
a,ß\ 

< 
|z|2fi+1 

JA|«2+« + 1 I x 
1 

a + ifi, j 

0{w-z))d6' \z\2R 
\X\R2+R 

+ 1 

< A m iA K2-K 
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On note P  (A ) =  Dia g (l, A , A , •  • •  ,  A" , A") . O n a donc (EN0)  1  =  P  (A ) x  G%0  (z,  A ) 
avec 

'(-j 0{w-z))d6' 1 + 
Z2K 

\K*+K | E 1 
det 

D'après la relation (5.18), on a 

sdvm0{w-z))d6')ckl fg z 
bnv 

si |p^r | es t assez petit. Or, si ||Gjv,o x (E N,I ~  -̂ w,o) x P"! ! <  o r <  1 , on aura 

(6.6) 

et 

det [Id +  ( £ ± o p (E^  -  E%fi))\  > / (a) >  0 

\\\K2-K x 1DD 

i e t « 0 ) I 
X \z\ 

A|Jv+i 
< С \ \\K2-K+N^K-(N+1)  < \ \Ne-l\ 

Il suffit don c de choisir 0 < e < l/N  pou r démontrer le lemme 6.4. 
Les lemmes 6.1 e t 6. 4 impliquen t qu e si A  es t u n zéro du déterminant d e la ma-

trice E^i (A) , alors z (A ) =  EAJ 2 es t nécessairement proche d'un pseudoZ. 

6.1.2 Développement s asymptotiques 
Dans ce qui suit, l'entier TV " =  K2  est fixé. Nou s allons calculer un développement 

asymptotique de type C°°  à  tous les ordres des racines de l'équation det (E^x(z)) =  0, 
pour |A| -> +oo et ffi  petit . 
Définition 6.5.  —  Pour  b  G  C , a  G  N* et  r e N* , on appelle pseudo pôles associés 
à (6 , a , r), les  racines A  de  partie  réelle  positive, de  l'équation 6xl]2  =  b  (A1/0) . 

L'étude de la fonction A  i-> 6  ?*ff/a montr e le résultat suivant : 
Lemme 6.6.  —  / / existe  C > 0 tel que  les  pseudopôles  tels  que |A | > C forment une 
suite, A£,b,r telle que: 

Re\n = nn 
d 

Are (6) 
2d 

sdsvgf 

et 

ImXn — '1 r s 
V2 a , 

X 1 
2d 

717P 
d + LOG(|6| ) + O(L) , 

donc en particulier, on  a ImXn n~ °̂ ° ( 1 + ̂ ) x  ^  log (iïeAn), c e #m montre que les 
pseudopôles sont asymptotiquement sur  une  courbe  logarithmique, de  pente  ( | +  x  ^. 
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On se place dans toute la suite de cette section dans une région U  =  {À ; < 
1, |À| > C, 77 <  \z\}  avec C assez grand et 77 > 0. D'après ce qui précède, pour tout e > 0, 
il existe C, 77 >  0  tel que dans cette région, les zéros de l'équation (6.2 ) sont tous tels 
que z'1 (A) est tel qu'il existe (i,  l) tel que 

(A"1) 
dv 

-1 kz 

On peut donc supposer, dans le cas où X^i  ̂0 qu'on a également 

(6.7) 
z(\-') 

Xij. (A-1) 
- 1 < e 

et l'équation (6.7 ) définit u n voisinage des pseudopôles associés au pseudoZ considéré. 
Si on prend e >  0  assez petit , o n peut supposer que ces voisinages sont distincts , si 
les pseudoZ le sont. O n choisit u n pseudoZ, z  =  b\~?,  tel que r/a <  K,  o n note m 
sa multiplicité (comm e pseudoZ), c'es t à  dire le nombre de fois où z-1 es t l a partie 
principale d'une racine X^i (A-1), et on s'intéresse aux A G  U  tels que 

*(A) 
sxvb - 1 < e 

et tels que pour les autre pseudoZ, z' on a 
z 
z' 

- 1 > e. 

On remplace maintenant pa r l'expression obtenue en tronquant la série (5.18) 
au rang M, qu'on note E^lM 

0{w-z))d6'dghh 
7/2<i<M 

A kin.^  H~ 
+00 

n=l 

Z 
A"*1; 

V 

AT+l+7/2<p<M 
A P̂ n,p,a, 7 

= EN,0  + —— A — A"1 ' A"*1' > 
donc 

(6.8) det (E$lM)=det(ENt0) +  O z 
.A"*1 X 

Z2R 
sqvcb lm 

où R = max{ r G N; >  1} . En effet, dans le développement du déterminant, pour 
obtenir l e term e à  prior i l e plu s grand , o n prend u n terme dan s la matric e A , par 
exemple dans la colonne i et les 2N autres termes dans la matrice ENiQ.  Ce s derniers 
termes sont majorés par jj  s i le terme vient de la colonne 2j  — 1  ou de la colonne 2j 
et si j <  R  et majorés par 1 sinon. Comme on ne peut pas prendre ces termes dans la 
colonne i, on obtient la majoration (6.8). 

Dans la suite, pour alléger les notations, on omet l'indice M. D'après ce qui précède, 
on a dans U, 

det (BÌ1)(z,A) =  " 
(M) 

0{w-z) FILL z 
wxx 

rt c 
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avec, R(Z,  A-1 ) un e fonction holomorph e e n Z  pou r \Z\  assez peti t e t méromorphe 
en A-1 a u voisinage d e (0,0) , c'es t à  dire telle qu'i l exist e AT 0 € N  te l qu e la fonc-
tion X~Nor  (Z, À-1) es t holomorph e a u voisinage d e (0,0) . O n fait l e changement de 
variables X =  i , e t on pose 

Q(X,A"1)=det (EftJ  (zX,  A"1) 
= det (E^+riX^-1) 

où la fonctio n r  es t holomorph e e n X, méromorph e e n A  1/û au voisinage d e (1,0 ) 
(car £ < K)  e t d'après ce qui précède, on a également : 

IQ^A-1)! <  C zX 
XN+1 X 

(zX)2R 
\R(R+1) 

•1 

sg 
df_ 

vbd 
sdv 
AK(fi+l) + 1 

(on rappelle qu'on peut prendre R —  <  £) . On cherche à calculer les racines de 
l'équation Q  (X, A-1) = 0  au voisinage du point (X =  1 , A-1 = 0) . On notera 

(X, A"1) r(*,A") 
qdvt 1 - -f - (A"a ) X 

La fonction £) est méromorphe en (X, A a u voisinage de (1,0). En effet, r  (X, A a) 
l'est. 

Zi,l¿Z 
1 - Z 

Zhl 
(X~a) X s 

1d 
f 1 -  X)m 

det (£±0 (Xz(A"tt),A-a) ) 

et z(X a)  est holomorphe en A 1. Si le pseudoZ près duquel on travaille n'est pas zo,o = 
â J, on a aussi 

i -
z 

ddv 
(A-0) X >C\z\, 

ce qui implique 

\D(X,\-l/a)\ <  C zX 
\N+ X 

•~X)2R-1 
\R(R+1) 

+ 1 

< c 
V2R+1 
XN+1 X 

A ^ 
\R(R+1) + 1 

< c  (x2R+1x¡'-lf-1 + 1 

et si on travaille près de ZQ,O, alors, on a 

D(X,\-1) \  < C 
X2«+l i 
\N+I I 
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Dans tous les cas , la fonction \D(X,  A  *) est borné e au voisinage de (1,0) ; elle est 
donc holomorphe sur ce voisinage. L a fonction S(X,  A-1 ) =  ( 1 — X)m + D(X,  A"1) 
est don c holomorphe en (X , A-1) au voisinage de(l,0) e t vérifi e (j ^J ( 5 (1,0)) =  0 

(pour 0  <  i  <  m)  e t (5(1,0) ) ^  0 . D'aprè s l e théorème d e préparation de 
Weierstrass, il existe donc m + 1 fonctions holomorphes en A-1 au voisinage de 0, a,j e t 
une fonction c (X, A-1) holomorphe au voisinage de (1,0) telle que c (1,0) ^ 0, dj (0) = 0 
et 

S (X, A"1) = c (X, A"1) ((1 - X)m  + ûm-i (A"1) (1 - X)™- 1 + • • • + ao (A"1)). 

Enfin, le théorème de Puiseux montre que les racines X, d e l'équation S (X, A-1) = 0 
sont m  fonction algébrique s de A-1, c'est à  dire qu'il existe m  entiers dj  tels que ces 
racines Xj vérifien t 

0{w-z))d6' eqsdflds_')s 

où les fj  son t des fonctions holomorphe s au voisinage de 0. On écrit à  nouveau l'in-
dice M, on a donc le lemme : 
Lemme 6.7.  —  / / existe  des  développements asymptotiques,  &IJ,M ; j  =  1,  — - m; i  G 
N* tels  que les  solutions, X^M  (A-1) , de  Véquation 

det (^ ,M (b\r'aX,\-1))=0, 

telles que  \X  — Il <  e (e  > 0 assez petit) vérifient, pour  A assez  grand, 

XiM (A"1) ~ 1  + 
ddf 

dsfdke_")"àd 

avec 1  < a^M <  m-

On va montrer que ces développements asymptotique s n e dépendent, e n fait pas 
de M, jusqu'à un certain rang qu'on peut choisir arbitrairement grand si on choisit M 
grand. On commence pour cela par supprimer la dépendance en M de a^M 5 et pour cela, 
il suffit de remplacer CL^M par m\. On s'intéresse ensuite au développement proprement 
dit. Cette étude a été faite, dans un cadre très proche par C. Gérard [7], annexe A.III.l. 
On note 

PM (x,\~l) = 
det(^,liM) N M 

0{w-z))d6' )é_é mq 

On a l'estimation 

|PMl (X, A"1) - PM 2 (X , A"1) I =  Ö^0{w-z))d6', 

quand A ten d vers l'infini (e n restant te l que jfr  rest e petit ) e t quand \X  -  1 | reste 
petit et où / es t une fonction qui tend vers l'infini quand Mi et M2 tendent vers l'infini 
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puisque PMl  et PM*  son t des polynômes en X e t À_1/a dont les coefficients e n X~lla 
coïncident jusqu'à un rang de plus en plus élevé quand on fait tendre M\  e t Mi  vers 
l'infini. 

Cette estimation permet d'adapter la démonstration de C.Gérard à notre cadre ; e t 
il est alors facile de voir que l'exposant CL^M  ne dépend nécessairement pas de M. 
Proposition 6.8.  —  / / existe  des développements asymptotiques,  Cij,  pour j = 
1, • • • , m et  i G N* tels  que, si  on note Xn la  suite des pseudo-pôles associée  à  bX~^, et 

\M -  \  + 
M 

¿=1 

qsdfdc 

alors 

- Pour  tout M €  N,  il  existe no  G N  et  CM tels  que pour  n >  nQ,  chacune  des 
boules 

A€C; | A -  Afn | <  CM\\N\'^  } 

contient un zéro de Véquation 

det (Et,)=0, 

avec multiplicité, c'est  à dire  qu'il y a  exactement  s  zéros  (comptés avec leur 
multiplicité) si  s des  développements asymptotiques précédents coïncident jusqu'à 
l'ordre M 

- Il  existe  e' >  0  et  C >  0  tels  qu'  on a, pour tout X G  C tel  que  \X\ >  C 
0{w-z))d6'dsdfdjz 

|A - Af„ | >  CN\Xnf=J  = • |de t ( £ ± 0 1 >  C'\\\-NM. 

avec liniM->+oo N (M) = +oo. 

On commence par démontrer le 
Lemme 6.9.  —  Soit  M G N  et  e > 0  assez petit. Il existe alors  no G N  tel  que pour 
tout n G N; n  > no et  tout j G  {1 , • • • ,ra}, les solutions de  l'équation 

(6.9) 
e-2i\d 

\l/2+r/a XjM (A_1) =  0 

forment une suite, notée \N,M>  vérifie  \\H,M  ~ An| < £• 

En effet, d'aprè s ce qui précède, i l est clair que si no  es t grand alors les solutions 
sont dans un e voisinage des pseudopôles A„ . L'équation (6.9 ) peut auss i s'écrire , en 
notant £ = A  — A„, 

e-2i(d 
(l + A-iC)1/2+r/a 

0{w-z))d6' 0{w-z))d6 = 0 

80 



6. DÉMONSTRATIO N D U THÉORÈM E 1 

et la fonction 

HM •  (C, ß) >-* 
sdfbt 

0{w-z))d6' dd< xjM M( i + ^ c ) - 1 / a a j ) 

est une fonction holomorphe de (C , fj) au voisinage de (0,0 ) qu i vérifie H  M (0,0 ) =  0 
et O ÇHM (0,0) =  —  2id ^ 0 . L e théorème des fonctions implicites implique donc qu'il 
existe une fonction holomorphe CM (AO définie au voisinage de 0 dans C, telle qu'au voi-
sinage de (0,0) dan s C, les solutions de l'équation HM (C, AO = 0  s'écrivent (C M (AO > AO ; 
ce qui implique, si no est assez grand et € > 0  assez petit que les solutions de l'équa-
tion (6.9 ) s'écriven t 

AN,M = A N + CM (An '0,0,3 ). 

Enfin, comm e X M ( A l)  -  XjM'  ( A l)  —  O ' min{M,M/}+l 
A o , on a également An? M — 

A„. A/F ' = 0  (  A 
min{M,M'} > a I. Nous avons donc montré le 

Lemme 6.10.  —  II  existe  e > 0 et C > 0 tels que les  racines de  l'équation 

det Wwxx f e-2i\d 
W"(( 

qui vérifient 
e-2iXd 

\l/2+r/a - 1 < € 

et telles que \X\  >  C sont  données par les relations  A = An + CJ,M 
' i_ 
An 

de_f x 
— ̂ i.n.M -

Corollaire 6.11.  —  Il  existe e  >  0  tel  que pour tout  K G  N, il  existe K'  €  N  tel 
que pour tout A tel  que |  ^~/ltr/a —  l | <  e (donc  tel  qu'il existe  n avec  | A — An| < e'), et 
pour tout C > 0 , il existe C K,M tel  que 

|A - An,M | > C\~K  det£ ± 1)M ' e-2i\d 
V A1/2 ' 

A > C K,MK.K • 

Dans ce résultat, le seul point qui ne soit pas clair est que l'entier K' ne dépend que 
de K e t pas de M. Cec i vient de ce que l'ordre d'annulation d e det£^1M (^/a*» )̂ 
au point A = An>M es t au plus m et est donc indépendant de M. 

Nous allons maintenant compter les racines de l'équation det (E^x) = 0 . On rappelle 
qu'on a, pour tout A G  C tel que |e"2lAd| < er|Aĵ "1"1, avec e > 0 assez petit, 

(6.10) \ № л - Е ± \ \ < С и \ \ Г ^ м ^ w x 

et 

(6.11) I K I I I <  c\\\N+\ 
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on a donc aussi 

|de t W W- de t «1 )M)| <  CM\\\™^+»-M. 

Soient K  e  N  fix é e t C,  le cercle centré en \n<M e t de rayon |A„|_iC . D'après ce qui 
précède, si M et n sont assez grands alors le déterminant de x  ne s'annule pas sur C 
et d'après les formules de Cauchy et (6.10) , (6.11 ) on a, sur C 

Tr d 
KdX EN,1 (det {E%tl))-Tr d 

dX 
0{w-z) 0{w-z))d6' 

< CM  (\\n\K'+N-M + nf+i+x'+mN+V+N-M) 

donc, le nombre de zéros de l'équation det ( i ^) =  0  situés à l'intérieur de C qui vaut 

s = 
1 

27TÎ ic 

d 
dX 

detE%x) (de t^J ld\ 

est arbitrairement proche (si on prend M suffisament grand ) de 

dddch 1f 
2ni. 

' d 
Jc\dX 

dff hdfdh (detE*lfA,) -1dÀ, 

donc, si n est assez grand, ces deux entiers sont égaux. Enfin, comme le développement 
en puissances d e Xû1^  à  l'ordre K  d e Xn,M  es t éga l à  À^, si M  es t asse z grand , on 
obtient la proposition 6.8. 
Remarque 6.12.  —  La  proposition 6.8  reste vraie si on  remplace maintenant  la 
matrice 1  tronquée (celle  dont on a soustrait la  matrice R  (À)) par  la vraie ma-
trice E^, 1 où par la matrice S±J puisque  ces  matrices  diffèrent  d'un terme négligeable 
et que le  dernier argument reste vrai. 

6.2 Démonstratio n du théorème 1 
6.2.1 Rappel s sur les problèmes elliptiques dans les coins et 

les potentiel s d e simpl e couch e 

On considère, dans cette partie O, un obstacle borné de R2 vérifiant les hypothèses 
de l'introduction. O n suppose que l'ouvert fi  est de la forme Çll o u Q,6. O n notera T = 
dCl \ K,  l e bord de l'ouvert Q, dont on a retiré les coins. L'ensemble T est donc réunion 
disjointe d'ensemble s difféomorphe s soi t à  la sphère S1 soit à  des segments de R 
ouverts. 
Définition 6.13.-  On  notera  H1!2 (Y) = ^H1'2  (I\) et  H~ll2 (T) = ©itf"1/ 2 (r*) 
son dual. 

Il est alors démontré par P. Grisvard dans [9] et [10] que l'application 

Cn°° (Q) -+ H1!2 (T) 
U\-^y U\r 
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se prolonge de manière unique en une application continue et surjective de H1 (fi) dans 
H1/2 (r), qu'on notera u |r- On a aussi le 
Lemme 6.14» — Pour  tout u e H1 (fi) tel  que Au  G  L2  (ft), on peut définir une 
trace | ^ |r G H~1/2 (T) telle que pour tout v  G H1  (fi), on  a 

[ Vu-Vv=  [  A p +  ^ î ; ) , 
Jn Jn  dn 

où (•, •) désigne le  crochet de  dualité entre H1/2 et  H l/2. 

En effet, i l est démontré dans [20] que, si u, v G H1  (fi), on a 

/ udXiv  -f vdXiu =  /  uW{do, 
Jn 1  Jr 

où V{  désigne l a ièm e composant e d u vecteur norma l extérieur . O n en dédui t que , 
siueH2 (fi ) etveH1  (fi) , 

f ^ „  f  A  ffaj  ,du  \ / vu  •  vv  —  /  Auv  = /  —  vaa = (——, v). 
Jn Jn  Jrdn  dn 

Comme d'après [9] , l'espace H2 (fi) es t dense dans l'espace {u G H1  (fi) ; Au G L2  (fi)}, 
on en déduit le lemme. (On a ici identifié H~xl2  (r) avec un espace de distributions, via 
la mesure do~). 

Pour u  G  U  =  H1  (6e) 0 i/1(e) , o n notera [u]  G  #1/ 2 (r) l e saut entr e les deux 
traces de la distribution u, [u] =  u  |ae — u \QQC On remarque que le noyau de l'opérateur 

f Tr : U -> H1'2 (V) 
1 u  r-> [u] 

qui est linéaire, continu et d'après [9] surjectif, est l'espace H1 (R2). En effet, cet espace 
est clairement inclus dans ce noyau, et si (u,  v) G Ker (Tr), la fonction (u,  v) de L2 (fi) 
valant u  sur fie  e t v  su r fi1 vérifie V(u,v)  =  (Vu , Vu) a u voisinage d e tout poin t 
de R2 qui n'est pas un coin, d'après la formule des sauts, et la différence d e ces deux 
distributions es t don c u n élément d e H~l  (R2) support é pa r les coins . Comm e S  £ 
H~l (R2), cette différence es t nulle et donc V(u,v) =  (Vu, Va) G  L2  (fi). 

On notera V = {u  G H1  (R2) ; Au -h \2u — 0 dans fie U fi1}. La forme sesquilinéaire 

b(u,v) =  o  VuVv  — X2uv 
Jecuè 

est coercive sur H1 (R2), pour tout À G  C~ , et, pour g G H~1/2  (r), la forme linéaire Lg 
définie sur H1 (R2) par 

L9 (v) = J^gv 
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est continue. On en déduit que, pour tout À G C " et tout g G #"1/2 (r), i l existe une 
solution unique dans H1 (R2) du système 

f (A + A2) u = 0  dans 9e U 0, 
l [dnu]  = g. 

On note u = uN(g)  cette solution. 
En considérant auss i la forme sesquilinéaire b  sur V  e t la forme linéaire (v)  = 

Jr [f£] ^' 011 montre Que Pour tout A G C" et tout tp G iî1/2 (r), il existe une solution 
unique dans V du système : 

(A + A2) u = 0 dans 6e U 6, 
u\r =  (p. 

On note u = uD((p)  cett e solution. 
La distribution vérifi e (dans V (R2) ) 

(6.12) ( A + A2)^(^) =  ^^5r . 

Chacun des termes est un élément de H~l (R2). En effet, c'est évident pour (A + A2) uN 
puisque uN  G H1 (R2), et g  0 6r  G Jï" 1 (R2) puisqu e g  G  #"1/ 2 (r) e t l'applicatio n 
de trace envoie H1 (R2) dans H1/2 (r). La différence de ces deux termes est donc une 
distribution de H~l (R2) supportée par les coins, elle est donc nulle. 

On note T et 5, les opérateurs définis, pour A G C" par : 

f T : H1'2  (r) -> H-1'2 (r) 
[ y ? [dnuD  (tp)] 

et 

5 :  H-1'2  (r) -> if1/2 (r) 
g^ uN  (g) 

Il est clair que les opérateurs S et T sont inverses l'un de l'autre. 
On note gr(x,y,X),  l e noyau distribution de la résolvante sortante libre du Lapla-

cien, RQ  (A) : 

(A + A2) u = v,  u  sortante, 

on a donc, d'après (6.12), 

(6.13) S  {g) =  J  gr  (x, y, A) g (y) da (y), 

pour tout g G H~ll2  (r). Enfin, il est bien connu que la résolvante sortante libre possède 
un prolongement analytiqu e à  C \ zR+ (a u revêtement simplement connex e de C* en 
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fait), la relation (6.13) va donc nous permettre de définir un prolongement analytique 
pour l'opérateur S àC \  iR+. 

On rappelle d'abord quelques propriétés du noyau distribution gr (x, y, À) : on a 
1 r+oc 

(6.14) gr  (x, y, A) = -  J  e-iAchtl*-»l<f t 

et, si on note z = \x  — y\, il existe deux fonctions holomorphes sur C, i?1;2 telles que 

gr (x, y, A) = log (iz)  ̂(z2)  + R2 (z2). 

Soit n (x, y, A) = gr (x, y, A) — gr (x, y, —i). O n a donc 
(6.15) n  (x, y, A) = log Ri  (z2) + R2 (z2)  - R2  (- (x  - y)2) 

+ ilog((x-y)2) (R^-Rii-ix-y)2)). 

La singularité du noyau n (x, y, À) est donc en log ((x — y)2) (x — y)2. Si on dérive une 
fois par rapport à  x,y, l a singularité du noyau est en \x  - y\ log {(x — y)2) qui est de 
classe L2 (T x T) et si on dérive deux fois, la singularité du noyau est en log ((x — y)2) 
qui est aussi de classe L2 (T). L'opérateur de noyau lxer^ (x, y, À) lyer est donc continu 
de QiH-1  (Ti) dans ©itf 1 (I\) don c auss i d e H~1/2  (T) dans H1/2  (T). E n dérivant 
par rapport à  A  le noya u n  e t e n faisant l e mêm e raisonnement , o n obtient qu e le 
noyau n (x, y, À) est le noyau d'une famille holomorphe dans C \ iR+ d'opérateurs bor-
nés de H~ll2 (Y) dans H1/2 {T). La relation 

S (A) (u) =  S  (-i) (u)  + J n  (x, y, A) u (y) da 

permet donc de définir un prolongement analytique pour la famille d'opérateurs S  (A). 
(En fait o n a même prolongé au revêtement simplemen t connex e de C \ {0}) . O n a 
en plus montré que l'opérateur S  (A) — S (—i) es t compact de l'espace if-1/2(r ) dan s 
l'espace Hlf2{T). Finalement, on a 

S (A) = S  (-i) (Id  + T (-i) (S  (A) - S  (-i))) =  S  (-i) (Id  + K (A)), 

où l'opérateur K  (A) est u n opérateur compac t d e H_1/2 (r) dan s lui même . O n en 
déduit, d'après le théorème de Fredholm analytique (voi r [26] , Théorème VI. 14), que 
soit l'opérateur Id+K (A ) n'est jamais inversible sur H~ll2(i), soit il possède un inverse 
méromorphe, dans C\zR+. Comm e cet opérateur est toujours inversible pour ImA < 0 
(son inverse est alors T (A) S (—i)), on est dans le deuxième cas, ce qui montre le 
Lemme 6.15.  —  La  famille d'opérateurs  bornés  de  H1/2 (T) dans H~ll2  (r), T(A), 
holomorphe pour ImX <  0  se prolonge en  une famille méromorphe sur  C \ zR d'opéra-
teurs continus de  H1/2 (T) dans H~ll2  (r); qu'on note  encore T(A). 

On choisit maintenant 6  =  0i ;2- La construction précédente permet de définir des 
opérateurs Ti (A), Si (A). On notera 

(6.16) Hi  (A) = Rq  (A) (STi 0  Ti  (A)). 
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On a 

(A + A2) Hw =  0  dans 6? U 4, 
dHop 

dn 
= T(\)<p = 'duD%i (ip)] 

dn 

On en déduit que , pour ImA < 0 , on a Hi<p =  uD^  (ip) don c vérifie H{  ((p) \d&i=  <p  e t 
par prolongement analytique, cette égalité reste vérifiée partout ou Hi est définie. On 
note Hi = Hi  \QC. O n vérifie facilement que cette définition coïncide avec la définition 
de Hi-2 du chapitre 3. Enfin, en étudiant le noyau de l'opérateur R0 i l est facile de voir 
que l'opérateur Hi  envoie L2 (I\) dan s H\oc (0£); et qu'on a 

H = tf272 #i e t M  = 7i#272#i. 

6,2.2 Dilatatio n analytique 
On va utiliser, dans cette partie, une idée de dilatation analytique due à J. Sjôstrand 

pour montrer que les pôles de diffusion coïnciden t avec les points où l'opérateur Id  — 
M n'es t pa s inversible . O n reprend ic i un e méthode d e C . Gérard , e n l a modifian t 
légèrement pour qu'elle s'adapte à notre cadre. 

On notera 7£2, une déformation de R2 égale à e~^R2 (6  > 0 ) hors d'un voisinage 
de O. On prolonge analytiquement la noyau gr à V (R?)  en posant dans (6.14) , \x  — 
y\ =  ((x  — y)2)1^2. L a résolvante sortant e libr e du Laplacie n su r R2 , S0  admet un 
prolongement à  L2 (r), holomorphe pour |ImA| < e\\\,  s  >  0  assez petit, puisqu'alors, 
d'après (6.14) , le noyau distribution pr(x,y, A) est exponentiellement décroissant 

\gr(xiy,\)\<Ce-№-yVc. 

La relation 6.16 montre que les opérateurs Hi  admettent également un prolongement 
méromorphe comme opérateurs continus de L2(T) dans L2 (R2) et comme les résolvantes 
tronquées Ri  associée s à  chacun de s obstacle s 6 « n'on t pa s d e pôle s dan s de s ou-
verts UA,B, il en est de même pour les opérateurs Hi (la déformation est égale à l'identité 
au voisinage de 6 e t il est classique que les pôles des opérateurs T et ceux des résolvantes 
tronquées sont les mêmes). Dans toute la suite, on se placera dans UA,B-

La résolvante sortante du problème : 

(6.17) 
' (A + A2) u = v  dans Oc, 

u |a© = 0 

s'écrit 

u = R  (A) v = #o (A) v - Ro  (A) {ST 0 T  (A)) 7#o (A) v, 

où on a noté 7 l'opérateur de trace sur 90 =  T. 
On choisit une courbe fermée de C, C, ne rencontrant pas l'ensemble des pôles de 

l'opérateur T . Puisqu e ^  fc  —2XS (A) dk es t l e projecteur spectral associ é au x pôles 
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de S (A) à l'intérieur de C, le nombre de pôles de l'opérateur R situés à l'intérieur de la 
courbe C est 

m 
(6.18) 

( c ) = l v ( è i - 2 ^ ^ d A ) 

=Tr{'àîIc2AjRo (A)  (*r  ® T (A))  7jRo  (a)) • 

On remarque maintenant que l'opérateur Ro  (A) (<5r ® /d) a  pour noyau distribution la 
fonction gr  (#, z/, A ) ly€r qu i appartient à  L2  (1Z2  x T) (puisque à  l'infini, i l es t expo-
nentiellement décroissan t e t e n x =  y,  sa singularité es t e n log(|x — y\)), e t l'opéra-
teur JRQ  (à) a également un noyau de classe L2  (T  x 1Z2).  L'opérateur Ro  (À) (6r ® Id) 
(respectivement 7R0  (A)) est donc de Hilbert Schmidt de L2 (Y) dans L2 (R2) (respecti-
vement de L2 (R,2)  dan s L2 (T))  ; l'opérateur RQ (A) (6r ® T (A)) 7.R0 (A) est donc à trace 
sur L2 (7£2). On peut donc dans (6.18) rentrer l'opérateur de trace sous l'intégrale: 

m (C) 2™  №  (A ) (Sr ® T (A)) 7i*o (A))) . 

On a, partout où l'opérateur (Id  - M)'1  existe , 

flo(À) (6T®T(\))jRo  (A ) 
= (JT x (Jd - M)" 1 - #272# i (Id - M)"1 ) 7ii*o (A) 
+ (H2  -  Hx  {Id - M)'17lH2  + #272#i {Id - M)-1 7l#2) 72 ^ (A). 

Comme l'opérateur H2  es t holomorphe, on a donc 

m (C) =  -  /  AT V (Hx  (Id  - M)'1 7lflo (A)) 
m Je 

- -  f  ATY(if272^i(/d-M)-17i^o(A) ) 
TU Je 

- -  f  XTT  (Hx (Id  - M)-1 7i#272#o (A) ) 
-KI Je 

+ — 7 /  AT r (fr272^i (W - M)"17i#272# o (A)) 
™ Je 

= (l ) + (2) + (3) + (4). 

Le nombre de zéros du déterminant de l'opérateur f± situé s à l'intérieur de la courbe C 
est égal si ce déterminant ne s'annule pas sur la courbe C, à 

1 r  ri 
n{C) = —  —  (detS*) x  (dete^dX. 

2XK Jç (LA 
Or, en dérivant l'équation 

(Id-M PN\(  S0  £+'-\  _  (Id  0  \ 
\ GN  0  ) {€-•+  Et  )  ~  V O Id)  ' 
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on obtient 

^ = e - ^ M - e ^ G N \ s + > - , 

ce qui implique 

n С = —  /  Ir с —гг М - df  GN£^ ~ f  = d X 

(tous les opérateurs précédents sont à  trace puisque E± et S  y + sont de rangs finis). 
Comme les opérateurs G N e t £+,~ sont holomorphes, on a 

n(C) — —~- /  T r £-*^rM£+' - (S*)- 1 d X 

= —  /  T r - М Г " ss dsd  ddA , 

or, on a (Id - M ) =  6° - £+ ~ (£*) £~+ , on en déduit que 

(6.19) n ^ =  ^  /  j rM(Id-M)"ld A 

Comme =  -2 A (71^2-̂ 272^1 + 7i #272 1̂ #1) et comme 7^2 =  7i#o~7i#272 #o, 
on obtient 

- I V /  A  (7ifl2#272#i) =  - T r [ A7iit!o^272^ i (/d -  M)" 1 

+ —T r ( /  A7i#272¿ío#272#i (Id - M)- 1 

= (2 ) + (4) 

et comme 72i?i = 72-̂ 0 — 1ÎH\ 1\RQ, la contribution à (6.19) du premier terme est égale 
à (3) et celle du second terme à 

(6.20) 

—Tr /  j^jiHi-nRoH! (Id - M)- 1 =  —T r /  M71A0JÏ 1 (Id - M)' 1 

On peut dans (6.20) rentrer l'opérateur de trace sous le signe somme puisque les noyaux 
des opérateurs yiRo et H\ sont de classe L2 (r x  Tt) et L2 (H x T) respectivement (on 
écrit pou r voi r cel a H \ =  Ro(6r®Ti) , o ù l'opérateur T i es t l'opérateu r T  associ é 
à fi = 9?) ; on obtient 

- T r /  A7i#272#i7ifio #i W  -  M)' 1 

= —  ATr7iÄo#i (Id - M)' 1 ( M - Id +  Id) 

= —Tr A ( /  # 1 (Id - M)- 1 j MX )  = (1) . 
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Nous avons donc montré que le nombre de pôles de R (À) situés à l'intérieur d'une 
courbe fermée de C, C, est aussi égal au nombre de zéros du déterminant de £± situés 
à l'intérieur de C; ce qui montre que les pôles de l'opérateur R  sur L2  (V) et les zéros 
du déterminant de l'opérateur £± dont nous avons calculés les développements asymp-
totiques à la section précédente, sont les mêmes, avec multiplicité. 

Pour termine r l a démonstratio n d u théorème 1 , i l suffi t maintenan t d e montrer 
que les pôles de l'opérateur R(\),  su r L2  (R,2) son t (ave c multiplicité) le s pôles de la 
résolvante sortant e d u Laplacien , considéré e d e Z/2omp (0e) dan s H Q1OC (0e) (qu i es t 
l'opérateur R,  mai s considéré comme opérateur de L2omp (6e) dans HQ1OC (0e)). 

On not e r(x,y,  À ) son noya u distribution . O n considère , pou r x,y  G  7£2, s i l a 
courbe C est une courbe fermée ne rencontrant pas les pôles de l'opérateur R sur L2 (11) 

Fo(ôr® 
2ni, 
1 Ä(A) d\. 

On a, puisque R Q est holomorphe, et d'après (6.17), 

(6.21) Fo(ôr® 1 
2iri 

Fo(ôr®K(\)1R0) (X)dX 

et, si on note h (x, y, A) le noyau distribution de l'opérateur sous le signe somme, 

(6.22) h{x,y,X)  = 
2wi 

gr (x, M, À) k (w, v, À, Ào) t (v, w, XQ) gr (w, y, X) dudvdw, 

où on a  noté k  l e noyau distribution d e K.  (Cett e expressio n a  un sens puisque , le 
noyau k est de classe L2 et les noyaux gr(x, y)lyer et gr(x, y)lxer sont de classe L2 en y 
et x respectivement.) 

Le noya u Tlc(x,y,\)  es t don c holomorph e pou r (x , y) dan s u n ouver t connex e 
de l'espace (C 2 \ 0e ) contenan t (R?  \ 0e ) e t (R 2 \ Qcy.  Pa r prolongement analy -
tique, s'i l es t identiquemen t nu l sur (R 2 \ 0e ) ,  i l l'es t don c auss i su r (n2  \ ecy e t 
réciproquement. Comme les courbes C contenant des pôles de l'opérateur R sont celles 
pour lesquelles l'opérateur Ile n'est pas nul, nous avons montré que s'il y a des pôles de 
l'opérateur R sur L2(F) à  l'intérieur de la courbe C, il y a aussi des pôles de l'opérateur R 
de L2omp(R2) dans ///0C(R, 2) à l'intérieur de la courbe C. Le seul problème restant à 
traiter est donc celui de la multiplicité. 

Sur L2 (r), l'opérateur Ile es t un projecteur. On a donc trace (Uc) =  ran g (Ile) et 
il existe deux systèmes de fonctions <pj  e t tyj  indépendantes dan s L2 (H2), telles que 
pour x,y efc2, 

(6.23) nc [x,  y) = 
m(C) 

7 = 1 
\j(x) Vj(y). 

On commence par montrer que les fonctions <pj e t tyj admettent un prolongement ana-
lytique dans un voisinage complexe de 1Z2 contenant R2\0e. En effet, comme Uc {(fi) = 
<Pi, on a 

(6.24) (Os (x) = 
Fo(ôr® 

ne [x, y) (fi (y) dy. 
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Il suffit donc de montrer que le terme de droite admet un prolongement analytique en x. 
Or, les relations (6.21) et (6.22), la forme explicite du noyau gr (x, y, À) et celle du noyau 
n (x, y, A) (voir (6.15)), montrent que le noyau II (x, y) est, uniformément par rapport à x 
dans un voisinage complexe de R2 contenant 7£2, de classe L2 en y G  112  ; ce qui montre 
que la relation (6.24 ) fourni t u n prolongement analytiqu e pour la fonction (p(x).  En 
considérant l'opérateur adjoint de Ile, on obtient le même résultat en ce qui concerne 
les fonction s tyj.  L a relation (6.23 ) es t donc , pa r prolongemen t analytique , vérifié e 
pour x, y dans un ouvert connexe de C2 contenant 1Z2\QC et R2\©C, et les fonctions <pj 
sont également, toujours par prolongement analytique, indépendantes sur le réel, ce qui 
montre que la résolvante R a exactement n (C) pôle s à l'intérieur de la courbe C. 

6.3 Décroissanc e de l'énergie locale des solutions de 
l'équation des ondes 

Nous présentons dans cette section une application simple de notre résultat à l'étude 
en grand temps de l'énergie locale des solutions de l'équation des ondes dans l'ouvert 
Çl =  0e.  On a, partout où l'opérateur Id — M  est inversible, 

R{X) = Ro  (A) - (H,  - tf272#i)  (Id  - M)" 1 ( 7A +  7i#272#o) -  H272R0 

et si l'opérateur £± es t inversible, alors l'opérateur Id - M  aussi et 

(id-M)-1 =  £°N-ep-(e±)-l£iï+. 

On déduit de cette relation et des estimations (5.34) , (5.35) , (6.4 ) et (6.5) , que pour 
tout e  >  0  i l exist e N  >  0  tel qu e pour tout C  >  0  et tou s Xi >X2 €  CQ°(R2) , i l 
existe A > 0 tel que, pour tout A G  C; Im A < C et tel que la distance de A à la réunion 
de l'ensemble des pôles et de {0} est supérieure à e, 

(6-25) 11 *2* (A) o Xi\\c(mo)M№)) ^  A№-

On va utiliser l'estimation (6.25) pour déformer dans la relation 

/

+oo 
eiXtX2RWxifd\, 

•oo 

le contour d'intégration réel sur un contour dans ImA = C. 
Soient (p  G  CQ0 (R) égal e à 1 au voisinage de 0. On suppose que le support de (p est 

inclus dans B (0, e) et on note (pt (s) = <p  (t -h s). On a, pour i\)  G  (R3) , 

(<PtX2U(s)Xif,il>{s,t)) =  I  JeiXsipt  (s)X2 (x)R(X) (Xif)1>(s,x)dxd\ 

^

/ if)  \N+2 
eiXaXiR (A) (Xif) ( ^ J (ft  (s)  fl> (s, x)) dsdxdX. 
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Soit C  <  C.  O n suppose qu e l'ensembl e [iC,  iC - f oo [ reste à  distance e  >  0  de 
l'ensemble de s pôles, qu'i l en est d e même de ] - o o + iC', iC] (dan s l'autre feuille t 
du revêtement simplement connexe de C* ou on fait la déformation) et qu'il n'y a pas 
de pôle vérifiant C  <  Im A < C  (c'es t possible car l'ensemble des pôles situés sous la 
droite ImA <  C  es t fini). Si m >  N  -h 1, on peut déformer l e contour d'intégratio n 
réel sur le contour 7  suivant : où on a choisi la partie 70 du contour 7 qu i n'est pas 

ImA 

a •C ReA 

FlG. 6.1 - Contour  de déformation 

dans Im A = C  tell e qu'elle ne rencontre pas l'ensemble des pôles et telle qu'elle reste 
dans |A | <  C.  Quan d on fait cett e déformation , i l apparaît la contribution des pôles 
situés entre l'ax e rée l e t l e contour 7 . O n note {A; , i ; =  l,-- - , / } l'ensembl e d e ces 
pôles, on a alors 

(<PtX2U (s) xif,*l>(s,x)) 

J s Jxe-y 
eiXsX2RW(Xif) 

id ' 
\ds, 

N+2 
{<Pt (5) ip (5, x)) dsdxdX 

+ 
sqs 

i.=\ 'S J\ÇC(\i,£) 
eiXsX2R (A) (xif) (<pt  (s) V (5, x)) dsdxdX. 

On décompose la première intégrale en somme de deux termes correspondant aux contri-
butions de 70 et de 7 \ 7Q . On a donc 

J s J  A€7\7o 
eiXsXlR(X) (Xlf) id 

Xds j 

N+2 
(<pt (s) i/, (s, x)) dsdx <  A!  U\\HN+2 e-<c'-^ , 

où la constante A' ne dépend que de ip et de A (pas du choix de t). Ce qui permet d'écrire, 
si Se est l'ensemble des pôles de diffusion de partie imaginaire inférieure (strictement) 
à C et de module supérieur à C (d'après le théorème 1, cet ensemble est non vide, si C 
est assez grand), 

<PtU(8) (Xlf) =  K (*)(/) + 
qsds 'AeC(Aj,e) 

eiXsX2R (A) (Xif) dxd\ + N (s) (Xif), 
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avec, si S'c est l'ensemble des pôles compris entre l'axe réel et 7 et n'appartenant pas 
à 5c, 

(6.26) K(X ) = f  eiXs R (A) (xif) dxdX + £  /  W W F SD  D(A) (xif) dxdX 
eiA((x zsz 

et avec 

TV (5)= /  eiXsR(X)d X 

vérifiant 

(a2 - A ) N (s) (xif) =  f  eiX * (A + A2) R (A) (Xi/) dX 
AVro 

= - / eiX>(xif)d \ 

= /  eiA((xi/)dA - /  eiX'(Xlf)d X 
(6.27) A o A 

= /  ea'(Xl/)rfA - [+°°eiX>Xi f 
«/70 —O O 

= /  eiX>(Xif)d \ 
'70 

= ^0(5) Xi/ 
et pour ip (s, x) G  CQ°  (R3), o n a 

(iptX2N(s) x i / , ^ , * )) 

fdr J s J A€7\70 
e<AVt (s) X2 (x) R (A) (xi/) V (s, x) dxdX 

dd 
J s JA67\70 

eiA5Xi^(A)(Xi/) id 
iXas 

N+2 
(npt (s) t¡) (s, x)) dsdxdX, 

ce qui implique que 

№ (S)  Xl W N  (5, X) ||£(L2(n);Jy-(Ar+2)(n)) 0{w-z))d6' cf 

On suppose maintenant que / G  CQ0 (R2) et on note h = A M (xi/)> avec 2M > N + l. 
D'après l'équation (6.27) , on a, 

d2aMN(s)(xif) = N(s)AM(Xif)  + 
M 

i=0 
i>i(s)Ai(Xif), 

avec in  e  C£°(R,), (puisque AR(\)(f)  =  R(X)(Af)  e t don c [A , N (s)] =  0) . On 
obtient donc 

\\<Pt (s) X2 [d™  + AM ) JV (s) Oft/) ||H-*(n) <  AT< C -£)t||/||ff2M(n) 
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On en déduit, par conservation de l'énergie et vitesse finie de propagation du support 
pour les solutions de l'équation des ondes, qu'il existe A,  s , e > 0 tels que pour tout / G 

(R2), 

(6.28) f  \X2VXN  (t) x i /| + \X2dtN  (t) Xif\ <  >le-(c-£>'||/||„.(nn8upp(xi)). 

On a donc 
Théorème 4-  — Pour  tous Xi> X2  €  CQ°  (R2), il existe s > 0 tel que, pour tout C > 0 
et tout e >  0,  il  existe A  >  0  tel  que pour tout f €  CQ°  (R2) et  tout t >  0,  la  solu-
tion de Véquation des  ondes avec  conditions  de  Dirichlet dans Q, associée aux  données 
initiales u \t=o= 0, dtu |t=0= Xif vérifie 

JTX 
X2u = X2K  (xi/) + "a* 2 {X) Ux (Xl/) + N (t) (Xl/) ' 

X£SC 

où Se est  l'ensemble des  pôles  de diffusion tels  que ImX  <  C  et  |À | >  C  (d'après  le 
théorème 1, si C est assez grand, S est non vide mais fini, et H\ est le projecteur spectral 
sur la fonction propre associée au pôle À. Enfin, N (t) vérifie (6.28) et  l'opérateur K (À) 
donné par la relation (6.26)  vérifie 

3A > 0; V n G  N, 
(6.29) \\xi%K  (xif)  <  ACn\\f\\L2(Çîh 
(6.30) \\X2*nK  (xif) ||tfi(n ) <  AC2n\\f\\L2{n) 

(l'opérateur K est  un opérateur basse  fréquence, infiniment  régularisant  au  sens des 
espaces Hs de la section 2,  mais qui n'est  pas exponentiellement décroissant en temps, 
puisque nous  sommes en  dimension paire d'espace). 

Le seul point qui reste à vérifier est en effet que la contribution de chaque pôle est 
bien de la forme annoncée. Le projecteur spectral associé aux pôles d'un opérateur S (À) 
méromorphe, à l'intérieur d'une courbe C est 

/ 2\S(X)d\. 2m Je v  ; 

On en déduit que la contribution de chaque pôle est bie n la projection spectrale sur 
l'espace propre associé aux pôles de j^eltxR(X). 
Remarque 6.16.  —  En  dimension impaire,  quitte  à  rajouter les  contributions des 
pôles dans \X\ <  C,  on  pourrait supposer  que  l'opérateur  K est  nul et un tel résul-
tat montrerait d'une  part la décroissance exponentielle  de  l'énergie locale des  solutions 
de Véquations des  ondes, par  rapport à  une norme sobolev  fixe (voir les résultats de 
M. Ikawa [14]) et  d'autre part donnerait un développement asymptotique en grand temps 
de ces solutions,  ce  qui malheureusement  n'est pas le cas en  dimension paire. 
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Annexes 

A Calcu l Pseudo-Différentie l analytiqu e pou r les 
problèmes au bord 

Nous présentons ic i un calcul pseudo-différentie l qu i reprend essentiellement celu i 
de P. Gérard et G . Lebeau [8] , la seule différence étan t que nous travaillons dans des 
domaines non bornés de l'espace des phases et que nous voulons des estimations uni-
formes à l'infini. Nou s reprendrons donc dans cette partie la plupart des notations et 
des démonstrations de [8] . 

A . l Opérateur s à l'intérieur 
Soient U  un ouvert de C2n et fi un ouvert de Cn 

Définition A.l.  —  Pour  tout entier m, on  note Sm (U) l'espace des séries formelles 

e = 53(*A)-"eB, 
n>0 

telles qu'il existe  A,B>0 tels  que pour tout n, la  fonction en est définie pour À >  1 , 
holomorphe en (z, Q €  U et vérifie 

(A.l) \en(zX)\<ABnn\(l  +  \z\  + \Ç\)m. 
Définition A.2.  —  Pour  K C  Cn fermé, on  notera Sm (K) =  lim Sm (K + B (0, d)), 

d>0 
c 'est à dire que la  série e appartient  à  G  Sm (K) si  et  seulement s'il  existe d  >  0  tel 
queeeS™ (K  + B(0,d)). 
Définition A.3.  —  Soit  ip e C1  (ÎÎ,R). On  notera H™  (Q) l'espace des  fonctions 
u (z, À), définies  pour A > 1 , holomorphes en z e Q,  telles que 

3C, M, Vz e fi, \u {z, A) | < CAMeA^} x (1 + \z\)m . 

On notera N™  (fi) l'espace  des  fonctions u(z,X),  définies  pour  A > 1 , holomorphes 
en z  G  fi, telles que 

3C, M,e >  0, W  € fi, \u (z, A) | < c\MeXMz)~£)  x  (1 + \z\)m . 
Remarque A.4>  — Si  l'ouvert fi est borné, les  espaces H™ (fi) et  N™ (fi) coïncident 
avec les  espaces de  Sjöstrand usuels, (fi ) et  (fi) . 
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On suppose maintenant qu'i l existe R >  0  tel que fi x B (0, R) C  U. On quantifie 
alors les symboles de Sm (fi) d e la façon suivante: 
Définition A.5.  —  Soient  e  e Sm  (U) et  C >  0  une constante, on  pose pour u  G 

(fi) etzefl,  \>1, 

Op(e)n(u)(z,X) = 
n<\/C |a|<A/C 

(a)-"-Ô?en(z,C = 0,A) sfd a 
U (z, À) . 

Soient d > 0  et fi' C fi tel que fi' + B (0, d) C fi. Soit D > 0 tel que 

sup 
zen 

2d(p 
i dz 

<D <R. 
Lemme A.6.  —  Soit  e G  Sp (U). Pour  tous C >  sup{2J3/e , 1/Dd}, m  G  N, u  G 
JK1 (fi) o n a 

Op(e)c(u)6fl!T*(n') 

de plus, si C >  C,  il  existe e > 0 tel que pour tout u G H™  (fi) on  a 

Op (e)c (u) - Op  (e)c, (u) € (O') . 

Si z  G  fi' et s i \\z  — w\\  <  (DC)~l  alor s u; G fi. Pour \a\  <  X/C  poson s pai  = 
ai (XD)'1. D'après les formules de Cauchy appliquées sur un polydisque de centre z et 
de polyrayon g,  on a 

1 
ddf 

sd 
«(*A)e-A**>(l +  U i r m 

< a!A-W 
nn «¿ i=l Pa4 

SUD 
Iï-ioK(DC)-1 

u(w,X)e~x^ (l4-|^|)" m 

Or on a 

sup 
\ZI-WI\=PAI 

E\(<P(W)-<P(Z)) (i + H ) 
0{w-z) 

m. 

Re (y? (w) — <p (z)) = -I m r1 
dd 

2d<p 
dd + 0{w-z))d6'(w-z) < \a\ 

' X 
on en déduit que 

' 1 * ddfd u{z,\)e-x^(l +  \z\Ym <C" a\ (De)M 
0{w-z) 

M 
1 

or, d'après la formule de Stirling, on a 

+ 0{w-z))d6'(w-z) 

ce qui implique que 

(A.2) 1d . 
dsd 

Q 
| 7x(z,A)e-A^( l +  |z|)-m <AXMD№ 

I=I 

n 
y/on + 1. 
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D'après les formules de Cauchy, on a 

sup |öcen (*, C = 0) | < ABnn\B)-a\a\, 

On obtient donc finalement 

n<X/C |a|<A/C 
(i\)-n-d?en(z,( =  0,\) 

1 
gf 

fggh 
u(z. Ai 

< 
n<\/C 

\\\-nABnn\ (1 + \z\)m+p 
\a\<X/C 

'D 
R) 

N. 
ffd+1 

<C*e(H-|zl)m+p 
N<A/C 

fg 
|A|» 

<Cte 1 + z 
N<A/C 

fgg STA" 

fhgn 
A T I 

<Cte(l +  |z|R+P , 

puisque <  1  et C > 2B/e.  O n en déduit la première partie du lemme. On a par 
ailleurs 

n<\/C X/C'<\a[<\/C 
|A|-Bi4B"n! (1 + |2|)M+ P 

\a\<X/C 

D \a\ n 

i=l 
y/oti + 1 

< Cte 
D\x/C' 

R) 
1 4- lzhm+p ABnn\ 

N<A/C |A|" 

<Cte(l +  \z\)m+pe-^l<^c' 

et 

X/C'<n<X/C \/C'<\a\<\/C 
\X\-nABnn\ (1 + \z\)m+p 

\OL\<\/C 

D 
dv 

\a\ n 

sd 
/<Xi + l 

<Cte(l +  \z\)m+p 
\/C'<n<\/C 

ABnn\ 
|A|» 

<CteJl +  \z\)m+perWl<%)/c' 

ce qui montre la deuxième partie du lemme. 
Nous allons étudier la composition des opérateurs ainsi définis: 

Définition A. 7. —  Soient  e e Sp  (U) et f e  Sq  (U), on note /Je le symbole composé 
défini par la relation usuelle: 

(/8e(*,C)) = 
n'+n"+|a|=n 

-FD?/N'<92ae„"(2,0-
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On vérifie facilement que  pour tout U' C U, tel  que U' + B  (0, e) C  U (e  > 0 ), fie  € 
№)„l < U1 

№ ) „ l < 
n'+n"+|a|=n 

^7Aßn'n'!e-lala!J4ßn"n"!e-lala! (1 + Iz l +e)p+î 

< A'B  nn\ 

si on  prend B'  >  max{JB , 
Lemme A.8. —  Pour  tout f G  Sp {U), e G Sq (U), CL'  C  Q., U'  C U, tels  que U' + 
B (0, di) Ct/, Q'  + B (0,d) C £1 et  Cl x  B (0, d2) C  U' (dud2 > 0), C >  0  assez ̂ rand, 
tefe que  D = supz€î i ||f^^|| <  d2,  il existe e > 0 tel que pour tout u G H™ (Çl), on  a 

Op (/Ie)c u-Op (f)c  o  Op (e)c « € #™+p+î (fi'). 

D'après les inégalités de Cauchy, il existe des constantes A,  B >  0  telles que pour 
tout z  ÇLQ! 

\d?fn (t,T,Z,C =  0) | < c&ABP-j-r  (1 + \z\f, 

(A.3) 0 ^ e n (r , z, C = 0 , A) <  «î /flAB-nî-j™ ( 1 + |z|) « 

\dl (fie)J < у\АВпп\-гт (1 + \z\)p+q 

D'après (A.2) on a pour z G fì', \a\ < A/C0, 

( ^ ) u(z,À ) <CAMDH|eA^)|(l- f |z|)m , 

On a alors par définition 

Op (f)n o  Op (e)n u = 
n'<X/.C \a\<X/C 

(*À)-' -9?fn.  M , A ) f - a , ] 

Kn"<X/C 
№<x/c 

(*A)-n"s*en.(j,0,A) 7. A и (z, А) ] , 

qu'on écrit sous la forme 

(A.4) Op (f)c o  (e)c  u = 
(n',n",ai,a2,ß)eE 

J-n' ,n" ,ai ,c*2 ,ß 1 

avec £ =  {(n',n",ai,a2,/? ) ; n', n" , |/?| , M  +  |a2 | < A/C} et 

XDDDDDW /  • \ \-n' — n" — |ai| 
(ai +  a2 3?1+û2/n< M, A ) 

1 

(ai + a2)! 1  „ 
ai!a2! ß\ 

d?en„ (z,0,A) 1 
vcddsw 

sss 
16 (z, A). 
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On a donc, d'après (A.2 ) e t (A.3 ) 

\Jn' ,n" ,ot\,ct2,ß\ < \X\-^'+n"+^AB"'n'\d^ai+ai)  (1 + \z\f ai + a2)! 
ai!a2! 

•i\ABn"+ai 

d-^n"\(l +  \z\)qAD^+a^ 
n 

1=1 
/ßi +  a2ti + lXM(l + \z\r 

< CteXM  (1 + |z|)p+,+m Bn'\n 
eX J 'n' + l 

(Bn"\n" 
eX ) 

'n" +1 

(aiB\ai 
\edX J cbcvb -(ai +a2)! 

ai!a2! 
v»^«JJ| < CAMr'+ 

\d2J \dj 
Or, pour tout rj > 0, il existe An e t Fv tel s que 

Vai,a2, (ai + a2)\ 
ai\a2\ 

»^«JJ| < CAMr'+xdds 

si on choisit rj  te l que (1 -h rj) D < d2  e t si la constante C  est choisie assez grande, il 
existe 6 < 1 tel que pour tous n',n", ai, a2,(3 < À/C, C  grand, 

I J„',„»^«JJ| <  CAMr'+""+la'l+ l̂+^ l (1 + \z\)M  , 

ce qui permet dans l'expression (A.4) de se restreindre à la somme sur 
E' = {{n',n",aua2,0)',  n ' + n" + <  À/C, \p  + a2\ < A/C}, 

modulo un terme à décroissance exponentielle par rapport à À, ce qui est exactement 
la définition de Op (/tfe)c u, d'où le lemme. 

A.2 Opérateur s pour les problèmes aux limites 
Soit ¿0 > 0- On note / l'intervall e [0,£o] - Soient U  un ouvert de C2n, fi un ouvert 

de Cn et if u n compact de C \ R. 
Définition A.9.  —  Pour  tout (m,p) G N2, on note Am,p (/, U, K) l'espace  des séries 
formelles 

e = 
n>0 

(iXynen, 

telles qu'il existe V un  voisinage de  I dans  C, A,  B >  0  tels  que pour  tout n, la 
fonction en est définie pour A > 1, holomorphe en t e V,r e C \ ( 1 + \z\) K, (z, () G  U 
et vérifie 

\e„ (*, r, z, C, A) | < ABnn\ (1 + |z| + |C|)P (1 + \r\)m . 
Remarque A.10.  —  Si  on note par abus de  notation V  x ( C \ (1 + |z|) K) x  U 
l'ensemble {(t,  r, z, £) ; t e V,  r $ (1 + |z|) K, (z, Ç) € f/, alors  on  a 

Am* (/, U, K) C 5m+max(0'p) (V x (C \ ( 1 + |z|) tf) x C/) 

ei 

Am'° (/, [/, tf) = Sm {V x (C \ ( 1 + |z|) K) xU). 
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Pour e G Am>p  (7, U, K), s i on pose m+ = sup{0 , m}, on a une décomposition unique: 

m+ 
en r , 2, C, A) = ]T 4  (t,  z, C, A) r-7" + e~ (t, r, 2?, C, A), 

3=0 

avec e{ indépendants de T et e~ = f X̂ n>o (̂ A)~n e~ G A"1,p (7, (7, AT). 
Définition A.ll.—  Soit  ip G C^fyR), On  notera C° ° (7; 77£ (fi)) J'espac e des 
fonctions u (t, z, A), définies pour A > 1 , de classe C°° ent G  7, holomorphes en z G il, 
telles que 

3M, V / G N, V(t , A ) G 7  x  fi x  [1 , +oo[, 
\&%u (t,z, A)| < Ct\M+lex*W  x  (1 + \z\)v. 

On notera  C°° (7; AT£ (fi)) l'espace  des  fonctions u(t,z,\),  définies  pour  A > 1 , de 
classe C°° ent £  I, holomorphes en z  G fi, £e//es que 

3e > 0, 3M , V / G N, 3Ci , V(« , z, A) G 7  x  fi x  [1 , +oo[, 
|̂ jîi (t,z, A)| < C / A ^ e ^ ) -^ x  (1 + |z|)p. 

On suppose maintenant qu'i l existe Ro > 0  tel que fi x  B  (0, 72Q) C 17. D'après les 
inégalités de Cauchy, si e G A™*  (7, £/, K), o n a 

Vz G fi, Va G Nn, Vi G N, 

| ^ ( z , C =  0 ) | < ^ ^ n ! ( l +  H)p. 
7t0 

On pose, au sens des intégrales oscillantes 

A 7+° ° 1 
k (e, n, a) = —  /  c^ ' -^-^C n (t , r, z, C = 0, A) dr. 

On pose K± =  KC)  {±Imr > 0} et 

(e, n, a) (t, s, z, A) = *  |±(t-*)>o • 

La fonction fc* est C00 dans ± (t — s) > 0, analytique en z G fi et vérifie 

(A.5) 

V/3, 3C ^ V(t, s) G  I  x  J, ±  (t - s ) > 0, V z G fi, VA > 1 

af̂ Jfc* (e, n, a) (t, s, z, A) <  ĉ Al̂ +1ß'lßö0n!e-A/2lt-äl(1+lzl)dist(K±'R) (1 + \z\f. 
De plus le noyau distribution k est égal à 

k (e, n, a) = lt>sk+  + 1K.* - + £ ^ 0 ^ 4 (t,  z, C = 0 , A) l - J  (£t=s) . 
i=o '  ^  ' 
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On quantifie alors les symboles e G Sm,p  de la façon suivante: 
Définition A.  12.  — Soient  e G  Sm'p (U) et  C >  0  une  constante, on  pose pour 
ueC°° (/;  H% (fi)), z  G fi et A > 1, 

Ov(e)^(u) (z,\)à=? 

<X/C 
n<X/C |a|<A/C 

dsdv 
xx 

<X/C 
k (e. n. rvï C/. .<?_ A" l 

<X/C 
<X/C 

u (s, z, A) ds. 

Soient d > 0 et fi' C fi tel que fi' + B (0, d) C fi. Soit D > 0 tel que 

sup 2d(f 
i oz  i 

< D  <  RQ. 

Lemme A.13.  —  Pou r tous C > sup{2J5/e, l/£><2}, u G C°° (/; (fi) ) o n a 

Ор(е)с(ч)еС°° W h X o 
et pour tout C >  sup{2?/e, 1/Dd}, il  existe e > 0 tel que pour tout u G C°° (/; H% (fi)), 

Op (e)c (ti) - Op  (e)c, (u) €  C°° (/; (0') ) • 
D'après (A.2) appliqué à dfu (s, t, A), on a 

\ei ±dz  u(t,z,X)\  <  C,A^o!À-Wel°l TT^01 ( i + \z\)< 
(A.6) 

< C'tXM+lD^  M  (aj + 1)1/2 l e ^l ( 1 + |z|)«, 

or 

A I / A ; (e, n, a) (t, s, A ) '0/ 
ss 

ÎZ. (5, Z, A) ¿5 ) 

^i(^*+(c,n>a)( 
<X/C 

scv « (s, z, X) ds + 
•to 

Jt 

<X/C 
\iXj 

u (s, z, A) ds 

+ 
m+ 

3=0 
-d?ei(t,zX =  o,\)d{ (dzY u (t, z, A) 

et d'après les relations (A.2), (A.5) et (A.6) 

r* /  k+  \ "T )  ̂ (5>*>A)d s 

= y"^i(^*+(c,n>a)(t>*>zlA ) 
wcf 
VtA, 

u (t, z, A) J 

-h /  &tk+  {e,n,a)(t,s,z, A ) ( 77 ) u(s,z , A)ds 

< 
szv+ 

7=0 
C,A'+1£n D\\*\ 

cgg 
n 

xv 
y^TÎAMeA^(l +  |z|)9+p. 
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On a la même majoration pour le deuxième terme et 

4 
m+ . 

j=0 
<X/C <X/C df 

iX j 
a 

u(t, z, À) 

< C  AM+m +Z+1£)H 1 
bv 

s/a,; + 1  е"^'П 1 + г)" 
1 

bvv 

v H 
A£nn! (1 + \z\)p. 

Finalement, on obtient 

(A.7) a M /  k(e,n,a){t ,8,z,\) 
vgf 
\iXj 

U (s, Z, À) ¿5 ) 

< CiXM'+lBnn\ bvg 
vg 

\a\ 
ex*W(l + \z\)p+\ 

ce qui permet de terminer la démonstration du lemme comme celle du lemme A.6. 
On s'intéresse maintenan t au x propriétés de composition de ces opérateurs. Nous 

voulons étudier le Laplacien sur un ouvert à  bord. Dans un système de coordonnées 
géodésiques, cet opérateur s'écrit A = 9F 2 + P (x, t, dx) où t désigne la variable normale 
au bord et x la variable tangentielle. Il suffit donc pour notre propos d'étudier la com-
position des opérateurs pseudo-différentiels avec d'une part les opérateurs tangentiels et 
d'autre part avec l'opérateur d\\ ce que nous allons faire dans la suite de cette section. 

Soit e  G  A~2>p (I,U,K) e t q  G  A°>q (/,[/, K), te l que q  est indépendan t d e la va-
riable r. 
Définition A.  14' — On  note e$q le  symbole composé 

(ek)„ (*, r, z, C, A) = 
ri+n"+\a\+l=n 

^b\d?en,&td°;qnn (t, z, r, C, A). 

Soit Ki u n voisinage compact de K dans C\R et U\ tel que C/i+B (0, d) C U, d> 0 . 
On a alors e%q G  A~2*+Q  (J, UuKi). Soi t fi tel que fi x B  (0 , RQ) C C/i et tel que 

sup 2dip\ 
l ôz 

<D<R. 

Lemme A.  15.  — Soit  fi'  tel  que  fi' -I- B(0, d) C  fi.  II  existe C° tel  que  pours 
tout C > C°,  il  existe e > 0  tel que pour tout u G C°° (/, (fi')) , 

(Op (ejt«)c - Op (e)c o Op (g)c) « e C°° (J, (tf)). 

Compte tenu de l'estimation (A.7) , la démonstration de ce lemme est identique à 
celle du lemme A.8 

Nous nous intéressons maintenant à la composition de l'opérateur d2 e t d'un opéra-
teur pseudodifférentiel. Soien t e G A~2*  (J , U, K), fi, RQ  > 0 tels que fi x B (0, RQ) C U. 
On a r2e G A0'" (/, C/, K). O n pose 

(T2en)° (t, r, C ) = li m r2en (t, r, z, C, A' 
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et 

K±{t,a)c = E (<A)-n*±(c>n>a)(t >*)(lflï)a. 
n<A/C |a|<À/C ^  ' 

On remarque que 

K+ (t,t)-K~ (t,t ) = 0 

et 

i ( ô . * + ( t , t ) - a , *•-(«,*)) 

= £  £  (iAr^^(r2en)0(M, C =  0IA ) ( l a2 ) ° . 
n<À/C|a|<À/C '  V  ' 

On en déduit par intégrations par parties 
Lemme A . 16.— Pou r u G C°° (J, ffv (îî)), o n a 

Op (e)c (  2  ti) =  Op (r2e)c u + 1  ( V (t , 0) ftu (0) - +  0 ) u (0) 

- K ~ (t, t0) dtu (0) + dsK~ t0 ) u (*o)) • 

B Ensembl e de fréquence et propagation des singu-
larités 

Soit Q  un ouvert d e Rn, à  bord analytique , sau f éventuellemen t e n un point O 
qui sera alors du type défini dans l'introduction. Nous allons dans cette section définir 
et étudie r le s ensembles d e fréquence d'un e famille d e solutions, u  (x, A) G Hloc (H), 
distributions prolongeâmes, définies pour À > 1 , solutions des équations 

(B.l) ( A + À2)u = /  u\dn=g , 

avec f e t g nulles au voisinage de O. On supposera également que les familles u(X), f (A) 
et g (A) vérifient les estimations à priori : 

3 N G  N; Vt p G  C0°° (R2), 3 C >  0 ; V A >  1 , 

(B.2) HHIinp » <  C\N, \Wf\\v m <  C\N , 
3 N G  N; Vi p G  C0°° («î \  O) , 3 C > 0 ; V A >  1  | | W ^ I / a )̂ <  CA " 

Soit u une telle distribution, on a alors, au voisinage de tout point x0 G dQ, \ {O}, 
dans un système d e coordonnées o ù fi =  {x ' G  Rn_1,a:n >  0} , s i a  >  0  est assez 
petit, u G C° ° ([0,a[]V ({\x'\ <  a})), les traces u \QQ et les traces |^ |an sont donc bien 
définies dans V ({\x' \ <  a}). 
Définition B.l . —  Soien t a > 0  et u, f  e t g vérifiant l'équation (B.l ) e t les hypo-
thèses (B.2). On définit l'ensemble de fréquence d'ordre a jusqu'au bord de u, SS^ (u) C 
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T6*fi = T*fiUT*9fiU{0} de  la manière suivante: si  (#o,£o) € T*fi, a/or s (xo>£o) n'est 
pas dans SSl(u) si  et  seulement s'il  existe y  G  CQ 0 (fi); (p  =  1  au voisinage de  XQ 
et e > 0 te/5 çwe 

Tu (z, A) = /  e ^ - ^ V (x ) fi (x, A) dx 

vérifie 

3C > 0; V A > 1 , |Tu(z,À) | < Ce^Rez?~^\ 

au voisinage de  ZQ — XQ — iÇo. 
Si (ffoifo) £  T*{dfl\0}, alors  (xo,£o) n'est pas SSl (u)  si  et seulement si (xo,£o) & 

SS% (u |AA) et (xo,£o) ^ ^6 LAN) - Enfin, (O) n'est pas dansSS% (u) si  et seulement 
s'il existe (p  G  GQ (Rn) tel  que ip = 1  au voisinage de  O et 

\\v*(x,\)\\HHa)<Ce№-W. 
Définition B.2.  —  Soient  a  >  0  et  u, f  et  g vérifiant  l'équation  (B.l)  et  les  hy-
pothèses (B.2).  On définit l'ensemble de fréquence à l'infini d'ordre a jusqu'au bord de u, 
SSb (u) C T6*fi de  la manière suivante: Si  (xo,Ço) ^ T*Çt, alors  (xo>£o ) n'est  pas dans 
SSh (u) si et seulement s'il  existe (p  G  CQ° (fi); (p =  1  au voisinage de  x0, ¡1 > 0 , m  G 
N, V  un  voisinage conique  de  (xo,fo) ^  c  > 0 tels que pour tout  (x,f) G  V, | f | > ¡1, 

\T<pu (z = x-  iÇ,  A)| < Ceî{REZ)2-W  ( x + . 
—— <j 

Sï (x0,£o) ^ T^Sfi, a/or s (xo,£o) n'est  pas dans SSb (u) si et seulement si (xo5£o) £ 
SSÎ (u  |an) c « (*«,,&) £  <^ (f g lan) - Enfin> (°)  £  (*0 -

B.l Estimation s elliptiques _ 
Proposition B.3  (Régularité  elliptique  à  Vinfini).  —  Soitu(x,  A ) G (fi) , 
une famille de distributions prolongeâmes,  définie  pour  A >  1 , solutions  de  l'équation 
(B.l) et  vérifiant les estimations (B.2).  Alors, 

SSl(u)cSSl(f)USSa(g). 

La démonstration de cette proposition est divisée en deux parties: les estimations à 
l'intérieur et celles au voisinage d'un point du bord (différent d u coin O puisque O £ 
SSl(u)). 

A l'intérieu r 

On se place près d'un point intérieur, x0. Quitt e à faire un changement de variables 
orthonormales, o n peut suppose r qu e x0 =  0 . O n choisit rp  G (fi ) égal e à  1  au 
voisinage de x0. On a 

2 
Ax + A2 = 52 (Œ * " A^) 2 + 2A "  x*  ~ A + x**i)  + A'' 

¿=1 
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donc 

T(i> (A + A2) u) (z,\) =  T(i>f)(z,\) 
= T((A + A2) i>u) (z,A) + T([V»,A]n) 

= A-2(A2|z|2-2A2-Vz 

+ A2 - 2 A + A2)r (V-u) {z, A) + T ({i>, A]u). 

Or tp =  1  au voisinage de rr<), d'après (B.2) , il existe donc e > 0 et t] > 0  tel que pour 
tout z € C, si |Rez | < e, 

(B.3) \Т(\ф,АЫ\ <Ce^z> ~ . 

Nous allons donc étudier l'opérateur À 2(A2|z|2 - 2\z  •  +  Az - 2 A + A2). Or si on 
note 

e (z, C, A) = (-C 2 + 1 -  z2  -  2iz  • C) + (iA)"1 G S2 (C x C), 

alors on a, d'après (B.2) , si on note (p (z) = (Rez)2  /2, on a T (ipu) €  #° (C2) et 

A"2 (A2|z|2 + 2z • Vz + 2A, - A  + A2) T tyu) (z, A) = Op (e) (T tyro) (z, A)). 
Proposition B-4-  — Soient  K un  fermé connexe de  C4 et e E S2 (K) tel  que eo 
ne s'annule pas sur un voisinage  de K et  ^ G  S~2 (K). Alors  il  existe f  G  S"2 (K) tel 
que /Jte = 1  dans S°(K). 

La démonstration de ce résultat ne diffère essentiellemen t pa s de celle du cas des 
opérateurs pseudodifférentiels classique s de L. Boutet de Montvel et P . Kree [4] (voir 
aussi J. Sjôstrand [28]). Pour être complets, nous la donnons néanmoins. 

On choisit Uo  e t U\  deux voisinages ouverts de K tel s que UQ  4- B (0,Ê) C  U\. On 
notera, pour s G [0,1] , 

Us = {{z,Q;  dist((z,C),f/o)<^ } 

et Hs, l'ensemble des fonctions holomorphes bornées sur Us. 
Pour tous 0 < s  <  t,  l'opérateur ^  es t borné de l'espace 7is  dans l'espace Ht,  de 

norme majorée par ^^\a\ - P°ur tout P € S0 (Ui) on note 

Av.n (z, C dz) = 
|a|+*=n 

1 0{w-z))e 

et 

Ap(zX,dx) = 
+oo 

n=0 

1 
(i\)n Ат>.п (z,C,dz). 
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Il résulte des inégalités de Cauchy et des hypothèses que les opérateurs APiTl sont bornés 
de Ht dans Hs ( pour tous 0 < s  < t), de normes majorées par 

PP,n||M < 
a+i=n 

sd 
sdvr llwt/, 

qd0{w-z)) 
)(t-s)a 

< 
ct+i=n 

AB i\e-{ 
a! {t-sf 

a! 

< A'B'1 
sd 

(t-s)n 

On notera Ck (p) =  supM H^U^f^jL <  ABfc. _ 
Lemme B.5.  —  Pour  tout p € Sm (Ui) et  tout q € Sn (Ui), on  a, avec g = p$q, 

Cn(g)< 
i+j=n 

Ci(p)Cj(q). 

En effet ,  on a Agin —  ^2i+j=n ApjAqj et donc 

0{w-z))xe 
i+j=n 

\\ApA\°,Mqj\\t,<r 

< Ci(p) sdv 
(a-af 

svr 
svr 

(t-ay 

C,-(p)C,(ff) inf -
«r<t (t 0{w-z))e 

< Ci(p)Cj(q) nn 
0{w-z)) 

en choisissan t (a  — s) =  ^{t  —  s), e t (t  — a) =  J  (t — s) s i i  ^  0  e t j  /  0  e t e n 
remarquant que inf =  ^  o u inf ^ =  ^ysinon . 

On peut maintenant reveni r à la preuve de la proposition B.4. Soi t e  vérifiant le s 
hypothèses de la proposition. On suppose que C/0 et U\ vérifient UQ  + B  (0 , e) C U\, ^ € 
S"2 (Ux + B  (0,2e)) e t e  G S 2 (f/i + 5 (0,2e) ) >  0  assez petit). Soit g = ̂ fl e - 1  G 
5° (f/i +  £(0,e)), vérifian t p0 = 0 . Il existe donc e  > 0 tel que ||r||e = £  C n (#) en < 
1/2 puisqu e cett e séri e est , pou r e >  0  assez petit , convergent e e t d e premier terme 
nul (C 0 (g) = 0) . On définit /  =  *52nfn(iX)~n en chaque degré d'homogénéité pa r la 
relation 

/ = sdv+1s , ffft • • • ttff 
nfois 

(en chaque degré d'homogénéité, on a une somme finie). Les fonctions fn sont évidement 
holomorphes au voisinage de U\. Tout le problème est de démontrer qu'elles vérifient 
les estimations (A.l) . 
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On définit Cn(f)  =  supt 3 HAf,rcllt,ŝ n^ •  L'holomorphie des fonctions / „ a u voisi-
nage de U\ montre que les Cn (/) son t finies. On veut montrer qu'en fait, on a Cn (/) < 
ABn. Il est facile de voir d'après le lemme B.5 que 

lk[nllle < № 

On en déduit que ||/||e <  £ n l/2n <  2 ce qui implique que Crn (/) <  2e~n.  Comme /„ = 
Af^n (1), on en déduit qu e /  G  5° (U\). Enfin, comm e il es t clai r que /Jt (1 — r) =  1 
dans 5° ([/0, on voit facilement que / Ji G  S"2(t/i) vérifie /J^tfe = 1. 

Nous allons appliquer la proposition B.4 à notre situation. On notera 

V =  {{*,$  M  <\,  | R e z | < | \lmz\>\), 

= {(*,<) ; ICI < | , M < | , |Imz| > j } , 

fi' = {z;  \Rez\  <  i , |Imz | > 4}, 

fi = {z;  \Rez\  <  i , |Imz | > 3}. 

On vérifie facilement que le symbole e G S2(U)  vérifi e les hypothèses. Soit / G  S~2(U') 
son inverse pseudodifférentiel donn é par la proposition B.4. D'après le lemme A.7, on 
a, si C est assez grand 

Op (J)c 0 °P (e)c (T (iM) -  Op (l)c (T (V*)) 6 H„.e (fi'), 

on en déduit, d'après (B.3) 

Tdju)-x-2T^f)eH^e (fi') , 

ce qui implique la proposition B.3 pour les points intérieurs. 

Au voisinag e d u bor d 
Soit x0 G dQ,  \ O  et soit V  un voisinage de x0 dans Rn tel qu'il existe un système 

de coordonnées géodésiques sur V, centrées en x0 e t un réel a tels que 

ÇtC\V = {(t,x)  G  R x Rnl; |x | < a; t  G]0,1[} = M , 
dQPiV =  {(0,x);|x | <a} . 

Dans c e systèm e d e coordonnées , l'opérateu r +  1  s'écrit ^  H - i î (t, a:, <9X) avec i? 
polynomial de degré 2 en 9X, à coefficients analytique s (ca r le bord de Cl es t supposé 
analytique au voisinage de x0). Il existe donc des fonctions Pa, \a\ < 2 , analytiques au 
voisinage de M dans Rn, telles que 

R (t, x, dx) =  ^J2  ~  Xxïa P" (*'*) ' À2 
|o|<2 
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Soient Pa£  (t) de s fonctions analytique s au voisinage de 0 et une constante D0  telles 
que pour tout x G B  (0,1/A)) e t tout t] \t\ <  1 /A)» tout a, |a | < 2, 

Pa(t,x) = 
0{w-z) 

0{w-z)) 

De plus, d'après les inégalités de Cauchy, pour tout D\ >  D0 e t tout Z G  N, on a 

(B.4) mPajiW\<Ctei Dp. 
Pour tout C > 0, on peut écrire l'opérateur R sous la forme suivante: 

R(t,x,dx) = 
A2 
1 

' |a|<2 
№<\/c 

(dx-\x)apa.Q(t)xfi 

+ 
M<2 

\0\>x/c 

(dx-Xx)aPa,(t)x^ 

^Rc +  Rc. 

Soit i/>  €  CQ 0 (Rn) tell e que ^ =  1  au voisinage de 0 et supp (I/J) C  -B (0, d) avec d < 
1/A). 

On note 

Tu (z, t,\)= /  eAx*"A x /2u (t,x, A) dx 

et 

^(*) = -(Re*) 2 
Lemme B.6.—  On  aT (tpu)  G  C°°  ([0, t0] ; (Bx  (0, a))). 

En effet, d'aprè s l'équation vérifiée par la distribution u  sur M, i l existe r G R  te l 
que pour tout n  G N, u G Cn (R*+; ifr_n (Bx (0, a))) e t vérifie 

HW^-n (B(0 ,a))<C„. 

On a 

(B.5) T  (R (t, x, dx) ipu (t, x, A)) = T ([#, V>M + T (V>^) • 
Lemme B.l.  —  II  existe  e > 0 et C > 0 tek qwe 

T ([a, tf ]«)eC~([o, (C""1)) . 
Il surfit d'utiliser l e fait que le support de l'opérateur [R,  ip] n e rencontre pas un e 

voisinage de x = 0  et le fait que cet opérateur est différentiel d'ordre 1. 
Lemme B.8.  —  Il  existe e  > 0  et  C >  0  tels  que pour  tout C >  C  et  tout u e 
C~([0,i0];£2 (B(0,a))), 

T (RC'^U)  €  C°°  ([0 , U}; ff_e (C""1)) . 
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On a 

T [Rc'i)u\  =  T 1 
À2 M<2 l/3|>A/C 

(dx - \x)a  Pa}ß (t) xßi)u 

1 
A2 H<2 

f-lVa| (Xz)aT 
K\ß\>\/c 

P«,ß {t)xßipu 

Or, d'après (B.4), on a 

]\ß\>W 
+{w-z)) rd < 

j>X/C 
\x\jjn-lD{, 

donc , si e < — log (aDi) /C' 

\T(Rc'tiu)\<C(l +  \z\)2ex^-e\ 

On en déduit qu e T{Rc'^u) e  C ° ([0,£0]; #_c (Cn_1)). Comme dt(Tv) =  T  (dtv) et 
comme les fonctions Pa,p  vérifien t (B.4) , on en déduit le lemme. I l suffit don c d'étu-
dier T (Rc^u) pour C grand. 

(B.6) T{Rcim)  = 1 
A2 |a|<2 \ß\<\/C 

(iXp (iz)a  Patß (t) ^  T  (4m) = Op  (r)c T (rpu), 

avec 

r(z,Ç) = 
|o|<2 

l-xp 
A2 0{w-z)) d dx 

x 

Le symbole principal de r est 

(B.7) n>{z, C) = 
|o|=2 

: {zt Paß (t) • 
sdx 

xz 

On prendra pa r la suite C  asse z grand , de telle faço n qu e toutes le s hypothèse s de 
l'appendice A sont vérifiées. 

On remarque que si x es^ la transformation canonique associée à la transformation 
de FBI, T, c'est à  dire x (#> £) — (% — ~^x)i  on  a 

r0(z,C) = iîo(x-1 (*,C))-

On en déduit qu'i l existe un compact K  d e C \ R, d  > 0  , rj >  0 , I =  [0 , t0] C  R tels 
que si on note U = fi x  u =  {(z,Q  €  C2n~2 ; |Rez| <  d , \Imz\ >  77 , \(\ <  d},  alor s on 
a r2 + r (z, C, t, A) G A2,2 (J, [/, if) e t de plus, les racines en r de l'équation 

(B.8) -r2+ro{zX,t,\)  =  0 
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restent dans le compact ( 1 + \z\)K.  En effet, c e résultat est clair, d'après (B.7) , si \z\ 
est borné car pour |Imz | grand l'équation (B.8 ) n'a pas de racine réelle et on conclut 
en utilisant l'homogénéité de r0 par rapport à \z\. On a en plus G  A~2~2  (J, U, K) 

Soient U' et K' tels que U' + B (0, c) C £/ et if -h £ (0 , c) C if'. Soi t e (z, *, r, C, A) G 
4̂-2,-2  ̂y/ ^ l'invers e pseudo-différentie l d e r2 + r donné par la proposition B.4. 

D'après les lemmes A.15 et A.16, on a, si C est assez grand 

(B.9) Op (1) T (t/m) -  Op  (e)c o Op (r2 + r)c T (^u) 

= 1  ( V (t,  0) T (tpdtu (0)) - dsK+  (t, 0) T tyti (0)) 

- If " (t, ¿0) T (^ftu (¿0)) + dsK~ (t,0 ) T (¿0)) ) , 

d'où en utilisant l'équation vérifiée par u, les lemmes B.7 et B.8 et les relations (B.5), 
(B.6) et (A.5) , on a 

T (1m)  +  ^dsK+ (t,  0) T (il>f) =  1  (if + (t , 0) T (№tu (0))) + ti/, 

avec w G C° ° (/; if_c (fi)). S i on prend la trace en t = 0  dans la relation précédente, il 
est alors clair que si p fi SS (g),  comme l'opérateur if+ (0,0) es t elliptique, le même 
raisonnement qu'à l'intérieur, mais en variables x G Rn_1 (tangentielles) montre que p fi 
SS (dtu  (0)). La proposition B.3 est donc démontrée. 
Remarque B.9.  —  D'après  la relation (B.9), la condition p fi SS (g)  est équivalente 
à l'existence d'un  voisinage conique  de  (xo,rj£o), U  et de p, > 0, tels  que 

T(il>u)eC°° (t/n{K I >M})) . 

B.2 Propagatio n des singularités 
Nous allons dans cette parti e utiliser les résultats de propagation des singularités 

Gevrey pou r démontrer des estimations sur les solutions d'équations semi-classiques . 
Dans l a section précédente , nou s avon s établ i de s estimations elliptique s qu i micro-
localisent le problème dans une région compacte de l'espace de phases. 

Nous allons, suivant G . Lebeau [17] , faire une transformation qu i remplace le pa-
ramètre A  pa r une variable supplémentaire (essentiellement , cett e transformatio n es t 
une transformation de Fourier). 

Soient 1 < a < b < 2 deux réels tels que y/2a <b <2a.  Nou s noterons par la suite L 
(respectivement L') , l'ensemble de s suites A  = (Xk)keN  telle s que pour tout k  G  N, 
on a  2ka < Xk  < 2kb  (respectivemen t 2*+1/2 a <  Xk  <  2k+l/2b).  A  une suite A  G L 
(respectivement A  G V)  e t a  une distribution u  prolongeable à Rn, solution de(B.l), 
vérifiant (B.2 ) on associe la distribution 

uA (t,x) =  Y ^eiXkSu (Xk,x). 
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La distribution u\ es t alors une distribution prolongeable à R x Rn. On peut de même 
associer aux distributions f et  g des distributions /A et g\. 

Pour p G T6* (fi), on note 

fl(5îp) = (5j( 7 = l , p ) € î î ( R x n ) . 

On a alors la proposition suivante 

Proposition B.10.  —  Pour  tout so  G  R et  tout a > 1 , on a l'équivalence 

Po G  SSsb (u)&3AeLU V\0  (50, po) e  SSsb  {uA), 

où SSl ( UA) désigne le  front d'onde Gevrey  s au bord défini à  la section 2. 
Nous allons traiter le cas où le point x0 es t à l'intérieur, le cas où il est sur le bord 

de l'ouvert fi  s e traitant d e la même façon, e n considérant le s distributions uA 
dnu\ |ôn et le cas du coin se traitant également de la même manière en considérant les 
fonctions de A, | \I/JU||#i(Q). 

Quitte à  remplacer l a famille u(x,\)  pa r la famille elXs°u  (x, À), on peut suppo-
ser que «o = 0 . Soien t A  G  L et u(x,  À) une famille de solution de l'équation (B.l ) 
vérifiant (B.2) . On considère T la transformation de FBI su r T*Rn+1 définie par 

fv{t,z) = e\\x-z+»-t 2  i)v(x,s)dxds. 

On a alors, pour ipi e CQ 0 (R2) et tp2 €  CQ°  (R), égales à 1 au voisinage de 0 dans R2 
et R, respectivement , 

Tt/>iV>2«A (t, z)= e*\"x+"t"s~T)  V i>  (x) eiXhSu (A*, x) dxds 

d +00 

vc 

qdsd+ 4s 0{w-z))sdd 
qsc 

e 
•+00 

/-00ss 
e\(ts-s2/2)+i\kS Q - Ф2 {s)) ds и (Afc, x) dx, 

or, si 1P2 =  1  sur B (0,2e), i l existe c  > 0  tel que pour tout t  S  C  tel que |Ret | <  e 
et \lrat + 1| < e, on a pour tout A* 6  R+ et tout s  6 supp (1 — ^2 ) 

A 
|Ajfc (t-s) +  i > c. 

On a done 

r+00 

—00 
eA(tS-SV2)+iA,S(1_^(s))ds 

sc \(ts-s2/2)+i\ks 1 d. o • 1 
Ф- (t - s)  + ì 

xs 
(tf2-l)d*. 
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Comme sur le support de (1 — ̂ 2)? on a 

e\(ts-s2/ï)+i\2ks }_ et ({Rez)2  - e2) 
sv r 

on obtient donc 

1 +00 

sdv 

sd 14 1 C+00 

«/ —OO 
eX(ts-s*/2)+iXks (1 _ ^ (Afc ) x) dx <  CeA((Re2)2_£2) 

ce qui montre que modulo un terme à décroissance exponentielle, on peut dans (B.10), 
remplacer ̂ 2 par 1. 

On a 

qdc+ 4 <e~2 
(Ret)2-|lmt+̂ |2>) 

donc, pour tout 7 7 >  0, si Imt G B (—1, e) et si 

(B.11) sds ddd -Imt, dv 
sdvc 

et —  ^ 5 -Imi, TTTT-T7Z 

alors 

Lt(*+¿^)2| < gfCReí̂ -r̂ m ÂbA}1/-

Or, si 7 7 > 0  est chois i assez petit , i l existe a u plus un seul k tel que ^  G  B(l, 2rj) 
ou ^  G  5(1,277) (ca r 2ka <  \k  <  2kb  e t 1  < a  <  b  < 2) . On le note alors k\it.  Les 
estimations précédentes impliquent le lemme suivant 
Lemme B.îl.  —  / / existe N >  0 etC >  0  tels que pour tous t, z tels  que \Reet\  <  e, 
pour tout  À G R+, si 

Lt(*+¿^)2| ssss —Imt, 77 
ss ssvv 

ou A 
Afc 

—Imt, dd+ 
ww s+ 2 = 1 , 

alors 

Tipii>2ux (t, z) - eA(x-z-xV2)ef Lt(*+¿^)2| 
(x)u(:r, Aójete 

/ n*/ïA(m)2+(Rez)2)-n\\\i/* 

et si ${k G N; ^ G [ 1 -  2e, 1 + 2e] eí ^ G [ 1 - 2e, 1 + 2e]} = 1 } = 0 , on o 

I T4f^2ux(t,z) | < с^w D Sе П ^ 4 ^ ) - ^ ' . 

112 



ANNEXES 

Nous supposons maintenant que po £  SS% (u). Il existe donc rj' >  0 tel que, si z est 
assez proche de ZQ =  XQ  —  z£o> on a 

\T(im)(z,X)\ <  C\NeiW-'№". 

Soit A G L. Alors, d'après le lemme B.ll, s i |Im£ + 1| < 7 7 et si 77 et e sont assez petits 
(£,77 << 77'), on a 

TIM*ua(ì,z) l< CAM^)^11")8)-^"17 ' 

ce qui implique que ($o> 0"o = 1 > £0) ^ SS^ (^a). 
Réciproquement, supposons qu'il existe sQ G  R tel que pour toute suite A G L U L', 

le poin t (s0,cr 0 = 1,^0 , fo) ^  SS%(uA),  c'es t à  dire qu'i l exist e tpi  G  CQ° (R2) (res -
pectivement V 2 £ CQ ° (R)) égal e à  1  au voisinage d e XQ  (respectivemen t a u voisi-
nage de SQ)  E\  >  0 , C  >  0  et 77 1 >  0  tels qu e pour tout z  G  B (z0 = x0  — i£o,?7i) 
et tout t  G  B (sQ —  z, 77), on a 

\TuA{t,z) <  CEK(R-)2+(RE*)2)-^L1/S . 

Nous allons montrer qu'alors, le point (£o,£o ) ^  SSl (u).  On raisonne par l'absurde: 
on suppose donc que pour toute fonction I/J  G  CQ° (R2), égale à 1 au voisinage de #0 , 
tout e > 0, C > 0 et tout 7 7 > 0, il existe Xip,£,c,ri et  z e B (z0 = xQ -  z£0,77 ) tel que 

\T{$u) (zi\)\>Ce^Rez?-£W1/9. 

On choisit ip  = ipi,  0 < e < S\  et 0 < r]  <  rji  qu e nous fixerons par la suite. Il existe 
donc une suite Àn telle que pour tout n  G N, il existe zn G  B (z0 = x0  — 2£0,77) tel que 

\T(TPu)(zn,\n)\>ne^Re^2-*W. 

On remarque d'abord que d'après les estimations (B.2), nécessairement, la suite An tend 
vers l'infini. O n peut donc construire une suite A G L U L' contenant un e infinité de 
termes de la suite (Àn) . Supposons par exemple que A G L. Le lemme B.ll appliqu é 
aux À  = À * montre qu'alors , nécessairement , o n a  (so , 1, £0, £o) ^  (^A) J c e qui 
fournit la contradiction annoncée. Le cas A G L' se traite de la même manière. 

Nous allons maintenant utiliser ces résultats pour déduire des résultats de propaga-
tion des singularités de G. Lebeau [18] , des résultats sur la localisation de l'ensemble 
de fréquence. On commence par remarquer que la distribution uA vérifi e 

d2suA - AxuA  = /A, 
uA \an  ~  9A-

On a donc, par le théorème de régularité elliptique Gevrey a, 

SSS (uA) C  SSg (/A) U  SS° (gA)  U  n (car (•)), 
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où II (car (•)) désign e la projection de la variété caractéristique de l'équation des ondes 
sur Tb*Q (ce résulta t es t classiqu e e n dehors d u coin e t i l es t vid e a u coin) . O n en 
déduit la 
Proposition B.1 2 (Régularit é elliptique) . — Soit u une famille de distributions 
définies pour X G  R4", solutions de Véquation (B.l), vérifiant (B.2) , alors l'ensemble de 
fréquence SS% (u) es t inclus dans l'ensemble 

SS°b (u) C SSl ( /) U SS° (g) U n {|£| 2 =  1 } . 

On peut également applique r à la distribution u& l e théorème de propagation des 
singularités Gevrey a de la section 2 . Soit rjo — (so, a = l,po ) G  SSl (UJC) D  n(carD). 
Soit 7  l a bicaractéristique généralisé e issue de rj0. On suppose que II est paramétrée 
par Z G  R et que II (0) = ?7o. On suppose également que pour / G [0, to], la bicaractéris-
tique 7 ne rencontre ni SS% (/A) ni SSa (g\). Alors, si le point r)0 appartient à SS% (uA), 
le point j(l) aussi , pour tout Z G  [0, to]. On en déduit la 
Proposition B.1 3 (propagatio n de s singularités) . — Soi t p0 = (#o>£o ) appar-
tenant à la projection de la variété caractéristique, II {|£|2 =  l } . Tan t que la projection 
sur l'espace des (z,£) d e la bicaractéristique issue du point rjo = (s0,o - = l,po ) paramé-
trée par l G R e t telle que 7 (0) =  77 0 ne rencontre ni SS% (/) n i SSa (g) ni le coin, si le 
point po appartient à SS% (u), l e point ïlXj^ (Z) aussi, e t quand elle rencontre un coin, 
si avant de le rencontrer elle est incluse dans SS% (u), alors on peut la prolonger après 
le coin en une bicaractéristique généralisée incluse dans SS% (u) a u voisinage du coin. 

B.3 Ensembl e de fréquence et estimations 
Le but d e cette parti e es t d e faire u n lien entre la localisation de s ensembles de 

fréquence et l'obtention d'estimations. Le résultat obtenu est le suivant : 
Proposition B.14 . — Soi t u vérifiant (B.l ) e t (B.2) . O n suppose que x$ G  T*Q 
est te l qu e x0 £  U x (SSl (u) U SSl (ufj . Alors , i l exist e ip G CQ° (R2) égal e à  1 au 
voisinaae de xn, s G R, C  > 0 et e > 0 tels aue vour tout X G  R+, 

libili я. (О) < Ce"''*'1" 
Remarque B.l5 . — Dan s l e ca s où (A + \2)u =  0  a u voisinage d e XQ , o n peut 
remplacer "i l existe s" par "quelqu e soit s", s i on remplace aussi C par CSXS. 

On commence pa r remarquer que si ip i e t V2 sont égale s à  1 au voisinage d e x0, 
alors, si 77 > 0 est assez petit, il existe C,e >  0 tels que pour tout |Re^ | < 77, on a 

|T((Vi-V2)u)|<Ce-£lAl. 

Cette remarque et la compacité de la sphère unité permettent de montrer que sous les 
hypothèses de la proposition B.14, il existe ip G CQ0 (R2), s G  R, C, e >  0 , 7 7 > 0  tels 
que pour tout z e C 2 tel que |Re^| < 77 , on a 

IT (i/m) (z, A)| < Cet(Re*)2-*lAl1/a (1 + |Im*|)5. 
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On a d'après la formule d'inversion de Fourier, 

tl)u (x, À) = A 
Z7T sdd 

iiXxa-x^T(i;u) (x-ia)da. 

Soit h G CQ°  (R2) égale à 1 au voisinage de 0. On a alors 

(B.12) 
A\2 

ddds JB.* 
eiXxa-+h(a)T(фи) (x - ia) da 

IIL2(R2) 
< Ce""*"1". 

On note 

vh (x, A) = 
sqdsv 
2TT y 7R2 

e«,.o-if- ц _ h)  (a\ T (фи) U _ ia) da 

et en utilisant les inégalités de Cauchy sur un polydisque de centre z et de rayon ̂ , on 
montre qu'il existe A,  B >  0 tels que pour tout z G C 2 ; |Rez| < | , pou r tout A >  1  e t 
tout a G N2 
(B.13) \dÇT  (f/m) (z, A)| < a\ABW\We^Rez)2-£W1/a (1 + |Im*|)s. 
Soit ipo  G  CQ°  (R2) égale à 1 au voisinage du support de la fonction ijj.  Comme , pour 
tout ip G Co°(R2), 

'_A_ 
sd 

2 

(S~ + On) 
3¿AX.«-AY (i _ h)  (a)  ф0Т (фи) (x -  ia)  day (x) dx 

d dds 
2TT 

ji\x-a.— ddv 
iXa — \x j 

((1 — /i) (a) ipoT (ijju) (x — ia) (p (x)) dadx, 

on obtient, en utilisant (B.13), 

(vh (x, A), </>)L2(R2) < C 
\n\<s+3 

\\d>\y(Ri)e-^". 

En utilisant cett e dernière relation et (B.12) , on obtient l e lemme B.14. Finalement, 
si ( A -h A2) u =  0 , i l es t bie n connu que la norme sobolev d'ordr e 5  de u  et l e pro-
duit de la norme L2 pa r As sont (uniformément par rapport à A) équivalentes, d'où la 
remarque B.15. 

C U n principe du maximum 
Le but de cette parti e est de démontrer un principe du maximum permettant de 

propager des estimations en 0(e~^1/3) obtenues sur l'axe réel par des arguments de pro-
pagation de singularités développés dans l'appendice B, à un domaine de la forme UA,B 
(A, B > 0). Nous allons montrer que cette propagation est possible à condition d'avoir 
une estimation à priori beaucoup plus faible sur un ouvert UA',B'',A'  > A. 
Lemme Cl.  —  Soit  f une  fonction holomorphe sur  le domaine DA  =  {z  G  C ; 0 < 
Imz <  Alz^^'^Rez  >  1 } à  valeurs dans  un espace de  Hilbert H.  On  suppose que  f 
vérifie les  hypothèses suivantes: 

i) il  existe C > 0, e > 0 tels que pour tout x G JR+ , ||/0*01 1 < Ce~exl,z, 
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ii) il  existe N,C >  0, 77 > 0 tels que pour tout z  G  DA, \\f{z)\\  <  C^e*1™. 

Alors II  existe A'y C, e' > 0 tels que pour tout z  G  DA», la fonction f  vérifie: 

(Cl) 11/(2)1 1 <Ce-^l1/3. 

Soient B, a >  0 que nous fixerons plus tard et h(z) = z2e~îBz~£zl/3~az  (o n définit z1/3 en 
utilisant la détermination principale du logarithme bien définie sur DA)- Pou r tout z G 
DA, o n a 

l / W l l 
llh(z)ll 

< ̂ ê Imz-BImz+£Re(2;1/3)+aRe(2;) 

Sur rA =  {z  G  C;Imz =  A^l1/3 ; Rez >  0} , on écrit z  =  o n a z1/3 = p1/3e V et 
sur o n a  0 ~ ;4p~2/ 3 donc Imz ~  ̂ p1/ 3 et Re(z1^3)  ~  p1/3 , si on choisit 5  asse z 
grand, on obtient pour tout z  G  T 

J_ <  ̂ e(77-jB)Imz+eRe(z1/3)+aRez < ç̂ aRe* 

Sur l'axe réel on a d'autre part 

- <  Ceax+£X/ £X/  <  Ceax. 

On fixe maintenant un segment vertical 

K =  {z  G  C ; Rez = M, 0  < Imz < |z|1/3} . 

Sur K o n a 

Il /11 < 77lmz-BImz+£Re(z1/3)+QRe2 ; 

Si on choisit M  assez grand, on a donc pour tout z e K 

l <Ce2aRez. 

En appliquant le principe du maximum à la fonction / /h, holomorph e dans DA, pui s 
en faisant tendre M vers l'infini, on en déduit que <  C|e2a2| dans DA- S i on fait 
tendre a ver s 0 on a donc ||/| | <  C\h\  sur De- Il suffit maintenan t de prendre e' e t A 
assez petits pour vérifier que l'estimation (Cl) es t satisfaite par la fonction h donc par 
la fonction /  su r DA> • 

D Un e application du théorème de Sard 
On rappelle les notations suivantes introduites au chapitre 2 . On notera rao l'en-

semble des rayons analytiques définis sur un intervalle [—a0, s7[ et tels que 

nx,T7(-ao) =  (ZI,T0) , flx7(s7 ) =  0} 
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et 

Lt(*+¿^)2| d;dc; 
l'ensemble des instants d'arrivée au coin des rayons analytiques issus de x\ à l'instant t = 
-do-
Proposition D.l.  —  / / existe un voisinage  fermé W de 0 dans Ht et un voisinage V 
de O dans Q, tel  que si  a0 est assez petit, pour  tout x G  V, l'intersection  de  Sx avec W 
est un fermé de mesure nulle  dans  R. 

La démonstration va se faire en plusieurs étapes. On peut clairement supposer r0 = 
1. Quitte à les prolonger vers le futur, on peut également supposer que tous les rayons 
considérés son t défini s su r l'intervall e [—ao,r/] , ave c 77 > 0 . Soi t e  >  0 . I l es t clair , 
puisque les rayons sont parcourus à vitesse 1 , que si on prend a0 et W  assez petits les 
seuls rayons qui nous intéressent son t ceux qui ne sont pa s sortis de Bx(0,e).  S i on 
choisit e  >  0  assez peti t le s rayons qui nous intéressent on t donc rencontré une seule 
fois le coin entre -a 0 e t 77 (a u point paramétré par s7). Dans la suite de cette partie 
on se bornera à étudier les projections sur l'espace des x des rayons bicaractéristiques 
généralisés qu'on notera encore rayon. 

D'après [18], lemme 1.2, les rayons qui rencontrent le coin sont localement soit inclus 
dans T*fiUT*Ai (typ e 1) soit inclus dans T*ftUT*A2 (typ e 2). Comme le bord de Q est 
analytique par morceaux, quitte à diminuer e, on peut supposer que les intersections des 
deux arêtes définies par les équations (2.2) avec B(0, e)  sont, au voisinage de tout point 
distinct du coin, soit des segments de droite, soit strictement convexes, soit strictement 
concaves, soit des arcs qui changent de concavité uniquement au point considéré. Dans 
les trois derniers cas, on sait alors que tout rayon qui rencontre le coin et quitte le bord 
ne le rencontre pas de nouveau avant d'avoir parcouru une longueur e' > 0 . Puisqu'un 
point d'accumulation d e rayons brisés est nécessairement u n point de contact d'ordre 
infini du rayon avec le bord, ce qui est exclu par l'analycité par morceaux du bord, les 
rayons qui rencontrent le coin sont, si a0 > 0 et 77 > 0 sont assez petits, sur [—a0,77]\{s7} 
réunions localement finies de morceaux des types suivants : 

- de s segments de droite, 

- de s arcs dans le bord Ax U A2. 
On va montrer la proposition D.l, pour les rayons de type 2, par exemple. 

On notera A,  l'intersectio n d e l'arête T*Ai ave c B(0,e).  O n suppose que A  es t 
paramétrée par la longueur de l'arc issu du coin, ce qui permet d'identifier A  avec [0, L]. 
On peut maintenant introduire un ensemble qui permettra d'une certaine manière de 
décrire les "formes" des trajectoires allant de x à y: 
Définition D.2.  —  On  notera  F l'ensemble  des  n-uplets (e {)ie{i..kf}, pour  kf  G  N, 
où les  e{ G  {1,2}. 

On associe maintenant à chaque élément de F une variété à bord, qui correspondra 
à un ensemble de trajectoires: 
Définition D.3.  —  Pour  f G  F, on  notera Gf — Ilte{i..ife/-i} ^ x  ^kf ou: 

- Vi =]0,L] sie{  =  1, 
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- Vi=}0,L]2\{{x,x)\xe[0,L]}  sie{  =  2 

et: 

- Vkf  =  {0}  sie{f  =  l, 

- Vkf=)0,L)sie{f=2 

et G = UfeFGf. 

On va aussi définir un espace de trajectoires un peu artificiel, mais qui contient les 
rayons qui nous intéressent 
Définition D.4>  — On  notera H  Vespace des  trajectoires de  longueur finie partant 
de x et  allant en O, qui sont composées d'un nombre fini d'arcs de dQ, (qui  peuvent être 
de longueur nulle)  et  de segments de  droites (qui  peuvent sortir  de Cl) entre  deux  arcs 
de dQ. 

On a  alors une applicatio n surjective , </> , définie d e G  dans H,  qu i à  /  G  F e t 
à g = (xi,x[,  ...,xkf,x'kf) G  Gf  fait correspondre la trajectoire (j)(g)  G  H  qui part de x 
et 

- s i e{ = 1 , atteint l'arête /1 au point de paramètre x\ e t continue par un segment 
de droite, 

- s i e{ —  2 , atteint l'arête /1 au point de paramètre x[ et la suit jusqu'au point de 
paramètre x\ e t continue par un segment de droite, 

pour aller (par un segment de droite) jusqu'au point de /2 de paramètre xi s i e{ =  1, 
etc.. jusqu' à arrive r en O, par un segment d e droite si e{  = 1 e t pa r l'arc (xkf,0) 
si 4, =  2-

Cette définitio n perme t d e défini r un e fonctionnelle longueu r / , défini e su r Gf  à 
partir de celle qui existe dans i/, donné e par 

Hf) = 
kf 

i=l 
sss s+ qls 

avec k = dis t (#¿-1, xi) si e[ = 1  et U =  dist (x^u x^) -h \x[ - Xi\  s i e{ = 2  (compte tenu 
du paramétrage par la longueur de l'arc, \x'{  -  x{\  es t la longueur de l'arc parcouru). 

On remarque que tout rayon issu de xo e t arrivant en O est obtenu comme un 0 (g) 
pour un / G  F  et un g G Gf. 

On note, pour e > 0, Gej, l'espace obtenu en remplaçant ]0, L] par [e, L] et ]0, L]2 \ 
{(x,x)\x G  [0,L]} pa r [e,L]2  \  {(x,y);x  G  [0,L]2; \x - y\  <  e}.  I l est alor s clair que, 
pour tout € > 0, l'application / est de classe C°° sur l'espace G£f. I l est également clair 
que si 7 est un rayon analytique issus de xQ e t joignant O, égal à 0 (g), g G G/ , alor s g 
est un point critiqu e pour cette fonctionnelle , c e qui correspond seulement à  imposer 
les règles de la réflexion optique pour les rayons arrivant transversalement a u bord et 
à imposer qu'avant de parcourir un segment d'arc le rayon arrive tangentiellement au 
bord et qu'après avoir parcouru un segment d'arc le rayon reparte tangentiellement au 
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bord. D'après le théorème de Sard, pour tout / G  F  et tout e > 0, puisque s7+ao = Z  (g) 
si 7 = 0  (p), l'ensemble 

(S- + On) 

wkls 
wsx 

est de mesure nulle. Par réunion dénombrable, il en est de même pour 

(S~ + On) ss 
feF 

:e qui montre la première partie de la proposition D.l. 
Il reste à montrer que Ex,y est fermé. Ceci provient aussi de ce que c'est un ensemble 

le valeurs critiques pour une fonctionnelle sur un certain espace, mais il est plus simple 
l'en donner une démonstration directe. 
Proposition D.5.  —  L'ensemble  EXiV est  fermé. 

Soit (i„)nG N une suite d'éléments d e Ex^y convergean t vers t. Soi t 7n une suite de 
rayons de longueur tn + a0 issus du point xo à  l'instant t = —a0.  On peut prolonger ces 
:ayons sur ] — ÛO > t + £]• D'après la proposition 2.2, on peut extraire de la suite 7n une 
sous suite convergeant uniformément vers le rayon 7 et il est alors clair que la longueur 
iu rayon 7 est t -h ao 

1=9(9) 
g€Gf 

Centre de Mathématiques, 
URA 169 du CNRS, 
Ecole Polytechnique, 
91128 Palaiseau Cedex, 
FRANCE. 
email : burq@math.polytechnique.fr 

119 

mailto:burq@math.polytechnique.fr




Bibliographie 

[1] C. Bardos, G. Lebeau, and J. Rauch. Scattering frequencies and gevrey 3 singula-
rities. Inventiones Mathematicae,  90:77-114, 1987. 

[2] N. Burq. Contrôle de l'équation des plaques en présence d'obstacles strictemen t 
convexes. Mémoire,  55, 1993. Supplément au Bulletin de la Société Mathémetique 
de France. 

[3] N. Burq. Pôles de diffusion engendrés par un coin. Séminaire  E.D.P. du centre de 
mathématiques de  l'école Polytechnique,  1994-1995 . 

[4] L. Boutet de Monvel and P. Kree. Pseudodifferential operators and gevrey spaces. 
Annales de  l'Institut Fourier, 17:295-323, 1967. 

[5] J . M. Delors. F.B.I . transformation,  second Microlocalisation and Semilinear Caus-
tics, volume 1522 of Lecture Notes  in Mathematics. Springer- Verlag, 1992. 

[6] H. G. Garnir. Fonctio n de green pour l'opérateur métaharmonique dans un angle 
ou un dièdre. Bulletin  de  la Société Royale de  Sciences de  Liège, page s 119-140, 
207-231, 328-344, 1952. 

[7] C. Gérard . Asymptotiqu e de s pôles de la matrice de scattering pour deux obs-
tacles strictement convexes . Supplément  au  Bulletin de  la Société Mathématique 
de France, 116 , 1988. 

[8] P . Gérard et G.Lebeau. Diffusion d'une onde par un coin. Journal  of the American 
Mathematical Society, 6:341-423 , 1993. 

[9] P. Grisvard. Elliptic  Problems in non smooth Domains, volume 24 of Monographs 
and Studies in  mathematics. Pitman , 1985. 

[10] P. Grisvard . Singularities  in  Boundary Value  Problems,  volum e 22 of Research 
Notes in Applied Mathematics. Masson , 1992. 

[11] L. Hörmander. The Analysis  of  Linear Partial Differential Operators,  volum e 3. 
Springer Verlag, 1985. 

[12] M. Ikawa. Decay of solution of the wave equation in the exterior of several convex 
bodies. Annales de  V Institut Fourier, 38(2):113-146 , 1982. 

121 



N.BURQ 

[13] M . Ikawa. Decay of solution of the wave equation in the exterior of two convex 
bodies. Osaka  Journal  of Mathematics, 19:459-509, 1982. 

[14] M. Ikawa. On the poles of the scattering matrix for two convex obstacles. Annales 
de l'Institu t Fourier, 38:113-146, 1988. 

[15] P . D . Lax. Asymptoti c solutions of initial valu e problems. Duke Mathematical 
Journal, 24:627-646, 1957. 

[16] G . Lebeau . Régularit é gevrey 3  pour la diffraction. Communications  in  Partial 
Differential Equation, 9:1437-1494 , 1984. 

[17] G . Lebeau. Contrôle de l'équation de schrödinger. Journal  de Mathématiques Pures 
et Appliquées, 71:267-291 , 1992. 

[18] G . Lebeau. Propagation des ondes dans les dièdres. Prépublications de l'université 
de Paris-Sud, 1994 . 

[19] R.B . Melrose and J. Sjöstrand. Singularities of boundary value problems I. Com-
munications in  Pure Applied Mathematics, 35, 1982. 

[20] J. Ne$as . Les Méthodes directes  en  Théorie des  Equations Elliptiques.  Masson , 
1967. 

[21] L.V . Ovsjannikov. A nonlinear cauchy problem in a scale of banach spaces. Sov. 
Math. Dokl, 12:1497-1502 , 1971. 

[22] V . Petkov. Pôle s de la matrice de diffusion pour des perturbations captives. Sémi-
naire E.D.P. du Centre de Mathématiques de l'école Polytechnique, pages XV-1-13, 
1990-91. 

[23] V. Petkov and L. Stoyanov. Sojourn times of trapping rays and the behaviour of 
the modified resolvant of the laplacian. Ann.  Inst. Poincaré, 62:17-45 , 1995. 

[24] O . Poisson. Calculs  des  pôles associés  à  la diffraction d'ondes  acoustiques  et  élas-
tiques en  dimension 2.  PhD thesis, Université Paris IX Dauphine, 1993. 

[25] G . Popov. Som e estimates of green's functions in the shadow. Osaka  Journal  of 
Mathematics, 27:1-12, 1987. 

[26] M. Reed and B. Simon. Methods  of  Modern Mathetical  Physics,  volume I, II, III, 
IV. Academi c Press, 1978. 

[27] J. Sjöstrand. Analytic singularities and microhyperbolic boundary value problems. 
Mathematische Annalen,  254:211-256, 1980. 

[28] J. Sjöstrand. Singularités analytiques microlocales, volume 95 of Astérisque. Société 
mathématique de France, 1982. 

122 




