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INTRODUCTION GENERALE

Soit O 'anneau des entiers d’un corps local non-Archimédien K, de caractéristique
résiduelle p > 0.

0.1. — Pour tout entier d > 1, Drinfeld a construit dans [D3] une variété rigide-
analytique Q¢ sur K dont ’ensemble des points 4 valeur dans une extension finie L
de K est

P4-Y(L) - | H(L)
H

(o0 H parcourt ’ensemble des hyperplans rationnels sur K de P4~1), et qui est ainsi
un analogue non-Archimédien des espaces Hermitiens symétriques, pour le cas du
groupe linéaire GL, .

Dans le cas particulier o d = 2, cette variété avait déja été considérée par Mumford
[Mul], qui 'obtenait comme fibre générique au sens de Raynaud [Ra] d’un certain
O-schéma formel construit par éclatements successifs & partir de Pg, (de sorte que la
fibre spéciale de ce schéma formel est un arbre de droites projectives).

Deligne a alors construit un schéma formel ﬁ“, localement de type fini sur O,
dont la fibre générique au sens de Raynaud est Q¢ (ce travail, qui n’ a pas pas été
publié, est résumé dans [R]; voir aussi notre troisiéme chapitre). Pour l'instant,
disons seulement que ce schéma formel est muni d’une action de PGL4(K) et que
le complexe simplicial dual de sa fibre spéciale est I'immeuble de Bruhat-Tits de
PGL4(K).

0.2. — Soient D une algebre & division centrale simple d’invariant 1/d sur K, Op
un ordre maximal de D et K; une sous-extension maximale non ramifiée de D,
d’anneau d’entiers O, . Drinfeld définit un probléme de modules G pour des groupes
formels munis d’une action de Op et d’une rigidification convenable, et construit un
isomorphisme

£: G — 800y

(voir [D1], et aussi [B-C] pour le cas od d = 2 et ol le corps local K est d’inégale
caractéristique).

0.3. — Dans le cas od le corps local K est d’(égale) caractéristique positive, on
donne dans cet ouvrage une autre approche de la construction de 'isomorphisme
¢ inspirée de travaux d’Anderson, de Drinfeld et de Stuhler. On va en exposer les
grandes lignes en les comparant & celles de 'approche de Drinfeld.
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0.4. — Notre approche differe déja de celle de Drinfeld par les outils utilisés. La
construction de Drinfeld utilise la théorie de Cartier (et plus généralement la « O-
théorie de Cartier »). La nétre, qui est spécifique au cas ol ’anneau O est d’égale
caractéristique, utilise une théorie des « modules de coordonnées » introduite par
Drinfeld [D2]. Cette théorie est un analogue dans le cadre des O-modules formels de
la théorie des modules de Dieudonné contravariants.

0.5. — Les stratégies mises en ceuvre sont elles aussi différentes.

Drinfeld construit d’abord un morphisme de foncteurs

£ G — 04800,.

11 prouve ensuite que ce morphisme est un isomorphisme. Il en résulte alors que
le foncteur G est représentable par le schéma formel n"@ood ; il est cependant
difficile d’expliciter 1'isomorphisme ¢~1 afin d’obtenir une description utilisable de
I'objet universel sur 34800, .

Nous montrons directement que le foncteur G est représentable. Nous construisons
ensuite en nous inspirant d’idées d’Anderson [A] un morphisme PGL4(K')-équivariant

¢': G — 0%800,.

Nous démontrons enfin que £’ est un isomorphisme (il s’avére que cet isomorphisme
est celui de Drinfeld, cf. remarque (III. 3.4)).
0.6. — La preuve de la représentabilité du foncteur G fournit en fait des coordonnées
locales pour la topologie de Zariski sur le schéma formel G et une description
explicite de I’objet universel dans ces coordonnées locales. Le schéma formel 0 est
lui aussi muni de coordonnées locales naturelles, et on peut donc considérer que le
morphisme £’ fournit un changement de coordonnées. Celles provenant de Q¢ sont
en fait plus commodes pour exprimer I'action de PGL4(K'). On peut en calculer des
approximations modulo les puissances de 'idéal maximal de O (cf. la remarque (III.
2.4.3)).
0.7. — En revanche, en utilisant la description explicite de I’objet universel dans les
coordonnées locales provenant de G, il est facile de donner des équations locales du
revétement de Drinfeld £¢.

Dans la derniére partie de ce travail, on écrit de telles équations. On construit aussi
un morphisme déterminant

rd— 3t

Rappelons que X! est le spectre maximal de l'extension maximale abélienne
totalement ramifiée de K. Le K-espace rigide £¢ n’est donc pas géométriquement
irréductible. Toutefois, on s’attend 4 ce que les fibres géométriques de ce morphisme
déterminant (ou plutot, du morphisme

4 SRk Ky

qu'’il induit) soient géométriquement irréductibles. En utilisant les équations locales
du revétement, nous I’avons montré pour d = 2 (cf. [Gel], [Ge2]). Dans le cas ou le
corps local est cette fois supposé d’inégale caractéristique, Faltings [F] a obtenu un
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résultat allant dans le méme sens (pour plus de détails, voir I'introduction de notre
chapitre IV).

0.8. — Donnons rapidement le contenu des chapitres de ce travail (on donnera plus
de détails dans les introductions de ces chapitres).

Dans le chapitre I, on effectue des rappels sur les O-modules formels, sur leurs
« modules de coordonnées » (’analogue (0.4) de la théorie des modules de Dieudonné
contravariants), sur la théorie des déformations des O-modules formels et sur le
foncteur G.

Dans le chapitre II, on montre que le foncteur G est représentable. Pour cela, on
montre d’abord que sa fibre spéciale est représentable, puis on utilise la théorie des
déformations du chapitre I.

Dans le chapitre III, on commence par quelques rappels concernant le schéma
formel Q¢ puis on construit le morphisme £’. On démontre ensuite que ¢’ est un
isomorphisme.

Dans le chapitre IV, on rappelle la définition du revétement de Drinfeld et on en
donne des équations locales. On construit ensuite le morphisme déterminant et on le
calcule explicitement dans les coordonnées locales du revétement.

0.9. — Dans tout le texte, on utilisera les notations suivantes.

On désignera par O un anneau de valuation discréte complet d’égale caractéristique
P > 0 et de corps résiduel fini F,. On notera K son corps des fractions et v la valuation
de K. On fixera une uniformisante; 7, de K. On désignera par O, I’anneau des entiers
de extension non-ramifiée de degré d, K4, de K et par o I'automorphisme de O-
algébre de 04 qui induit 'automorphisme de Frobenius (z +— z?) sur son corps
résiduel Fya . La O-algébre Op = Oy [[II]] des séries formelles non-commutatives en
une indéterminée II vérifiant les relations

Ma=0()I (Ya€0y,)

n=r

est alors I’ordre maximal de 1’algebre & division centrale simple D d’invariant 1/d sur
K.

Tous les modules considérés seront (au moins) des Fy-modules. On notera donc
simplement ® (resp. ®) le produit tensoriel sur F, (resp. le complété de ce produit
tensoriel, lorsque les F,-modules envisagés sont des modules topologiques).

Cet ouvrage doit beaucoup 3 G. Laumon, qui m’a aidé par ses conseils et m’a
encouragé A le rédiger. Je suis heureux de ’en remercier maintenant.

Je remercie aussi H. Carayol, M. Rapoport, M. Raynaud et T. Zink pour des
conversations qui m’ont aidé dans I’élaboration de ce travail ainsi que P. Deligne qui
a attiré mon attention sur quelques points obscurs dans une premiére version de ce
texte. J’assure de plus T. Zink de ma reconnaissance pour le mois que j’ai passé grace
4 lui & Bielefeld, pour I’accueil chaleureux qu’il m’y a réservé, et pour le temps qu’il
m'’y a consacré.

Je remercie enfin Mesdames Bonnardel et Le Bronnec qui ont réalisé, avec
beaucoup de soin, la frappe d’une grande partie du manuscrit.






I. RAPPELS ET COMPLEMENTS

0 Introduction

Les notions figurant dans ce chapitre sont pour la plupart dues & Drinfeld (|[D2]).

Le premier paragraphe est consacré a quelques rappels concernant les
O-modules formels.

Dans le second paragraphe, qui est le plus important du chapitre, on montre que
la construction d’un « module de coordonnées » ([D2]) raméne la théorie des O-
modules formels a de 1’algebre semi-linéaire. Signalons qu’il existe aussi une O-théorie
de Cartier ([H]) pour les O-modules formels. La théorie du module de coordonnées
nous semblant plus maniable, nous n’utiliserons pas la O-théorie de Cartier dans la
suite de ’ouvrage.

Dans le troisi¢me paragraphe, on définit pour les O-modules formels une coho-
mologie de de Rham, munie d’une filtration de Hodge. Ceci étend simplement les
définitions proposées par Anderson, Deligne et Gekeler pour les modules de Drin-
feld. On montre ensuite qu’il revient au méme de se donner une déformation d’un
O-module formel ou simplement une déformation de sa filtration de Hodge.

Dans le quatriéme paragraphe, on rappelle la définition du fonction G de Drinfeld
([D1]). Celui-ci est un probléme de modules pour des O p-modules formels munis d’une
certaine rigidification. On donne ensuite une traduction de la définition du foncteur
G en termes de modules de coordonnées. Ceci permet de définir un autre foncteur
Go muni d’un morphisme Go — Spf O tel que G = GoR®o 4 (cette définition est
implicitement contenue dans [D2] ; ce foncteur a aussi été considéré par Stuhler ([S]
§3) a propos de I'uniformisation des variétés de Drinfeld).

C’est avec le foncteur Go que nous travaillerons dans la suite de 'ouvrage.

1 O-modules formels et Op-modules formels

Dans la suite de ce paragraphe, B désignera une O-algeébre dans laquelle I'image
de 7 est nilpotente.

Définition 1.1. — Un O-module formel est un groupe formel lisse X sur B muni
d’une action de O telle que laction induite sur l’espace tangent Lie X coincide avec
celle provenant de la structure de B-module de Lie X .
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On définit les morphismes de O-modules formels de maniére évidente.

Définition 1.2. — Un Op-module formel est un groupe formel lisse X sur B muni
d’une action de Op telle que le groupe formel avec action de O sous-jacent soit un
O-module formel.

On définit les morphismes de Op-modules formels de maniére évidente.

Lorsque X est un O-module formel (resp. Op-module formel) et a € O (resp.
a € Op), on note X (a) 'endomorphisme du groupe formel X induit par a.

1.3. — On rappelle que si
p: X1 — X,

est une isogénie de groupes formels lisses, définie sur une F;-algebre, le noyau de ¢ est
un schéma en groupe fini plat ([Z] Kap. V §3). Son rang est localement une puissance
p" de p ([Z] Kap. V §4). La fonction localement constante h est appelée la hauteur
de I'isogénie .

Définition 1.3.1. — Un morphisme de O-modules formels (resp. Op-modules for-
mels) est une isogénie lorsque le morphisme de groupes formels sous-jacent est une
isogénie. La (O-) hauteur de cette isogénie est le quotient de la hauteur de l'isogénie
par le degré v du corps résiduel de O sur le corps premier Fy.

Remarque : La O-hauteur est donc a prior: & valeurs dans Q. On verra ultérieurement
(cf. (2.2.1)) que ses valeurs sont en fait entiéres.

La notion suivante est 1'analogue pour les O-Modules formels de la notion de
groupe formel lisse p-divisible.

Définition 1.3.2. — Un O-module formel X est dit de hauteur finie lorsque
l’endomorphisme X (w) est une isogénie. Sa hauteur est alors la O-hauteur de cette
isogénie.

Proposition 1.3.3. — Soit
p: X — X,

un morphisme de O-modules formels de hauteur finie sur B.

1. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le morphisme ¢ est une isogénie.
(b) Il existe un entier n > 0 et un morphisme

X — Xy

tels que p’' o p = X;(7™).

2. Lorsqu’elles sont vérifiées les modules X; et Xo ont méme hauteur.

Preuve : cf. [Z] Satz (5.10) et Satz (5.25). O
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Définition 1.3.4. — Soient X; et X; deur O-modules formels (resp. Op-modules
formels) de hauteur finie sur B. Soit p € Hom(X, X2) ®0 K. On dit que p est une
quasiisogénie lorsque p satisfait les conditions équivalentes sutvantes.

1. Il existe un entier n > 0 tel que X2(7™) o p soit une isogénie.

2. p admet un inverse dans Hom(X3,X;) o K

La O-hauteur (virtuelle) d’'une quasiisogénie se définit de maniére évidente.

2 Le module de coordonnées des O-modules formels

2.1. — Nous aurons besoin de quelques rappels sur les groupes formels lisses et les
groupes finis plats commutatifs.
Dans la suite de ce paragraphe, B désigne une F,-algébre.

Proposition 2.1.1. —  Soit X un groupe formel lisse sur B pour lequel la multiplica-
tion par p est nulle. Localement sur Spec B pour la topologie de Zariski, il existe un

isomorphisme )
Gim X 5 X,

Preuve : Localement sur Spec B, le module de Cartier associé 4 X admet une V-base.
On a F =0 sur M et le systéme de coordonnées associé 4 cette V-base définit donc
un tel isomorphisme (cf. [Z] Kap. IV). O

On note

Fr: B— B
T — zP.

I’endomorphisme de Frobenius et
T: Ga_ B — Ga, B

'isogénie de Frobenius (¢ — t?) du groupe additif formel G, g = SpfB([t]]. La B-
algébre des endomorphismes du groupe formel G, g s'identifie de maniére évidente a
B[7]].

Soit X un groupe formel sur B. On associe & X le B[[r]]-module & gauche
Mx = Hom(X, Ga,B)-

Lorsque X est lisse annulé par p, il résulte de la proposition (2.1.1) que le
B[[r]]-module Mx est localement pour la topologie de Zariski sur Spec B un
B([r]]-module libre de rang dim X (au sens od tout point de Spec B admet un
voisinage de Zariski affine Spec C tel que le C|[r]]-module

C&pM =1imC ®p M/C ®p M -7 = C[[r]] ®pr) M
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soit libre de rang dim X).

La multiplication & gauche par 7 sur Mx est Fr-semilinéaire. Elle induit donc un
morphisme

(2.1.1.1) F:Fr"Mx — Mx.

A tout m € My, on associe la différentielle

dm :LieX — LieG, 5.
On définit ainsi un morphisme de B-modules

D : Coker F — (Lie X)V.
La preuve de la proposition suivante est laissée au lecteur.

Proposition 2.1.2. — Lorsque X est lisse et annulé par p, le morphisme D est un
isomorphisme. O

La construction X — My induit visiblement un foncteur contravariant M de
la catégorie des groupes formels lisses annulés par p dans celle des B[[r]]-modules
localement sur Spec B libres de type fini.

Proposition 2.1.3. — Le foncteur M est une anti-équivalence de catégories.

Preuve : La restriction du foncteur M aux sous-catégories pleines dont les objets sont
respectivement les puissances de G, p et les B[[r]]-modules libres est une équivalence
de catégories.

D’autre part, lorsque M et N sont deux B[[r]]-modules localement sur Spec(B) libres

de type fini, le préfaisceau sur Spec(B)zar qui & un ouvert affine Spec(C) associe
Homeyr)(Cl[7]] ® Bytry M, Cl[7]] ®5(iryy N)

est en fait un faisceau (comme on le voit en considérant d’abord les B[[7]]-modules

de longueur finie Coker Fj; et Coker F puis en passant a la limite projective).

La proposition résulte alors de la proposition (2.1.1). O

Soit G un groupe affine commutatif fini et plat de présentation finie sur B. On
considére le B-module Mg des morphismes de groupes de G dans le groupe additif
Gq,B-

Proposition 2.14. —  Supposons que G se plonge localement dans GN 'g pour la

topologie f.p.q.c. sur Spec B. Le B-module Mg est alors localement hbre de type fini
et sa formation commute au changement de base.

10



ESPACES SYMETRIQUES DE DRINFELD

Preuve : Ceci résulte de 'isomorphisme
Hom(G,G,) — LieG*
et de ([SGA 3] VII, (7.4)) appliqué au dual de Cartier. O

Proposition 2.1.5. — Considérons une suite exacte
1——+G1-1-‘-)G2—v)G3—+1

de groupes finis plats de présentation finie (ce qui signifie que u est un noyau de v dans
la catégorie des schémas en groupes affines commutatifs et que v est plat surjectif).

Supposons que G1, G2 et Gs vérifient I’hypothése de la proposition (2.1.4).

La suite

(*) 0—)MG3-——)MG2——)MGI—)0
est alors ezacte.

Preuve : Les modules Mg, sont localement libres, et il suffit donc de vérifier
Pexactitude de () fibre & fibre. Le morphisme v est plat surjectif. La suite

00— (Gl), — (Gz), — (Ga), —0

(s € Spec B) est donc exacte. L’exactitude de (*), résulte alors de ([SGA 3] VIIA
(8.1)) appliqué au dual de Cartier. O

Soit
@p: X1 — X2

une isogénie de groupes formels commutatifs lisses de dimension finie annulés par p.
La restriction au noyau de ¢ des morphismes

Xg—)GG

définit un morphisme
M X, — MKQW,.

Proposition 2.1.6. —

1. La suite
0 — Mx, — Mx, — Mkerp — 0

est exacte.

2. Le rang de Mker, €st égal & la hauteur de ¢ (en tant que fonctions localement
constantes sur Spec B).

11
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Preuve : Un morphisme de groupes formels lisses
Xl —Y
dont la restriction & Ker ¢ est nulle admet une unique factorisation

Xi —/:Y
X2

(cf. [Z], Satz (5.24)).

La suite
0— Mx, — Mx, — Keryp

est donc exacte.
11 résulte de ([Z] Satz (5.25)) qu'il existe un entier m et un morphisme

'l/) : Xz e 4 FI‘:"X 1
tel que le composé ¥ o ¢ soit la m-iéme puissance de I’isogénie de Frobenius

F:X, — F.X;.

11 résulte de ([Z] Satz (5.28)) que la suite
1— Kerp — Ker F™ — Kerp — 1
est exacte (au sens de (2.1.4)). Le morphisme
Mxer Fm — MKery
est donc surjectif. Le morphisme
M; — Mxer rm

n’est autre que
M; — Coker(Fjy )
(o0 Fy, est le morphisme (2.1.1.1)).
Le morphisme M; — Mke:, est donc surjectif, ce qui termine la preuve de (1).

Pour vérifier (2), on peut supposer que B est un corps parfait. Il résulte alors de ([Z],
Satz (5.2)) que Ker ¢ est un sous-schéma en groupes de G{,V g = X1 d’équations

hy hn
Pl =
v =0,...,45" =0

(u; sont des coordonnées sur G p).

Un calcul direct montre alors que le rang de Mker, n’est autre que la hauteur
hy + -+ -+ h, de l'isogénie . O

12
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2.2. — On applique maintenant ce qui précéde au cas des O-modules formels.
Soit B une O-algebre dans laquelle I'image de 7 est nilpotente. On note maintenant

Fr,: B— B
T — zP

le morphisme de Frobenius de la F,-algébre B ;

Fr,: B— B
T +—r z?

le morphisme de Frobenius de la Fy-algébre B ;
Tp: Ga,p — Fr,l,,Ga_B

et
Tq: Go,8 — F1.Gy B

les isogénies de Frobenius.

Soit X un O-module formel sur B. Le B-module Mx est muni par fonctorialité
d’une action de O. Le O ®f, B-module Mx est donc muni de deux actions de F,.
Celles-ci induisent une graduation

(od 7 = [y : Fp]) avec
M;={meMx | ®@1)m=(1&\m}.

La multiplication & gauche par 7, est de degré 1 pour cette graduation. Elle induit
(cf. (2.1.1.1)) des morphismes B-linéaires

Fp,i: FI‘;M,' — M-,;+1.
Pour tout entier n > 0, on notera
Fpn i (Fr;,')‘M,- — Miyn
le morphisme
Fpitn-10 l:&‘;:F:lz,i+n—2 0:--0 (H;—l)*Fp,i

induit par la multiplication & gauche par 7.
r—1
Les deux actions de F, sur (LieX)V = @CokerF i coincident, et le
1=0
B-module gradué (Lie X)V est donc concentré en degré zéro. Le morphisme F, v

13
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est injectif, et les morphismes F,; (0 < ¢ < r — 2) sont donc des isomorphismes. Le

B-module gradué Mx = @ M;, muni du Frobenius (2.1.1.1)
i€Z/rZ

F,=0oF.F, P Mi— P M

i€Z/rZ i€Z/rZ
r—1 )
s’identifie alors de maniére évidente au B-module gradué @(Fr;,)*Mo, muni du
=0

Frobenius

r—1 r—1
Fr;: @D(Fr}) Mo — ED(Fr})* Mo
1=0 =0

(mo,... ,mp_1) — (F(Myp_1),mo,... ,mr_2).

Soit ¢: £ — X une isogénie de O-modules formels. Le morphisme M(yp) est un
morphisme de modules gradués. Les morphismes

Fi: (Fr:,)* Coker M(p)o — CokerM(yp); (0<i<r-1)

sont des isomorphismes et les modules localement libres Coker M (y); sont donc tous
de méme rang. La hauteur de ¢ est donc divisible par r et le rang de Coker M(y)o
est la O-hauteur de .

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'il revient au méme de se donner (M, F)
ou (Mo, Fy). Les deux points de vue sont reliés par le dictionnaire suivant.

2.2.1. — Dictionnaire :
M M,
B([n]] B[]
D,: Coker F, = (Lie X)¥ D,: Coker F; = (Lie X)Y
Le rang de Coker M(yp) Le rang de Coker M(¢)o
est la hauteur de ¢ est la O-hauteur de ¢

On laisse au lecteur le soin de traduire les résultats de (2.1) pour compléter
le dictionnaire. Dans la suite, on utilisera librement cette nouvelle version de ces
résultats.

Localement pour la topologie de Zariski sur Spec B, le B[[7,]]-module Mx est libre
(comme on le voit en remontant dans Mx o une base de Coker F o). Le B-module
Mx ¢ s'identifie donc 4 la limite projective des B-modules Coker Fym o (localement,
il existe un isomorphisme

Coker Fym o 2 B[[rg]]*™ X / B{[r]]""™ X - 7J%).

14
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11 résulte du fait que I'image de 'uniformisante = de O dans B est nilpotente que
'action de 1®1 € O®p, B sur Coker Fym o est nilpotente. Le séparé complété Oéqu
de O ®F, B pour la topologie 7 ® 1-adique agit donc encore sur la limite projective
Mx o des B-modules Coker Fym .

Gréace au dictionnaire (2.2.1), on n’utilisera plus Mx. Pour alléger les notations,

on notera désormais
Fr,7r,Mx,F™

ce qu’auparavant on notait
F‘rq, Tq, MX,O, qu’o.

On considére maintenant la catégorie dont les objets sont les 0<§>Fq B-modules M
munis d’un morphisme de Frobenius

(Ido®F Fr)*M — M

et dont les morphismes sont définis de la maniére évidente.
Le module des coordonnées Mx définit un foncteur de la catégorie des
O-modules formels sur B dans la catégorie ci-dessus.

Proposition 2.2.2. — Le foncteur module des coordonnées est pleinement fidéle.

Preuve : La catégorie des B|[7]]-modules localement sur Spec B pour la topologie
de Zariski libres de rang fini est une sous-catégorie pleine de celle des B-modules
M munis d’un morphisme Fr-semilinéaire M — M (ou, ce qui revient au méme,
d’un morphisme Fr*M — M). La proposition (2.2.2) résulte alors de la proposition
(2.1.3). 0

On va maintenant caractériser I'image essentielle du foncteur module de coordon-
nées restreint aux O-modules formels de hauteur finie.

Soit X un O-module formel de hauteur h sur B.

On note ¢ le morphisme structural de la O-algebre B et I'" le morphisme

O&, B — B
a®b+— i(a)-b

Proposition2.2.3. — Le module des coordonnées Mx vérifie les conditions suivantes.

1. Le Oy, B-module Mx est localement libre de rang h ;
2. il existe un B-module localement libre de type fini w tel que

Coker F = Iy (w);
3. il existe un entier n tel que le morphisme
F™: (Ido®F™)*M/nM — M/7M

soit le morphisme nul.

15
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Preuve : On va d’abord démontrer les deux derniers points. Le point (2) est clair (on
aw = (LieX)V cf. (2.2.1)).

D’aprés ([Z], Satz (5.25)), il existe un entier n et une isogénie ¢ : X — (Fr™). X tels
que le composé

x X% x Y pex
soit I'isogénie de Frobenius Fg. On a M(Fg) = F™ et le dernier point en résulte.

I résulte du point (2) que 'action de 7®1 sur Coker F est nilpotente. On a donc pour
un certain entier m
ImF D (7™ ®1)M

et donc
ImF* > (7™ &@1)M.

La filtration (In;F");c de M est séparée (localement, ImF* g'identifie a
BJ[r]]9i™ X / B[[r]]4i™ X 7*) et il en est donc de méme de la filtration 7®1-adique.

I résulte de (2.1.6) (via le dictionnaire (2.2.1)) que Mx est sans T®1-torsion et que
My /(*®1)Mx est localement libre de rang h. La proposition (2.2.3) résulte alors du
lemme suivant.

Lemme 2.24. — Soit M un Oéqu-module séparé pour la topologie T®1-adique.
On suppose que

1. M est sans n®1-torsion;
2. le B-module M/(n®1)M est localement libre.

Le Oéyq B-module M est alors localement libre.
Preuve : voir ([Bo] A. C. Ch. III §2 n° 8 cor. 3). O

Considérons les catégories Mod F et Mod C suivantes. La catégorie Mod F est la
sous-catégorie pleine de la catégorie des O-modules formels formée des O-modules
localement libres de hauteur finie.

La catégorie ModC est la sous-catégorie pleine de celle des O@F,B-modules
localement libres munis d’un Frobenius

F: (Ido®F)*M — M

formée des objets vérifiant les conditions (2) et (3) de la proposition (2.2.3). Le
foncteur module de coordonnées se restreint en un foncteur

M : ModF — ModC

Théoréme 2.2.6. — Le foncteur M est une anti-équivalence de catégories.

16
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Preuyve : Il suffit de montrer que le foncteur M est essentiellement surjectif
(cf. (2.2.2)).

Soit M € ObModC. 1l résulte de la condition (3) qu’il existe m € N tel que
ImF™ C nM. Pour tout n € N, le morphisme

F™(1do @ ™ )*M/1"M — M/n"M

est donc le morphisme nul. L’action de B[r] sur M définie en faisant agir 7 via le
morphisme Fr-semilinéaire associé & F' s’étend donc par continuité en une action de
B[7]] sur M.

On va montrer que le B{[r]]-module M est localement sur Spec B libre de type fini.
On aura besoin des lemmes suivants.

Soit N un B([r]]-module. La multiplication & gauche par 7 induit un morphisme de

B-modules
F:Fx*N — N.

Considérons la filtration Fil, de N définie par
Fil N = ImF".
Lemme 2.2.7. — Supposons que le B|[7]]-module N vérifie les conditions suivantes.

1. La filtration Fili est ezhaustive ;
2. le morphisme F est injectif,
3. Coker F' est un B-module localement libre de type fini.

Localement sur Spec B, le B|[r]]-module M est alors libre de type fini.
Preuve : voir ([Bo] A. C. Ch. III §2 n° 8 cor. 3). O
Remargue : Ce lemme est ’analogue pour les B[[r]]-modules du lemme (2.2.4).

Lemme 2.2.8. — Soient N un O@FqB-module localement libre de rang h et N’ un
sous O®F¢B-module de N. Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées

1. Il existe un entier n tel que (""®1)N C N';
2. le B-module N/N' est localement libre de type fini.

Le OéF, B-module N’ est alors localement libre de rang h.
Preuve : Soit un entier n’ > n. La suite exacte
0 — N'/(x" @1)N' — N/(z" &1)N' — N/N' — 0

est scmdée puisque le B-module N/N' est localement libre. Le B-module
N' (1r ®1)N est donc facteur direct du B-module localement libre de type fini
N(7™ ®1)N et est donc lui aussi localement libre de type fini.

17
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Il résulte de la suite exacte
0 — N'/(7"®1)N 5 N'/(z"*!@1)N 5 N'/(zx"®1)N' — 0
et de ([Bo] A. C. ch.1§2n°5) quele B-module N'/(7"®1) N’ est plat, de présentation

finie.

Il résulte d’'un comptage de rangs dans les deux suites exactes ci-dessus que le B-
module localement libre N'/(7"®1)N’ est de rang h.

Le Oépq B-module N, qui est un sous-module d’un O@pq B-module localement libre,
est séparé pour la topologie (7®1)-adique et sans (7®1)-torsion. Le lemme (2.2.8)
résulte alors du lemme (2.2.4). O

Lemme 2.2.9. — Soit un morphisme
p:N — N

de Oéqu modules localement libres de rang h. Supposons que le conoyau de ¢ soit
annulé par 7"®1 et localement libre de type fini en tant que B-module. Le morphisme
@ est alors injectif et il existe un morphisme

Yp:N— N’
tel que ¢ o p = 1" Q1.
Preuve : Le morphisme
¢: N —» Imgp

est un morphisme surjectif de Oéqu-modules localement libres de rang h. C’est
donc un isomorphisme. Le morphisme composé

¥: N 284 (x"81)N C Imp = N’
est tel que Yo = "®1. O

Achevons la preuve du théoréme.

Le B[[r]]-module M vérifie la condition (3) de la proposition (2.2.3). La filtration
Fil; M est donc exhaustive. Il vérifie aussi la condition (2) et il résulte alors du fait
que I'image de 7 dans B est nilpotente qu’il existe un entier n tel que CokerF' soit
annulé par 7"®1. En appliquant & F le corollaire (2.2.9) puis en utilisant le lemme
(2.2.7), on voit que le B[[r]]-module M est localement sur Spec B libre de type fini.

Soit X le groupe formel avec action de O correspondant & M (via (2.1.3) et (2.2.1)).
De la condition (2), il résulte que X est un O-module formel. De la condition (3), il
résulte qu’il existe un morphisme

M@): (ldo®F™)*M — M
tel que (7®1)M(¢)) = F™, et donc un morphisme
¥: X — (™). X

18
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tel que ¥ o X () soit la n-idme puissance de I'isogénie de Frobenius du groupe
formel X. Il résulte alors de ([Z], Satz 5.25) que X(7) est une isogénie. Le
O-module formel X est donc de hauteur finie. O

Proposition 2.2.10. — La formation de M est compatible au changement de base
dans le sens sutvant: soient X un O-module formel sur B, C une B-algébre et
X ® C le O-module formel sur C obtenu par extension des scalaires, on a

Mxgc = C®sM
= (O&F,C) ®ogp) M.
Preuve : Ceci résulte de (2.1.6) appliqué & 'isogénie X (7™) puis de (2.1.4) et de

I’isomorphisme R
Mx = @Mx/(ﬂ'"@l)Mx . a
n

Proposition 2.2.11. — Soit
p: X — X'

un morphisme de O-modules formels. Les propositions suivantes sont équivalentes

1. Le morphisme ¢ est une isogénie.

2. Le morphisme
p®Idg : Mx @0 K — Mx' @0 K

est un isomorphisme.
Preuve : C’est une reformulation de la proposition (1.3.3). O

2.2.12. — Avec les notations de la proposition précédente, se donner une quasiiso-
génie
p: X — X'

revient & se donner un isomorphisme
M(p): Mx ®0 K — Mx ®0 K
compatible aux Frobenius (c’est-a-dire tel que
(Fx ® Idk) o (1dx &Fr)* M(p) = M(¢) o (Fx' ® Idk)).

2.3. — On rappelle qu’on identifie la Fy-algébre O a F, [[x]] et la O-algébre Op a la
F,-algebre F q [[IT]] des séries formelles non commutatives en IT soumises 4 la relation
ITA = A1 (VA € Fa ), considérée comme une O-algebre via le morphisme

Fy [[x]] — Foe[[IT]]
7 — I
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de F,-algebres. On rappelle qu’on note Oq4 la sous-extension maximale non ramifiée
Fqa [[*]] € Op.

Soient une O-algeébre B dans laquelle I'image de 7 est nilpotente et un O p-module
formel X de hauteur finie sur B. Le module de coordonnées M de X est muni par
fonctorialité d’une action de Op qui en fait un Opérq B-module & droite.

Supposons que B est muni d’une structure de O4-algébre

B: 04— B

qui prolonge sa structure de O-algebre. Le module M est alors muni de deux actions
de Fya, obtenues en considérant les plongements Foa C Op et Foa C B. Celles-ci
induisent une graduation

M= P M

i€Z/dZ

(avec M; = Ker(A®1 — 187 ) pour X € Fpa, Fy[A] = Fa).

L’endomorphisme II®1 de M envoie M; dans M;,; et le morphisme F
envoie (Ido®Fr)*M; dans M;;;. Le morphisme II®1 injecte M; dans M.,
pour tout ¢ € Z/dZ. Les O@qu-modules localement libres M; sont donc tous de
méme rang. En particulier, la hauteur de X est multiple de d.

Soient maintenant i € Z et n € Z tel que nd > i. On note (i) la classe de ¢ modulo
d. Le morphisme composé

nnd—i

My E5 M, 8 M, 00 K

ne dépend pas du choix de n. Soit M; son image. Les O@pq B-modules M; sont
localement libres de méme rang.

On vérifie de méme que dans [B-C] ou [R] qu’il revient au méme de se donner un
Op-module formel X de hauteur h = dh’ sur B ou une suite (M;,I1;, F;);ez o0 M;
est un O@Fq B-module localement libre de rang h’,

Ii: My — M

et F;: (IdoéFr)*.M,- — M4, sont des morphismes de O@Fq B-modules, telle que
les conditions suivantes soient vérifiées pour tout j € Z :

1. le diagramme
(do®F)*M; —E My
(IdoéFr)‘nil lni+l
(Ido®Fr)* M1 LN M2
est commutatif ;
2. I'image du morphisme composé
41

I; IIita—1
M =My — - —— Mg

est (T®1) Miyq;
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3. il existe un B-module localement libre w; tel que CokerF; = T',(w;)
(on rappelle qu’on note I' le morphisme

08B — B
a®b +— B(a) - b)
4. il existe n € N tel que le morphisme composé

"’ rn—l *F, ~ el
{do®Fr"77)" Fo, (Ido®FR™1)*M; — -

Bl ML (@M,

(Ido®Fr™)*M,

soit le morphisme nul.

3 Théorie des déformations

3.1. — De maniere analogue au cas des groupes p-divisibles [M], on va montrer que
les relévements de O-modules formels de hauteur finie équivalent aux relévements de
la filtration « de Hodge ».

Considérons un module de coordonnées (2.2) (M, F) sur une O-algeébre B dans
laquelle I'image de 7 est nilpotente. Soit 7, = 7®1 — 1®n. Considérons les
B-modules localement libres H = (Ido®Fr)*M/7x(Ido®Fr)*M et w = CokerF.
On appellera module de cohomologie de de Rham le premier de ces modules. On va
construire un plongement w < H localement facteur direct, qu’on appellera filtration
de Hodge.

Le conoyau w de F' est annulé par v,, et I'image de F' contient donc v, M. De plus,
le morphisme F est injectif (2.2.9). Il existe donc un unique morphisme

V: M — (1do®Fr)*M
tel que F' -V = ~,Idp. Le plongement w C H est celui induit par V. La suite
0 — CokerV — M /yx M — w = Coker F — 0

est exacte. Le conoyau o de V' est donc un B-module localement libre et w C H est
donc localement facteur direct.

Remargque : 1l résulte d’un travail non publié¢ de Anderson que la cohomologie de de
Rham H et la filtration de Hodge w C H coincident avec celles définies par Gekeler
[G].

Soit I un idéal de B de puissance g-i¢me nulle. On note B = B/I.

Proposition 3.1.1. — Le O®B-module M, et donc aussi le B-module H, ne
dépendent & isomorphisme canonique prés que de la réduction modulo I de M.

Cette proposition résulte immédiatement de la construction suivante.
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Construction. —  Soit ¢ : Ny — Ny un morphisme de ORB-modules localement
libres. Le morphisme (Ido®Fr)*p ne dépend que de la réduction @ de ¢ modulo I.
Soit

'(5:N1 =N1®BF-—)]—V_2 =N2®B-§

un morphisme de ORB-modules. Localement sur Spec B pour la topologie de Zariski,
les O® B-modules Ny et Ny sont libres (cf. lemme(2.2.4)). En relevant localement @,
on définit un relévement

™% : (Ido®Fr)*N; — (Ido®Fr)* N,

de (Ido®Fr)*®.
De méme, soit N un O@B-module localement libre. En relevant localement N, on
définit un relévement "N de (Ido®Fr)*N.

Soit Hod la catégorie dont les objets sont les couples (M,w C H) ot
1. M est un module de coordonnées sur B
2. w est un sous-B-module localement facteur direct de H = "M /vx"M

relevant le sous-B-module @ = Coker F de H = H ®p B modulo I. La réduction
modulo I et la filtration de Hodge d’un module de coordonnées sur B forment un
objet de cette catégorie. Cette construction définit en fait un foncteur

dR: ModC — Hod.
Proposition 3.1.2. — Le foncteur dR est une équivalence de catégories.
Preuve : On va d’abord prouver que le foncteur dR est pleinement fidele.

Le lemme suivant est analogue 4 un lemme de Drinfeld ([D1] Lemme 3), voir aussi
([K1], Lemme (1.1.3)) et ([Z] Satz (4.47)).

Lemme 3.1.3. — Soient M = (F,Fy) et N = (N, Fn) deuz modules de coordonnées
sur B.

1. Les O-modules o
Homp(M,N) et Homg(M, N)

sont sans torsion
2. Le morphisme de réduction

Homp(M,N) — Homp(M_,TV_)

est injectif et s’inverse & torsion prés en un morphisme de relévement virtuel

Homp(M,N) — Homp(M,N) ®0 K
¢"‘_) “<p”.
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Preuve : Le premier point résulte du fait que les modules N et N sont sans T®1-
torsion.

On rappelle qu’on a supposé que I'image de 7 dans B est nilpotente. La somme
Z 1r-(n+l)®7rn
n>0

définit alors un inverse v ! de 7x = 7®1 — 1®7 dans K®B. Le morphisme Vi admet

donc
Y7 1F: (ldo ® FI)*M — M ®0 K

pour inverse & T7®1-torsion prés.
Soit ¢ € Homp(M, N). 1l résulte de la commutativité du diagramme

M —f N
wl o
M —25 N

que 'égalité
@ =7;1FN 0"goVy

a lieu dans Homp(M, N ®0 K) = Homp(M, N) ®o K. Le morphisme de relévement
virtuel n’est autre que
P ’y,;lFN o"poVy. O

Soient maintenant deux modules de coordonnées M et N sur B et un morphisme
778 M — N.
Supposons que le morphisme
H®)="9: Hy ="M/7x"M — Hy ="N/1'N
préserve la filtration de Hodge (i.e. H(®)(wnm) C wn). Le morphisme composé
YA Ny VAN an = Coker Vy

est alors nul. On a donc "® o Viy(M) C Vn(N), et donc “@”(M) C N. Ceci prouve
la pleine fidélité du foncteur.

Considérons maintenant une paire (M,w C H) € ObHod.

Soit M le noyau du morphisme composé

™M —H— Hw=a.

Il résulte du lemme (2.28) que M est un O®B-module localement libre.
Le O®B-module a ="M /M est annulé par v, et on adonc v, - "M C M C " M.
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Soit F' le morphisme composé
TM- l) ‘Y,r ¢ TH C M-

La : réductioll modulo I de M n’est autre que M, et ceci induit un isomorphisme
™™ ~ (Ido®Fr)* M. 1l résulte du fait que CokerF = w C H est annulé par v, que la
paire

(M,F: (1do®Fr)*M = M — M)

vérifie (2.2.3 (2)).
Soit m >0 un entier tel que I'image g de 7 dans B vérifie 7 = 0. Il résulte de
(2.2.3 (3)) pour M qu'il existe un entier n tel que

F'(ldo @ r")*"M C (x™'81)" M.

On a alors
T (1do®F™)* "M) C (™81 M

et donc
F*((ldo®Fr")*M) C (n"+'®1)"M.

Or on a l'inclusion 7."M C M, et donc
(x™*H1®1)"M C (a™ @1 1M C (7®1)M.

La condition (2.2.3 (3)) pour M en résulte, et M est donc un module de coordonnées.
O

3.2. — Le foncteur dR qu’on vient de définir admet la version modifiée (2.3)
suivante. Les isomorphismes (2.3 (2))

m¢: M; — 7®1M;pa

induisent des isomorphismes H; — H;;4 qui envoient w; = Coker F; sur wijq.
Le morphisme II;: H; — H;4; induit par II;: M; — M, envoie w; dans
wit+1. Le composé H; ld) H;1q = H; est la multiplication par mp. Le foncteur
dR modifié envoie alors la catégorie des modules de coordonnées modifiés sur B
dans la catégorie des paires ((M;,IL;, F)iez, (wi C Hi)iez) formées d'un module de
coordonnées modifié (M;,II;, F;)icz sur B et d’une suite (w; C H;) de facteurs
directs w; des B-modules H; = "M;/yx - "M;, telle que II;(w;) C wit1 et que
(wi C H;) = (witd C Hiya).
De la proposition (3.1.2) résulte la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. — Le foncteur dR modifié est une équivalence de catégories. O
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4 Le foncteur G de Drinfeld
4.1. — Soit B une O-algeébre dans laquelle I'image de 7 est nilpotente.

Définition 4.1.1. — Un Op-module formel X sur B est dit spécial lorsque
Vaction de Oy C Op induite sur lespace tangent Lie X fait de LieX wun
04 ®0 B-module inversible.

On suppose que B est muni d’une structure de O4-algebre qui prolonge sa structure
de O-algebre. Soit X un Op-module formel de hauteur finie sur B. On considére la
suite (M;, F;,I1;);ez associée & X (2.3) et la suite de B-modules localement libres w;

(2.3 (3)).
Proposition 4.1.2. —  Les propositions suivantes sont équivalentes:

1. le Op-module formel X est spécial.
2. les B-modules localement libres w; sont de rang 1.

Preuve : Le B-module w; est naturellement isomorphe au B-module

(LieX)} = {c€ (LieX)V/A®L)e=(1®A")c,VA€Fe}. O

Soient X et Y deux Op-modules formels et
p X —Y

une quasiisogénie. Soit n € N tel que Y(II") o p soit une isogénie (des O-modules
formels sous-jacents X et Y'). Les B-modules

C; = Coker(M, ityn o IIY: My, — Mx itn)

(ou pour simplifier les notations on a posé II$ = Iy i4n—1 ©--- 0 Ily;) sont alors
localement libres.

Lemme 4.1.3. — Supposons que les Op-modules formels X et Y soient spéciauz.
Les B-modules localement libres C; sont alors tous de méme rang. En particulier, les
B-modules localement libres CokerIlx ; sont tous de méme rang. La hauteur de X
est le produit de ce rang par d?.

Preuve : Considérons le diagramme commutatif
~ Fy
(Ido®Fr)*My,; —— Myin
(Ido@Fr)*(Mp‘.‘.pnOH;‘,)l lM,J_,.,,OH?

~ F. i+n
(Ido®Fr)* My ipn —2 Mx itn+t1.
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Notons C; le conoyau de la fleche diagonale
(Ido®Fr)* My,; — Mx iyns1-
11 résulte des suites exactes
0 — (Ido®Fr)*C; — C; —» Coker Fx iyn — 0

et
0 — Coker Fx ; — C; — Cizq1 — 0

par comptage de rangs que les rangs des B-modules C; et C;;; coincident. Pour
X=Y,p=Idet n=1, on a (en notant O-ht la O-hauteur)

O — htX () = d- O — ht X (II)

1=0

= dz rggCi
d—1

= d*1ggCo.

4.2. — On va construire un @p-module formel spécial ® de hauteur d? sur la O4-
algebre Fpa = O4/nOy. En fait, les Op-modules formels spéciaux de hauteur d? sur
une extension algébriquement close k de Fya sont tous isogénes ([D1]§2A, voir aussi
[B-C] II proposition (5.2)). Le Op-module formel @ constitue donc un « exemple
fondamental ».

On note P la matrice

1

Considérons le O-module ® = P~'0% C K¢ et les inclusions naturelles
II;: ®; C ®;4;. La O-algebre des endomorphismes g du K-espace vectoriel K 4 tels
que g(®;) C ®;, Vi € Z est 'algeébre d’Iwahori

O 70 ... 70O
B =

: R ()

o ... .. 0O

On considérera un tel endomorphisme comme une suite (g;)icz, 00 g; est un
endomorphisme de O-module de ®;, vérifiant la condition II; o g; = gi41 o IL;.
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La suite (;8F,«, I;®ldr ,, F; = II;®Fr) vérifie les conditions (2.3). Elle définit
donc un Op-module formel &. On laisse au lecteur le soin de vérifier que ® est le
Op-module formel suivant.

En tant que groupe formel, & = Gﬁ,F 4+ On rappelle qu'on note 7 I'isogé-
nie de Frobenius de Ga,pv .- Une matrice qcarrée de taille d & coefficients dans

F,«[[7]] définit donc de maniére évidente un endomorphisme du groupe formel G3.

Le morphisme
$: Fpe[[ll]] = Op — End G}

est défini par

&()) = diag(), A, ..., A1%7Y)
&(IT) =7 - Id.

Un élément g de B induit un endomorphisme du module de coordonnées modifié
(<I>,'<§»an , H,‘@Id]«‘q +» Fi), et donc un endomorphisme de ®. Soit

T = diag(1,7,...,7% ") € gla(Foa [[T]])-
L’endomorphisme de ® associé & g est défini par la matrice
T-'g(r")- T

+o00 )
(on note g = g(7) = E gim" € B C gly(F, [[7]]) avec g; € F,, de sorte que

1=0 +oo .

g(r) =Y gr®).
1=0

Les endomorphismes de ® sont en fait tous de cette forme. On identifie donc la
O-algebre des endomorphismes de ® 4 1’algébre opposée

o o)
FoPP — tg = 70
0 .- 0 O

de B (on rappelle que le foncteur module de coordonnées est contravariant). On
identifie de méme le groupe des quasiisogénies de ® dans lui-méme & GL4(K).

Proposition 4.2.1. —

1. Le Op-module formel ® est spécial.
2. Sa hauteur est d?.
3. Soit g € GL4(K). La O-hauteur de la quasiisogénie g est d - v(détg)
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(on rappelle qu’on note v la valuation de K ).

Preuve : (1) découle de (4.1.2).
(2) découle de (4.1.3).

Soit n € N tel que 7"g € !B. L’endomorphisme 7™g de ® est alors une isogénie. Il
résulte du lemme (4.1.3) que la hauteur de 7"g est d-v(dét(7™-g)) = d?-n+v(détg). O

4.3. — Considérons la catégorie Nilp des O-algébres B dans lesquelles 'image np
de 7 est nilpotente. Pour une telle algebre, on notera Bo = B/(np). Drinfeld définit
le foncteur G suivant de la catégorie Nilp dans celle des ensembles.

Définition 4.3.1. — Le foncteur G associe & B € ObNilp l’ensemble des classes
d’isomorphie de triplets (8, X, p) ot

B :Fqa — By est un morphisme de Fy -algébres
X est un Op-module formel spécial de hauteur d* sur B
p: B*(®) — Xp, est une quasiisogénie de hauteur nulle.

Traduisons ceci en termes de modules de coordonnées. Soit B € ObNilp. On note
(®:,80,ILi, By, Fi, B, ) 1a suite de OB, Bo-modules

9;®r, Bo
et de morphismes

IIi,Bo = niéli
F;,BoéFr: (Idoé’Ff)"I’i,Bo — ®:11,B,-
Soit (8, X, p) € G(B). La construction (2.3) associe a (8, X) une suite (M, II;, F;)

vérifiant les conditions (2.3 (1) ... (4)) et (4.1.2 (2)). Elle associe a la quasiisogénie

p une suite d’isomorphismes
R;: Nip —Yip

(on note M; p = M;®p BO’M,BO = Mi,Bo ®o K,¥; g, = ®i,B, Q0 K) compatible
aux morphismes II; p, ® Idx et aux Frobenius F; g, ® Idk. La suite R; se reconstruit
3 partir de I'isomorphisme Ry (par la régle

R; = (TIp, ® Idk)* o Ry o (I, ® Idx)™*)

et la condition de compatibilité aux Frobenius pour la suite ainsi construite équivaut
a la commutativité du diagramme

~ F Id
(Id}(@Fl’)*No,Bo —OLM Nl,Bo

(4.3.2) (IdK®Fr)‘Rol l

Fo,5,®1dk

(Idx ® Fr)* ¥y g, V1,8,
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(ot la fleche verticale de droite est le morphisme
(m1,B, ® Idk) 0 Rg o (IIg, B, ® IdK)"l).

La condition de hauteur pour la quasiisogénie p se traduit de la maniére suivante.
Soit n € N tel que 5*(®)(II™) o p soit une isogénie. Les B-modules localement libres

Coker((II® Idx)™ o R;: M, — ®iin,B,)

sont alors tous de méme rang (4.1.3) et dire que la quasiisogénie p est de hauteur
nulle revient 4 dire que Coker((II ® Idx)™ o Ry) est de rang n.
Inversement, si la donnée (M;,I1;, F;, Ry) vérifie les conditions ci-dessus et si

ﬂ:Od—)B

est un morphisme de O-algebres, la donnée (M;, II;, F;) est le module des coordonnées
modifié (2.3) d’'un Op-module formel spécial X et Ry détermine une quasiisogénie

p: B3(®) — Xp,

de hauteur nulle.
L’oubli de (X, p) définit un morphisme de foncteurs
G — SpfOy
(8, X,p) — B
La discussion précédente montre qu’en tant que Og-foncteur, G provient par

extension des scalaires du foncteur Go suivant, de la catégorie Nilp dans celle des
ensembles.

Définition 4.3.3. — Le foncteur Go associe ¢ B € ObNilp l’ensemble des classes
d’isomorphie de couples ((M;,IL;, F;)iez, Ro), ot

1. les ORB-modules localement libres M; sont de rang d;

2. la suite (M, I, F)icz vérifie les conditions (2.3 (1),...,(4)) et
(4.1.2 (2));

8. lisomorphisme
Ry : No,B, — Yo,B,

rend commutatif le diagramme (4.3.2);

4. lorsque n € N est tel que

Ro(Mo,5,) C ®n,B, C Yo,B,,

le Bo-module localement libre ®, p,/Ro(Mo,B,) est de rang n.
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Dans la suite, on oubliera 'indice 0 de Rp.
44. — On va donner une variante plus commode de la définition (4.3.3). La suite
de O®B modules ®; p = &;8F, B, munie de II; 5 = II;®f,Idp et du Frobenius

F; p = IL,®Fr: (Ido®Fr)*®; p — ®i11 B

ne vérifie pas les conditions (2.3 (1),...,(4)). Le lemme (3.1.3) se généralise néanmoins
de la facon suivante. Soit M = (M;,I1;, F;) un module de coordonnées modifié sur
B. Soit I un idéal de B de puissance g-i¢éme nulle. De méme qu’en (3.1), on note
—§=B/Iet7\4-=M®B—I§.

Proposition 4.4.1. —

1. Les O-modules .
Homp,n(M, ®p) et Homp 5(M, d5)

sont sans torsion.
2. Le morphisme de réduction

Homp,n(M, @) ®0 K — Homg (M, &5) @0 K
est un isomorphisme.

Preuve : Le premier point résulte du fait que les O® B-modules M; et M; sont sans
7®1-torsion. En associant & € Homg (M, @5) ®o K le morphisme virtuel

(17 'Fp,i-10"%i_y 0 Vi),
on définit un inverse du morphisme de réduction, ce qui prouve le second point. O

Lorsque (M, R) € G(B), en appliquant successivement la proposition (4.3.1) a
B/(x),B/(%7),... et au morphisme virtuel défini par R, on reléve ce morphisme
virtuel en un isomorphisme virtuel

RMRK —d500 K
(compatible & IT et aux Frobenius).

Variante 4.4.2 de la définition 4.3.3. — L’ensemble Go(B) est celui des suites
(Mi)iez de sous-ORB-modules de (K®B)? telles que

1. M;®@o K = (K@B)d =®,p®0 K
2. M; C My et IdxéFr(IdxéFl‘)*M; CMin
3. la suite (M;);, munie de

I : My & My
et
F;: (Ido®Fr)*M; — My
comme ci-dessus vérifie les conditions (2.3 (1) ... (4)) et (4.1.2 (2))
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4. Vinclusion Mo C ®o,p ®o K vérifie la condition (4.3.3 (4)).

Remarque 4.4.3 : La variante ci-dessus montre que les objets de Go n’ont pas
d’automorphismes non triviaux.

4.4.4. — Soit X une catégorie fibrée en groupoides au-dessus d’une catégorie de
schémas [D-M]. Considérons une nilimmersion § < S et un objet Z € X(S). On
note Déf (S, X,Z) la catégorie des déformations de T au-dessus de S (c’est-a-dire la
catégorie formée des couples x = (z,2xsS — Z) od z € X(S), avec pour morphismes
de x vers x’ les morphismes de z vers z’ rendant le diagramme

T Xg g
/ E
T’ x S —S-
commutatif).
Considérons un morphisme
f:xXx—Y

de deux telles catégories fibrées. Lorsque S < S est une nilimmersion et Z € X(S),
le morphisme f induit un foncteur

Déf f : Déf (S, X,T) — Deéf (S, Y, £(Z)).

On dira que le morphisme f est formellement net (resp. formellement étale) lorsque
pour toute nilimmersion S < S et tout Z € X(S), le foncteur Déf f est pleinement
fidele (resp. est une équivalence de catégories).

Considérons la catégorie Nilp,, des O-algebres ou 'image de 7 est nilpotente et
pour tout B € Nilp,, la catégorie ModS(d)(B) des modules de coordonnées vérifiant
(4.3.3 (1,2)). On définit ainsi une catégorie fibrée ModS(d) au-dessus de la catégorie
(Nilpy)°® opposée & Nilpe.

On peut alors reformuler la proposition (4.4.1 (2)) sous la forme plus suggestive
suivante:

Proposition4.4.5. — Le morphisme
Go(4.4.2) — ModS(d)
est formellement étale. O

Remarque : Ceci montre en particulier que les catégories de déformations de Mod S(d)
sont équivalentes & des catégories discrétes. On peut retrouver ce fait en utilisant
(3.2.1).
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4.5. — Drinfeld définit une action de PGL4(K) sur le foncteur G de la maniére
suivante.

Soit GLY(K) le sous-groupe de GLq4(K) formé des éléments dont la valuation du
déterminant est nulle. Remarquons que le groupe GL4(K) est engendré par GL(K)
et P (on rappelle que la matrice

est notée P).
Soit B € ObNilp. Un élément g de GL(K) associe au triplet (8, X, p) le triplet

(B, X,poB*(g7")).
L’élément P associe au triplet (8, X, p) le triplet
(BoFr ™, X,poB*(*P!)01)

(on rappelle qu’on note
T:(BoFr1)*® — (*®
I'isogénie de Frobenius).
Ceci définit une action de GL4(K) sur le foncteur G. Un élément g du centre de
GL4(K) s’écrit 7™ -a -1d = (*P)%" - a - 1d. Le diagramme

X(a)

- X5

N

L]

est commutatif, de sorte que (a - Id) (8, X,p) est isomorphe & (B,X,p). On a
B*(tP?) = 79, de sorte que I'action de ! P? est elle aussi triviale. L’action de GLa(K)
qu’on vient de définir est donc triviale sur le centre de GL4(K).

On va définir une action de PGL4(K) sur le foncteur Go. On précisera ensuite le
lien entre ces deux actions.

Soit B € ObNilp. Un élément g € GL(K) associe  la suite (M; C (K®B)%);
(4.4.2) la suite (¢”'®Idp(M;) C (K®B)%);. L’élément *P associe & la suite
(M; C (K®B)%); la suite (P~1®Idp(M;—1) C (K®B)?); (celle-ci vérifie encore la
condition de hauteur (4.3.3 (4)): cf. (4.1.3)). On vérifie de méme que précédemment
que l'action de GL4(K) ainsi définie est triviale sur le centre.

Soit o ’automorphisme de O-algebre de O4 dont la réduction modulo 7 est
'automorphisme de Frobenius (z +— z9) de Fya. En faisant agir g € PGL4(K) sur
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Go Xxspfo SpfOy via g x o¥(det9) on définit une nouvelle action de PGL4(K) sur le
foncteur G = Go xspro SpfOq.

Proposition 4.5.1. — Les deuz actions de PGL4(K) sur le foncteur G ainsi définies
coincident.

Preuve : Il résulte immédiatement de la description (4.1) de I’action de GL4(K) sur
®; et sur & que les deux actions de GL3(K) cotncident. La construction du module
de coordonnées modifié (2.3) de X subit un décalage de (—1) lors du changement de
B en BoFr~!. Les morphismes

;8o — ¥i,B,
et

;8o — ¥i+1,B,
induits respectivement par I'action sur ¢*® de *P~! et par 7 sont donnés respective-
ment par la multiplication par P~! et par I'identité sur ’espace sous-jacent K d@F, By.

Ceci prouve que les deux actions de *P sur le foncteur G coincident, et donc que les
deux actions de GL4(K) coincident aussi. O
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II. REPRESENTABILITE DU FONCTEUR G :
APPROCHE EXPLICITE

0 Introduction

On a défini dans le premier chapitre le probléeme de modules des
Op-modules formels rigidifiées G et une O-forme Go. On va représenter ce fonc-
teur. Plus précisément, on va construire un Spf O-schéma formel G et un pro-objet
(M,R) €li l_Ln' Go(g /(m™)) tels que le morphisme fonctoriel

G — Go

induit par (M, R) soit une immersion ouverte et que les translatés de 'ouvert G de
Go sous l'action (1. 4.5) de PGL4(K) recouvrent le foncteur Go.

Pour ce faire, on procéde en deux étapes.

1) Dans les deux premiers paragraphes, on réalise pour la fibre spéciale Go o du
foncteur Go le programme ci-dessus.

2) Dans le troisiéme paragraphe, on construit G,(M, R) et on utilise la théorie des
déformations (I. 3) pour montrer que (M, R) identifie G au complété de Go le long
du sous-schéma ouvert Go de Go o obtenu au terme de I’étape précédente.

On abordera ensuite dans le dernier paragraphe la_question du recollement, en
déterminant l’intersection des translatés de l'ouvert G. Ce complément sera utile
dans le troisiéme chapitre.

Donnons maintenant quelques précisions supplémentaires sur la premiére des deux
étapes ci-dessus, qui constitue la partie la plus importante du chapitre.

Dans le premier paragraphe, on étudie une famille de sous-foncteurs fermés de la
fibre spéciale Go o. On les représente explicitement en les plongeant dans une variété
de drapeaux, ol ils apparaissent comme 'adhérence d’une variété de Deligne-Lusztig.
Ces sous-foncteurs, déja considérés par Stuhler ([S] §4), sont en fait les composantes
irréductibles de la fibre spéciale Go o (cf.(2.3.1)). Leur étude (inspirée de [loc.cit.])
illustre sur un cas plus simple les techniques utilisées dans le deuxiéme paragraphe.
Elle servira lors de la preuve d’un des résultats les plus importants (2.7.1) de ce
deuxiéme paragraphe.

Dans le paragraphe 2, on définit un sous-foncteur localement fermé G° du foncteur
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Go o, qui sera en fait le sous-schéma ouvert Go dont il est question plus haut. On y
utilise aussi deux étapes.

1) (2.2,...,2.7) On représente explicitement le foncteur G° en le plongeant dans un
produit de Grassmanniennes. Ce produit contient de maniére naturelle une certaine
union de variétés de drapeaux, qui sont en fait celles considérées dans le premier
paragraphe. On détermine G° en le comparant 4 'union des adhérences de variétés
de Deligne-Lusztig (§1) dans ces variétés de drapeaux.

2) (2.8) On montre ensuite que G° est un sous-foncteur ouvert de Go 4 en utilisant
le résultat final de la premilre étape et un lemme de théorie des déformations
emprunté au paragraphe 3.

Dans les deuz premiers paragraphes, ol il n’est question que de la fibre spéciale
du foncteur Go, toutes les F,-algebres envisagées doivent &tre considérées comme des
O-algebres via le morphisme

0 — 0/(r) =F,

1 Les sous-foncteurs attachés aux sommets de I’immeuble

On va définir pour tout O-réseau A C K¢ un sous foncteur fermé G, de Go,. On
verra ultérieurement (§2) que les foncteurs G sont représentés par les composantes
irréductibles de Go . Notons i = [A: O¢] D'indice virtuel de O¢ dans A (c’est la
différence [A: A’] — [O?: A’] des indices de A’ dans A et O¢, lorsque A’ est un réseau
contenu dans A et dans O¢).

Définition 1.1 [S]. — Le sous foncteur Gx de Go o est défini par
GA(B) = {(M; C K*8B) € Go o(B) tels que M; = A®B}

pour toute Fy -algébre B.

Proposition 1.2. —  Soit B une F,-algébre intégre. On a
Goo(B)= |J Ga(B)
ACK4d

Preuve : Soit (M; C K®B); € Go . Le morphisme composé

Coker Fy % Coker F;, —2 ... —» Coker F; = Coker Fp

est ’endomorphisme de Coker Fy induit par la multiplication par , et est donc nul.
Il existe donc un entier ¢ tel que le morphisme de B-modules inversibles

II; : Coker F;_; — Coker F;

soit nul. On a donc ImII; C Im F;. Les B-modules CokerIl; et Coker F; sont par
ailleurs inversibles. Le morphisme surjectif

CokerII; — Coker F;
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est donc un isomorphisme et on a donc Im F; = ImII;. Il existe donc un entier N tel
que
™ .0%®Bc M, cr V. 08B

Soit D; = (M; /aNO®B) € Grass(Nd + i, 7~V . 0‘®B/x"N - O®B). Le point D;
est alors fixe par Frobenius. La [F,-algébre B est intégre, et le B-point D; provient
alors d’un point Dy & valeur dans F,. Il existe donc un O-réseau A C K¢ tel que
M; = A®B. L'indice virtuel de O¢ dans ce réseau A est i (cf.(I. 4.4.2 (3))).

Soient B une Fg-algébre dont le spectre est connexe et (M;); € Go o(B).

Définition 1.3. — Un élément i € Z [dZ est dit critiqgue pour M lorsqu’il vérifie les
conditions équivalentes suivantes.

1. ImF; = ImII;
2. Il existe un O-réseau A C K¢ tel que M; = AQB.

On peut reformuler la proposition (1.2) en disant que si B est intégre, il existe (au
moins) un indice critique pour M. On fixe maintenant un O-réseau A C K%. On va
plonger le foncteur G5 dans une variété de drapeaux.

Construction 14. — Soit B une F,-algébre. On note i = [A: 0% et A=n"1A/A.
A la suite (M; C K%); € GA(B), on associe la suite de B-modules

Dj =M /ABB (0<j<d)

Proposition 1.5. —
1. Les B-modules
(0)=D0CD1 CDzC"'CDd=[\®B

forment un drapeau;

2. La construction (1.4) établit une bijection entre G(B) et l’ensemble des
drapeauz (D;)o<j<a € Draps(B) tels que Fr(Fr*D;) C Djy,.

Preyve : Le premier point résulte du fait que les B-modules
Dj+1/Dj = Cokerl'Ig.,.,- (0 S] < d- 1)

sont localement libres de rang 1 (I. 4.1.3). Soit (D;)o<j<d un drapeau vérifiant la
condition (1.5 (2)). Pour j € Z et [ la partie entiere de j/d, considérons I'image
réciproque M;,; de D;_q par le morphisme

1r—l+l . A@B _

-t g — T 485 _feB.
4 8 — - xes 1®
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1l résulte de (1. 2.2.8) que les O® B-modules M;,; sont localement libres de rang d.
La condition (I. 4.1.2 (2)) pour (M), se vérifie en considérant la suite exacte

0 — CokerF; — A® B/Fr*D; — A® B/Fr*Dj;; — 0

La condition de hauteur (I. 4.3.3 (4)) et les conditions (I. 2.3.(1...4)) se vérifient
facilement pour (M; C K4®B); et on a donc (M;); € Ga(B).

En appliquant & (M;); la construction (1.4), on obtient le drapeau (D;)o<;<d, €t les
constructions (1.4) et (D;); — (Mj ); sont donc inverses 'une de I'autre. O

Le foncteur G, est donc représenté par un sous-schéma fermé d’une variété de
drapeaux.

On va déterminer plus précisément ce sous schéma. Considérons la variété de
Deligne-Lusztig X (w) associée 3 1’¢lément de Coxeter w = (1,...,d) du groupe de
Weyl de GL(A) [D-L (2.2)]. Le schéma X (w) est le sous-schéma ouvert de G, défini

par la condition
d—1

A = D Fr((Fr) D)
1=0

C’est aussi le sous -schéma ouvert de I'espace projectif P4-1 = P(AV) des droites de
A formé des droites D telles que
-1
A = @PF((Fr')"Dy)
1=0

Soit R; la rénion des sous espaces rationnels sur F, de dimension i de P4~*. Soit P¢~?
le schéma obtenu en éclatant P¢~! le long de Ry, puis en éclatant ’espace obtenu le
long du transformé strict de R;, et ainsi de suite.

Proposition 1.6. — Il existe un (et un seul) isomorphisme

Pl — Ga

e

X(w)

rendant le diagramme

commutatif.

Avant de démontrer la proposition (1.6), remarquons qu’il en résulte que G est
integre, et est donc I’adhérence de X (w) dans la variété de drapeaux.
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Preuve de la proposition (1.6) : Nous aurons besoin du lemme suivant.

Soient £ un module localement libre de rang n sur un schéma Y, s une section de £,
X le lieu des zéros de s et T le faisceau d’idéaux définissant le fermé X de Y. Par
définition de Z, le morphisme sV : €Y — Oy se factorise donc par €Y —» Z, ce qui
induit un morphisme surjectif

Sym(¥) — P I™

m>0

et donc un plongement de l’éclaté Blx(Y) de Y le long de X dans P(€Y) (voir par
exemple [Fu] IV (2.2)).

Lorsque f: S — Y est un Y-schéma, on considére P(€Y )(S) comme ’ensemble des
quotients ¢ : f*(£) — F de f*(€) qui sont localement libres de rang n — 1 .
La condition ¢ o f*(s) = 0 définit un sous-schéma fermé B de P(€Y), d’idéal
(si-X; —sj-Xi,1 <4,j <n) (lorsqu’on dispose d’une trivialisation locale de £;
les (s;); sont alors les coordonnées de s et les (X;); des coordonnées homogeénes
locales de P(€V)). Le plongement 9 : Blx(Y) < P(EV ) se factorise & travers B.

Lemme 1.6.1. — Lorsque la section s est régquliére (c’est & dire lorsque le compleze

de Koszul de
8V € — Oy

est exact), le morphisme
Y:Blx(Y) — B

est un isomorphisme.
Preuve : Voir [Fu] IV Prop. (4.3) et Theorem (2.2). O

Revenons 4 la preuve de la proposition (1.6). Soit P;(AY ) I’espace obtenu en éclatant
P(AV) le long de ses points rationnels, puis le long de I'union des transformés stricts
de ses droites rationnelles, ..., puis le long de I'union des transformés stricts de
ses sous espaces rationnels de dimension i — 2 (de sorte que Pg_;(AV) = P41 et
Py(AV) =P(AV)).

Soit X;(A) le sous schéma fermé du schéma des drapeaux

(0)=DoCD,C---CD;CA(rgDj =3j)

défini par la condition FD; C Dj4; (on note FD; = Fr(Fr*D;)).
On va construire par récurrence sur 4 un isomorphisme

¥i(A): By(AY) — Xi(A)

tel que 'image par 9; de la réunion des transformés stricts des sous espaces projectifs
rationnels de dimension j > 7 — 1 soit le fermé défini par la condition

Fi=*2D, C D; + FD; +--- Fi=*1D;.
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Pour 4 = 1, le morphisme %, (A) est I'identification évidente de Py(AY ) a X;(A).
Soit 1 <% < d — 1. On suppose que pour tout F, -espace vectoriel V de dimension
> 1+ 1, on a dé&ja construit un isomorphisme

Di(V): By(VY) — X(V)

comme ci-dessus. L’union des transformés stricts des sous espaces projectifs rationnels
de dimension i — 1 de P(AY ) est donc le lieu d’annulation du morphisme de Oy, z)-
modules localement libres

8: D,'/FD,'-] - A/FD,

Le premier de ces Oy, (x)-modules est inversible, et on peut donc considérer le
morphisme ci dessus comme une section du Oy, (3)-module

&= (;\/FD,) ® (D,’/FD,'_.l)_l.
Le fermé défini par la condition
(1.6.1) po f*(s)=0

s’identifie de maniere évidente & X;;;(A), et le morphisme 9 (1.6.1) induit donc un

morphisme L _ _
Yit1(A): Piga(AY) — Xita(A).

Le lemme suivant achéve la construction, et la preuve de (1.6).
Lemme 1.6.2. —

1. Le morphisme ;41 est un isomorphisme

2. L’image par ;41 de la réunion des transformés stricts des sous espaces projectifs
rationnels de dimension j > i est le fermé défini par la condition

Fi=HD.  C Diy1 + FDiy1 + -+ F7 ' Dy
Preuve : La codimension du lieu d’annulation de la section s est le rang du Oy, (z)-
module A/FD; . La section s est donc réguliere, et (1) résulte alors du lemme (1.6.1).
Soit V' un sous-espace vectoriel de A de dimension j + 1 > ¢ + 1. L’isomorphisme

Yis1(V) identifie Piy;(VY) au fermé X;11(V) de Xi11(A) défini par la condition
D;yy C V. Le diagramme

Xin1(V) — Xia(A)

! !

P(VV) —— PAY)

est commutatif, et X;1,(V) s'identifie donc via ¥i+1(A) au transformé strict de
P(VV) dans P;y1(AV ). Le fermé

U X
VCA
dimV=j+1
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n’est autre que le fermé défini par la condition
FI=H1Di1 C Diy1 + FDiyy + -+ + FI™' Dy,

ce qui achéve la preuve du lemme (1.6.2), et donc aussi celle de la proposition (1.6).
O

Remarque : Dans le troisieme chapitre (cf.(III. 3.2)), on aura besoin du fait suivant,
qui résulte de la preuve du lemme (1.6.2) ci-dessus.

Soient A C A’ C A,V =A’/A C A =7"1A/A et n l'indice de A dans A’. L'image
réciproque du fermé G, N Gy de G par I'isomorphisme

¥ :P(AY) — Gy
est I'image réciproque par la suite d’éclatements
P(AV) — P,_1(AY)
du transformé strict de P(VV) dans P,_,(AY).

2 Les sous foncteurs attachés aux simplexes maximaux de ’immeuble

Les sous foncteurs G de Go,o ne sont pas des sous foncteurs ouverts

_|_
_.l_

(sur la figure, on a représenté une partie de Go o pour d = 2 et ¢ = 2; les foncteurs
G sont les composantes irréductibles de Go o ).

On va maintenant définir une autre famille (G ), de sous-foncteurs de Go,o,
indicée par les simplexes maximaux A de I'immeuble de PGL4(K). Sur la figure ci-
dessous, un tel foncteur G} est en fait représenté par la réunion de deux composantes
irréductibles qui se coupent, privée des points en lesquels ces deux composantes
irréductibles en rencontrent d’autres
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@)
(@)

(pour un énoncé plus précis, cf. le théoréme (2.2.2)).
2.1. — Soient

"'QA—l§A0§A1§“'§Ad§"'§Kd

des O-modules libres de rang d. On suppose que I'indice virtuel [Ag : O%] est nul et
que Ajpq =71 A;,Vi € Z. On définit d’abord un sous foncteur fermé Ga de Go.

Définition 2.1.1. —  Le sous-foncteur Ga de Go o est défini par
Ga(B) = {(M. C K%) € Goo(B)
tels que A;—q418B C M; C Ai14-18B,Vi € Z}
pour toute Fy -algébre B.

Remargue : Le sous-foncteur Ga; de Go o est inclus dans Ga pour tout i € Z

Le sous-foncteur G est en fait assez compliqué. On travaillera plutét avec le sous-
foncteur G} qu’on va maintenant définir.

Soient A C K¢ un O-réseau et ip = [A : O9). L'intersection du sous foncteur G de
Go, (1.1) et de G est vide lorsque la condition A;_g41 C A C Ajyg—1 n'est pas
vérifiée. Considérons 1’ensemble fini

Ep = A C K¢ tels que 0<ip <d-1,A;,—g41 CAC Aj 4a-1,A #A,‘A}
A

Définition 2.1.2. —  Le sous foncteur ouvert G} de Ga est 'ouvert complé-mentaire
des sous-foncteurs fermés Gy N Ga, A décrivant Ea:

GA(B) = {(M,) € Ga(B) tels que (M,)|, ¢ Ga(x(s)),Vs € Spec B,VA € £a}
pour toute Fy -algeébre B.

Proposition 2.1.3. — Soit k une extension de Fy. On a

Goo(k) = JGa(k).
A
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Preuve : Soient (M,) € Go (k) et

11 <12 < < dy

la liste de ses indices critiques (1.3) compris entre 0 et d — 1. Il existe des O-réseaux
Ai; C K¢ tels que M;; = A;; ®k. Soit

"'QA—1§A0§A1Q"'QAdQN'QKd

(avec [A: 0% =0 et Ajyqg = 771+ A;,Vi € Z) un simplexe maximal de I'immeuble
de PGLy4(K) tel que A;; = A;;,¥1 < j <. On a alors (M,) € Ga(k).

Soit A € €. Si [A : O] n’est pas un indice critique pour (M,), (M,) n’appartient
alors pas & Ga(k). Si [A : O € {iy;...;i,} il résulte de la définition de Ea que
A # A;;, et (M,) n’est pas non plus élément de G5 (k). Dans les deux cas, on a donc
(M,) € G4 (k). O

Proposition 2.14. —  L’action (1. 4.5) de g sur Go o envoie G sur G% -, 5. O

Remarque 2.1.5 : L’action de PGL4(K) sur son immeuble permute transitivement
les simplexes maximaux. Il suffit donc de déterminer G) pour I'un d’entre eux. On
utilisera pour cela le simplexe & défini par ®; = P~¢. O¢ (cf.(I. 4.2)) et on notera
G°® = GY. L’ action de PGL4(K) sur Go o se restreint en une action de *B* (I. 4.2)
sur GO.
2.2. — On va maintenant plonger G¢ dans un produit de Grassmanniennes.
Soient B une F,-algebre et (M,) € Go(B). Les B- modules V; = M;/®;_ 441
(0 < i < d — 1) sont localement libres de rang d-1 et facteurs directs de &; ® B =
(®ita—1/®Pi—a+1) ® B. lls vérifient pour tout ¢ € Z/dZ les conditions

1. II; ® 1(V;) C Vipa
2. II; ® FI‘(FI‘*V.) C Vit
3. 1 ® 1(Viy1) CIL; ® Fr (Fr'V)

oull;: &, — <i>,~+1 est pour 0<1 < d—2 le morphisme induit par I'inclusion naturelle
Biva—1 2 Piya, g_1: 41 — Pp est le morphisme induit par le composé

Prq-2 = Pogy — B4y
m—r-m

et m: &; — ®; est la multiplication par « sur ®;,4_;. Pour simplifier les formules,
on notera encore I;, F;, 7 les morphismes II; ® B, F; ® B,7 ® B.
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Proposition 2.2.1. — L’application

Ga(B) — {(V.) € JI Grassd—1,8:)(B)
i€Z/dzZ
IL @ 1(V;) C Viqa
tels que < II; @ Fr (Fr*V;) C Vi }
T ® 1(Viy1) C II; @ Fr (Fr*V;)

est une bijection.

Preuve : Pour ¢ € Z , considérons I'image réciproque M; de V; dans <I>i+d_1<§ B par
le morphisme

®:44-18 B — 8,14 18B/®;_4; .8 B =%, B.

Il résulte de (I. 2.2.8) que les O B-modules M; sont localement libres de rang d.
La condition (I. 4.4.2 (1)) se vérifie en utilisant les inclusions

(I>,'_¢+1§B CM; C ‘I’i+d—-1® B.

La condition (I. 4.4.2 (2)) découle des deux premiéres conditions imposées a (V,).
Les conditions (I. 2.3 (1) et (2)) sont vérifiées par M; car elles le sont par la suite
(®:;® B); . La condition (I. 2.3 (4)) (avec n = 3 - d — 2) découle des inclusions
M; C <I>,~+d_1§B et (I>,'+d_1t§B C (1r®1) + M;43.4—2. La condition de hauteur
(I. 4.3.3 (4)) est vérifiée par construction.
Pour démontrer la proposition, il reste a vérifier les conditions (I. 2.3.3 (3)) et (I.
4.1.2 (2)), c’est & dire & vérifier que pour tout ¢ € Z , il existe un B-module inversible
w; tel que

Coker(F,- : (Ido@Fr)*M.' — M,‘.H) = I‘,(w;),
ol I' est le morphisme

08 B — O® B/(n®1) = B.

Il résulte de la troisi®me condition imposée a (V,) qu’il existe un B-module w; tel que
Coker F; = I'y(w;). Les B-modules
$,,4®B %11 ® B
My Vit

et

®;14-18B ~Fr* ¢ ®B
Fi((Ido®FY)*M;) ~ Vi
sont localement libres de rang d — 1. Notons FM; = F;((Ido®Fr)*M;). 1l résulte de
Pexactitude des suites
$i44-10 B $,48 B Pita
FM; - FM; - Dira-1

0— )@B—)O
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et
My, 9148 B 9,48 B
— — 0
0— FM; FM; My
que les B-modules 2140 B et w; = Mi sont localement libres de rang d et 1

FM; FM;
respectivement. Ceci achéve la preuve. O

2.2.2. — 1l résulte immédiatement de ce qui précéde que G est représentable par
un sous-schéma fermé de

H Grass(d — 1,9;) = H Grass; = Grass
i€Z/dzZ i€Z/dz

L’action (2.1.5) de B> est la restriction & G¢ d’une action de *B* sur Grass, définie
de la maniere suivante. Un élément g de B induit un endomorphisme g; de ®;, pour
tout ¢ € Z. Il induit donc un endomorphisme §; de ®;, pour tout i € Z/dZ. Si
g € B*, g induit alors un automorphisme de Grass. On fait agir g € *B* sur Grass
via I'automorphisme induit par tg~!.
2.3. — On s'intéresse au sous schéma ouvert G° (2.1.5) de G.

La suite du paragraphe 2 sera consacrée a la preuve du théoréme qu'on va
maintenant énoncer.

On rappelle que les sous-foncteurs fermés Gg; de Go o sont aussi des sous
foncteurs fermés de G (cf. la remarque 2.1.1). Considérons le sous-foncteur ouvert
G? =GN Gq>i de Gq>'..

Théoréme 2.3.1. —
1.6= |J &
i€z/dz

2. G° est un sous-foncteur ouvert du foncteur Go o.

(Cet énoncé est illustré par une figure ; voir la page suivante).
Avant d’entreprendre la preuve de ce théoréme, on va faire quelques remarques et
on indiquera les étapes principales de la preuve.

Remarques :

1) L’objet universel sur G, (et donc sur G? et sur G°) s’obtient en appliquant (1.5)
au drapeau universel sur Gy, C Drap (7~ . ®;/®;). On obtiendra ultérieurement une
description plus explicite de 1'objet universel sur G® (cf. (2.7.2)). L'objet universel
sur G} (od A désigne un simplexe maximal de 'immeuble de PGL4(K)) s’en déduit
par la remarque (2.1.5).

2) Dans le cours de la preuve du théoréme, on plongera G° dans une certaine variété G
ol il sera un diviseur & croisements normaux, réunion des diviseurs lisses G? (comme
indiqué sur la figure (2.3.2)). Le complété formel de G le long de G° s’interprétera
naturellement au paragraphe 3.
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s ) a——
Fig. 2.3.2: Le schéma G° (représenté pour d = 3 et ¢ = 2)

3) I résulte de la proposition (1.2) et de la définition de G° que pour toute extension

k de F,, on a G%(k) = U G?(k). On a donc G°,, = U G?, et la premiére
i€Z/dZ i€2/dZ
partie du théoréme revient a dire que G° est réduit.

4) 1l résulte de la proposition (2.1.3) et de la deuxiéme partie du théoréme que (G} )a
constitue un recouvrement ouvert de Go.

Les étapes de la preuve du théoréme (2.3.1) sont les suivantes.
18T ETAPE (2.4) — On construit pour tout ¢ € Z/dZ un plongement

Drap; = Drap(n~! - &;/®;) < Grass = H Grass(d — 1, ;)
jez/dz

tel que le diagramme
Drap; — Grass

(1.5)} (2.2.1)}

GQ.. > Gq»

solt commutaut.
28me BTAPE (2.5) — On construit un ouvert affine de Grass contenant I'image de

G° «—» Grass.
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3°Me gTAPE (2.6) — Pour réduire le nombre de variables, on exprime une partie
des conditions (2.2.1). On obtient ainsi un sous-schéma localement fermé A de Grass

contenant G° et UDrapi. On décrit un ouvert affine A° de A contenant Gy comme

1]

sous-schéma fermé.

4%me gTAPE (2.7) — On obtient finalement des équations pour G° C A°. On en
déduit la premiére partie du théoréme. On donne une description plus commode de
'objet universel sur G°.

58Me prApE (2.8) — En appliquant aux objets de Go o la théorie des déforma-
tions (I. 3) et en utilisant la description (2.7) de 'objet universel sur G°, on prouve
la deuxiéme partie du théoréme.
2.4. — Considérons un drapeau

(0O cDycDy C--D;jC--Dg=(n""-9;/®;® B)
élément de Drap;(B). L’image réciproque V;,; de D; par le morphisme
(®i+d/®itj—d+1) ® B — (2i44/2:) ® B

est pour 1 < j < d —1 un facteur direct de rang d — 1 de (®i44/®Pitj—d+1) ® B, et
donc de (®iyja—1/Pitj-d+1) ® B = Biya.
En posant V; = &; ® B = (®:/®i-a4+1) ® B C ®; ® B, on définit un élément

(Vitj)o<ij<da—1 de  [] Grass(d — 1,®;)(B) vérifiant la condition (2.2 (1)).
leZ/dZ

L’image du plongement
Drap; < Grass

ainsi défini est en fait le sous-schéma fermé de Grass défini par les conditions
(2.2 (1)) et (Vi = &)

2.5. — Pour 0 <i<d-1et E € Grass;(F;), on note £;(E) le sous-schéma fermé
de Grass formé des (V;); tels que V; = E. Soit V I'ouvert de Grass complémentaire

du fermé
Uci®
iE

(od 0 < < d-1etE décrit Grass;(F;) — {<i>,-}). On a G° = G NV. L'ouvert V n’est
cependant pas un ouvert affine de Grass.

Lorsque W; C &; est un IF,-sous-espace vectoriel de rang d—1, on considére ’ouvert
affine (Grass;)}y, de Grass; défini par la condition

Vi » &;/W;.

Fixons un tel sous-espace vectoriel W;. On note (ej,...eq4) la base canonique de
&y = O%. On munit le I, -espace vectoriel ®; de la base (E;[i])1<;<2.a—2 définie par

47



A. GENESTIER

E]['l] = P—i+j—d+l ‘e

_ [pritd-i sil<j<d
P—i+d—l_1r,ej_d sid+1<j<2.-d-2

(o1 P est la matrice (I. 4.1); ona P™%*.¢; = 7" e,y pourr € Zet 0 < s < d—1).
Ces bases vérifient les relations

H,‘Ej[‘i] = Ej+1[’i +1]pour1<j<2-d-3
Hz.d._zEj[’l:] - 0

pour tout ¢ € Z/dZ.
Le FF,-sous-espace vectoriel W; de ®; est alors celui engendré par les d — 1 premiers
vecteurs de la base (E;[i]);.

Proposition 2.5.1. — Le sous-schéma G° de Grass est inclus dans [l’ouvert

H(Grassi)?,v‘, (k)

Preuve : 11 suffit de prouver que G°(k) C H(Grass.-)&,‘. (k) pour toute extension k

1

de F,.

Soient (M,) € G°(k),n € Z,i le plus grand indice critique < n de (M,) et j le plus
petit indice critique > n. On veut montrer que M, N (W, ® k) = (0). On va pour cela
montrer que M; N (W; ® k) = (0) pour s <1< 5.

1l résulte de la définition de G® que M; = ®;®k et que M; = ®;®k. Considérons le

drapeau
(0)=D;CDi41 C---CD;j =(2;/%:)®k

(avec Dy = M;/(®:; ® k) pour ¢ <! < 7). On munit le F,-espace vectoriel ®;/®; de la
base (Em)1<m<j—i formée des images respectives des éléments

P—j -el,P'j'H €1y ,P_' * €

de ®;. Il revient au méme de dire que V; est transverse &4 W; ® k ou de dire que D,
est transverse au k-espace vectoriel W, engendré par les j — | premiers vecteurs de la
base €.

Considérons un vecteur non nul
d!

di
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de la droite vectorielle D;;;. Aucun entier strictement compris entre ¢ et j n’est
critique, et les colonnes de la matrice

& @y ... @)

d- (@ L ()

forment donc pour 0 < 8 < j —% — 1 une base (D )i1<m<s—1 de Diysq1-
On va établir par récurrence sur l'entier ¢ < I < j que D, est transverse & W}.

Pour ! = i, on a D; = (0), de sorte que I’hypotheése de récurrence est trivialement
vérifiée.

Supposons I'hypothése de récurrence vérifiée par ¢ <! < j —1 mais pas par I+ 1. Soit

j=i-1 -

i
§= ) ™ -Em=) A™-Dp

m=1 m=1

un élément non nul de W/, N Dy4,. Si A~ = 0, I'6lément 6 est déja dans Dy, ce qui
contredit I’hypothese de récurrence pour I’entier I. On a donc A7~ # 0. Les vecteurs
de la base (Dmm)1<m<;j—i de D; sont donc combinaisons linéaires des vecteurs-colonne

de la matrice .
... (@)t & L (6

6t ... (817

d= L (@ (0)
(o0 t = j —1—1). Ces vecteurs-colonne forment donc une base de D;.

En particulier, les ¢t + 1 derniers vecteurs-colonne forment une famille libre, ce qui
contredit le fait qu'ils sont tous dans W/. Ceci termine la preuve de ’hypothése de
récurrence, et donc aussi la preuve de la proposition (2.5.1). O

Soit Grass® I'intersection des ouverts affines

[1(Grass)),
i

de Grass, (E,) décrivant Hj(Grass,-)g"(Fq). Rappelons qu’on a défini au début de
(2.5) un ouvert V de Grass vérifiant G° = Gy N V.

Proposition 2.5.2. — L’ouvert Grass® vérifie les inclusions
G° c Grass® C V.

On a donc G® = G N Grass®.

49



A. GENESTIER

Preuve : L’action (2.2.2) de ¢ € *B* sur Grass envoie H(Grass;)%vi sur
i

H(Grass;)?rl_wi. L’inclusion G® C Grass’ résulte donc de (2.5.1) et du lemme

snilivant, dont la démonstration est laissée au lecteur.
Lemme 2.5.3. — Les ensembles

{g: Wi,g € B* /(1 + P**~2. B)} et (Grass;)} (F,)
coincident, Vi € Z/dZ. O

L'inclusion Grass® C V résulte du lemme (2.5.3) et du fait que si E € Grass;(F,) —
{®.}, il existe E’ € Grass;(F;) tel que E'N®; = (0) et ENE’ # (0). O
2.6. — On identifie &; a F24=2 par la base (E;[i]);. Le sous-espace W; est donc

Idg4

celui engendré par les colonnes de la matrice 0_1 . L’ouvert (Grass; )}y, de Grass;

2
est alors identifié & 1’espace affine A{;:“l) des matrices carrées v[i] de taille d — 1 :
si k est une extension de F, et si V; € (Grass;)jy, (k), V; est le sous espace vectoriel

de k?'4-2 engendré par les colonnes de la matrice (I:;m )
d-1

Soit A le sous-schéma fermé de [](Grass;)}y, défini par les conditions
i

Hu[i-jleV; (1<j<d-2)

(on note v1[¢] le premier vecteur-colonne de la matrice v[%]). Le long du fermé A, la

famille
'Ul[i],H.’Ul[i - 1],... ,H‘,"zvl[i —d+2]

des vecteurs-colonne de la matrice

[ vili] \
v¥1[4] vi[i—d+2]

v i—d+2]
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constitue une base de V;. Ceci identifie le schéma A 4 Despace affine
Ay 4V = SpecF, [v][i]] (i € Z/dZ,1<j <d-1).
Soit A° I’ouvert affine de A complémentaire des fermés d’équation
1-9[i]*" (i €Z/dZ,1<j<d-1)
Proposition 2.6.1. — On a G° =G N A°.

Preuve : Le sous-schéma localement fermé G° de Grass est inclus dans le sous-schéma
fermé de [](Grass;)}y, défini par les conditions
i

(Vi) CViln (Vi € Z/dZ).

11 est donc inclus dans A.
Pour A € F,, soit W; () le sous-espace de ®; engendré par les colonnes de la matrice

Agj
Idg—1

(od &5 € gly_,(F,) est la matrice ayant comme seul coefficient non nul 1 situé a
lintersection de la 1-ere ligne et de la j-éme colonne).

Soit U; ’intersection des ouverts
(GI‘&SS;‘)%‘.J(*) (1 _<_] S d-— 1,/\ € Fq)

de Grass;. Pour \ € IF;‘ ,o0n a

(Grass;)jy, N (Grass;)}y, . (x) = (Grass;)fy, [(1 - 27" - ¥[i])™*]

et donc '
U; = (Grass;)%,. [(1 = A7t - o][d]71) 2]

On note encore Y I'ouvert HZI,- de Grass. On a alors A° = ANY.

L’ouvert Y vérifie 'inclusion Grass’ C Y. Montrons que A° vérifie aussi I'inclusion
A° C V (2.5), ce qui suffira & prouver la proposition d’apreés (2.5.2).

Soient k une extension de F, et (V;); € [](Grass;)jy, (k). On suppose que (V;); €
J

A°(k) et V; € Gra;;s,-(]F},) pour un certain indice ¢ € Z/dZ. On est alors ramené &
prouver que V; = &;.
v[i]

) et aussi par celles
d—1

L’espace V; est engendré par les colonnes de la matrice (

de la matrice ¥[¢]. On a donc

o [ v[d]
olil = (Idd—l) ’
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ol la matrice triangulaire supérieure ci-dessus est celle constituée par

1
les d — 1 dernieres lignes de la matrice 9[]. La matrice v[4] est & coefficients dans F,.

Les coefficients v{[i] de sa premiere colonne vérifient I'inégalité 1 — 'v{[i]q—1 #0et
sont donc nuls. Soit 1 <! < d—2. Supposons que les [ premiéres colonnes de v[%] sont

nulles. La (I + 1)-iéme colonne de la matrice 9] est alors via[i] . En utilisant le
*

fait que les [ premiers coefficients de cette colonne sont nuls et que les d — 1 suivants,
v*[¢ — 1], vérifient I'inégalité

1-oP[i 1] #0,

on conclut que la (I + 1)-iéme colonne de la matrice v[7] est nulle, ce qui achéve la
preuve.

On oublie dorénavant I'indice 1 de v}[i], qu'on note donc plus simplement v7[3].
2.7. — La premiere partie du théoréme (2.3.1) résulte de la proposition suivante.

Proposition 2.7.1. —
1. Le sous-schéma fermé G° de A° est défini par les équations
v[i] = o[i]" = (v* 3] - vt [4])") o (i 4 1]
(Vi € Z)dZ,1<j<d—2)
et
H v Hi]=0
i€Z/dZ

2. G? est le sous-schéma fermé de G° d’équation v3~1[i] = 0. On a donc

= &
i€Z/dZ

(cf. figure (2.3.2)).
Preuve : Le long du fermé G® C A°, les conditions
F; (Fr*V;) C Vi et ILi(v[4]) € Vi
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sont vérifiées. En particulier, le vecteur

( 0

wh[i]

,wd—.I[,L]
0
\ o )

(o0 w;[i] = vi[i] — v7[i]?) appartient & V;4,. Ceci se traduit par les équations
suivantes

(€i5) wi] = wi i) v [i+1] (1< <d—-2)
et
0=wi"i] - v[i+1]

qui sont donc vérifiées le long de G° pour tout ¢ € Z/dZ.
Soit ui[i] =1 —v9[i]*"". L'identité

IT «*'i+i51- J[ »*'li+i]l=0,
j€Z/dZ j€Z/dZ
conséquence des équations précédentes, est donc vérifiée le long de G°. Les u?~*[i]
sont des unités, et le produit H v%~1[4] est donc nul le long de G°.
i€z/dz

Considérons le sous-schéma fermé G de A° défini par les équations Eij
(1 £j<d-2i € Z/dZ). On va d’abord montrer que G? est le sous-schéma
fermé de G défini par ’équation v4~![i] = 0. On en déduira ensuite la proposition.

Le sous-schéma fermé Drap; N [] (Grass;)jy, de A est défini par le systéme
d’équations j€zZ/dz

v'[d]
vl[i+d-1
[ ) ] = (0).
v i) v i+d-1] - vi+2]
La restriction & Drap, N ] (Grass,-)%vj du drapeau

J€EZ/dZ
(0) =DocCcD,C---C Dd=7r_1§i/§i
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universel se décrit de la maniére suivante. On munit le F,-espace vectoriel

$;, = n7'9;/®; de la base formée des images des vecteurs Pir~ley,...,
P-ir—ley. Le module D; est alors celui engendré par les colonnes de la matrice

1 v i+d-1] ... i+ 1]

v i +1]
1
La condition F(Fr*D;) C Dj4; se traduit simplement par les équations (&; ;)
(l-i<j<d-1i+1<1<i+d-1) et onadonc G} =GnDrap;. Les
équations v/[i+1] =0 (2 <1 < d,1 < j <1-1) définissant le fermé G} de G

découlent toutes de 'équation v?~1[i] = 0, du fait que u”[m] = 1 — v"[m]?"" est
une unité le long de G et de I'identité

d=2—j 4 11

i H u* i +k —1rs —1r: .

'UJ['EI]=( ] W'vd 1[3I+k])"vd 1[2’+d—1—]]
=0

qui résulte des équations (€, ) (faire i’ =i +1). On a donc G? = G N (v¥~1[i] = 0).
Le morphisme
G — A%, = SpecF, [v*~'[i]]

induit par la projection naturelle A — A‘{,q est étale. La réunion des fermés G?

d’équation v4~1[i] = 0 est donc le fermé d’équation [] v*~[i] = O (c’est un
i€Z/dz

diviseur A croisements normaux, réunion des diviseurs lisses G7).

La proposition (2.7.1) résulte de I’égalit¢ |J G? = Go qu’on vient d’établir et des
i€Z/dZ

inclusions |J G?CG°cCG,. O
i€Z/dZ

On va maintenant donner une description plus commode de I’objet universel sur G°.
On note Ag = H°(G®, Ogo). La preuve de la proposition suivante est facile et laissée
au lecteur.

Proposition 2.7.2. — Pour touti € Z/dZ,

1. les vecteurs-colonne de la matrice R; = R- P~%, o0

d—1
R=Id+ ZP"' - diag (v?~}[-m],0<m <d-1)
=1

forment une base (r;[i]); du O Ao-module universel M; C ®i44-18Ao ;
2. si l'on identifie M; et My, a O%®A, a4 laide des bases précédentes,
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(a) le morphisme
I : M; — My

est P;
(b) le morphisme
F;: (Ido®Fr)*M; — My,

8’%crit P* o (F) o P~ 0 ldo®Fr, ot (F) est la matrice
P - diag(w[-j],0<j <d-1)

et wlj]=v*"[5] - v 5]
(c) le morphisme
M; — ®;44-1840 C K® Ao

est simplement R;. O

Ezemple : (d = 3)
G° = Spec Ay, od Ay est le quotient de la F,-algébre

]Fq[xi,yi’(l - x?_l)_l?(l - yg_l)_l (1’ € Z/SZ)]
par l’idéal
((yi —y!) = (@i —2]) - zi1 (i € Z/3Z),z¢ 21 - T2).

La matrice R est la suivante

1 T2 n
l® Yo 1 T
1z 7T1Q® Yo 1
La matrice (F) est la suivante
zd — zo 0 T® 1
1 z3 — 0
0 1 z] -z
2.8. — Pour tout entier n > d — 1, soit G, le sous-schéma fermé de Go,o défini par
les conditions
D nGoo CMiC PitnGoy, (Vi € Z/dZ).

Le foncteur G° est un sous-foncteur localement fermé du foncteur G,. Il suffit pour
prouver (2.3.1 (2)) de montrer que pour tout n > d — 1, G® est un sous-foncteur
ouvert de G,.

Le foncteur G, est clairement représentable par un sous-schéma fermé de

[1 Grass(n,®;4n/®i—n) (raisonner comme dans la preuve de (2.2.1)). Le théoréme
i€Z/dzZ
(2.3.1 (2)) résulte alors de la proposition suivante (cf. [E.G.A. IV4] Théoréme
(17.9.1)).
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Proposition 2.8.1. — L’immersion
G° =G,
est étale
Preuve : Les F,-schémas G° et G, sont de type fini. Il suffit donc de vérifier le critere
infinitésimal ([E.G.A. IV,] (17.14.1)).

Soit Fo le fermé de SpecF, [w[i](i € Z/dZ)] d’équation [] w[i] = 0. Considé-
rons le morphisme étale i€Z/dZ
X:G*— Fy

composé du morphisme étale
& —» SpecF, [v*[4],(1 - v* (i) 1 /([ v*[4])

défini par I'oubli des coordonnées v7[i](j < d — 2) et de la restriction au-dessus du
fermé F¢ du morphisme étale

SpecF, [v4~1[i], (1 — v21[i]"™") " | — SpecF, [w[i]]
défini par I'égalité w(i] = v[¢] — v[¢]9.

Le module de coordonnées (M,, F,,I1,) (2.7.2) sur G° est 'image réciproque par Ao
d’un module de coordonnées (L,, F,,I1,) (défini par les formules (2.7.2.a,b)) sur Fo.

On rappelle que si B est une F,-algébre (considérée comme une O-algébre via le
morphisme O — O/(n) = F,), on note ModS(d)(B) la catégorie des modules de
coordonnées spéciaux vérifiant (I. 4.3.3) (cf. (I. 4.4.4)). Considérons le morphisme de

catégories fibrées
Fo — ModS(d)

induit par (L,,F,,II,). Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la
proposition (3.3.2) que nous démontrerons plus tard. On laissera au lecteur le soin
de vérifier que la preuve de la proposition (3.3.2) ne fait pas appel aux résultats de
(2.8).

Lemme 2.8.2. — Le morphisme
Fo — ModS(d)
est formellement étale (au sens de (I. 4.4.4)). O
Considérons le diagramme
go — G’° net Gn net GO,O

Ao létale

fo formellement net
formellement étale l (cf. (1. 4.4.5))
(2.8.2)
Mod S(d)
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Les morphismes
G’ Gop et G°—G,

sont alors formellement étales, ce qui acheéve la preuve de (2.8.1). a

3 Utilisation de la théorie des déformations

On rappelle que lorsque B est une (O-algébre dans laquelle I'image de m est
nilpotente, on note ModS(d)(B) la catégorie des modules de coordonnées vérifiant (I.
4.3.3 (1, 2)) sur B (cf.(I. 4.4.4).

Soient G° le complété de Go lelong de G°. On va définir un Spf O-schéma formel G
muni d’un pro-objet (M, R) € G°(G) se réduisant modulo = sur (2.7.2). On montrera
ensuite en (3.3.1) que § muni de l'objet universel (M, R) pro-représente le foncteur
G°.

Comme intermédiaire dans la construction de 5, M, R et surtout en vue de la
preuve de (3.3.1), il sera commode d’introduire en méme temps que G un autre Spf O-
schéma formel 7 muni de (L, I1,, F,) € ModS(d) (F) et un morphisme étale G —» F.
Le schéma formel F est en fait un modele local au sens de Rapoport [R] du foncteur
Go pour la topologie étale (cf.(3.3.2)).

3.1. — Soit G le sous-schéma fermé de

SpecF, [v/[i],(1 —v[i]" )] (i € Z/dZ,1<j<d—-1)
défini par les équations
(€i4) v[i] - vi[i]" = (4 [i] - o* 7 d]") - o i 4 1]

pour (1<j<d-2).

Remarquons que G peut aussi se construire de la maniére suivante. Soient F
Pespace affine SpecF, [w[i]](i € Z/dZ) et .7-'(,,)(1 < n < d—1) le sous-schéma
fermé de SpecF, [v/[i]](: € Z/dZ,d—n < j < d — 1) défini par les équations
(&i,5,d —n < j <d—2). En oubliant les coordonnées v4—"~1 » F(n+1) constitue pour
n < d — 2 un revétement étale de F(,). En posant w[i] = 'vd‘l[i] —v¥1[i], on
peut considérer F(;) comme un revétement étale de F. Le schéma G est alors un
sous-schéma ouvert de F4—1).

On notera A le morphisme naturel G — F.

On munit F et G d’une structure de F,-schémas en posant # = [] w[i].
i€z/dz

Considérons le point 0 de A}q = SpecF, [r] défini par I'idéal (7). La fibre Gy de G
au-dessus de 0 n’est autre que G° (2.7.1).

On rappelle qu’on a choisi une uniformisante 7 de 'anneau local O, de sorte qu’on
identifie O & F, [[7]]. On notera G et F les Spf O-schémas formels complétés (r)-

adiques respectifs de G et F, Xle complété du morphisme )\ et

Ao:Go — Fo
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la fibre au-dessus de 0 du morphisme .

Fig. 3.1.1. Le schéma formel G° (pour d = 2 et ¢ = 2) (on pose pour simplifier
z; = w(i]).

3.2. — Soit B une O-algebre dans laquelle I'image de 7 est nilpotente. On note
M = (M,, F,,11,) € ModS(d)(B)
les modules de coordonnées spéciaux (I. 4.3.3 (1, 2)) sur B. On a

G°(B) = {(M, R) € Go(B) tels que M ®p By € G°(Bo)}
= {(M, M, R) € ModS(d) x G°(By) tels que M ®p By = M}
(on rappelle qu’on note By = B/(7)).

On note désormais M le module de coordonnées universel (2.7.2) sur G° = Gy.

On a _ _
M=X(L)
od L € ObModS(d)(Fo). Pour construire un pro-objet (M,R) de G°(G), on va

construire un pro-objet L € ObModS(d)(f ), et on prendra simplement M = x* (L).
Soient

Li=F,[r]"®F, [w[;]](j € Z/dZ)
ﬁ,’: Lg — Li+1
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le morphisme défini par la matrice P, et
Fyi: (Idg,(x) ® Fr)*Li — Lia

le morphisme P* o (F) o P~% o (Idg,[»] ® Fr), ot (F) est la matrice
P —diag(w[-j],0<j<d-1).

On note L = (L;,II;, F}); ¢ z/4z 1a suite de O@O*-modules obtenue en complétant
(L,,H.,F ) le long du fermé {0} x Fo de A,,. (x] X F. On laisse au lecteur le soin
de vérifier que pour tout entier n, la réduction de L modulo 1 ® 7™ est un objet
de ModS(d)(F/(n™)). La suite L définit donc un objet de ModS(d)(F), et donc un
morphisme de catégories fibrées

L: F — ModS(d).
L’image réciproque M = A*(L) munie de
(2.7.2) R:M/(1®7T) =M — 4141

définit un morphisme R R
G — G°.

Le diagramme suivant

F oubli de R
L
Mod S(d)
est commutatif.
Théoréme 3.3.1. — Le schéma formel G, muni de l'objet universel (M, R), pro-

représente le foncteur G°.

Le théoréme 3.3.1 résultera de la proposition suivante.

Proposition 3.3.2. — Le morphisme de catégories fibrées
L:F — ModS(d)

est formellement étale (au sens de (1. 4.4.4)).

Avant de prouver la proposition 3.3.2, on va montrer qu’elle implique le théoréme
3.3.1.
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Preuve de limplication (3.3.2) = (3.3.1) : Considérons le diagramme

g G°

Mod S(d)

Il résulte de (2.7.2) que la fibre spéciale du morphisme G — G° est un isomorphisme.
11 résulte de (3.3.2) et du fait que le morphisme A est étale que pr, est étale.

Soit B une O-algébre dans laquelle I'image de = est nilpotente; on note
By, = B/(7r) Le morphisme G(By) — G°(Bo) est un isomorphisme. Pour tout
o € G(By), et pour tout (M,R) € G°(B), les morphismes de déformation
(1. 4.4.4)

Def pr, : Def(B, G, %) — Def(B, ModS(d), pr, (7))
et
Def pr, : Def(B, G°, (M, R)) — Def(B, ModS(d), M)

associés aux fleches obliques sont aussi des isomorphismes (pour le deuxiéme d’entre
eux, ceci résulte du fait que le morphisme Go — ModS(d) est formellement étale
(I. 4.4.5) et de la définition de G° comme complété de G° le long de Go; voir aussi
la remarque 1 ci-dessous). Le morphisme

G(B) — G°(B)
est donc encore un isomorphisme. O

Remarques :

1. Le morphisme G° — ModS(d) est en fait formellement étale
(cf. (I. 4.4.5) et (2.8)).

2. Le raisonnement fait ci-dessus a déja été utilisé pour montrer que le morphisme
Go(l. 4.4.2) — Go(l. 4.3.3)
est un isomorphisme (cf. variante (I. 4.4.2)).
Preuve de la proposition 3.3.2 : 1l suffit en fait de montrer que les morphismes de

déformation Def L (I. 4.4.4) sont des isomorphismes dans le cas ou I'idéal I est de
puissance g-iéme nulle. On va pour cela utiliser la proposition (I. 3.2.1). La filtration
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de Hodge du module (L,,II,, F,) est la suivante. Pour ¢ € Z/dZ,on a H; = Odﬁ. Le
O z-module
F; (Ido®Fr)* L;

Hifws = (m®1-1Q®m) Liy

s’identifie au sous-module de

Oi'\‘ Li+l
F (1I'®1—1®1l')'L,'+1

engendré par les colonnes de la matrice
(Fi) = P —diag(w[i - j],0<j<d-1)

(on note encore P la matrice

1

a coefficients dans la O-algébre Oz); le morphisme H; — H;/w; est celui induit
par la matrice (F;). Son noyau w; est engendré par le vecteur

wli+1] - w[i+d-2]

W= lwli+1] wli+2] € H;.
w(i+1]
1

Considérons maintenant un B-point @ = (@[i],i € Z/dZ)de F, un relévement N du
module de coordonnées w*(L) et le relévement (w, C H,) associé & IV de la filtration
de Hodge (@, C H,) (I. 3). Rappelons que ce relévement est tel que Pw; C wit1 (cf.
(1. 3.2)).

Le B-module w; est engendré par un vecteur de la forme

*
wli+1]
1

(o0 w[i+1] € B est un relevement modulo I de @[+ 1]). Il résulte alors de la
condition Pw; C w;4+; que ce vecteur n’est autre que le vecteur w; ci-dessus et que le
produit J] w[i] est w. Le d-uplet w = (w[i],i € Z/dZ) est donc un B-point de

i€Z/dZ
F relevant W modulo I et il résulte de (I. 3.2.1) qu'il existe un unique isomorphisme
de relévements

w*(L) = N

induisant I’isomorphisme évident des filtrations de Hodge. O
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3.4. — On va maintenant décrire le Op-module formel X et la quasiisogénie p
associés & (M,,II,, Fy,R) sur G°®¢ Oy (cf. 1. 1, 1. 2.3, 1. 4.2 et I. 4.3).

On rappelle qu’on note 7 'isogénie de Frobenius (z + z7?) du groupe formel G, F, .
Lorsque B est une F,-algebre, on identifiera alors Endp,Gf 5 4 la F,-algebre des
matrices carrées de taille d & coefficients dans B{[r]] (le groupe additif formel
G.,p est ici muni de I'action évidente de F,). On rappelle qu’en choisissant une
« uniformisante » II de Op, on a identifié Op A 'anneau de séries formelles non-
commutatives F, [[II]] (cf. I).

La preuve de la proposition suivante est un calcul facile mais un peu long. Elle sera
laissée au lecteur.

Considérons la matrice de permutation

Proposition 3.4.1. —  Le triplet universel (8, X, p) sur é@ood est le sutvant

— B est la structure naturelle de Spf Oq4-schéma formel sur @"@oOd;
— en tant que groupe formel, X = G¢ et Uaction de Op = F [[II]] sur X est telle
que

X(\) =diag (X A9,... ,/\"d—l) pour A € Fpa
X (1) = diag (w[i],0<i<d-1)-C7 ' +1d-7;

— la quasiisogénie
p:B® — Xg,

est définie par la congruence modulo 7

d-1
pofed(M*?) = Zdiag(vi[j],o <j<d-1)-C-r14Id-r O

i=1
Ezemple (d = 3) : Considérons la F,-algébre A quotient de
Fq [zivyiv (1 - w?—l)—lv (1 - yg_l)_l(i € Z/3Z)]

par l'idéal
(yi =97 = (xi — 27) - 2i11(i € Z/3Z)).

En posant
T = (x0 — 2) - (x1 — z{) - (z2 — 73),

on munit A d’une structure de Fy [ 7 ]-algebre. Le schéma formel G est le spectre formel
du complété r-adique de A.
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Le Op-module formel X est le groupe formel G2, sur lequel A € F;s C Op agit via
la matrice

A 0 0
0 A? 0
0 0 A7
et IT € Op agit via la matrice
T To — zd 0
0 T z) — 2§
T2 — T3 0 T

La quasiisogénie p est définie par la congruence modulo 7

-1 2

1 To T Yo T~
p= |y 772 1 zy-771
Ty 77l gy 772 1

4 Lerecollement: les sous-foncteurs ouverts attachés aux simplexes de
dimension arbitraire.

Considérons un simplexe A de dimension ¢ de I'immeuble de Bruhat-Tits [T] de
PGL4(K). On va associer au simplexe A un sous-schéma fermé G de la fibre spéciale
de Go,0, généralisant les sous-schémas G5 (1.1) et les sous-schémas G associés aux
simplexes maximaux de I'immeuble. On définira aussi un sous-schéma ouvert G de
G (qui sera en fait aussi ouvert dans Gop ) généralisant de méme les sous-schémas
ouverts (2.1.2) de Go,o.

Le but de cette généralisation est d’étudier les intersections des ouverts (2.1.2) de la
fibre spéciale. Plus précisément, on démontrera la proposition suivante.
Proposition4.1. — Soient A et A’ deux simplezes de I'immeuble de Bruhat-Tits de
PGL4(K).

1. Soit g € PGL4(K). L’action (1. 4.5) de g sur Go,o envoie G} sur G?g_,,A.

2. GANGY = G (par convention, G% est le schéma vide).

3. 8i A C A, Vinclusion G) C G, est une immersion ouverte.

Corollaire. — G°A est ouvert dans Goo.

Admettons momentanément la proposition 4.1, et déduisons en le corollaire.

Soit Amax un simplexe maximal contenant A. Il résulte de (2.3.1 (2)) que G
est ouvert dans Go,0. Le corollaire s’en déduit en utilisant la troisiéme partie de la
proposition 4.1. O
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Remarque : On utilisera dans le troisiéme chapitre ’analogue (et corollaire) évident
(4.1)’ de la proposition 4.1 o0 G} est remplacé par le complété G de Go le long de
G%. On y utilisera aussi I'identité
Go = lim G}
A€BT
qui découle de (4.1)’ et de (2.1.3) (on ordonne l'ensemble |BT | des simplexes de
I'immeuble de Bruhat-Tits BT par l'inclusion des simplexes).

4.2. — On va maintenant donner la définition des sous schémas Ga et G°A, ol A
est un simplexe de dimension § de 'immeuble de Bruhat-Tits de PGLq4(K).
Il résulte de [G-I] que le simplexe A peut étre vu comme la donnée d’une chaine
A=A GAGA G EANGEA =TT G

de réseaux dans K¢ (avec Aiys41 = 7 1A, Vi € Z).
On définit deux suites croissantes de réseaux A} et A; en posant

At = A+ et AT = A;-,
ou
= inf{j € Z tel que [A; : O] > j}
et

i~ =sup{j € Z tel que [A;: 04 <5}

([ ] est lindice virtuel du paragraphe 1). On note i; = [A; : O¢]. On a alors
A‘ = Aj. On notera A;; le réseau A;. La définition suivante généralise les

déﬁmtlons (1.1) et (2.1.1).

Définition 4.2.1. — Le sous-schéma fermé Ga de Gop est celui défini par les
inclusions

A:——«Hl@OGO.o CM;CALy 18060, (Vi € Z).
(11 résulte de la périodicité des suites M, At, A~ que ces conditions sont en nombre
fini).
De méme que dans le paragraphe 2, on s’intéressera plutét au sous-schéma ouvert
GY de Ga qu’on va maintenant définir (comparer 4 la définition (2.1.2)).
Soient A un O-réseau de K¢ et i = [A : O%. L'intersection du sous-schéma G
(1.1) de Go,o et de Ga est vide lorsque la condition

+ -
Al _a1 CACA, L4y

n’est pas vérifite. Considérons I’ensemble fini £5 formé des O-réseaux A C K¢
vérifiant les conditions

0<in<d-1 A} _,, CACA; ., A¢{A;,0<i;<d-1}
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Définition 4.2.2. — Le sous-schéma ouvert G de Ga est l'ouvert complémentaire
des sous-schémas fermés GANGp, A€ Ea.

(Cette définition est illustrée par une figure; voir la page suivante).
4.3. — Preuve de la proposition 4.1

Soit g € GL4(K). Il résulte immédiatement de la définition de ’action (I. 4.5) et
du fait que les constructions

A At A A~ et A€

sont GL4(K)-équivariantes que g envoie G} sur G?,_; .

Pour démontrer (2) et (3), on va alors supposer que le simplexe A est inclus dans
le simplexe maximal ® (2.1.5), et on écrira

A=(®;)jez (avec0<ip<ij<---<is<d-1)
=("'C7I'Qi5 CQ.’OC"'C@,’J C)

En méme temps que (2) et (3), on démontrera aussi la proposition suivante, qui
précise le corollaire de (4.1).

Proposition 4.3.1. — Le schéma G} est le sous-schéma ouvert de Gy complémen-
taire des fermés d’équations

v 1i] =0 (0<i<d-1,i¢ {ip, - i5}).

(On rappelle qu’on a noté G° = G dans le paragraphe 2).

65



A. GENESTIER

Figure 4.2.3: Les sous-schémas ouverts associés & une face de 'immeuble de
PGL;3(K), aux arétes de cette face et & ses sommets. On se contente de représenter
un voisinage du point d’intersection des trois plans (cf. figure (2.3.2)).

On dispose au centre du simplexe maximal A le schéma GY, sur les milieux des arétes
a; les schémas GY_, et sur les sommets s; les schémas G?..

Revenons maintenant 4 la preuve. Lorsque A’ est un sous-simplexe de ®, on note
€3, I'ensemble fini

{ACK? telque O <ip<d—1,8;,_441 CAC ®;p14-1}—[A"]

(on rappelle qu’on note iy = [A : O¢]; on note [A” ] 'ensemble des sommets de A”).
On note

Gg,A" = U (GA n Gg,).
AE“:’,AH

1l résulte de l'inclusion G4 N G, C G et du fait que GX (resp. G},) ne rencontre
pas GAo(A C K?) lorsque A ¢ [A] (resp. A ¢ [A']) que G NGQ, C G§ pnar- On a
par ailleurs l'inclusion GQ o, C GQ NG, .

Le lemme suivant acheéve la preuve de (3).

Lemme4.3.2. — Ona
Gg,AI’ C GOAII

(et donc G pn = GAn).



ESPACES SYMETRIQUES DE DRINFELD

Preuve : On rappelle que

Gi= |J &c |J G, (2.3.1)
i€Z/dZ i€Z/dZ

(on attire toutefois 'attention du lecteur sur le conflit de notations suivant: G§, &
G? =Gy NGy, ).

On a donc 'inclusion

G%’Au C U GQ;
d; € [A"]

et donc Gg,’ a» C Gar. On a par conséquent

Gg’A” C GA" - U (GA” n GA)
A€EEG A

Ceci acheve la preuve du lemme en remarquant que a7 C €p,a». O

Remarquons tout de suite que I'égalité G3 ,» = G, qu’on vient d’obtenir entraine
aussi (2) (en choisissant A’ C A C @), et achéve donc la preuve de (4.1).

Finalement, on va prouver la proposition (4.3.1) en déterminant plus précisément
G4.a =GA.

L’ensemble £p A est la réunion disjointe de £¢ et de [2] — [A]. On a donc

Gea=Gy- |J (GanGY).
A €[®]-[A]

Lorsque A = &; € [®], le fermé (Gx N G§,) a pour équation v*~![i] = 0
(cf. (2.7.1)), ce qui achéve la preuve de (4.3.1). O

Remargue : Ona U GlcGic U G\ (la deuxiéme inclusion résulte de (2.3.1)
A€(a] Ag(a]

et de (4.3.2)). L’adhérence de G} dans Gop est donc |J Ga.
A€g[A]

En revanche, pour d > 3 et si le simplexe A n’est pas réduit & un point, l'inclusion

U Ga C Ga est stricte.
A€[A]

67






III. LE MORPHISME DE PERIODES

0 Introduction

Soit 4 le « demi-plan supérieur de Drinfeld » [D1] sur O. Ce « demi-plan supérieur »
est un O-schéma formel localement de type fini muni d’une action de PGL4(K) et
lorsque L est une extension finie de K on a

Q4(or) = P41 (L) - | JH(L)
H

(dans la réunion ci-dessus, H décrit I’ensemble des hyperplans de P4~! définis sur
K). On renvoie pour plus de détails aux rappels du paragraphe 1.

Soit O4 I’anneau des entiers de ’extension maximale non ramifiée de degré d, K4, de
K. Drinfeld construit ([D1], cf. aussi [B-C]) un isomorphisme GL4(K')-équivariant

£E:G— §d®00.1
(le foncteur G est le foncteur (I. 4); P'action de GL4(K) sur Q¢®00, n’est pas

I’action évidente (cf. [D1])).

On donne dans ce chapitre une autre construction de I’isomorphisme ¢, inspirée d’un
travail de Anderson [A]. Plus précisément, on construit (cf. § 2 et § 3) un isomorphisme
PGLy4(K)-équivariant

{’ :Go — ﬁd,

ce qui induit un isomorphisme

8004 : G = GoRo0y — ﬁdéood.

On verra que cet isomorphisme est en fait celui de Drinfeld (cf. remarque (3.4)).

Considérons les O-schémas formels Go et {}¢ comme des foncteurs sur la catégorie des
O-algebres sans torsion séparées complétes pour la topologie 7-adique. Le morphisme
&' est obtenu en construisant pour toute telle algébre B un morphisme (compatible
au changement de base)

¢ : Go(B) — Q4(B).
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Exposons le principe de cette construction dans le cas particulier ou B est I’anneau
des entiers, O, d’une extension finie L de K.

Soit (M,) € Go(OL) = limGo(OL/(n™)) (dans la partie I on a défini Go comme un

n
foncteur sur la catégorie des O-algebres dans lesquelles I'image de 7 est nilpotente;
on considérera (M,) comme un pro-objet). En utilisant la variante (I. 4.4.2) de la
définition de Go, (M,) définit une suite (M;); de sous OO -modules libres de
K4®0 = lim K4®0L/(x™).
n

Fixons une base de M. L’application ORO-linéaire My — K?®0 O définit alors
une matrice R a coefficients dans K@eOy,.

Notons w 1'élément 781 de K®0Oy. La O -algebre K ®o00y sidentifie alors a
celle des séries Zb,-w" 4 coefficients dans Oy telles que lim;,_o b; = 0. On

i€Z
montre (cf. (2.1.1) et la remarque suivant (2.2.2)) que les coefficients de la matrice
R ci-dessus sont des séries convergentes sur la couronne ouverte rigide-analytique
{I*| < |w| < 1}, qui se prolongent en des fonctions méromorphes sur le disque
épointé ouvert D* = {|w| < 1} — {0}, avec des poles (au plus) simples situés en les
points w = w, w9, ..

Considérons le résidu en w = 7 de la matrice R comme la matrice d'une application
O_-linéaire My /(w — 7)Mo — L%. On montre (cf. (2.1.2)) que ce morphisme s’annule
sur le sous-module Im F_, /(w — 7) M, (de rang d —1). Cette matrice est donc au plus
de rang 1. On montre (cf. (2.4)) qu’elle est exactement de rang 1, et que la L-droite
vectorielle ¢/(M) engendrée par ses colonnes (qui ne dépend pas du choix de la base
de My effectué plus haut) appartient & ﬁ"(OL) c P4-Y(L).

La construction qui précede est directement issue de celle utilisée par Anderson [A]
pour reconstruire le réseau de périodes d’'un module de Drinfeld & partir du Shtuka
qui lui est associé [D4] [Mu2]. On en donne aussi une variante (cf. (2.1.4)) qui la relie
au morphisme de périodes de Gross-Hopkins-Rapoport-Zink. Cette variante utilise la
filtration de Hodge (1. 3) de

Hpr,; = ([do®Fr)* M;/(w — 7)(1do®Fr)* M;

et 'évaluation de (Ido®Fr)*R en @w = 7 (celle-ci n’est autre que la Frobeniusée de
I’évaluation de R en w = x1/9).

Signalons finalement que pour tout entier n donné (n > 1) on peut calculer
explicitement le morphisme

£80/(n7" ") : GoBo0/(n" ™) — B0/ (x7"").

On se contente d’effectuer ce calcul pour n = 1, et on obtient ainsi explicitement la
fibre spéciale du morphisme ¢’ (cf. les remarques suivant (2.4.3)).

Le chapitre III s’organise de la maniére suivante.
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Dans le paragraphe 1, on rappelle une construction de Q4 due a Deligne (la définition
de Drinfeld est en fait une variante de celle de Deligne, cf. ([B-C] ch. I) ou ([R] §3
App. A)).

Dans le paragraphe 2, on donne la construction du morphisme ¢’ esquissée ci-dessus.
Dans le paragraphe 3, on démontre que £’ est un isomorphisme. Grace 4 un lemme
de Mumford ([Mul], Lemma (4.18)), il suffit de montrer que la fibre spéciale de ¢’
est un isomorphisme (on rappelle que le O-schéma formel G est plat). Ceci se fait
en utilisant la description explicite de cette fibre spéciale mentionnée plus haut.

1 Rappels sur le schéma formel ¢

Les notions qu’on va rappeler sont essentiellement dues & Deligne. La présentation
qu’on en donne s’inspire d’un exposé de A.J. de Jong (Bielefeld, Déc. 92) et d’un
cours de Th. Zink (U.C.L.A, Avr. 89).
Soit un simplexe A de dimension § de I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K) ([T]).
De méme que dans (II. 4), on considérera le simplexe A comme la donnée d’une
chaine

e CAoCAIC---CAs5C---
de réseaux dans K¢ vérifiant la condition de périodicité Ajys+1) =771A;, V5 € Z,
ou encore comme celle d’une chaine

“'Ai,- CAi,-+1 Cee

(avec [Aj : O =1ij et Ay, = Aj).

1.1. — Considérons le foncteur Ha suivant, de la catégorie des O-algébres vers
celle des ensembles. Lorsque B est une O-algebre, Ha(B) est I’ensemble des classes
d’isomorphie de diagrammes commutatifs

mAs € Ao <€ -+ C Ag
e
n g ')
Cs " > Co e Cs

ou pour tout j € Z/(§ + 1)Z, L; est un B-module inversible, a; : A; = L; est une
application O-linéaire et I : £; — £;41 est une application B-linéaire, tels que pour
tout j € Z/(8 + 1)Z le morphisme B-linéaire

a,-®IdB:A,'®oB—§[,j

soit surjectif.
Nous utiliserons dans le paragraphe 2 la remarque suivante.

Remarque : Pour vérifier cette derniére condition, il suffit de le faire sur la fibre
spéciale
AJ’ -_— ﬁj ®p Bo
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du morphisme a; (on rappelle qu’on note By = B/()).
Lorsque A’ C A est un sous-simplexe, on dispose d’un morphisme d’oubli

HA — Hp:.

Lorsque g € GL4(K) envoie le simplexe A = (A;);ez sur le simplexe A’ = (gA;) ez
on définit un isomorphisme
g:Ha — Hpr

en associant & une donnée (a; : A; = £;,1I) ez comme ci-dessus la donnée
g—l o;
(gAj — Aj — L,-,H),-Ez.

On plonge le foncteur Hy comme sous-foncteur fermé dans H IP(A;) en associant
0<5<é
4 un diagramme comme ci-dessus la suite des quotients

(Aj ® B Lj)o<j<s -

Le foncteur Hx est donc représentable par un sous-schéma fermé de H P(A;).
0<5<6

Mentionnons sans démonstration le fait suivant, qui est un analogue de la proposition
(II. 1.6) et se prouve de la méme maniére.

Fait : Le schéma Ha est celui obtenu & partir de P(A;) (j € Z) en I’éclatant
successivement le long du sous-schéma fermé P(A;/A;_;) de sa fibre spéciale, puis
le long du transformé strict de P(A;/A;_2),..., puis le long du transformé strict de
P(Aj/Aj—5). Le O-schéma Ha est donc un schéma régulier, dont la fibre spéciale est
un diviseur & croisements normaux.

1.2. — On va maintenant définir un sous-schéma formel ouvert ﬁoA du complété
m-adique Hp de Ha.

Définition 1.2.1. —

1. Le sous-schéma ouvert QQ de la fibre spéciale Ha o de Ha est le complémentaire
des fermés

{aj(m) =0} (€Z/(6+1)Z, m € Aj/nA; — Aj—1/7A;)
2. Le sous-schéma formel ouvert Q19 de Ha est la restriction de Hp Q% C Hap.
Lorsque A’ C A est un sous-simplexe, on construit une immersion ouverte
Qa = 0
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rendant le diagramme
QOA —— H A

I !

09, —— Ha
commutatif.
Pour décrire 'immersion ouverte ci-dessus, il suffit de le faire dans le cas ou A’
s’obtient & partir du simplexe A en oubliant le s-iéme sommet A;, (0 < s < J).
Lorsque B est une O-algébre dans laquelle I'image de 7 est nilpotente, I'immersion
ouverte ci-dessus associe & un diagramme

mAi; ¢ Ay ¢ -+ c A, c D, ¢ oc Ay
laaw—l lao 1“:—1 la--t-] laa
[:6 ACO ‘C.s—l C.s+1 —> ——>£5

appartenant a {13, (B) le diagramme

A, ¢ A, ¢ - ¢ A, ¢ Ay, c Ay, ¢ e Ay
law" lao la--x la.ﬂ las“ laa
Ls Lo ol L,y Lot Lot1 > o Ls

En ordonnant l’ensemble des simplexes de l'immeuble de Bruhat-Tits par
I’inclusion, les immersions ci-dessus ferment un systéme inductif.

Définition 1.2.2. —  Le schéma formel ¢ est la limite inductive limg ﬁ&.
A€|BT|

Remarque : a¢ peut-étre défini comme le complété w-adique du O-schéma Q¢ suivant.

Eclatons le schéma ]F’"O‘1 = (o) le long des points rationnels de sa fibre spéciale,
puis le long des transformés stricts des droites rationnelles, ..., puis le long des
transformés stricts des hyperplans rationnels de cette fibre spéciale. On obtient ainsi
un O-schéma ;) (cf. figure (1.2.3)).

Les diviseurs exceptionnels £; ,, de la suite d’éclatements §2(;) = (o) sont des qu'l
éclatés. Soit U; I'ouvert complémentaire dans la fibre spéciale de §2(;) du transformé
strict de celle de 2(g). L’ouvert U; est réunion disjointe des ouverts Uy, = U1 NE1,m,

qui sont isomorphes en tant que F,-schémas 4 des ouverts d’espaces projectifs ]qu'l.

On répete alors le long des ouverts U; ., de la fibre spéciale de ;) la suite
d’éclatements le long des points rationnels, puis des transformés stricts des droites
rationnelles, ... décrite plus haut. On obtient ainsi un O-schéma ()(;). En répétant
le processus, on définit une suite

~~——)Q(n+1) —)Q(n) ——)--'—)Q(o)
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de O-schémas, chacun obtenu a partir du précédent par une suite d’éclatements.

Si I'on prive {(,) des centres des prochains éclatement (n41) — €(n), on définit
une suite d’immersions ouvertes

e N R R U AL
Le O-schéma Q¢ est la limite inductive de cette suite.

Fig. 1.2.3. (d=2¢et ¢ =2)

et A
.I.

4 PN

4 ¢

R,

) 2)
—_— o —_—
——t o ¢ >
—o— 1 —o— —_—

a0 Q)

4
AU
Q?0) o)

(les points marqués sont les centres des prochains éclatements; les points cerclés sont
ceux & enlever).
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Si g € GL4(K), le complété

g:Ha — Hga
de 'isomorphisme (1.1) envoie 3 sur ﬁg a- Ceci définit en fait une action de GLa(K)
sur le systéme inductif (ﬁOA)A, et donc sur la limite inductive 9.

Fait : L’action du centre de GL4(K) est triviale.

1.3. — On va donner une description plus explicite de ﬁoA et de la restriction a ﬁOA
de 'objet universel de Ha.

On commence par le cas ol le simplexe A est maximal. On peut alors supposer que
A est le simplexe ®V défini par &Y = *P~0¢, (Vi € Z) (o1 P est la matrice (. 4.2)).

On rappelle qu’on note (ey, ... ,e4) la base canonique de O¢.

On peut identifier le schéma formel ﬁg,v au spectre formel du complété r-adique de

Ole: (i € Z/dZ), ™) / (.egdzc.' -)

(on note a = [] a, ol ¢ parcourt Z/dZ et A parcourt Fi~* — {0}, avec
axi =14 Aicic1 + Aacim1Ci—2 + -+ + Aa—1Cim1 *** C14i—d)

de telle sorte que la restriction & ﬁgv de I'objet universel sur Hgv soit la suivante.

Le module £; est le module libre de base 1; I’application a; associe 1 & tP e et
Ci—1Ci-2"° " Cjti—d

atP~'e; (1 <j<d-1); lapplication [] : £; =& L;41 est la multiplication par c;.

Le fait suivant sera utilisé dans le paragraphe 2.

Fait : Soient HY, le sous-schéma ouvert de la fibre spéciale de Hgv complémentaire
des fermés {o;(*P~'es) = 0} et HY\ le sous-schéma formel ouvert de Hpv obtenu
par restriction & H3, . Le sous-schéma formel H3, de Hgv contient 3, comme sous-
schéma formel ouvert. On peut encore identifier I?gv au spectre formel du complété
m-adique de

Olc: (i € Z/dZ)] /( M «-m

i€Z/dZ

de telle sorte que la restriction & ﬁgv de l'objet universel sur Hgv admette la

description ci-dessus.

Considérons ’action du sous-groupe d'Iwahori !B* (I. 4.2) sur Hgv. Le sous-schéma

formel Q3 de Hgv n’est autre que n gH3v (I'action sur la fibre spéciale de Hgv
get BX

du sous-groupe ouvert 1+ 7*B de BX est triviale, de sorte que I'intersection ci-dessus

est finie).
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Remargue : L'ouvert H3y joue en fait un réle analogue a celui de H(Grassi)?,vi dans
i

(IL. 2.5).

Considérons maintenant le cas ol le simplexe A n’est plus forcément maximal.
On peut supposer que A est le sous-simplexe

T} C®Y C---C By

(0<ip<iy<---<isg <d—1)de ® . La fibre spéciale de 2 est alors I'ouvert de
Q3+ complémentaire des fermés

{I1:L; = Liy1 =0} (i € Z/dZ~ {so, ... ,is}).

La restriction a ﬁg de I'objet universel sur Ha s’obtient par restriction a ﬁoA c ﬁg,v
de ’objet universel décrit ci-dessus et par oubli de ) — L; (i € Z/dZ—{io, ... ,is}).

2 Le morphisme ¢’ : Go — (¢

2.1. — On a construit deux systémes inductifs munis d’actions de PGL4(K),
(GQ)aepr| (II. 4) et (2%)aeipT|(1), tous deux indicés par ensemble |BT| des
simplexes de I'immeuble de Bruhat-Tits.
On construira dans ce paragraphe un morphisme PGL4(K)-équivariant de systémes
inductifs N .

¢ : (GA)aer] — (QA)aeppT|

qui induira & la limite un morphisme PGL4(K)-équivariant
€I :Go — ﬁd.

L’action de PGL4(K) sur ’ensemble d’indices du premier systéme n’est pas ’action
usuelle sur |BT|, et en differe par l'involution g — *¢g~! de PGL4(K). L’action de
PGL4(K) sur I'ensemble d’indices du second est ’action usuelle. L’endomorphisme
d’ensemble ordonné de |BT| associé au morphisme £’ ne sera donc pas l'identité.
Ce sera en fait I'involution qui & un simplexe A = (A;);ez associe le simplexe dual
AY = (AY;)jez, ol on note

AV = {z* € K| (z*,z) € O,Vz € A}

pour A C K¢ (on identifie le K-espace vectoriel K¢ & son dual de la maniére évidente).

Pour définir le morphisme § !, on va considérer Go et ¢ - ou plus précisément les
GYv et QY - comme des foncteurs sur la catégorie STSCo des O-algébres sans torsion
séparées complétes pour la topologie m-adique, et construire un systéme inductif

(€ : Gav — OQ)aepT)

de morphismes fonctoriels.
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On va maintenant énoncer une proposition sur laquelle repose la construction. En
admettant momentanément cette proposition, on donnera ensuite la construction des
morphismes £/, .

Soit B € STSCo. On note K®B le produit tensoriel complété vis-a-vis de la topologie
w-adique sur les deux facteurs (dans le chapitre I, on considérait des produits tensoriels
de cette sorte pour une O-algebre B dans laquelle I'image de 7 était nilpotente; on

a en fait R
K®B = lim K®B/(")).
n

On considérera K®B comme la O B-algebre des séries formelles

b=) r'®b

i€z

telles que lim;_,_o, b; = 0.
Lorsque b est une telle série, on s’intéressera plus particuliérement & la série

b(r) =) ='b;

i€Z

dont le terme général est calculé dans B[r~!]. Cette série est en général divergente
pour la topologie 7-adique (voir cependant (2.1.1)).
En utilisant la variante (I. 4.4.2) de la définition de Go, un pro-objet
(M,) € Go(B) peut étre vu comme une suite (M;); de sous-O®B-modules de
(K®B)? dont la réduction modulo (1 ® 7™) vérifie (I. 4.4.2) pour tout entier n.
Le point-clé de la construction des morphismes £/, est alors

Proposition 2.1.1. — Il eziste un OB sous-module ©p de KQB (ne dépendant que
de B) qui vérifie les conditions suivantes:
(A) —
(a) Lorsque b = Ew'@bg appartient a Op, la série
i€Z

b@ = (Idxk@Fr)b = Y _ n'®b?
i€Z
appartient aussi ¢ Op ;

(b) lorsque b appartient & Opg, la série (yxb)(7) (ou on note, comme dans
(I.3), " =7"®1—1Q7) a son terme général dans 7B et converge pour
la topologie m-adique;

(c) en particulier, lorsque b appartient ¢ ©p, la série b(9)(r) converge aussi (c’est
le produit des séries convergentes yx (q)(7r) et (Yxb) D (7)) ; la série (v, b(D)(m)
est alors de somme nulle.

(B) Pour tout simpleze A = (Ay;)jez (cf (II. 4.2)) et tout (M,) € @OA(B), le sous-
O®B-module M; de K*®B vérifie inclusion

M; C Ai_-}-d-l ®0 Op
pour tout i € Z (la notation A~ est celle de (II. 4.2)).
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Avant de donner la construction des morphismes £/, , on va encore faire une remarque

Remarque : La preuve de la proposition (2.1.1) sera constructive. On introduira
d’abord (2.2.1) le sous-module ©p de K®B. On vérifiera ensuite respectivement
dans la suite de (2.2) et dans (2.3) les propriétés (A) et (B).

2.1.2. — Construction des morphismes § /5.

Fixons un simplexe
A = (Aj)jez = (Ay;)jez € | BT|

de dimension 4.
Le morphisme O-linéaire

93 — B
b— (7.b)(r) (2.1.1A(b))

induit pour tout j € Z un morphisme
Ajt+s+1 ®0 O — Ajis11 ®0 (1B) = A; ®0 B.
On note AV = (A:’;/ )jez (cf. (II. 4.2)) (de sorte que A;’}, = (Ai_;)Y = AYL)).
Soit (M,) € 6°Av (B). En composant l'inclusion
(2.1.1B) My, C (AV),-}H ®oOp=AY; ;_,®Op

avec le morphisme
A!j—J—l ®o GB — A\i] ®o B

on obtient pour tout j € Z un morphisme
AJ : Mi;.’-l—l — A\iJ ®o B.

11 résulte de la commutativité du diagramme

(IdoéFr)‘M,-}/ — My 1

! !

(A)7 441 ®0 (UoBF)*0p 22 AV, 9005

et du fait que lorsque b € ©p, (7,b®)(m) = 0 (cf. (2.1.1 A (c)) que le morphisme
composé

Fiy A;
(Ido ® FI')‘M‘;I '—J} M,‘;’+1 —i} AZJ ®o B
est nul. Le morphisme A; induit donc un morphisme (encore noté de la méme maniére)

Aj : wiy = Coker Fyy — AY;®0 B.
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Pour tout j € Z, on note £, le B-dual de Wiy II le B dual du morphisme

wiy — wiy,,

induit par 'inclusion
iy Ty, -1
M,';_r - Mi;,q_l - ... 2, M,-zlj“)
et
aj:Aj®B — L;
le B-dual du morphisme A(_j).
Le diagramme

Ao ¢ Ay c -+ c As Cc A5+l 7l'—1Ao
Ea(M,): 1"0 l“l laa laux lao'w
Eo—L>£1 L ";[,5 Ll Lsy) =———= 1L,

est alors commutatif.
La proposition suivante achéve la construction. Elle sera démontrée en (2.4).

Proposition 2.1.3. —
1. Pour tout (M,) € GQv(B), le diagramme &', (M,) appartient & Q% (B) ;
2. la famille de morphismes

(€n:Gav — WQacisr (. (1)
est un morphisme de systémes inductifs; ce morphisme est de plus PGL4(K)-

équivariant.

La construction qu’on vient d’exposer est inspirée d’un travail d’Anderson [A]. On va
en donner une variante qui la rattache au morphisme de périodes de Gross-Hopkins
(cf. [G-H] et [R-Z]) en la reliant & la cohomologie de de Rham.

2.1.4. — Variante de la définition des morphismes A;.
Soient (M,) € Go(B) et i € Z.
On rappelle qu’on note

Hpr(M,); = 1do®Fr)* M; /v, (Ido&Fr)* M;

et que le morphisme
Vi: My, — (Ido®Fr)* M;

induit un morphisme

w; = Coker F; — Hpr(M,); (cf. (I. 3))

Le morphisme (2.1.1 (c))
M; > K*®0 05
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induit d’autre part un morphisme
Hpr(M,); — K* ®0 (Ido®Fr)*©5/vx(1do&Fr)*Op.
Considérons maintenant le morphisme B-linéaire
(Ido®Fr)*© 5 /7-(IdOBFr)*©5 — B
défini par le morphisme Fr-semilinéaire (2.1.1 (b))

©p — B
b — b (r).

En composant celui-ci (ou plut6t son tensorisé par K¢) avec le morphisme précédent
on obtient finalement des morphismes

Hi: Hpr(M,)i — K¢ ®0 B

et Aj:w; —> Hpr(M,): M, K¢ ®0 B.

On revient maintenant aux notations utilisées lors de la construction des morphismes
¢'s : on fixe donc un simplexe A et on suppose que (M,) € G3v(B). Pour tout j € Z,
il résulte de la commutativité du diagramme

Viv R
Miy 1 - (Ido®Fr)* Myy
T A\ij—d—l ® GB
Ym A 521 ® 1O ~— (AV) 441 ®0 (1d0®FY)*Op

que le diagramme

wi;.‘ [ S HDR(M.),'}/

lAin lA:Y

A,®8B —>Ki@yB

est lui aussi commutatif. Ceci fournit donc une autre construction du morphisme
A,'}' ® B [7!' _1].
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Remargque : Soient (M,), (N,) € ModS(d)(B) (I. 4.4.4) et
@Yo : (Mo) ®p Byp — (No) ®p By

un morphisme (on rappelle qu’'on note By = B/(r)). En utilisant le lemme (I. 3.1.3),
on voit que le morphisme ¢y posséde un relévement virtuel canonique

“o" : (My) — (Ne) ®0g) (K®B).

La preuve (2.3) de la proposition (2.1.1 (c)) montre aussi que “p” se factorise a travers

un morphisme
(M,) — (N.) ®035) OB

qui induit alors un morphisme
“H” (o) : HpRr,e(M,) —* HpRr,e(Ns)

de modules gradués.

L’idéal (7) de B est muni de puissances w-divisées (z — “z?/7”) [G-H] canoniques,
et on peut considérer que ce fait traduit la nature cristalline de Hpg.

On peut en fait vérifier que le morphisme “H”(ypo) ci-dessus coincide avec le
morphisme Heis(po) défini par Gross et Hopkins [G-H| en daptant la “théorie de
Dieudonné explicite” (& base de quasi-logarithmes, cf. [K2]) dans le cadre des O-
modules formels.

2.2. — On rappelle qu’on note v, P’élément 1 ® 1 — 1 ® 7 de OB (cf. (I. 3)). On
notera, aussi 7,(,"") l'élément (Ido®Fr" )y, =7 ®1—-1®@ 77 et

CARED DL Lk
i>0

Pinverse de 'y,(,"") dans K®B. On notera pour simplifier (n > 2)

T = g e eg@®™)
Ty ™ =7t 7@ = (o)~

et on posera I‘srl) = Y, I‘$,°) =1.
Définition 2.2.1. —
1. Le sous O%B-module ©p , de K®B est (pour n > 1) le sous-module engendré
par
L, (1®n),... . Iy™M1er’").
2. Le sous O®B-module ©p , de K®B est l’adhérence pour la topologie (1 ® )-

adique du sous-module ©p o = U ©Bn.
n>1
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On voit immédiatement sur cette définition que © g vérifie la propriété (2.1.1.A (a)).
On va maintenant prouver (2.1.1.A (a)). Il sera commode de noter w =7 ® 1 et de

considérer b = Zb;w‘ (b; € B,Vi € Z) comme une série en w. Lorsque 2z est un
i€Z
élément de B[r~!]%, on notera b(z) la série (a priori divergente)

S b
i€Z

On note B;.,. ’ensemble des éléments topologiquement nilpotents (i.e. dont une
puissance appartient 4 7B) de B.

On considére pour tout entier n ’ensemble

Cn(B) ={2 € By.n. | (32’ € By.p.); 22 =77}
et pour n > 1 son sous-ensemble

C.(B)={z€r"B| (37" € B);2z" =29 };

La propriété (2.1.1.A (b)) résulte de la proposition suivante:

Proposition 2.2.2. —  Pour tout entier n > 0, pour tout 2 € Cp(B) et pour tout
b e r&”’ef,, la série b(z) est convergente; son terme général appartient & B, et
méme & 7" B lorsquen > 1 et z € C,,(B).

Avant de démontrer la proposition (2.2.2), qui est ’énoncé central de ce paragraphe,
on va faire une remarque afin d’en éclairer le sens.

Remarque : Notons
D= {|w| < 1}
le disque unité ouvert rigide-analytique sur K,

Cn la couronne ouverte {|7?" | < |w| < 1}

et

D* =D - {0} = | J Ca,
n>0
le disque épointé.
Considérons la fibre générique au sens de Berthelot (SpfB)x ([Be] (0.2.6)) du O-
schéma formel SpfB, et notons encore

DB[?I'-l B cn,B[w“] et D*B[qr—l]

les (SpfB)xk-espaces rigides obtenus respectivement & partir de I, C,, et D* par le
changement de base (Spf B)x — SpmK.
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Il résulte alors de (2.2.2) que la série T{™b définit sur Cn,Bjx-1) une fonction
holomorphe (dont les valeurs sont majorées en norme par 1, et méme par |7"| sur la
couronne fermée {|7?" | < |w| < |x"|}.

L’élément b de © g définit donc sur D;;[,_,] = U Crn,B[~-1] une fonction méromorphe,

n>0
dont les poles sont au plus simples et situés le long des hypersurfaces d’équations
w =79 (n > 0). La série (7,b)(r) utilisée dans (2.1) calcule simplement le résidu
de la forme différentielle b(w)dw le long de I'hypersurface d’équation @ = , et on
peut de méme interpréter b(?(r) comme la puissance g-i¢me de b(x1/9).
L’espace des telles fonctions méromorphes et le résidu ci-dessus ont déja considérés
(dans le cas od B[r~!] est le complété m-adique d’une cloture algébrique de K) par
G. Anderson [A] dans le cadre d’une construction déja mentionnée dans 'introduction
de ce chapitre.
Preuve de la proposition (2.2.2) :
On fixe un entier n > 0.
Rappelons qu’on note b = Z b;w' (b; € B,Vi € Z) les éléments de K ®B.
i€Z

Soit #(Cn(B)) I'ensemble des b € K®B vérifiant

1. bp € "B

2. b_; € 7" B, pour tout entier ¢ > 1.
Il résulte des inégalités n < ¢" < 2¢™ < --- que H(Cn(B)) est un O®B-module. De
plus on vérifie facilement que H(Cr(B)) est fermé pour la topologie (1 ® 7)-adique
sur K®B. La proposition (2.2.2) résulte alors du lemme suivant :
Lemme 2.2.3. —

1. On aT{MOp C H(Ca(B)).

2. Pour tout z € Cp(B) et pour tout b € H(Crn(B)), la série b(m) est convergente.

Son terme général appartient @ B, et méme & 7™ B lorsque n > 1 et z € CJ(B).
Preuve : D’aprés ce qui précéde, il suffit pour démontrer le premier point de vérifier
que les éléments de la famille génératrice
rsrn)1 7r’71(rq) Tt 71(rqn-l)1 s 17rq"—l g ’qu-‘7;(q") . '7;(qN-l)9 oo

du O®B-module T{™0 B,co appartiennent & H(C,(B)). Les (n + 1) premiers d’entre

eux
1

VO ..7,(;1"'1),... a9

appartiennent & O®B et ont leur terme constant dans 7™B, comme on le voit en
utilisant I'inégalité £ < ¢*~! (£ > 1). Pour les éléments restants, on remarque que
lorsque m > n la série

7" 7;(41"‘) =g Z a(i—1)q™ =i

i>1

peut &tre considérée comme un élément de (19" w~)B[[r? w~!]] C K®B. Il en est
alors de méme du produit

V=M A=) .y~ (N > p+1)
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qui appartient donc & H(Cy(B)). On a pour N > n+1'inégalité (N —n)q™ < g¥-1et
1 _(an _(aN-1

79" 7@ 7@ appartient donc aussi A H(C,(B)), ce qui achéve la preuve

du premier point.

La preuve du deuxiéme point est facile et laissée au lecteur. O

2.3. — Preuve de la proposition 2.1.1 B

Fixons un simplexe A de I'ensemble de Bruhat-Tits de PGL4(K) et considérons un
pro-objet (M,) € G (B).

On rappelle qu’on note By = B/(r). 1l résulte de la définition (II. 4.2.2) de G% que
la réduction R;o modulo (1®7) du morphisme

Ri: M; - K*®B
se factorise par A7, ;_;®Bo.
Choisissons un relévement modulo (1&7)
RY: M; — AL, 8B,

du morphisme de @®R By-modules Rio.
Il résulte de (I. 4.4.1) que la suite (R}), définie par

R} = 77 1dg«®Fr o (Ido®Fr)*(RY 0 Iy,i) Vi1 (n 2 0)

(o1 la notation V est celle de (I. 3))
est telle que R; = R? ((1® 79" )K®B). Le morphisme R} appartient 3

I'; " Hompgp(M;, A, 4_,8B) C Hompgp(M;:, K*®B).
11 résulte alors de la congruence R™**! = R (187" )(Vm > 0) que
R} €0Op,, HomoéB(M;,A;d_IQ%B) (Vn >0)
(remarquer que
;m08B N (1877 )K®B = I'; ™+ (187" )OBB).

La limite R; de la suite (R}), appartient donc & ©p Hompgp(M;, A7, ;_,®B), ce
qui acheve la preuve. O

2.4. — Preuve de la proposition 2.1.3

Le lemme suivant va permettre quelques réductions. Sa preuve (facile) sera laissée au
lecteur.

Lemme 2.4.1. —
1. Si A’ C A est une inclusion de simplezes et si (M,) € G‘(’A,)v (B), le diagramme
& (M,) (2.1.2) s’obtient par restriction & partir du diagramme &5 (M,).
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2. Soient g € GL4(K), (M, € GQv(B) et (*}¢97M,) € @?QA)V limage de (M,) par
le morphisme (II. 4.1)

g: éoAv — 50
(M) — (Y9~ M.).

Le diagramme &) A(*g™" - M,) n’est autre que
(gAe — Ay — L)

(ot (Ae = L,) est le diagramme €4 (M,) (2.1.2)). O

11 résulte déja de ce lemme que pour prouver la proposition (2.1.3), il suffit en fait de
prouver (2.1.3 (1)). En effet, pour une inclusion de simplexes (A’ C A), en utilisant
(2.4.1 (1)) et la commutativité du diagramme

ﬁOA ——> Hp
(1'2) T lreatriction

Q&, — HA'

on voit que les morphismes £, et £, obtenus par (2.1.3 (1)) seront compatibles
aux inclusions G?A')V o @gv et Q% & 5"Av ; la PGL4(K)-équivariance s’obtient
immeédiatement & partir de (2.4.1 (2)).

Gréce & (2.4.1 (2)) et au fait que PGL4(K) agit transitivement sur les simplexes
maximaux de son immeuble, on peut se contenter de prouver le cas particulier de
(2.1.3 (1)) ou le simplexe A est supposé inclus dans le simplexe maximal & (cf. 1).
Finalement, en utilisant la remarque (1.1) et le fait que ﬁ& est ouvert dans Ha
(cf. (1.2)), on voit qu’il suffit de vérifier que lorsque (M, ) € G+ (B), la fibre spéciale

€r0(Me) = (Ae — Lo ®p Bo)

du diagramme &), (M,) appartient & ﬁoA(Bo) (on rappelle qu’on note By = B/(~)).
Ces réductions faites, on va maintenant calculer explicitement la fibre spéciale
€a,0(M,) du diagramme £, (M,). Le résultat obtenu permettra ensuite d’ achever
(cf. (2.4.4)) la preuve de la proposition (2.1.3).

Compte tenu du lemme (2.4.1 (1)), on peut se contenter de faire le calcul de &, 4
dans le cas oi A = ®V. Le résultat obtenu est énoncé dans la proposition suivante.

On rappelle (cf. 1) que pour tout i € Z, ®Y est le O-module libre de base
(tPtey,... ,tP7tey).

Le O-schéma formel G est muni des coordonnées (vi[i]) (1 < j < d — 1,
i € Z/dZ) (II. 3.1). On pose, pour simplifier les notations
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wli] = v? ] — v i)9(cf. (1L 3.2)),
wili] = (1 -Vl < <d - 1),
vl =1

pour tout i € Z /dZ.

On note GS (cf. II) la fibre spéciale de G3.

Proposition 2.4.2. — Le diagramme {{,v,o(M.) est le diagramme

c & c ¥, c

a;g A4l

Wi—1 i Titl
...-‘)OGg : OGQ. ’+'...

suivant.
1. L’application O-linéaire o; a pour matrice

(Z2[-i+1],...,z4[-1 +1])
(o4 Pon pose
zelj] = v [flue-1lj — Nuealj = 2 wlj - € +1]

pour tous les £,7);
2. le morphisme II; est la multiplication par w[—i).

Preuve : Le schéma formel 69‘, est affine (cf. (II. 3.1)). Dans ce qui suit, il sera
commode de poser G3 = Spf(Buniv)-

De plus, pour tout i € Z, on notera (£;[i])o<j<d—1 la base (II. 3.2) du O&Byniv-
module M;.

On rappelle que le diagramme

€<I[>V (MO) ®0 Buniv : (Q;/ ®0 Buniv ﬁ?ﬂ, E.) (21)
est obtenu par dualisation & partir du diagramme (2.1)

C Qi ®o Buniv c q’i+1 ®o Buniv c

TA.' IAHI (i€z)

Wy > Wiy] —— > -+

Les fleches horizontales qui figurent dans le diagramme précédent sont induites par
les inclusions II; 41 : Miy1 < Miyo.
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On va d’abord démontrer le deuxiéme point. Pour tout i € Z et tout
0 < j < d -1, on note ¢;[i + 1] I'image dans Coker(F; : (Ido®Fr)*M; — M;y,)
de €;[i + 1]. Lorsque j < d — 2, le vecteur

—wli — jle;[E + 1] + j41[d + 1]
appartient & I'image de F;, et par conséquent

Le Byniv-module inversible w; = Coker F; est donc engendré par le vecteur &g[i + 1],
que nous utiliserons désormais pour identifier w; & Bypiy.
Le morphisme w;_; — w; associe €} [i + 1] = w[i]eg[i + 1] & €p[¢]. 11 s’identifie donc &
la multiplication par w(i].
On identifie aussi le Bypjy-module £; = wY; & Byniy de la manitre évidente. Le
morphisme

Li = Lip

dual de
W—j—1 HwW—;

est alors la multiplication par w[—3]. Ceci achéve la preuve du deuxiéme point.
Pour démontrer le premier point, on va calculer le morphisme

(2'1) Byjiv = wj "A;) ®; ® Buniv

modulo 7.

1% ETAPE: approximation des morphisme A;. On va de nouveau utiliser la méthode
d’approximation (2.3) qui a servi & établir la proposition (2.1.1.B) - ou plutét sa
variante ou 'on pose

R =771 0 Fp o0 (Ido®Fr)*R} o V.

Le lecteur désireux d’éviter cette variante peut aussi supposer qu’on a relevé la famille
R; en une famille R? comptatible aux inclusions M; = My et ®;44-1 C B34 (il
n’y a pas d’obstruction 4 cela).

Soient n > 0 et ¢ € Z. De méme qu’en (2.1.2), il résulte de la commutativité du
diagramme

(1do®Fr)* M; L, Mg
1(Ido§Fr)‘R? lR;‘;‘J
®i+d-1 ®0 ([do®FY)*Op,,,, — Pitd ®0 OB,
que le morphisme

A?+1 : Mi+1 — Qi ®o -Buniv
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induit par R} et par le morphisme « résidu en 7 » (2.1.1.A (b))
©B,.v — TBuniv
vérifie A7 o F; = 0. Celui-ci définit donc un morphisme

A7+ : Coker F; — 9; ®0 Buniv-

On va maintenant voir que les morphismes A? (n > 1) permettent de calculer des
approximations des morphismes 4; (2.1).

Soit B une O-algebre sans torsion séparée compléte pour la topologie m-adique.
Lorsque b € ~7,0p N (189" )K®B, la somme b(r) appartient & 79" "B (cette
propriété est en fait déja vérifiée en remplagant 7,Op par le ORB-module
H(C1(B)) D vxOp introduit dans la preuve de (2.2.2)). De ceci et de la congruence

R?+1 = RH-I ((léﬂ'q" )K@Buniv)

on déduit la congruence A} = 4; (79 ~"1)
28me grapE Pour calculer les approximations ci-dessus, on utilisera le relévement R?
de R; o qui a pour matrice

. d-1

PHI71Y " Ptdiag(v! ‘[~ s])ogjca-1 P
=0

(on rappelle qu’on note v?[j] = 1)
en prenant (g;[i])ocjcd—1 comme base de M; (cf. le début de la preuve) et
(P~*%*1¢;)1<j<a comme base de ®;14_1. A partir de maintenant, les morphismes
R?,, et A7 seront ceux calculés en utilisant ce relevement RY.
Pour ce choix particulier du relévement RY, le lemme suivant améliore la congruence
A} = A;(m772) déja obtenue.
Lemme 2.4.3. — Le morphisme A} satisfait la congruence A} = A;(797'). En
particulier, on a A} = A;(r) (méme lorsque g = 2).
Admettons provisoirement ce lemme et terminons la preuve.
3°Me grApE On va maintenant calculer les morphismes Al
Avec une notation évidente, le morphisme A} n’est autre que 7~ (v R}, )(7).
On va donc calculer la matrice du morphisme

R}_H =7;to Fg ;o0 (Ido@Fr)'R? oV;
(cf. 1%7© étape) dans les bases respectives (€;[i])o<j<d—1 et (P~ "% ejq1)o<j<d—1 de
M; et ®;pq-1.
Pour pouvoir écrire les morphismes Fp ;, (Ido®Fr)*R?,V; - - comme des matrices, on

identifiera les O® Byniv-modules libres (Ido®Fr)*(O%@Byniv) et O*®Byniv 4 l'aide
de 'isomorphisme Idg+®Fr. Lorsque

C=(cf) (0<i<d-1,0<;<d~1,¢] € K&Bunw)
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est la matrice d’un tel morphisme, celle de (Id®Fr)*C sera alors

c@ = ((cg)(q))

ilj
On laisse au lecteur le soin de vérifier que le morphisme
Vi : Miy; — (Ido®Fr)* M;

n’est autre que

d—1
P Z(P 1. diag(w[—j])ogjcda—1) P
£=0
On a alors
Rl = 7;'Fs; o (Ido®F)*R] o V;
= 7 'P(R)PV;
= 71 pitd gt p-itd-l
en posant
by d—1 '
§' =3 Pt diag(v*~[~i]); - ) (P diag(w[-4"));)*
£=0 =0

(7 et j' parcourent {0,...,d —1})
4%™e graApE Calculons la matrice St.

On a
d—1 -1 -1
Sl = Z P“’diag(v"“[—j]); . Z P~ diag( H wlj’ + m]);r
£=0 =0 m=0
, -1
= Y P "diag(v?¢—j +£]7 [] wl~j +m]);.
0<L,t'<d—1 m=0
On pose

At ') = diag(v*~“[—j + €]¢ T[] wl-j +m]);
m=0
lorsque 0 < £,¢! <d-1et
A, l)=0
lorsque (¢,¢') ¢ {0,...,d —1}2.
On a alors
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d—-2

d—-1
St=3"PL Y AW+ ) PE Y Awre)
L

=0 L+0=L L'=0 L40=L"+d

d-1
=y P‘L( Y age)+@ey) Y A, e')).
L=0 t+e=L t40'=L+d
(on rappelle qu’on note u,[j] = (1 — v?[§]9~1)~1).
En utilisant les équations (IL. 3.1) de G% et les relations

d-L-1
v 4] = H wlj +m+n—dum[j +m+n—dv*L[j+n - L

m=d-n

qui en découlent (pour 0 < L < n < d - 1), on vérifie par récurrence sur n que

n (L-¢)-1 L-n-1
S+ @ -0F JI whi+ml=v""+L-n] [] wlj+m]
£=0 m=0 m=0

pour 0<n<L<d-1etque

n (L+d-£)-1 d—L-1
Zvd—‘[j+(L+d—£)]" H w[j+m] = 7t L[] H Um[j+L+m]
(=L m=0 m=d—n
pour 0<L<n<d-1.
Lorsque L = n, la premiére somme n’est autre que v?~Z[j]; lorsque n =d —1, la
deuxiéme somme n’est autre que 7z4—r[j] (z4-L[j] est 'élément de Byniv défini dans

’énoncé (2.4.2)). Les deux sommes 3_,, ,_; A(6,€) et 30, p_p 4D, ) figurant
dans l’expression de S! sont alors respectivement égales a

diag(v*~*[-7]); et = diag(za—r[-3] — v*~*[-4]);-
On a donc
d—1
S' =) P~ Ldiag(v*~*[-j] + 7 ®n(2a-L[-j] - v [=4)));.
L=0

58M€ prAPE On va achever le calcul de A2, et & partir de 14 la preuve de la proposition
(2.4.2).

Le morphisme R}, est

d-1
(r®1)y;! E P+ 1gjag (v L+ 1 - gl + 7 @ w(ma-pfi + 1 — 5] —v? Ll +1
L=0
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Le morphisme A} est alors

d—1

Y P~Ydiag(zr 41[-1])ogjca-1
L'=0

(en posant L' =d—1—L).
On rappelle (cf. la preuve ci-dessus du deuxiéme point) qu’on a identifié w; & Byniv &
l'aide du vecteur €j[i + 1]. L'image de ce vecteur par A} est la premiere colonne

z[i + 1]

zéfi + 1)
de la matrice A}. Le dual o} ® Byniv du morphisme Al ; a donc pour matrice
(z1[-2 +1),... ,24[-0 +1]).
Ceci acheve la preuve du premier point. O

Preuve du lemme (2.4.3) :
Pour tout ¢ > 2, on a ¢ — 3 > g — 1. Il suffit donc de prouver que A2 = Al(7?71),
d’aprés les congruences A? = A;(m? ~™~!) obtenues plus haut.
Remarquons d’abord que
3 d-—l .
R} - R} =;'(1@ P41y " P~*. diag(za_e[—3]);P~"
£=0

(o1 j parcourt {0,...,d —1}.
Le calcul qu'on va maintenant faire est analogue a celui de R},, (étapes 3 et 4).

On a
R}, — R, =7;' o Fp; o (Ido®Fr)*(R} — R]) o V;
=77 "7 (1 @n?) PHT P!
en posant
d-1 d-1
T =) P~'diag(z4-1[-4]); Y (P~"diag(w[—35]);)*
£=0 =0
(7 et j' parcourent {0,...,d —1}).
On pose
-1
A'(e,€) = diag(za-[-j +£]° [] wl-i +m]ogica
m=0
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lorsque 0 < £,/ <d-1et

A, l)=0
lorsque (¢,¢') ¢ {0,...,d —1}2.
On a alors
d—1
T= ZP‘L( Y A+ @8 Y A'(e,e')).
L=o0 t+e=L L+l=L+d

Soient 0 < £,£/,L < d—1 tels que £+ ¢ = L + d. On va montrer que la matrice
diagonale A’(¢,£') est & coefficients dans 7 Byp;y.
Il résulte des égalités

d-L-1

v+ 2= J] wli+m+ Ljumli +m+ Lv?~L[j]
m=d—{
d—1
= I wlj +m um—rls +m'o%=2[5)
m'=L
(cf. calcul de R}, ;) que
£-1
vt + ] H w[j +m] € 7v?~L[j]Byniv C TBuniv-
m=0

Il résulte de la définition des z4—¢[j] que
Ta_g[j + €] € v*7Yj + €| Buniv-

On a donc
-1

Ta—e[-j+ )7 H w[j + m] € TBuniv,
m=0
d’ou la propriété de A’(¢,£') qu'on a annoncée.
La matrice Pit4 T P—#+4-1 egt donc de la forme
(*®1)Ti1 + (187) T 2

ol T;; et T;2 sont des matrices & coefficients dans ORBuniv-
On a alors

A? — A} =17 o (RZ,, — Riyy))(m)
=77 (r — 79) 09 [(x®1) Tip + (187)Ti 2] ()
=797 (1 = 797 Y (Tia(m) + Tiz(m))

Les matrices T;,1(7) et T; 2() sont & coefficients dans Bysiv, ce qui achéve la preuve
du lemme (2.4.3). O
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Remarque : Lorsque q > 3, la congruence A} = A;() est déja conséquence de la
congruence A} = A;(n772), de sorte qu'on peut dans ce cas se passer du lemme
(2.4.3). 0

2.4.4. — Fin de la preuve de la proposition (2.1.3)

Considérons maintenant un sous-simplexe

A=(8))jez (cf. (IL 4.2))

du simplexe maximal ®V.
On rappelle (cf. (1.3)) que 'immersion ouverte

(1.2) 09 < 03y

a pour image le sous-schéma formel ouvert de ﬁgv complémentaire des fermés le long
desquels les morphismes

M:L; —Liyx (GE€EZJAZ- {i;,j €ZL})

s’annulent.
On rappelle aussi qu'on note 0% et GAv (cf. (1.2) et (IL. 4)) les fibres spéciales
respectives de 23 et G3v.
On note (M,) 'objet universel sur G .
Compte tenu des réductions déja faites, il reste & prouver que
€r0(M.) € QA(GRY),

ou encore, ce qui revient au méme en identifiant cette fois 29 a son image dans Q3v,

que
av o(M,) € QA(GAV) C QGv(GAV).

Lorsque ¢ € Z /dZ — {i;,j € Z}, les morphismes (2.4.2 (2))
IL: L — Liya

sont inversibles au-dessus de I'ouvert GQv de G%v (cf. (II. 4)). Ceci ramene finalement
la preuve & celle du cas particulier de ’assertion ci-dessus od A = V.

On va maintenant faire cette preuve.

On rappelle (cf. (1.3)) qu’on a défini un sous-schéma formel ouvert I?gv de Hpv et

que
n g9 ﬁ gv = ﬁgv
getBX

(le groupe *B* est le fixateur du simplexe V).

Considérons le diagramme &gv , calculé dans la proposition (2.4.2). L’élément
a;(*P*eq) engendre Ogg pour tout i € Z/dZ, et ce diagramme appartient donc
a ﬁgv (G%). Compte tenu de la propriété d’équivariance (2.4.1 (2)), on a donc

€av 0(M,) € Qv (Ga).

Ceci acheéve la preuve de la proposition (2.1.3). O
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Remarques :

1. On rappelle qu’on a plongé la fibre spéciale G} de @2, dans un espace affine de
coordonnées v’[i] (i € Z/dZ,1 < j < d—1) (cf. (IL. 2.7.1)) et la fibre spéciale
Q3. de 023, dans un espace affine de coordonnées c;(i € Z/dZ).

Il résulte de (2.4.2) que la fibre spéciale £5v o de £5v est décrite dans ces
coordonnées par les formules

_ Za-1[—4]
.'L'd[--i]
v41[—i] ligjcar1 =% [mi-d+g!

2. Considérons le diagramme €34 (M, ) (n > 1) défini par les approximations A} de
A; rencontrées dans la preuve de (2.4.2).
Ce diagramme est calculable (si on fixe une valeur de n, on peut calculer
explicitement &3 (M,)).
Il est congru a &4y (M,) modulo (79" ~"~1) (et en fait modulo (79" ~"): raisonner
comme dans la preuve de (2.4.3)). En particulier, le diagramme &% (M,) a méme
fibre spéciale que &5v (M,), et appartient donc & ﬁq,v(@g,. )-
Le diagramme &3 (M,) détermine alors un morphisme (calculable)

(i€ Z/dZ).

& Gy — Q%

congru & & modulo (79" ~").

Il résultera des arguments du paragraphe 3 que le morphisme 3% est lui aussi
un isomorphisme. Il n’a cependant pas les propriétés de (*B)*-équivariance du
morphisme gy .

3 Le morphisme ¢’ est un isomorphisme

3.1. — Le théoréme suivant entrafne que £’ est un isomorphisme.

Théoréme 3.1.1. — Pour tout simpleze A de limmeuble de Bruhat-Tits de
PGL4(K), le morphisme
£IA H GOAV — Q&

est un isomorphisme.

Le reste du paragraphe 3 sera consacré 4 la preuve de ce théoréme.

3.1.2. — On va montrer que la preuve du théoréme se réduit a celle du cas particulier
ot A = ¥V (on a déja utilisé en (2.4) une réduction analogue pour prouver la
proposition (2.1.3)).

Grace & la PGL4(K)-équivariance (2.1.3) du morphisme de systémes inductifs
(€a)aeipT) €t au fait que PGL4(K) agit transitivement sur 'ensemble des simplexes
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maximaux de Iimmeuble, il suffit de prouver le cas particulier de (3.1.1) ou I'on
suppose A C &V. On notera A = ((I>}’J. )jez (cf. (II. 4.2)) un tel simplexe.

On rappelle (cf. (IL. 2.7.1) et (II. 2.3.1)) que la fibre spéciale G de G est réunion
des composantes irréductibles G? = G N Go; (i € Z/dZ), d’équations respectives
v4-1[i] = 0. 11 résulte de (IL 4) que le sous-schéma formel ouvert G3v de G est le
complémentaire du sous-schéma fermé

Ut

ou ¢ parcourt Z/dZ — {—ij, j € Z}.

De maniere analogue, il résulte de (1.3) que la fibre spéciale Q%v de ﬁgv est réunion
de ses sous schémas fermés irréductibles Q0 définis par les conditions (II; = 0), et que
Q9 est le complémentaire du sous-schéma fermé

U
i
ol ¢ parcourt Z/dZ — {i;, j € Z}.

Remarque : 1l ne faut pas confondre le schéma QY ci-dessus avec les schémas Q?,.)
introduits dans la remarque qui suit la définition (1.2.2).

Il résulte de (2.4.2) que l'image réciproque par le morphisme v du sous-schéma
fermé QF de Q%v est G°,. L’image réciproque par ce morphisme du sous-schéma

formel ouvert )9 est alors G4v. Compte tenu de la commutativité du diagramme

~ ¢ -~

(cf. (2.1.3) (2)), ceci acheve la réduction.
3.1.3. — On va maintenant indiquer les étapes de la suite de la preuve:

1°7¢ ETAPE : (3.2) On démontre que la fibre spéciale
€avo: Gy — 0%y

du morphisme {3+ est un isomorphisme.
Pour ceci, le point crucial est de vérifier que les morphismes

€:G%, — )

induits par &,pv’o sont des isomorphismes.
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On en déduira ensuite que v o est un isomorphisme en remarquant que si les
composantes irréductibles d’un’schéma S sont lisses et si S est localement pour
la topologie étale isomorphe a une réunion d’hyperplans de coordonnées (c’est le
cas de G§ et Q3), S peut étre vu comme le “recollement” de ses composantes
irréductibles le long de leurs intersections deux i deux (pour plus de précision,
cf. lemme (3.2.4)).

28me grAPE : (3.3) Rappelons que le O-schéma formel G3 est plat. Il résultera
alors d’'un lemme de Mumford ([Mul], Lemma 4.18) et de la premiére étape
que £3v est un isomorphisme. Pour la commodité du lecteur, on donnera une
démonstration de ce lemme.

3.2. — Rappelons que le schéma GY est un sous-schéma ouvert du schéma Gg, (II.
1) et que ce dernier est obtenu en éclatant un espace projectif P(®) /x®)) (II. 1.6).

De méme, le schéma Q3. est un ouvert de la fibre spéciale Hgv o de Hgv (cf. (1.1))
et les composantes irréductibles Hgv (;) de Hgv o (dont les 0 sont des ouverts) sont
obtenues en éclatant des espaces projectifs P(®Y,/m®Y,).

Pour vérifier que &, est un isomorphisme, on utilisera la proposition suivante

Proposition 3.2.1. — 1) Le diagramme
&
P(®Y,/73Y;)
est commutatif.
2) Il existe un morphisme
Xi ¢ Q? — G.o_,
rendant le diagramme
Qo Xi Go .
® \ / -t
P(®Y;/n2Y))

commutatif.
(dans les deur diagrammes ci-dessus, les fléches obliques sont induites par les
éclatements).

Avant de démontrer cette proposition, on va en déduire que &} est un isomorphisme.

Considérons le morphisme composé

xio&:Ggi —')G(l".
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Il existe un ouvert dense de G°; qui s’envoie isomorphiquement sur son image dans
P(®Y,;/n®Y;). Sur cet ouvert x; o ] est nécessairement I'identité et x; o & est donc
en fait 'identité sur G°,. On raisonne de méme avec le morphisme composé £} o x; ;
les deux morphismes & et x; sont donc des isomorphismes.

Preuve de la proposition 3.2.1 :

Démontrons d’abord le premier point.

Soit B une O-algebre dans laquelle I'image de 7 est nulle.
On rappelle (cf. (II. 1.5) et (II. 1.6)) que le morphisme

Gs, — P(®]/7®))
associe & (M,) € Gg,(B) le B-module
M;y1/(®:;®B) € Grass(1,771®;/®;)(B) .

Il résulte alors de (II. 2.7.1) que ce morphisme associe & un point de G? de coordonnées
(v[€f])) 1 <j<d-1, L€ Z/dZ) e point de P(®) /n®)) de coordonnées homogenes

@ +1),... 0% i+ 1),1).

1l résulte de (1.1) et du fait que Hgv (;) est le transformé strict de P(®Y,/w®Y ;) dans
Hgsv que le morphisme
H@v'(") e 4 ]P(QZI/WQX,‘)

associe & (®, — £) € Hgv (;)(B) le quotient

(; ® B: 8", ®0 B — L;) € P(®Y,/n®",)(B).

La commutativité du diagramme (3.2.1 (1)) résulte alors de (2.4.2) et du lemme
suivant

Lemme 3.2.2. — Le long de G°,, on a les égalités
zi[-i+1)=v[-i+1 (1<j<d-1)
Preuve : Le long de G°,, la matrice
vi-i]  vl[-i-1] -+ v[-i-d+2]
v42[—i-1]
v41[—4]

s’annule (cf. (II. 2.7.1)). Les termes u;_,[—-i+1—n] (j —n > 1, n > 1) figurant dans
’expression (2.4.2) de z;[—i + 1] sont donc tous égaux 4 1. O
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On va maintenant démontrer le deuxiéme point.

Il résulte de (1.3) que Hgv ;) est le transformé strict de P(®Y,/7®Y;) dans Hgv
(cf. (1.1)). Le schéma Hgv (;) est donc obtenu en éclatant P(®Y;/w®Y;) le long de
P(®Y;/®Y,,,), puis le long du transformé strict de P(®Y,/®Y,,,),..., puis le long
du transformé strict de P(®Y,/®Y, ; ,).

Soit n un entier positif inférieur & d — 1. On note P, = P(®Y,/®Y,,, ;) et H™ le
schéma obtenu en éclatant P(®Y,/7®",) le long de F,,. .., puis le long du transformé
strict de P,_3.

Il résulte encore de (1.3) que QO est le complémentaire dans Hgv (;) = H, ,-(d"l) du fermé
Y suivant. Lorsque 0 < n < d — 2 et lorsque P C P(®Y,;/n®Y,) est un hyperplan
rationnel contenant P,_;, mais pas P, (on pose P_; = {), on note 131; I'image
réciproque dans Hi(d—l) du transformé strict de P dans H,-("'H). Le fermé Y est alors

U
P

ou P parcourt I’ensemble des hyperplans rationnels de P(®Y,/x®Y,) différents de
Py_,.

Le schéma QY est aussi obtenu de la maniére suivante. Notons QEI) ** le complémentaire
dans P(®Y,/w®Y,) de la réunion des hyperplans rationnels ne passant pas par Fy.
En éclatant ce schéma le long de P, puis en prenant I'ouvert complémentaire de
la réunion des transformés stricts des hyperplans rationnels passant par P, mais ne
contenant pas P, on obtient un sous-schéma ouvert 952)’0 de Hi(z). On éclate ensuite
952)'0 le long du transformé strict de Pj, et on prive le schéma obtenu des transformés
stricts des hyperplans rationnels contenant P; mais pas P,. Ceci définit un ouvert
Qsa),o de H.«(a). En répétant le processus, on définit pour tout n < d—1 un sous-schéma
ouvert Q™ de H™. L'ouvert Q{* " n’est autre que 0.

Lorsque 1 < n < d—1, on note de méme GE") le schéma obtenu en éclatant P(®Y /7 ®))
le long de ses points rationnels, puis des transformés stricts de ses droites rationnelles,
..., puis des transformés stricts de ses sous espaces rationnels de dimension n — 2 (de
sorte que GSI) =P(3)/n®)) et Gsd—l) = Gy, (cf. (II. 1.6)) ; Gg") n’est autre que le
schéma noté P, (®) /r®Y) dans (IL 1)).

Il résulte de la définition (II. 2.1) de G§ et de la remarque & la fin de (II. 1) que
G? est le complémentaire dans G, du fermé Z suivant. Lorsque P C P(®}/7®})
est un sous-espace rationnel de dimension n, on note Pg I’image réciproque dans
Gs, = Gsd"l) du transformé strict de P dans Gg"—l). Le fermé Z est alors

UU %

n P
ol n est compris entre 0 et d — 2 et P parcourt l’ensemble des sous-espaces
rationnels de dimension n de P(®) /7®)) différents de P, (on rappelle qu’on note

P, =P(®) /9], ).
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Le schéma G est donc aussi obtenu de la maniére suivante. Notons GE” e
complémentaire dans P(®)/7®)) de la réunion des points rationnels différents de
Py. En éclatant ce schéma le long de Py, puis en prenant I’'ouvert complémentaire de
la réunion des transformés stricts de droites rationnelles différentes de P;, on obtient

un schéma GS2)’°, qui est 3 la fois un sous-schéma ouvert de GEZ) et de H(_z,.). On éclate
ensuite GSZ)’O le long du transformé strict de P;, et on prive le schéma obtenu des
transformé stricts des plans rationnels différents de P;. Ceci définit un schéma Ggs),o’
qui est 4 la fois un sous-schéma ouvert de GS“) et de H(_:?. En répétant le processus,
on définit pour tout n < d — 1 un schéma GS")’O, qui est 4 la fois un sous-schéma
ouvert de G{™ et de H'™).

Le diagramme
0
")

G

\./

P(®Y;/n®Y;)

(o les deux fieches supérieures sont induites par les inclusions)
est commutatif. La deuxiéme partie de la proposition résulte donc du lemme suivant,
dont la démonstration est laissée au lecteur.

Lemme3.2.3. — Pour tout0 < n < d—2 et pour tout sous-espace projectif rationnel
P deP(®Y,/n®Y;) différent de P,, il eziste un hyperplan rationnel Q de P(®Y;/7®Y,)
contenant P et ne contenant pas P,. En particulier, on a l'inclusion

a0 ¢ G0
dans H™. O

Remarques : 1) Considérons l'ouvert complémentaire de la réunion des hyper-
plans rationnels dans P(®Y;/n®Y,) (cet ouvert, déja rencontré dans (II. 1), est
la variété de Deligne-Lusztig associée a 1’élément de Coxeter w = (1,...,d)
[D-L] (2.2)).

Au-dessus de cet ouvert, les morphismes

et

G2 — P(®Y,;/n9Y,)
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sont des isomorphismes.

2) Lorsque n < d — 2, 'immersion ouverte
XS") . an),o Y G(_"i)'o

introduite dans la preuve ci-dessus est stricte.

3) On pourrait montrer directement (sans utiliser £;) que l'inclusion Q2 C G°; qui
donne naissance au morphisme yx; est une égalité.

On va maintenant démontrer que £v  est un isomorphisme.
11 résulte de (2.4.2) que I'image réciproque par £3v o de 9 est G°,. Pour toute paire

{i,5} C Z/dZ (i # j), I'image réciproque par £yv o de Q2 = QF N N est donc
G%;_; =G%, NG, et il résulte de (3.2.1) que le morphisme

—1,—j
! .0 0
gij . G_"' J S 4 Ql',j

est un isomorphisme.

On conclut alors que {3v  est un isomorphisme grace au lemme suivant :

Lemme 3.2.4. — Soient k un corps et S un k-schéma de type fini. On suppose que
les composantes irréductibles, S; (1 <i < n), de S sont lisses et que S est localement
pour la topologie étale isomorphe & une réunion d’hyperplans de coordonnées dans un
espace affine sur k.

Le schéma S est alors somme amalgamée des schémas Sy, le long des immersions
fermées

Si & S,’j — SJ'
(1 € h, i, j < n) (on note comme ci-dessus S;; = S; N S;).
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—>

Preuve : soit un entier . On munit P'espace affine A;*! de coordonnées z; (1 <

i <7 +1). On note S le sous-schéma fermé de A;*' d’équation [ zi=0etS;
1<i<r+1

(1 £i <7 +1) la composante irréductible de S d’équation z; = 0.

Soient U — S et U — S deux ouverts étales et U — U un k-isomorphisme. Les
composantes irréductibles de S et de S sont unibranches. Il existe donc une partie I
de {1,...,n} telle que les composantes irréductibles de U soient les U; = U xs S;
(¢ € I) et une injection o de I dans {1,...,r + 1} telle que U — U envoie U; sur
u,,(,-) =UXxg Sa(,-).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que S est somme amalgamée des Sy, le long des
S,',j (1 < h,’i,j <r+ 1).

On a donc:

U= Huh (hviaj € U(I))
U, ;

ou, ce qui revient au méme

U‘:HUk (h,Z,JGI)
Ui,;
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Ceci achéve la preuve en remarquant que la propriété d’étre somme amalgamée se
vérifie localement pour la topologie étale sur le but S. O

3.3. — On rappelle que le O-schéma formel G5 est plat (cf. (II. 3.1) et (II. 3.3.1)).
Le théoréme (3.1.1) résulte alors du fait que {gv o est un isomorphisme (cf. (3.2)) et

du lemme suivant :

Lemme 3.3.1. (¢f. [Mul],Lemma (4.18)). — Soient V un anneau local d’idéal mazimal
9N, complet pour la topologie M-adique, et

f:Xx—)Y

un morphisme de V-schémas formels.

On suppose que les V-schémas formels X et Y sont M-adiques (i.e. que les idéauz
M- Ox et M- O, sont respectivement des idéauz de définition pour X et V) et que
le V-schéma formel X est plat.

Si la fibre spéciale
Jo: X — Mo

du morphisme f est un isomorphisme, f est un isomorphisme.

Preuve : les schémas formels X et ) ont le méme espace topologique sous-jacent, Z.

On est donc ramené pour démontrer le lemme & prouver que lorsque P est un point
de Z, le morphisme de V-algebres topologiques.

Oy,p — Ox,p

est un isomorphisme.
Il résulte du fait que

Oyo,p — Oxo.p = OX,P/WI -Ox.p
est un isomorphisme et de ([Bo], A.C. Ch. II §3 n° 2 prop. 4) que le morphisme
Oy,p — Ox,p

est surjectif.
Soit N le noyau de ce morphisme. Il résulte de la platitude (topologique) de la V-
algebre topologique Ox p que la suite

0 — N®yV/M — Oy, p — Ox,,p — 0

est exacte. On a donc N®yV/9M = 0 ou ce qui revient au méme, MM - N = N (on note
M - N la fermeture topologique de M - N dans Oy p). On a alors pour tout n > 0

N=9"NC M"Oy.p
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et donc N = 0. Le morphisme de V-algebres
Oyp — Ox,p

est donc un isomorphisme.

Les topologies sur Ox p et Oy, p sont respectivement définies par les idéaux 9 -Ox, p
et M- Oy, p, et cet isomorphisme est donc un isomorphisme topologique. O

3.4. — Remarques: 1) On rappelle qu’on note O4 ’anneau des entiers de ’extension
finie non ramifiée de degré d, K4, de K (cf. (I. 4) et l'introduction de ce chapitre).
Considérons le morphisme R

£&: G — @00y
construit par Drinfeld [D1] (cf. aussi [B-C|] pour d = 2 et dans le contexte, différent
du nétre, ot 'anneau O est supposé d’inégale caractéristique).

Ce morphisme n’est autre que le morphisme

¢®004: G Go®004 — QB0 0, .

Les grandes lignes de la vérification de ce fait sont les suivantes.

Soit U; I'ouvert de G? introduit dans la remarque suivante (3.2.3). En adaptant la
proposition ([B-C] II. 4.8) au contexte envisagé ici (cf. ci-dessus), on peut obtenir un
calcul explicite de la restriction de { & U; ®r, Fye. En utilisant la proposition (2.4.2)
et le lemme (3.2.2), on vérifie alors que ¢ et £’®00q4 coincident sur U; ®F, Fa. Les
fibres spéciales des morphismes (GL4(K )-équivariants) £ et £’ cofncident donc.

Comme on le voit en utilisant ([S] §5), ceci entraine I’égalité £ = ¢’ ®00,.

2) On rappelle (cf. introduction et les introductions des chapitres I et IT) que Stuhler
[S] a déja étudié le foncteur Go. Par une approche différente de celle de Drinfeld (et
de la notre), Stuhler obtient lui aussi (cf. [S] § 7 theorem 1, corollary et §9 theorem 1)
un isomorphisme R

Go = Q.
Cet isomorphisme coincide lui aussi avec £’ (méme argument que celui utilisé dans la
remarque précédente).
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IV. REVETEMENT DE DRINFELD ET
MORPHISME DETERMINANT

0 Introduction

En utilisant les points de II"-division du Op-module formel universel X sur Q¢ ®004,
Drinfeld définit dans [D1] un pro-revétement ¢ de la fibre générique au sens de
Raynaud Q¢ de Q4. Ce pro-revétement est pro-étale pro-Galoisien, de pro-groupe de
Galois D* /=Z.

On va dans ce chapitre construire un morphisme déterminant
4 — 3l

Considérons le pro-revétement £¢ comme un analogue du systéme projectif de courbes

modulaires
Y(N')q — Y(N)q (NIN')

et rappelons que ! est le spectre maximal de ’extension abélienne totalement
ramifiée maximale de K. Le morphisme déterminant apparait alors comme un
analogue du morphisme

Y (N)q — SpecQ(¢n)

induit par ’accouplement de Weil. En particulier, comme on I’a déja mentionné plus
haut (voir I'introduction générale), les fibres géométriques du morphisme

v 5 ' ek Ky

induit par le déterminant (et par la Ky-structure naturelle sur £¢) devraient étre les
composantes connexes géométriques de £¢. Le stabilisateur dans D* /7% d’une telle
composante connexe géométrique devrait donc étre le noyau SL;(D) de la norme
réduite

Nr: D*/n% — K% /7%

(on verra que le morphisme déterminant est D*-équivariant lorsqu’ on fait agir D*
sur £! via la norme réduite).
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Ce dernier énoncé garde un sens lorsqu’on ne suppose plus nécessairement ’anneau
local O d’égale caractéristique, bien que notre construction du morphisme détermi-
nant ne fonctionne que dans ce cas. Dans cette généralité (et pour d = 2), Faltings a
obtenu un résultat (cf. [F], § 4 Lemma 5) dont on dérive facilement I’énoncé suivant

Théoréme (Faltings). — Les stabilisateurs dans D* /7% des composantes connezes
géométriques de £? contiennent le noyau de la norme réduite. O

On va maintenant donner le principe de la construction du morphisme déterminant,
qui s’inspire elle aussi de travaux d’Anderson et de Stuhler (cf. [A] et [S]) et repose
de nouveau sur la théorie du « module de coordonnées ».

Soit (M;, F;,I1;);ez le module de coordonnées modifié (I. 2.3) d’'un O p-module formel.
Les données supplémentaires (du type quasiisogénie de hauteur nulle avec un Op-
module formel fixé, point de division, structure de niveau) sur ce Op-module formel
s’interprétent comme des morphismes gradués vérifiant certaines conditions (dont la
compatibilité aux Frobenius et aux morphismes I1,) de M, vers un modele constant
(N, F,,11,) convenable (cf. (I. 4) et (1)).

La suite des puissances extérieures maximales
(mi = A™*M,)iez

est naturellement munie de Frobenius f; et de morphismes 7;. Lorsque le Op-
module formel X considéré est spécial et de hauteur d?, on démontrera que la suite
(m, fi,mi)iez est & son tour le module de coordonnées modifié d’'un O-module formel
spécial de hauteur 1 : le « déterminant » de X. Dans ce cas, on démontrera aussi que
la puissance extérieure maximale des morphismes (M; — N;) associés & une donnée
supplémentaire sur X (des types envisagés ci-dessus) définit sur le déterminant de
X une donnée supplémentaire du méme type que celle de départ (pour les points de
division et les structures de niveau, on omet momentanément un détail : cf. 2.4).
Cela achévera la construction du morphisme déterminant.

Ce chapitre s’organise de la maniére suivante.

Dans le premier paragraphe, on rappelle d’abord la définition du revétement de
Drinfeld. On interpréte ensuite en termes de modules de coordonnées les points de
division et les structures de niveau. On utilise enfin la description locale explicite de
’objet universel sur le schéma formel G (II. 3) pour obtenir des équations locales de
LS

Dans le deuxiéme paragraphe, on construit alors le morphisme déterminant. On
démontre successivement (2.1, 2.2 et 2.3) les énoncés concernant le déterminant d’un
Op-module formel spécial de hauteur d?, d’une quasiisogénie de hauteur nulle et
d’une structure de niveau auxquels il est fait allusion ci-dessus. On donne ensuite
en (2.4) des formules explicites permettant de calculer le déterminant en terme des
coordonnées locales sur £¢ du premier paragraphe.

106



ESPACES SYMETRIQUES DE DRINFELD

1 Lerevétement de Drinfeld

1.1. — Soit X le Op-module universel sur }¢ ®¢ Og4. Pour tout entier n, le noyau
X2 de l'isogénie X (II") est un schéma formel en groupes fini et plat d’ordre ¢%* au
dessus de 0% ®p Oy et est muni naturellement d’une action de @p /II"Op. On note

it Xgo xd,
I'immersion évidente, et
. yd d
H. Xﬂ+1 _—') Xn

le morphisme induit par la multiplication par II.
Le morphisme ¢ est compatible & 'action de Op sur X2 et X2, ;. En revanche, ce

n’est pas le cas du morphisme II. Pour y remédier, on considére le 0¢®0 04 - schéma

formel
Y} = Homy  (T™"0Op/Op, X3),

muni lui aussi d’une action naturelle de Op. En tant que schéma formel Y;¢ s’identifie
a X2 et I’élément a de Op agit alors sur Y;? comme II™™ - a - II" sur X¢.

Nous aurons besoin de la proposition suivante

) S . . . 1
Proposition 1.1.1. Le module des différentielles relatives X4/048004 est annulé
par ™™ pour tout entier m > n/d.

Preuve : (cf. aussi [B-C|(II. 13.1)). Il résulte de la définition (I. 1.2) des Op-modules
formels que I'application tangente & X (7™) est la multiplication par 7™.
Lorsque m > n/d, '’endomorphisme X (II"*) est le composé des morphismes

II": Xz — ﬁdéood
et
1 ﬁdéood — X: .

L’application tangente & X (II") est donc nulle. Il en est de méme a fortiori de
l’application tangente & X (7™), ce qui achéve la preuve. O

Soit X (resp. Y5,0¢) la fibre générique au sens de Raynaud [Ra] de X2 (resp.
Y,2,Q4). 1l résulte de la proposition (1.1.1) et du fait que le morphisme naturel

X 04

est fini que X2 est un revétement fini étale de ¢ (de degré ¢™¢).

En utilisant ’inclusion
. Ny d
Yy = Vo
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on peut considérer Y¢ comme un sous-espace rigide de Y2, . Soit alors =2, la
différence Y2,, — V2. L'espace rigide B2, est fini étale de degré (¢ — 1)g™¢ sur
Q4 ®F Fy, et s'identifie au (Op/II"*+1Op)*-torseur

Isome, (Op /"' 0p, Y2, ;).

En d’autres termes, le morphisme naturel
xd,, — Q¢ erF?

constitue donc un revétement étale Galoisien de groupe de Galois (Op/II"*1Op)*.
Le systéme projectif

(4) ohed Bed . Dt —0lerFy

forme alors un revétement pro-étale pro-Galoisien de Q¢ ® F; de pro-groupe de
Galois
Op = ;ir_n(OD/H"OD)".

1.2. — On rappelle que Drinfeld [D1] définit sur X2 (et donc aussi sur
¢ = Isom (II""Op/Op, XZ )) des actions de D* /7% et de GL4(K)/n%; ces ac-
tions sont les suivantes.

Soient B une O-algébre dans laquelle I'image de 7 est nilpotente et
B: 04— B

un morphisme de O-algebre. On note o l'automorphisme de Oy induisant 'auto-
morphisme de Frobenius op:  — 27 de Fq et, pour tout k € Z,

™ (Boog*) (@) — £'(2)

la quasiisogénie de Frobenius (on rappelle qu’on note ® le O p-module formel (I. 4.2)).
Fixons (8, X, p) € G(B) (cf. (1. 4.3)) et z € Ker X (II").

Soient § € D* et k la valuation de sa norme réduite. L’action de § sur X¢ associe &
(8,X,p,z) € X3 (B) I'élément

(Bo o™, X(67" e 8),p 0 67" 7%,2)

de X2 (B) (on note X(6~! e §) le Op-module formel qui a le méme groupe formel
sous-jacent que X et sur lequel a € Op agit par X (6~ 'a d) ; en particulier les points de
II"-division de X et de X (6! &) sont les mémes). On remarque que 'automorphisme
X (6—T1¥) du groupe formel X induit un isomorphisme de Op-modules formels de
X (IT~* e IT*) sur X (0~ e 8). Par suite, le quadruplet 4(3, X, p, z) est aussi isomorphe
a

(Bo o*, X(IT™% o IT*), p o IT"*0o 7F, X (17%6) z).

L’action de @} C D* ainsi obtenue est donc l’action naturelle sur X2.
D n
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Soient g € GL4(K) et k la valuation de son déterminant. L’action de g sur X¢ associe
a(B,X,p,r) € X2 (B) I'élément

(Bo o, X,po f*®(g7!) o ¥,2)

de X2(B) (cf.l’action (I. 4.5) de PGL4(K) sur le foncteur G).
Les deux actions qu’on vient de définir sont compatibles &

mxzd,, —x2

et induisent donc des actions sur le pro-espace rigide £%(1.1).

1.3. — On va maintenant traduire ce qui précéde dans le langage des modules de
coordonnées modifiés (I. 2.3).
1.3.1. — Soient X un Op-module formel de hauteur finie sur B (cf. (I. 1.2.3)) et

un point de II"-division de X.
A la donnée de X est associé un morphisme de Op-modules & gauche

z: Op/II"Op — Ker X(II")

du groupe constant Op /II"Op vers Ker X (II").
Le module de coordonnées (I. 2.1.3) du groupe fini constant Op /II"Op est le suivant.

Soit
Trr: D — K

la trace réduite [Re]. On laisse au lecteur le soin de vérifier que pour tout couple
(a1,a2) € (Op)* on a
Tr.r(a; B | L az) € O,

et que le morphisme

D: (Op'~4"/0plI'~¢) ®F, (Op/N"Op) — F,
composé du morphisme
(OpI'~4~"/0pI'~*) ®§, (Op/N"Op) — K/O

et du morphisme
Rés: K/O — F,

induit un isomorphisme de Op-bimodules de (OpII*~4~"/OpII*~¢) vers le F,-dual
(Op/II"Op)¥ de (Op/NI™Op). Le module de coordonnées du groupe (Op/I1"Op)
sur B est alors le Op-bimodule

(OpI'~4"/0pI'~%) ®F, B,
muni du Frobenius

Id(ODHI—d—n/ODHI—d) ®F¢ Fr
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(on note Fr I’endomorphisme de Frobenius (z — z9) de la F,-algébre B).

Au morphisme
z: Op/II"Op — Ker X (II")

correspond alors un morphisme de Op @pq B-modules & droite
M(z): Mx/TI"Mx — (OpII'~4""/OpIT'~*) ®F, B,

compatible aux Frobenius Fx et Id @qur (on note Mx le module de coordonnées (1.
2.2) du Op-module formel X).

1.3.2. — Supposons que B est muni d’une structure de O4-algebre
,3: 04— B

prolongeant sa structure de O-algebre. Les constructions (I. 2.3) associent alors a
(Op ®F,B,1do, ®F, FT) la suite (A%,1L;, F;)iecz suivante :

Al = 0®f,B

II; = PRlds

F; = 1dpa®Fr

(on rappelle qu’on note P la matrice

cf. (1. 4.2)).

Considérons le module de coordonnées modifi¢ M, de X (cf. (I. 2.3)). La construction
(I. 2.3) associe & z un morphisme de O& , B-modules gradués

To: M,/TI"M, — Af+n+d-1/Af+d—1

compatible aux morphismes II, et aux Frobenius F, sur les deux membres.
Réciproquement, tout tel morphisme gradué provient d’un point de II™-division de
X (ceci résulte de ([SGA3] VII4 (7.4)) appliqué au dual de Cartier ; cf. la preuve de
(I. 2.1.4))

1.3.3. — Il résulte alors de (I. 4.3) que lorsque B est une O-algebre, X2 (B) peut
étre vu comme ’ensemble des classes d’isomorphie de quadruplets

(,Bv (M,‘,H,‘, FI')iEZ)Rv 1"0)7
ol
B: 04— B
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est un morphisme de O-algebres ; le couple (M;,I1;, F;);ez, R) appartient 4 Go(B) ;
le morphisme de modules gradués z, est compatibles aux morphismes II, et aux
Frobenius F, .

De la méme maniére, on peut considérer Y;?(B) comme l’ensemble des classes
d’isomorphie de quadruplets

(ﬂi (Miv Hi7 Fi)iez, R1 1'.),
ou (B, (M;,11;, F;);cz, R) est comme ci-dessus un élément de G(B), et ou
To : M./HnM. — A;‘+d—1/Af—-n+d—1

est un morphisme de modules gradués compatible aux morphismes II, et aux
Frobenius F, (on rappelle que

Y, = Homo,(I""Op/Op, X3);
la raison de ce décalage apparaitra dans la paragraphe suivant (1.3.4), ol on explicite

en termes de modules de coordonnées les actions (1.2) de D* et GL4(K)).
1.3.4. — Considérons un morphisme de O-algebres

B: O3 — B.

L’action & droite de Op sur le groupe constant Op munit le module gradué A¢ d’une
action & gauche 8¢ de Op, compatible aux morphismes II, et aux Frobenius F, .
Explicitement, lorsque A € Foq, BE()) est 'endomorphisme

i—d+41

diag (B ), B¢ ).+, BT
de A? et B3(IT) est 'endomorphisme P &Idp, ou P est la matrice (I. 4.2).

Remarque : Sil'on identifie Af et A%, 4 0?® B (cf. (1.3.2)), 'élément a de Op agit
sur A¢ comme II™™-a-TI" sur A¢, .. Le décalage de la graduation (1.3.3) correspond
donc simplement 4 une modification de ’action de Op par conjuguaison.

Ceci permet de traduire en termes de modules de coordonnées I’action & gauche de
Op sur les points de II"-division d’un Op-module formel X sur B. Lorsque a € Op,
le morphisme (az), (1.3.2) associé au point de II"-division az est alors le composé

Bf+n+d—l(a) 0 Te

Pour caractériser les actions (1.2) de D* et GL4(K)), il sera commode d’utiliser
la variante (I. 4.4.2) de la définition de Go, et de considérer plutét G(B) comme
P’ensemble des couples

(8,(Mi)iez)

(ou B est comme ci-dessus un morphisme de O-algebres de Oq4 vers B et od (M;)icz
est une suite de réseaux dans K¢ ® B vérifiant les conditions (I. 4.4.2)).
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Fixons un triplet
(ﬂ, (Mi)iEZ) 1:0)

appartenant & Y4 (B).

Soient § € D* et k la valuation de sa norme réduite. On laisse au lecteur le soin de
vérifier que 4 (8, M,, z,) est le triplet

(B =B00F M, B g ((T* 8 0oze=p2% 4 ,06-T7%) oz,).

Soient g € GL4(K) et k la valuation de son déterminant. On laisse au lecteur le soin
de vérifier que g (3, M,,z,) est le triplet

(B'=Bo0o7* M = (97! 8ldp) (Ms-4),2,),
ol z, est défini par le diagramme commutatif

M,/1I"M,_, — My_/TI"M,_,_.

tg
1::'. lx._k
Adyaot/ AL g 1oy — AL jyamt/ A pa1n
(la fleche du bas étant simplement donnée par l'identité

A;'1+d—1 =0'®B = A:'l-k+d—1)~

1.3.5. — Soient maintenant U un ouvert affine de {4 ®o 04, V un ouvert affine de
Y,2, supposé fini au-dessus de U, et U et V les affinoYdes fibres génériques au sens de
Raynaud de U et V respectivement. Soient B et C les algebres affines de U et V.Les
algebres de Tate de U et V sont alors respectivement B = B [r~!] et C = C [r71].

Soit z le morphisme
I "0Op/Op — Ker X(II")

universel sur v C Y;¢. Le morphisme
- d
H noD/OD o 4 Xn X(ﬁd @O od)v
induit par z est un isomorphisme si et seulement si V C 2.
La preuve de la proposition suivante est laissée au lecteur.

Proposition 1.3.5.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes

1. vczd
2. Le morphisme

est un isomorphisme. O
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1.4. — On va maintenant décrire explicitement les points de division du Op-module
formel universel sur G° (II. 3) et les morphismes de modules gradués (1.3) qui leur
correspondent.

Soient Cy, I'algebre affine du O-schéma formel Y2, (B) xg,, G° et z, le morphisme

M, /7" My — A¢ a1 /A% 4y

universel sur ce O-schéma formel. Il résulte de la compatibilité (1.3) de z, aux
morphismes II, sur M, et sur A;‘ +d—1 que les matrices z; appartiennent 4 la sous-
algeébre d’Iwahori

o/x*"0 =O/x"O .-+ wO[x"O
®Ch

7O0/7"0

o/x"0 cee Of7™0

de gl;(O/n™0O ® C,) et qu'il existe un (unique) nd?-uplet d’éléments de C,,
zk[j] (0<k<nd-1,j € Z/dZ)

tel que
nd-1

zi= ) P*@ diag(z[j—i],0<j<d-1)
k=0

pour tout : € Z .

Il résulte alors de la compatibilité (1.3) de x, aux Frobenius sur M, et sur A?,;_,
que

zk[J]? = ze-1[5] — zk[5 — 1] - w[ -]

(avec0<k<nd-1,j € Z/dZ et z_,[j] = 0 pour simplifier les notations).

Notons z; le vecteur-colonne

zx[0]
:L‘k[—ll

xk[l’—- d]

On a alors
=Xz, (0<Lk<nd-letz ;=0)

(cf. (IL. 3.4.1)). Le vecteur g, est alors un point de IT¥+!-division du module formel
X. On peut montrer que g, est 'image de II"*~! par le morphisme

z: I ™0p/Op — Ker X(II"?)

associé a z, .
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2 Morphisme déterminant

On va maintenant construire le morphisme déterminant.

2.1.4. — Soit ModS(d) la catégorie fibrée des modules de coordonnées spéciaux
de hauteur d? (cf. (I. 4)); lorsque B est une O-algebre dans laquelle I'image de
« est nilpotente, ModS(d)(B) est la catégorie des triplets (M,,II,, F,) vérifiant les
conditions (1) et (2) de (1. 4.3.3).

On va d’abord construire un foncteur

A%: ModS(d) — ModS(1).

Soient B une Q-algébre comme ci-dessus et (M,,II,,F,) un élément de
ModS(d)(B). Soit (m;, i, fi)icz la suite définie par

m; = AdMg

T = AL my — mayy
et
fi = A%F;: (Ido &Fr) 'm; — miy .
Proposition 2.1.1. —  La suite (m, 7, fi)icz est un objet de ModS(1)(B).

Preuve : Les O®B-modules m; sont localement libres de rang 1 et vérifient donc la
condition (I. 4.3.3 (1)).

Les conditions (I. 2.3 (1) et (4)) sont évidemment vérifiées.

Pour vérifier les conditions (I. 2.3 (2) et (3)) et (I. 4.1.2 (2)), nous aurons besoin
du lemme suivant.

Lemme 2.1.2. — On suppose que B est local, d’idéal mazimal M. Soient M et M’
deuz OR B-modules libres de rang d et

p:M—M

un morphisme dont le conoyau est libre de rang 1 en tant que B-module et tué par
une puissance de . Il existe alors des bases de M et M’ dans lesquelles la matrice
associée & ¢ est de la forme

s o)
diag(1,... ,1,1r®1+27r‘®m¢),
i=0

ot m; € M.
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Preuve : Soit k le corps résiduel de B. Le conoyau du morphisme ¢ ® Id; est un
k-module libre de rang 1.

Les O&k-modules M ®p k et M’ @ g k sont localement libres de rang d et Ok est un
anneau principal, de sorte qu’on peut appliquer le théoréme des diviseurs élémentaires.
Il existe donc des bases de M ®p k et M’ ® g k dans lesquelles la matrice de ¢ ® Id,
est diag(1,...,1,7 ® 1). En relevant ces bases, on obtient donc des bases de M et
M’ (lidéal ORI de OSB est contenu dans 'idéal maximal de O®B! ). La matrice
M, de ¢ dans ces bases est alors

M, =diag(1,:--,1,7® 1) + M,

ol la matrice Man est & coefficients dans O®IM. Les d — 1 premiers coefficients
diagonaux de la matrice M, sont alors inversibles. Le lemme se prouve alors en
appliquant un argument classique d’alggbre linéaire (voir par exemple [Bo] Alg. Ch. III
§10 n° 13 lemme 1). O

Achevons la preuve de (2.1.1).

On peut supposer pour vérifier les conditions (I. 2.3 (2) et (3)) et (I. 4.1.2 (2))
que Panneau B est local. Les B-modules CokerIl; et Coker F; sont libres de rang 1
(cf. (I. 4.1.2) et (I. 4.1.3)). Le lemme (2.1.2) identifie alors Coker; (resp. Coker f;)
a CokerII; (resp. Coker F;), ce qui termine la preuve. O
2.2.4. — Notons désormais G¢, le foncteur Go (cf. (I. 4.4.2)).

Soit (M;)icz € G4(B). On va montrer que les sous O® B-modules m; = AM; de
K®B définissent un objet de G}, (B).

Les sous-modules m; vérifient évidemment les conditions (1) et (2) de (I. 4.4.2), et
il découle de la proposition (2.1.1) qu'ils vérifient (I. 4.4.2 (3)).

Il résultera immédiatement du lemme suivant que les modules m; vérifient aussi la
condition (I. 4.4.2).

Lemme2.2.1. — Soient M et M' deuz OR B-modules localement libres de rang d et
¢o: M— M
un morphisme injectif dont le conoyau est tué par une puissance de w. On a alors

1. le B-module Coker est localement libre;
2. rgCokeryp = rgCoker A%y (égalité de fonctions localement constantes sur

Spec B).
Preuve : Démontrons d’abord le premier point.
Soit 7 un entier tel que 7"®1 Coker = (0).

La suite

M/(7m"@1)M — M'/(7"®1)M' — M'/M — 0
est exacte. Le B-module M’'/M’ est donc de présentation finie, et il suffit donc de
démontrer qu’il est plat.

Nous aurons besoin des lemmes suivants, dont les démonstrations sont laissées au
lecteur.
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Lemme 2.2.2, — Si le B-module E est plat, il en est de méme du B-module
0o® FqE. O
Lemme 2.2.3. — Pour tout idéal B de B, on a l’égalité

(7"®B)- O®B = (18B)-O®B N (7"®1) - O®B. 0O

REDUCTION : En appliquant le lemme (2.2.2) au cas du changement de base vers un
anneau local Bgy de B et en utilisant ([Bo] A. C. Ch II §3 corollaire de la proposition
15), on voit qu’il suffit en fait de démontrer que M'/M est un B module plat en se
placant dans la cas particulier od ’anneau B est local. C’est ce que nous allons faire
maintenant.

Les O8B-modules M et M’ sont localement libres et donc plats. Il résulte du
lemme (2.2.2) qu'ils sont alors plats en tant que B-modules. Pour démontrer que le
B-module M'/M est plat, il suffit alors de vérifier que pour tout idéal B de B, on a
Pégalité

(*) (18B)-M = (18B)- M'n M.
Soit m € (1®&B) - M’ N M. 1l résulte des inclusions
mMcMcM

que (7"®1)m € (18B)- M N (7"®1) - M. Le O®B-module M est libre de rang d
(ceci résulte du fait que B est local et du lemme (I. 2.2.4), ou plut6t, de sa preuve).
L’égalité (*) est alors une conséquence directe du lemme (2.2.3). Ceci achéve la preuve
du premier point.

Pour démontrer le deuxiéme point, on peut supposer que B est un corps. L’anneau
O®B est alors un anneau de valuation discréte, et 1'égalité des rangs résulte alors du
théoréme des diviseurs élémentaires ([Bo] Alg. Ch VII §4 n° 5 prop. 4). O
2.3. — On va maintenant s’intéresser aux points de division.

Soient € € Oy tel que €971 = (—1)4! et

B: Og— B

un morphisme de O-algebres. On laisse au lecteur le soin de vérifier que I'isomorphisme

€(Biik)" Af ———— Al
z — ((-1) @V RB(e)) - x

(o0 A? est le module (1.3.2)) identifie pour tout k € Z les suites
(A%AY, AL, A°F)iez

et
(Al ks ik, Fipk)iez
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On définit alors un morphisme

dét.: Y, (B) » Y1 (B)
(Mo, z0) — (\*Mo, € (p04d—1,1-a) © A%Ts).
La preuve (facile) de la proposition suivante est laissée au lecteur.

Proposition 2.3.1. — Le diagramme

r[d
Y(:.+1)d — Y3

ldet, ldét.,

1 L 1
Yn+1 — Yn

est commutatif. O

2.3.2. — On note encore
dét.: Y3, — W}

la fibre générique du morphisme de schémas formels dét.. Il résulte alors immédiate-
ment de la proposition (1.3.5.1) que

det, (Z¢;) c ZL.

Les morphismes rigides
dét.: o8, — L

ainsi obtenus forment finalement un morphisme de systémes projectifs
dét.: =¢ — T,

comme on le voit en utilisant la proposition (2.3.1).
2.4. — Le systéme projectif £¢ (resp. £!) est muni d’actions de D*/7Z et de
GL4(K)/nZ (resp. de deux actions de F*; on laisse au lecteur le soin de vérifier
qu’elles coincident).

Faisons agir § € D* /% sur £! via Nr(d) et g € GL4(K)/7% via dét (g).

Proposition 2.4.1. — Le morphisme
dét. : £¢ — X!

est D* /7% x GL4(K)/n%-équivariant.

Preuve : 11 suffit de prouver ’analogue évident pour le morphisme
dét. : Y3, — Y},

La GL4(K)-équivariance suit immédiatement de la caractérisation (1.3.4) de I’action
de GL4(K).

Pour montrer que le morphisme dét. est D*-équivariant, nous aurons besoin du
lemme suivant.
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Lemme 2.4.2. — En identifiant AA¢ ,_, & A} via le morphisme €(g,itd—1,1-d),
on a
ABE 4 1(8) = BH(Nrs) (Vo€ OF).

Preuve : 1l suffit de prouver cette identité pour B = O4 et f = Idep,. Celle-ci est
alors simplement la définition de la norme réduite figurant dans [Re|. O

En remarquant que IT € D* /% agit sur £! via €971 = (—1)¢~! et que
Nr (H) = (_l)d—lﬂ'v

la proposition s’ensuit. O
On va maintenant formuler une conséquence de la D*-équivariance du morphisme
dét. .

Proposition 2.4.3. — 1l existe un (unique) morphisme
détg H zid_d_’_l _) 2,},

rendant commautatif le diagramme suivant
d
2'nd

&

- 1
né-t za
V
d
2mi—d+l

Preuve : Soit Op, =1+1I"Op (n>1).Ona
Ta=2/Opn=23/(Opn/ODw) (n' 2mn)

La proposition (2.4.3) résulte alors du lemme suivant.

Lemme 2.44. — On a linclusion

Nr(Op,nd-d+1) C1+7"0.

Preuve : Ceci résulte de la définition de la norme réduite figurant dans [Re] et de
(IC], lemme (2.9)). O

2.5. — On va maintenant calculer explicitement le morphisme déterminant dét. en
utilisant la détermination (II. 3) de 'objet universel sur Go.

Soit Byniv I’algebre affine du O-schéma formel G° (II. 3.3.1).
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Proposition 2.5.1. — Le déterminant (2.2) de lobjet universel
(M,,11,, Fs, R) € Go(Buniv)

est l'objet (mq, e, fo,7) sutvant. Pour touti € Z,

m; = OB Buniv,

m = (-1)*1781
et

fi = (-1 (781 — 187) ldo SFr.
Le morphisme
r: o = O & (Buniv/ (7)) < K & (Buniv/ (7))

est linclusion naturelle.

Preuve : On laisse au lecteur le soin de vérifier que les modules m;, ainsi que les
morphismes 7 et f;, sont ceux décrits ci-dessus.

L'inclusion r (assimilée & un élément de K & (Byniv/(T)) vérifie
Idg®Fr(r) =1
(cf. la condition (3) de (I. 4.3.3)). On a donc
r=p®1 (p € K).

Pour calculer r, il suffit dans ces conditions de le faire aprés réduction modulo I'idéal
(v?[4]) (II. 2.7.2). Un calcul direct montre alors que r =1. 0

Remarque : Le morphisme

mi_‘)oéBuniv
z+— (-1)1@D . g

identifie ainsi (m,, 7., fo,7) & I'image réciproque de ’objet universel sur @}) =Spf O
par le morphisme structural
A: G° — SpfO.

Corollaire 2.5.2. — Le déterminant de Uobjet universel (8, X, p) sur G°®00q (IL
3.4.1) est le couple (détX,détp) suivant.
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Le O-module formel détX est celui dont le groupe formel sous-jacent est G, et pour

lequel on a
détX (m)=mw+7

(on rappelle qu’on note T l’endomorphisme de Frobenius de G, ). La quasiisogénie
détp est simplement I’ isomorphisme

! =G, =G, =détX
(on note ®¢ le O-module formel (. 4.2)). O

On rappelle qu’on note C, I'algebre affine du O-schéma formel Y%, (B) xg,o GO (cf.
(1.4)). Notons

n—1
€8 i+d-1,1-d) © A%Ti = dét,(zo); = Z ™ @&k (€x € Cn)
k=0
(cf. (2.3)).

La preuve de la proposition suivante est alors une conséquence immédiate de (1.4).

Proposition 2.5.3. — L’égalité

k=0

n-1 nd—1
Y @tk = (18 8(e)) - det ( Y P*@diag (zk[j —i],0<j < d—l))
k=0

est vérifiée dans O/x"O R C, . O

Remarque : La formule (2.5.3) exprime £,—; comme un polynéme en les zx[5](0 <
Jj<d-1,0<k <nd-1). De l'égalité

nd—1 nd—1
Y Pt @diag (zi[j —i]) = P*- ( > P"®diag(xk[j])) P

k=0 k=0

(o les deux membres sont considérés comme des éléments de F, [7] ® F, [zk[4],
0<j<d-10<k<nd-1 ] ), il résulte que ce polynéme est indépendant de ¢. La

matrice
nd—1

Y P*@diag (zc[j - i]) € gly (O/m"O ®F, [zx[4]])
k=0
ne dépend pas des quantités

T(n-1)d+1[(d — 1) — i]

Tpd—1[(d—1)—3] - Tnd-1[1—1]
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(lorsque 1 < 8 < 7 < d, le terme situé & l'intersection de la r-iéme ligne et de la
s-itme colonne est Z(n_1)da+-[d — i + 8]).

En faisant varier ¢, on voit que le polynéme exprimant £,—; ne dépend que des z[j]
(avec0<j<d-—1et0< k< (n—1)d). Le morphisme
dét, : Y3, — Y}

se factorise donc & travers le morphisme d’oubli des coordonnées zi[j]
0<j<d-1,(n-1)d+1<k<nd-1),

I Yo — Yoo nyass -

Ceci redémontre (et précise) la proposition (2.4.3).

Alain GENESTIER
Université de Paris-Sud
Mathématiques
Batiment 425

91405 Orsay

France
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