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INTRODUCTION

Les notes qui suivent développent un cours donné en Mai 1973 au Collége de

France sur "le grand crible".

La méthode du grand crible est, & l'heure actuelle, l'un des outils les
plus puissants en théorie multiplicative des nombres. Grosso modo, on peut la dé-
finir comme 1l'analyse harmonique des progressions arithmétiques, aussi bien du
point de vue additif que multiplicatif. Un r8le fondamental y est joué par deux
inégalités (cf. th. 4, cor. 2 et th. 7, 8, TA) que 1l'on peut interpréter comme des
variantes de 1'inégalité de Bessel pour des systémes "presque" orthogonaux de

fonctions.
Les applications & la théorie des nombres prennent deux formes :

La premidére, et la plus élémentaire, est la forme additive, étudiée aux
§§ 2,3, qui conduit directement aux résultats arithmétiques typiques du crible de
Selberg. On trouvera au §§ O, 1 la définition d'un crible, et le théoreme de
Linnik sur le plus petit non-reste quadratique mod. p ; nous avons donné aussi

la formulation de Rényi du grand crible.

La seconde forme du grand crible est multiplicative ; elle concerne l'ana-
lyse harmonique relativement aux caractéres x(n) de Dirichlet ; c'est 1l'objet

des §§ 4, 5.

La suite de ces notes est consacrée aux applications de la forme multipli-
cative du grand crible. Au § 6, nous démontrons un théoréme de densité pour les
zéros des fonctions L , et nous en déduisons le théoréme de Linnik sur le plus
petit nombre premier appartenant & une progression arithmétique. TUne variante du
théoréme de densité, utilisable dans 1'étude des nombres premiers appartenant & de

petits intervalles, est discutée au § 10.

Le § 7 contient une démonstration simplifiée du théoréme de Bombieri-
Vinogradov sur la distribution des nombres premiers dans les progressions arithmé-
tiques. Les §§ 8, 9 appliquent ce résultat au théoreme de Rényi sur 1'équation
p+2 = PqesePyn s avec Dy PyseeesP, premiers ; nous donnons une démonstration

simple du fait que cette équation est résoluble avec r = 4 .,

Le § 11 contient des remarques bibliographiques relatives aux différentes

sections.



En résumé, ces notes contiennent quelques-unes des applications les plus
importantes de la méthode du grand crible : théortmes de densité, distribution des
nombres premiers dans les progressions arithmétiques, lien avec le petit crible de
Brun-Selberg, etc. Toutefois, 1l'exposé n'a rien de systématique : je me suis
borné & donner des échantillons des diverses fagons dont on peut appliquer la mé-
thode ; bien souvent aussi, pour simplifier les démonstrations, je n'ai pas donné

les énoncés les plus forts possibles.
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§ 0. Préliminaires.

Soient :

(a) un ensemble 7 d'entiers,
(b) un ensemble § de nombres premiers,

(¢) pour tout p € P, un ensemble Op de classes mod p .

Un crible est par définition la donnée de (N, ¥, op) et 1'on s'intéresse a
1'ensemble criblé

7Z°={n€'/2 | n(modp)(ﬂp pour tout pe P} .
On remarque que, dans la pratique, on prend

N ={M<n=MN

un intervalle de longueur N , ou

N = {p = N}
1'ensemble des nombres premiers =N , ou
N = {f(n), n = N}

ol f est un polyndme.
Plagons-nous dans le premier cas, et posons
w(p) = lnp\ , nombre d'éléments de QP .
Le probléme fondamental est d'obtenir des majorations et des minorations pour

l'/lol en fonction de N , P et des w(p) . L'ensemble criblé '/Zo est trés sen-

sible au choix des éléments de Qp , comme on le voit dans les exemples suivants :

n = (1aN)
I P =(p=N)

Q= {0}

n = (1!N)
II P =(p=N)

a ={{o} si p = N/2
p {1} si N2<ps=N

Dans (I), M, est 1l'ensemble des entiers = N qui ne sont divisibles par aucun
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nombre premier = N, et 1l'on a donc

I'no!=1 .

Dans (II) N, contient tous les nombres premiers p tels que N2<ps=N,
donc

N
l'nol ~7Z log N °
On a o(p) =1 dans les deux cas ; ceci montre que 1'on ne doit pas s'attendre 2

des résultats asymptotiques sur |7Zo| dans le cas le plus général.

Toutefois, pour des choix particuliers des Qp , conduisant & des ensembl’es cri-
blés 770 de signification arithmétique simple, on conjecture qu'il existe une for-

mule asymptotique pour |7Z°| . Un exemple est le crible

n = (1!N)
P = (p=/N)
OP=&modp

ou € est un ensemble d'entiers fini fixé., La suite criblée 710 correspondante
est essentiellement 1l'ensemble des entiers n tels que /N<n =N et que n-e

soit premier pour tout e € € .

Démontrer une formule asymptotique pour |7'Zo| est d'habitude un probléme trés
difficile, souvent méme inabordable. L'importance de la méthode du crible est que,

méme si elle n'arrive presque jamais & résoudre complétement le probléme en ques-

tion, elle fournit le plus souvent des inégalités non triviales pour |7?0' .
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§ 1. Quelques exemples. Le crible de Linnik et Renyi.

On va considérer trois exemples

Exemple 1, Le crible d'Eratosthéne :

7( = (1vN)
P =(p=/N)
Q= {o} .

I1 est évident que

N =1 U {nombres premiers p tels que /N<p=DN} .

o
Exemple 2.
n = (1,N)
P = (p=/N)
Qp = {0,2} .

On voit aisément que 720 décrit 1l'ensemble des nombres premiers jumeaux dans

(Vw, ) .

Exemple 3.
n = (1,N)
P =(p=/W)
Qp = {a| a n'est pas résidu quadratique mod p}.

I1 est clair que

N, 2 {carrés = N}

est-il vrai qu'on a égalité si N est assez grand ?)
q

(1)

Les estimations du crible donnent, dans les trois cas

N
|7ZO| << m
N
(log N)2
|'720| << /N .

|7Z°| <<

(1) On fait usage de la notation << de Vinogradov pour indiquer une inéga-

aybess
1ité avec un facteur constant non specifié, qui dépend seulement des paramétres

ayDyeee o
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Les exemples 1 et 2 sont typiques du petit crible :
w(p) est borné,

et 1'exemple 3 est typique du grand crible :

w(p) croit comme p
(on a w(p) =p—£-1 si p> 2).

La méthode de Viggo Brun ou de Selberg s'applique bien au petit crible. Le pre-
mier résultat sur le grand crible est dfl & Linnik (1941) :

THEOREME 1. Soit N = (1,N) , P = (p =/N) . Alors pour tout 7, 0<7T<1,

on a

In | o
nis .
° 1?4 {perlu(p)>Tp)

On ne démontrera pas ici ce théoréme, car on obtiendra plus loin des résultats

beaucoup plus forts.

On conjecture que le plus petit non-résidu quadratique mod p est <<e pe
pour tout p , et il est méme << (log p)2 si 1'hypothése de Riemann pour les

1/4/e + €

fonctions IL(s,X) , X mod p , est vraie. On sait aussi qu'il est <<Ep ,
pour tout p ; la démonstration (due i Burgess) utilise 1'hypothdése de Riemann
pour les courbes hyperelliptiques sur [E‘p .

On a 1l'application suivante (due aussi & Linnik) du Théordme 1 :

THEOREME 2. Le nombre des nombres premiers p = N  tels que le plus petit non-

€
résidu quadratique mod p soit > N , est borné par une constante c(e) .

COROLLATRE, Pour tout €> 0, 1le nombre des p = x tels que le plus petit
non-résidu gquadratique mod p soit > pe , st majoré par

<<€ loglog x .

Le corollaire montre que les exceptions & la conjecture sont trés rares.
Preuve. Considérons le crible
n= (19N)
P = {p=/N| tout bs=Nf est résidu quadratique mod p}

Qp = {non-résidus quadratiques mod p} .
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on a w(p) =£5—1 (»>2) .

Soit maintenant n=N , tel que tout facteur premier q de n satisfasse &
qéNE . Il est clair que, si peP , alors n est résidu quadratique mod p ,
car tout diviseur premier q de n 1l'est. On a donc ne?’lo , autrement dit

7?0 = 721
ol
n

;= (n= N| tout diviseur premier q de n satisfait & q=N°} .

Lemme. Il existe une fonction 6(€)>0 telle gue

I, [ ~8(e)w .
Le Théordme 2 est conséquence immédiate du lemme, car le Théoréme 1 (avec
= 1/3) donne
s(e)i~In s n | < 15
1"~ o T
c'est-a-dire Pl < !5(8)'1

Q.E.D.

Preuve du Lemme. Soit R(N,z) le nombre des entiers n=N dont tous les fac-
teurs premiers soient =z . Si p'<p sont deux nombres premiers consécutifs,

on a

©

, N
R(N,p) = & R, p1)
r=0 p
car tout nombre n=N n'ayant que des facteurs premiers = p s'écrit de fagon

s T N N .
unique comme n =pn', ou n' §—r n'a que des facteurs premiers = p' . Par

p
récurrence, on voit que, si y=z, on a

R(ny) = mn) - 0 &, o)

y<rpsz
- 5 (IR0
y< Pz r=2

ol p' est le nombre premier qui précéde p .
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I1 est clair que la somme double est o(N) , car R(N,z)éN et
©

Z 2 <+
r=2 p

donc

R(N,y) ~BN,z) - 2 R 2') -

y<p3z

Supposons trouvés un entier k21 et une fonction 68(u) , définie pour

u>1/k et de classe C1 , telle que la formule asymptotique

R(N, z)~6( N

log N)

soit valable pour i—gg—ff 1/k , avec N = , Nous démontrerons plus loin que la
méme formule asymptotique vaut encore pour —i—g-g—ff 1/(k+1) , & condition de défi-

nir 8(u) dans 1l'intervalle 1{—_1,_.]-<'u.Sl par 1'équation

]
) =1 -[ sF%) .,

Comme, pour k = 1 , on peut prendre 6(u) =1 pour u>1, une simple récur-

rence sur k montrera alors que

~ log 2
R(N,2) ~8(3opw) ¥

ol la fonction &6(u) est définie par

6(u) =1 si uzt
! d

8(u) =1 -[ 8(3%) S si 0<u<i.
u

Comme 8(u)z 0 et 8'(u) = 1 6(1 u) , il est clair que 68(u)>0 pour u>0
(noter que, si G(uo) =0, ana 6'(u) =0 pour O<u< uo), et cela complétera

la démonstration du lemme.

Pour passer de k & k+1 , nous procéderons de la manidre suivante :
1
X+ T X
Soi’cI\Tk <z§Nk, o ¢ > 0 est fixé.
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ona : RN,z) ~N - o rEp) .
z<psN P
e
k+1
Comme log p' ~logp et p>N , On a

et 1'hypothése de récurrence montre que

o) = i o

pour z<p=N,

On a également

Z l<< 1og(%§g-%) +1<< 1,
2<p=N D g
d'ou
1
R(N,2) ~ N - O 15(10;o e )-g .
z<p=N
Comme 6(u) est de classe C1 pour u > 1 on peut remplacer

k 9

lo ! 1o
d - Py s
Tog (N/p par Tog (§/p ans la formule ci-dessus. Soit maintenant
at) = 2

1
t<p=N P

N
1o 1 o
- KZPS,N 6(log ;NEP}); = L 5(%%}7*';;)&(1:) ;

utilisant l'estimation élémentaire

log N
log t

A(t) = 1og(32E) + olgsrs)

on trouve, aprés changement de variables et intégration par parties

N
log t v_\ dv
5(——-%7—\-)@(1;) ~ - f 6(—) = .
fz log (N/t) log z/log N 1= v

10
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Ceci achéve le passage de k & k+1 , et en méme temps la démonstration du lemme.
L'étape suivante est due & Rényi. On considére une suite arbitraire d'entiers

1§nl<n2<"'<nZ§N

et 1'on pose

Z(p,a) = # {n; | n; = a(mod p)} .

I1 est clair que
P
2 Z(p,a) = 2
a=1

donc "en moyenne" on a

z
Z(psa) ~ 3 -

Si p,p' sont deux nombres premiers distincts, les congruences n = a(mod p) et
n= a'(mod p') sont indépendantes. Utilisant des idées tirées de la théorie des

probabilités, Rényi considére la variance
P 2
Z
V=2 p2 (ra)-D
p=X a=1
et démontre le résultat suivant :
THBOREME 3. (Rényi). Si X = (1/12)"/3 aiows
V = 2NZ ,
Ce résultat est tantdt plus fort, tantdt plus faible, que le Théoréme de Linnik.
En effet, si {ni} =N, » la définition de 7 entraine que

Z(p,a) = 0 siace Qp y

donc on a
p 22 2
p ) (2(pa) - 2) z2ply,
a=1 p P

et

2N

= .
( & w(p)/p)

per
p=(u/12)"/

I7z°| =z=
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Ce résultat est visiblement plus fort que 1'inégalité de Linnik, mais il a le
défaut de ne s'appliquer qu'aux nombres premiers = (N/ 12)1/ 5 , alors que Linnik
pouvait aller jusqu'a N1 2 . Par contre, un avantage de 1'inégalité de Rényi est
qu'elle donne un résultat pour n'importe quelle suite, et pas seulement pour les

suites criblées. A l'heure actuelle, on sait que
(i) on a pour tout X

Vs (N+X2)Z (cf. fin au § 2) ;

DY

(ii) il n'y a pas de raison de se borner & considérer une variance liée seule-
ment aux nombres premiers. Il est plus commode d'oublier la formulation arithmé-

tique et d'utiliser directement un résultat analytique.

12
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§ 2. la forme analytique additive du grand crible.

On note ||x“ la distance de x & Z, autrement dit

ldl = min |x=nl .

Soient XygeeesXp R nombres réels distincts avec

min | x, -xJ“ z26>0 3
1#3

on dit alors que les X, sont 8- bien espacés.

Dans la pratique, les xi sont des nombres réels mod 1 (i.e. des éléments de

R/Z ), représentants de % Z/Z ou de Q/% .

Exemple 1. Les x i/n , J=12y00eyn forment un systéme de nombres
1 . "
—~bien espacés.
n
Exemple 2. Les nombres a/q , (a,q) =1, 1Sasq , q = 1,2,4..,Q forment
un systéme Q_2- bien espacé.
On considére maintenant un polynéme trigonométrique

M+N

S(x) - Z aneZTtinx

M+1

de longueur N , & coefficients complexes quelconques.

THEOREME 4., Si les xj sont O-bien espacés, on a

M+N

Z I5Gx,)| 22 w1y 3 a1 .

M+1

COROLLAIRE 1, On a

M+N

Z Is(3/q) 2= (1+q) Z la 12 .

COROLLAIRE 2, On a

M+N

Z Z |s<a/q)|2s<N+Q)Z|a 2,

(aoq_) =1

13
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Remarques. Dans les applications a4 la théorie des nombres, on s'intéresse au

cas ol
Né -
donc 6 = o(N) .

Si N6 -0, on peut remplacer N + 5" par - 0(621\13) , qui est
essentiellement une estimation exacte (on démontre que la constante dans 0(...)

est plus grande que L et plus petite que 270 ). Dans ce dernier cas, comme

12
[1/8] M4N
lim & Z |S(J5)|2 I |S(x)|2dx Z
8 -0 j=1 M+1

1

le Théoréme 4 mesure la déviation d'une somme de Riemann pour J‘ [s(x) 12ax , par

o

rapport i la valeur limite I |S(x)|2
o

En fait, on démontrera ici une forme plus faible du Théoréme 4, avec N+26-‘l au

lieu de N+6-1;cela. suffit d*ailleurs trés bien pour les applications arithmétiques.
On commence par le

Lemme de Selberg. Soit H un espace complexe avec produit scalaire ( , ) .

Soient (91,<p2,...,<PR, feH. Ona

R [(£,9.)1?
S % g2,

i=1
PERICHES)

5=1

Preuve. On a, pour tout (Ei) e ct
2
le- 2 gyl
Donc
I12 - 2Re(D_ &, (£0)) + 0 &;Ey (9y,9,) 2 0
i i,j
et comme on a

-1 2 2
|§igj| =5 (|§i| + Igjl )

14
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on obtient

2 5E o) =3 2 (1% + 1g,13) (e0))]
1,3 i,

=y Igil2 |(°Pi,<Pj)|

i,J
et

I#2 - 2 Re 2 E; (g0 + 2 1 PC 2 ooz 0.
i 1 J

En choisissant

(£,9,)
g' = R

Z ICH 2 )

on obtient 1'inégalité de Selberg,
Q.E.D,

Soit maintenant H = 22 1'espace des suites (dn) , N € Z , de carré sommable,

avec produit scalaire

(@8) = )_ o B .
n
On prend
a si |n| =N

n

0 si Inl> W

-2ninx .
[e J si |n| =N
1 -2ﬂinx.
95 = (N+—L£-I-Il’-)2e J si N<|nl=N+L
0 si si N+L< |n|
I1 est clair que
N N 2ninx
2 ' 2 S j
”f“ = fﬁlan, ’ (f,CPj) = f_ﬁ_ane ;

15
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on a aussi

N

~2mni =X, ~2ni L=
ooy = 3 o) 5 melal PG
1

-N &nlsmiL 1

1 (sin rr(N+L)(xi-xj))2 i (sin n I\T(xi-xj))2
L sin 'rr(xi-xj) sin n(xi-xj) ’

donc

2N + L

1 s s .
(oyr0) 8 gt w143,
L sin n(xi-xj)

En utilisant 1'inégalité

[ \S] Y

lsin mx| = 2]x| pour x| =
on obtient
. 2
sin n(xi-xj) ain® n[]x -x, H (2 ||x -x, “)

On a Hxi-xjn 26 si i#£ 3, donc par le principe des tiroirs, pour tout i
fixé, on a au plus deux indices j tels que Hxi-lel € IG ol 16 est un inter-

valle donné de longueur o6 . D'aprés les inégalités précédentes on a

R
> |(cpi,cp.)] N4 L+ [ (. ,.)
: B PR AR
3=1 3#
R
=2N + L +E Z 1—2
3=1 llxy—=l
J#L
SN+ 1+ # {x | x §”x.-x.||Z(k+1)6}
4L 121 (k6)2 17
= 2
§2N+L+ﬁz 22 =2N+L+?—2-1—2.
k=1 L&

16
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Jusqu'd présent, le paramdtre I était un entier arbitraire. On choisit mainte-
nant L = [%]+1 , et l'on a

R
Z [(o,,9.)] = 2N + 26~ .
n i7"
3=1
Le Lemme de Selberg donne
R N N
2ninx, 2
Z | Z a e J| = (v + 25-1) Z |a,n|2
=1 N -N

et 1'on obtient le Théoréme 4 (avec N + 26"" au lieu de N + 6_1) en faisant une

2mi (N+M+1)x

translation par e et en remplagant 2N + 1 par N ,

Q.E.D.

Soit M< n, < n, < e < n, = M+N une suite de Z entiers dans un intervalle
de longueur N ., Soit

1 8i n=n,
J
0 si n;énj

la fonction caractéristique de la suite nj « On prend

z 27in . x
s(x) = Z e b,
5=

Si p est un nombre premier, on a

p~1 p1 Z mi(n,.- a,
ITIOVSICID S W e Ut
a=1 a=1 =1
Z
=o( 2 1) -7
Jsh=1
njEnh(mod D)

P

2 2

P Z z(p,a)° - 2
a=1

b
» 0 (2(p,a) - 2.
a=1
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Appliquant le Corollaire 2, on trouve

P
72 2
V=2 » ) (ke -BPs @,
=X a=1
ce qui améliore 1'inégalité de Rényi.
THEOREME 5. On a 1'inégalité
: a 2 2
> qZ[Z'E-%lZ(%,a):I = (N+x)z.
=X a=1[d|q
Preuve.,
I1 suffit de démontrer que
q q >
2. Is@®P-q ) [Z ) 3,
a=1 q h=1 | d|q
(an)=1
2nin . x
ou S(x) = Z e I est le polyndme trigonométrique associé & la suite
J
c oni 22
o a 5) = ) z(gh) e ¢,
h=1
d'ou
q . ah
-2ni =
az(am) =) s@e .
a=1 q
Si 1'on pose
4 =2ni &h
Man) = 2 s@®e 9,
a=1
(a’Q)=1
il est clair que
q
qa Z(th) = T(E9h) ’
dlq

18
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et la formule d'inversion de M&bius donne

T(q,h) = q g Mfl Z(%,h) .
q

Vu la définition de T(q,h) , on a donc

q q
2 IewlP=qa 2 Is®I*,
h=1 a=1

(a'9Q.)=1

Q.E.D.

19
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§ 3, Applications arithmétiques. Le crible de Selberg (1).

THEOREME 6. Soit (7, P, Qp) un crible, avec

N=M+1, M+N)

et soit Q 1l'ensemble des g = Q gui sont produits de nombres premiers appar-
tenant & P . On a 1'inégalité
2
lm | « X8
o - L !
ol

=]
1]

2 w2 T ﬁ%%y .

Q€ plg

Remarque. La méthode de Selberg donne
il = 21+ &

ol R est un reste assez compliqué. Dans le cas N = M+ 1, M + N) 1'estima-
tion de R est du type R Q2/L , ce qui est équivalent & 1'inégalité du
Théoréme 6. Toutefois la méthode de Selberg a l'avantage de s'appliquer i des

suites 7N trés générales.

Preuve. On démontrera 1'inégalité

q
12 s, %@ TT 2By s 3 Is(e/w)l?
"o i (ara)=

et le Théordme 6 sera une conséquence immédiate du Corollaire 2 au Théordme 4.

Soit

I(a) = ] =2 °
pq PP
il s'agit de démontrer
q
> ls(a/q)1? = 1s(0)12 3(a) .
a=1
(a9Q)=1

Si cette inégalité est valable pour tout a s en remplagant a, par
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n e21tinB son obtient

q

S Is(a/ae) | = Ise)I? 3(a) .

a=1
(3-9Q.)=1

Supposons avoir démontré cela pour q et q' , avec (q,q') =1 . Par le

théoréme chinois, on a

aq' aQ qQ'
> Is(e/aa)lP= ) > ls@ B2
c=1 a=1 b=1
(cyqq')=1 (a,9)=1 (b,q')=1
ql
= Q) lsw/an)l? a(a)
(b,q")=1

s(0)12 3(a) 3(a") ,

ce qui démontre 1'inégalité pour qq' . Il suffit donc de vérifier le résultat

v

dans le cas ol q = p , nombre premier.

Soit
s(pa) = L a, ;
ne'fzo
n = a(iod p)
on a
-1 he)
2 Is(e/p)12 =0 2 Is(p,a)12 - Is(0)I?
a=1 a=1

(on a d6ja vérifié cette identité dans le cas ol a, est la fonction caractéris-
tique de '/lo ) et d'autre part, il est évident que S(p,a) =0 si a ¢ Qp .
L'inégalité de Cauchy donne

P p
Is(0)12 = | Z1 S(p,a) 12 = [p-u(p)] Z1 Is(p,2) 12,
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donc

D
D Z1 Is(p,a)1? - 15(0)12 = 3(p) Is(0)I? .

Q.E.D.

COROLLAIRE., (Théoréme de Brun-Titchmarsh) - Soit =(x;k,4) le nombre des

premiers p=x tels que p= 4 (mod k) , ot (k,8) =1. Ona

n(M+N 5 k,2) - n(M 3 k,0) = 2N (1 + o(kesloa(N/k)y)
¢(k)log(N/k) log(N/k

pour M2z 1, Nz 3k ,

La constante dans O(...) est absolue.

Remarques. Le résultat, avec la constante 2, est dfi & Selberg. Il est impor-
tant que 1'inégalité ne dépende pas de M, et soit aussi valable pour k assez

grand. Montgomery et Vaughan ont démontré 1'inégalité plus explicite

2N

n(M+N 3 k,8) - n(M 3 k,8) = F(x) Tog(N/K) *
valable pour M= 1, N = 3k .,

Preuve du Corollaire. On prend le crible suivant

Mi1-4  M4N-
(e

qui est un intervalle de longueur = % +1,

Q, plk)

A

P=(r
(et donc @=(a=@, (q,k) =1)),
~1
0 ={-L k
R
ce qui a un sens, car k est inversible dans Z/(p) , P e® .

Si r=kn+ £ est un nombre premier, r>Q , alors kn + £ # O (mod p) ,
c'est-a-dire
ngnN
( p

et donc n € 7’20 . D'ou

n(M+N 3 ky8) - n(M 5 k,8) = I | +q.
[o)
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On a par le Théoréme 6

™

k

o(k)

Z lW(1+

a=Q %plq
(Q.sk)=1
q sans facteur carré

Z -I]]-> log Q ,

n=Q

v

donc on obtient

2
:Lé——Q ¥

(Q9k)=1

1,4,
L.
Y

L> 1log Q .

On en conclut 1l'inégalité

n(M+N ;5 k,2) - n(M ; k,L) =

d'ou le résultat cherché, en prenant

Q= (1\1/1:)1/2 (log %)'1 .

23
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§ 4. la forme multiplicative du grand crible.

Soient X un caractére de Dirichlet, q son conducteur. On utilisera les

notations suivantes :

* *
Z ’ Z : sommation sur les caractéres primitifs de conducteur q
X X mod q

q
T(x) = Z x(a) e2n1a/q : somme de Gauss associée & X ;
a=1
(a,q)=1
X ¢ caractére principal ;

(]

1

Z : sommation sur 1=asgq, (a,q) =1.
a

THEOREME 7. On a 1'inégalité

% N M+N
X 2 12 s x@Psd) Y sl
q=Q X mod ¢ M#1 M+1

THEOREME 8. Supposons que a =0 si n aun facteur premier =Q . On a alors

M+N M+N

Z (log %) Z | Z a, x(n)|2 = (N+Q2) Z |an|2 .
q=Q M+1

x mod q M+l

Preuve. Si (n,q) =1, on a pour tout X mod q

oni 28

T(x) x(n) = Z' x(a) e 1 (n,yq) =1

a

et on a aussi, pour tout n et tout ¥ primitif mod q ,

_ ! _ 2ni an
T(X) x(n) = Z X(a) e 4 X primitif .
a

On sait que

2 bB(a/a¥)a* si (a/a%,q*) = 1
lT(x) 1 =
0 si (a/q¥,q%)> 1
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olt g¥ est le conducteur du caractére primitif x* mod gq* qui induit X mod q .

En particulier,
2 . PR
[t(x)I° = q si X est primitif mod q .

Donc on a

* M+N

a 2 12 axm®

X mod g M+l

* M+N

= Z I Z a, 7(X) x(n)|2

X mod ¢ M+1

oM ' omi 22
= 2 1Y MY %) e ©IP
X mod q M+1 a
pac ' oni 28
= Z | Z a Z x(a) e a |2
- X mod q M+ Boa
! M oni 28
2
—o@ 2 12 ae 17,
a M+1

la derniére égalité résultant de 1'orthogonalité des caractéres. Le Théoréme 7

découle aussitdt du Corollaire 2 au Théoréme 4 et de 1l'indégalité

* M4 ,
&y 2 12 ax@Ps ) | sa/a)l?
Pla x mod 9 M+1 ° a
M+N
avec S(x) = Z a, 2 Tinx , démontrée ci-dessus.
M+1

La preuve du Théoréme 8 est similaire, On utilise ici 1'identité pour les
sommes de Gauss valable pour tout caractére x , si (n,q) =1 . La condition
que n n'ait pas de facteurs premiers = Q implique que (n,q) = 1 pour tout
qg=Q. On obtient donec

M+N '
1 -\ |2 2 2
IEN) y n%d . [ )15 | B% a, x(n) ¢ = ; [s(a/q) |

pour tout q =Q .

Tout caractére de Dirichlet x mod q est induit par un caractére primitif
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x¥ mod g¥* et
x(n) = x*¥(n) si (n,q) =1.

Donc
M+N

L N L 2

77 X) a_ x(n)l

q=Q ?(q x mod q Me B
M+N

1 -\ |2 ST * 2
N O Il PEER O]

a*|q x* mod g*

a=Q
M+N
N 1 2 2
=2 oy 2 W 2 12 a e,
q=Q a*lq x* mod g¥ M+l

(/a*,q%)=1

ona 9(q) = ¢(a/a*) P(a*) si (a/qa*,q*%) =1, donc en écrivant

X » @ au lieu de x* , g%

d  au lieu de qfq¥*

on obtient
> * M+N
>y L. W8 S 1 2
a_ x(n)l
qéQ{CPq d=Q/q fld x mod ¢ MH n
(d9Q)=1
M+N

= Z Z Is(a/a)|? = (W+02) Z |an|2 .
=Q a M+1

On a déja vérifié que

2
5(%7 d;( -LCFE%}> log X
(d’Q)=1

(voir la démonstration du Corollaire au Théordme 6) ; cela compldte la démonstra-

tion du Théoréme 8.
Remarque. Le Corollaire au Théordme 6 se déduit aisément du Théoréme 8. Si on
prend M> Q, a.n =1 8i n =p nombre premier, a, = 0 dans les autres cas,

le terme avec q = 1 est

(log Q) [n(+1) - =) 2 ,
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d'olu

(20g Q) [r(M)-n(t) 12 = (3+Q2) [m(16s0)-n(20) ]
et 1'inégalité du Corollaire donne

2
(M)~ (M) = -1%5

Le résultat suivant, dl & Selberg, est une généralisation des Théorémes T et 8.

r
THEOREME 7A. Soit cr(n) la somme de Ramanujan

2‘rtin-:f
Z e . On a

u=1

(urr)=1
* M+N
Loy L 1Y e 12

x(n) c_(n)
(qu_()Q, elar x mod ¢ M+ n T
q,T =1

M+N
s 2 ls®iPsmad 2 s l? .
¢=Q a=1 1 M+1
(a,q)=1

Preuve. Soit ¥ un caractére primitif mod q et soit r avec (q,r) =1.
On a
& 2nin1r
2 e ¢
(byqr)=1
1 T 2nin (& + B)
- qa T
= 2 X(rarqu) e
a=1 u=1
(a;0)=1  (w,z)=1
q . a T u
2nin = 2nin =
= X(x) Z x(a) e q) ( Z e r)
a=1 u=1
(39‘1)=1 (uvr)=1

= x(z) x(n) 7(x) c,.(n) .

.
.

On a l'l‘()_()lz =q,car X estprimitif mod q , et [X(z)l =1 car (r,q) =1.

On multiplie alors par a, et on somme par rapport & n . Cela donne, aprés
sommation sur q et r
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* M+N
q S 2
q;o‘ ) & | l*%‘l ay x(n) cr(n)|
(q,7)=1 x mod q

* qr
1 S - b2
- L oy | (v) s)12 .
qrsq  flar X n%d a bL.—._1 ar
(q,7)=1 (v,qr)=1

Si X, est le caractére mod qr induit par le caractére primitif ¥ mod q ,
1

x4(b) = x(b) pour (b,qr) = 1.

La derniére somme est donc

1A

* qr
Lowmy L, 1L xe) sl

qQr=Q x mod g (bogr)=1
aQ

= ] | 2(b) s@) |2

é wxmqu TR0 s

(er)=1
q

=Y > Is@®12,

¢=Q b= 1

(b1Q)=1

Q.E.D.
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§ 5. La forme analytique multiplicative du grand crible.

@

Soit Z_a,nnit une série de Dirichlet absolument convergente :
1
Z la | <+ =,
n
n
S . 1/T
THEOREME 9. Si T=e on a
T o T
it |2 2 2
[ an®l?at [ | al ny
=T n o ¥

Ce théortme est 4l & Gallagher.

Preuve. Soit, plus généralement,

S(t) =9 _o(v)e?™it

ol les exposants v forment une suite arbitraire de nombres réels, et

D o)<t w .
v

Posons
5~ si x| é% 8
Fé(x) = .
0 si |x|>% §
I1 est clair que
0@ ¥ 67 L () = 2 o()E ()
|v-x|—<_-56 \Y

Par transformation de Fourier, cela donne :

06=sfﬁ'6,

et la formule de Plancherel montre que :

j'mlc&l2 ax = les(t)f‘s(t)lz at .
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Mais
P sin mét
Fo(t) = =g > 1

pour |t|<%. Donc

x+6

0y o
I lswlPat< [ 1670 2 e(w)I? ax
T - x

avec par exemple & = ﬁ . En prenant v =1logn, n=1,2,... et en faisant le

changement de variable 2mx = log y , on obtient le Théoréme 9.

THEOREME 10. Si » la <+ et T21 ona
THEOREME 10. Si n et ona

n
* TS it)2 S 2, 2
Z ZJ‘ |Z ax(n)n °l¢ at <« Z|a| (n+Q°T) .
n n
e=Q x ~T 1 1
X 1/T X
Preuve., Soit T = e . D'apres le Théoréme 9 on a
P - .
Z Z ‘f |Zanx(n)nlt|2 dt
e=q x -T 1
© * Ty
«rf T Ty axwl
o ¢ X ¥ v

o
< sz z—_ |an|2[Y(T-1)+Q2] .gyl (Théordme T)
o ¥

=1 Z Ian|2 an [y(T-1)+Q2] -%:L
n n/T

©

<< Zlan|2(n+Q,2T) .
3

Q.E.D,

En utilisant le Théoréme 8, on obtient :
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THEOREME 11. Soient a T comme dans le Théoréme 10. Supposons de plus que

a, = 0O si n aun facteur premier =Q . On a alors

©

% .
2 (tog ;OI) >l a x(a)n1? at
q=Q

X mod gq o

<< Z|an|2(n+Q2‘1‘) .
1

Soit Q wun ensemble fini de caractéres de Dirichlet généralisés
w(n) = x(n)n'? .
On pose
ol = q(lt]+1)
si X est défini mod q , et

D= max [®ow| .
w,w'e 0

Définition. On dit que Q est 6- bien espacé si pour

w = x(n)nfLt , W' = x'(n)nit' , w,o' €0 et w# o
on a

(i) ou bien Xx' est non-principal

(ii) ou bien Xx' = X, &t lt-t'] 2z 8 .

Soit 7N un ensemble d'entiers,
n < (N/2,N) .

On cherche des inégalités du type du "grand crible"
Z IZ aLnUt>(n)|2 =K Z |an|2
o n n
avec K=X(7,0) . On peut interpréter X de la fagon suivante. Soient

2 .
1°(N) : espace des suites {a‘n}ne’ﬂ

2 .
L°(Q) : espace des suites {aw}weﬂ
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munis du produit scalaire usuel. Définissons 1l'opérateur "Série de Dirichlet"

5: 12 -~ 1%(0)

par la formule

e} ) = {%anw@)}wm :
I1 est clair que

x =417 .

Plus généralement, on a

(L 1Y aw@as|g (2 la|?)/p
a n * pan B

ol ”‘D”p q est la norme de 1l'opérateur
9,

5 : 1P() - 1%q) .
I1 est bien connu que
”ﬁ”P,q = ”ﬁ*”qv,pc

ou bO* est l'opérateur adjoint de S et

+'j;'=1.

Q=

1
+;,=1,

LN B

L'opérateur adjoint JS* est donné par la formule

L (CR {%awa(n)}n€7Z :

On peut aussi remarquer que log “.B“p q est une fonction convexe de (% ’ ;11-) pour
9,

p,q 2 1 (Théordme de Riesz-Thorin) ; ce fait peut &tre utilisé pour obtenir par
interpolation des majorations non triviales de H‘DH . Bien que nous ne donnions

’
I‘an,q y PQaZ2,

est également important pour les applications en théorie des nombres.

ici que le cas de H-D” = llﬁHz 09 le cas général
bl

Lemme. Soit f(n) une fonction telle gque

1 si neN
f(n)EI

Lo 5i ngn
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et soit
B(w) = 2 £(n)a(n) .
1
Alors

1812 = max O L@@ wr)l .

weR w'eQ

Preuve. Ona |8 =84 (p=q=2) et H.D*H est défini par 1'inégalité

;Z o im) 12 = 1692 2oy |12 ;
Q Q
il suffit donc de majorer

Zf(n) |Z aw&(n) 12,
1 Q

2 £(n) | 2 5(n) |2
1 Q

2 oi 15 )

axa

2 1 (e l? v lay,13)15(5 o)

=
OxQ

= max Z |L(& w') | ZIO'(D|2 ,‘
weR w'en 9}

Q.E.D.

Lemme. Soit 0 un ensemble de caractéres généralisés, (4 log D)z-bien espacé.

Soit. f(n) = 3[e"(n/N)k_e'(2n/N)k]
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avec k=4 1log D. On a alors
[L(@w)| <N si w=o';

IL(@o)| < 3074 si w# o, N2z 4D(log D) ;
IL(Bw) | «< D1/2(1og D)3 + o4 i wfw,
Preuve. On a

K@) = 52 [ L(wi(t-t1),5x') TE+1) ‘NW“(‘LL-WN 2" g,

2ni
()
ou
c+iw
‘J' = I , avec c> 1,
(¢) c-iw

La premiére inégalité du Lemme est claire, car

Zf(n) < fme'(t/N)k dt < N .

Pour la deuxiéme inégalité, on déforme le contour d'intégration en un nouveau

contour, réunion des intervalles

Ly o= {(wlu=c, Ivl 2 (108 D)B}

9

L3,4 ={wls=sus=c, |vl=_(log D)s]
L5 ={wlu=28, Ivl=(log D)3}

ou 8 =-k/2=-21logD. Si XxX'= X, » il intervient un résidu égal 2

ng 1—.( +1$t —tz 1) N1+l(t —t) (N/2)1+l(t —t)

1+1(t'-t)

ot q est le module de XxX' et, vu l'hypothése que 0 est bien espacé, on a

alors
lt'-t| 2 (4 log D)2
On a aussi

ITE+1)] «< e'IVI
k
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pour -k/2 =u =c , donc la contribution du résidu est majorée par ND-4 . Si

q est le module de xx' , on a aussi

1
2~
|s'+2)

[L(s,%x') | <<( log[q(ls|+2)]

pour o £ 0, avec une constante absolue dans << . Les intégrales sur L

1,2
et L sont majorées par
3,4
1 2
- 7(1og D)
e 4 (log D)2
et
1
1 2 - =95 1 2
- 7(1og D) 3)\2 - 7(1og D)
e 4 (10g D)2 + 1° a(lt-t' ';i(log D) o 4 (1og D)2
respectivement. On a
a( 4=t [+2(10g D)°) = 2D(10g D)°
donc
1 3 - 2
5 3\ - 4(log D) -
| [ | < 1%(10g D)2<§2%’-n§—9)—) e 4 (log D) < D2
L
3,4
car
5 -6 ] -6 -2 log D
- —————— -
(ZDgé?INs D) ) = (4n o D) = (47 log D)
si Nz 4D (log D)4 . La majoration de I‘r | est similaire, et on obtient la
L
5

1

deuxiéme inégalité du Lemme, en prenant c = 1 + m .

La troisiéme majoration est tout & fait analogue, en prenant 6 = O au lieu
de & = -k/2,

Q.E.D,
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THEOREME 12, Soit 0 un ensemble de caractdres généralisés, (4 log D)2

bien espacé. On a alors

Ilbll2 << N + D (log D)°

18112 << & + lalp"2(10g D) .

Preuve., On a |Q| << ZD3 , car les caractires ¥ sont de module =D, et on
a auplus =D valeurs de t pour o = x(n)n'® , d'aprds 1'hypothdse que 0

est bien espacé. Des deux lemmes ci-dessus on déduit aisément
1812 < ¥ + lalnw™ < ¥

si Nz 4D (log J))4 , et
812 << ¥ + laln"2(10g D)3

dans tous les cas.

Soit alors N < 4D (log D)4 . On considére des nombres premiers

p1<p2< ...<pR

tels que
4D(1og D)* = Np, = 4D(1og )’
et
R
11 pi>D, R<< log D ;
i=1

c'est toujours possible, car il y a >> (log D)2 nombres premiers dans 1'inter-

valle

(ADﬁlog D4 4D(1og D)7)
N ’ N ¢

Pour tout w = x(n)nlte Q, il existe p; tel que

|w(Pi)| =1 ’
R

sinon on aurait pi|q , ou q est le module de X , et D< I Py =q, ce
i=1
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qui est absurde. Donc

R
Z |Z anu)(n) 12 = Z Z | Zanw(pin) |2
o N i=1 Q n

M

Z| Z a(i)m(n)|2
Q

n
p7

i=1

v ot _ 4
oh a "’ = an/pi . Oma Np, 2 4D(log D)* , donc

z| Z ar(li)w(n)|2<< Np; Z !al(li)lz
0 p.7M

pi',Z i

' 2
= Npi % |a:n|

<< D(log D)7 Z|an|2 ,
n

PN

vu ce qui a déja été démontré. On a aussi R<< log D, donc

Z |Zanw(n)|2 << D(log D)8 Z 'a,n|2
o M n

si N = 4D(log D)4 ,
Q.E.D.

Remarques. On a des estimations plus précises que celles fournies par la Théo-

réme 12. La conjecture de Montgomery est

Conjecture 1. Si 0 est (4 1log D)2 -bien espacé, on a

8% < ¥ + 2°lal .
On conjecture aussi :

Conjecture 2. Si 0 est (4 log D)2 -bien espacé, on a

ol << @2 4 /o2 Bamye

pour tout p = 2 .

La Conjecture 2 est vraie si p =2k , k entier. Ces conjectures ont beaucoup

d'importance en théorie des nombres premiers.
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Enfin, on remarquera que, par sommation partielle, on a encore 1l'inégalité
: -0
ZIZa w(n)n 92 |LD||§ 5 Zla 12
a n*® o "

pour tout % Z 0 ; cette généralisation est utilisée dans la démonstration des

théorémes de densité pour les zéros des fonctions L .
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§ 6. Applications. Le théoréme de Linnik.

Soit ) le plus petit nombre premier p dans la progression p = £ (mod k) ,
9

ot (k,£) =1 . On a le résultat suivant, afi & Linnik :

THEOREME 13. Il existe une constante co> 0 effectivement calculable telle que

pour tout k=2 et tout £, (k,4) =1.

On va déduire le Théoréme de Linnik d'un théoréme de densité pour les zéros des

fonctions L de Dirichlet.
On commence par le

Lemme de landau-Page. Il existe une constante c 1 > 0 telle que

L(s,X) £ 0
our
°1
oé1-m,|t|§T (T =z 2)
et tout caractére primitif « de module q =T, avec au plus une exception

L(B1,X1) =0.

Le zéro exceptionnel B, est réel, simple, unique et
1 unique et

On a aussi, pour une constante s >0, 1l'inégalité

(Les constantes CysC sont effectivement calculables.)

2
Pour la démonstration, voir les notes bibliographiques du § 11,

On écrira
61 = 1-B1

et on appellera B‘I’X“l le zéro et le caractére exceptionnels (relatifs & T et

ey ).
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Soit N(o,T3X) 1le nombre des zéros de L(s,X) dans

o=o0=1, [+

A

T,

zéro exceptionnel exclu.
THEOREME 14. On a

Z Z (a,T;X) « T03(1-0’) .

g=T X mod q

Si en outre il y a un zéro exceptionnel 61 , On a

E: 2: N(e,T3x) << (61 log T) T03(1-a) .

q=T ¥ mod q

Les constantes implicites dans << et 03 sont absolues et effectivement cal-

culables.

Remarque. Selberg a démontré que, pour T2, on a

Y2 N(e,mx) = o(e) (PP,

g=Q X mod q
En particulier, la premiére partie du Théoréme 14 est valable avec

c, = 8+¢ .

3

Voici deux applications immédiates du Théoréme 14 :

THEOREME 15. (Théordme de Siegel).
Pour tout €> 0 , il existe une constante c(e)> O telle que

1, 2 o(e) T .

(La constante c(e) n'est pas effectivement calculable.)

Preuve. Soit 6 1la borne supérieure de la partie réelle des zéros des fonctions
L de Dirichlet. Si 6< 1, 1le Théoréme 15 est évident. Supposons donc 0 =1 ,
Alors, pour tout €> 0, il existe un caractére X et un zéro p = B+iy de
L(x,X) tels que

1-e<B< 1,

Soit @ le module de % , et soit

(¢
~ | 1
T = max (3, ¥/, exp (1—_'5)) .
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La condition
1
= —
T= exp (1_’B)
implique que p n'est pas un zéro exceptionnel relatif i T,c.] . On a donc

N(1-¢,T3%) = 1

et 1'inégalité du Théoréme 14 donne

036
1< (61 log T) T ,

c'est-a-dire

-C_E

61>> (log T)_1 T 5 .

Q.E.D.

THEOREME 16. Soit B, un zéro exceptionnel relatif & T,c, . Il existe des

constantes 04’05,> O telles que, si 51 log T = c5/e , alors

L(s,x) # 0

c

log 51 log T

Cc Z 1-c

z 4T”',It|§f[‘ (T = 2)

et tout caractére primitif X de module q =T , sauf le cas ol

L(ByyX4) = 0.
Preuve. Si B+iy est un zéro non-exceptionnel de L(s,X) , alors

*
129 2 NE,mX) << (8, log 1) T03(1 2 ,
g=T X mod g Q.E.D.
Remarque. La démonstration usuelle du Théoréme de Linnik utilise le Théoréme 16
et la premiére partie du Théoréme 14. La deuxiéme inégalité du Théoréme 14 semble

étre nouvelle.

La démonstration du Théoréme 14 utilise plusieurs lemmes :

41



E. BOMBIERI

Lemme de Turin. Soient ZysesesZy € C et soit K= N. Il existe k, tel
gue K=k=2K, et que

lzlk
|z+...+z |_(50) .

Nous ne donnerons pas la preuve de ce lemme ; c'est un cas particulier du
<€ Second Main Theorem of Turan » , de démonstration fort compliquée.

Lemme de Densité. Soit L(s,x) une fonction L ol X est un caractdre de

module q =T, et soit w=1+iv, |vl=T et I|vlz2 si X =X, .

Alors L(s,X) a << rlogT zéros dans le cercle

|s-wl =r,

uniformément pour

log T

Preuve. On a dans |s-w .S_l

N

%'(s,x) = Z L +0(log T) ,

|p-w|<1
donc
|p-w|51 WHT-p = 0(log 1) - Z 1+r+1v X(=)
= 0(log T) + 0(1/x) .
On a
1_=
& WHT=p !
L =
Re s - 71 si |p-w| =r
donc

é# {zéros dans ls-wl = 1} << log T +% ,

Q.E.D.
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Posons maintenant, pour tout X de module q =T,
L'
F(B’X) =1 (S!X)
s8'il n'y a pas de zéro exceptionnel (rela.tif a T,c.]) et, dans le cas ol
By = 1-8, est un zéro exceptiomel de L(s,x1) , posons
L' L!
F(s,x) = T (8,%) + 7 (s48,,xx4) -

Dans la suite, on va considérer seulement le deuxiéme cas, qui est le plus
difficile.

I1 est bien connu que

€
i 1 X
T (s,%) = |p-§<1 = -7+ 0(log T)
dans |s-w|§l, w = 1+iv , |v|§T, avec €, =1 g1 X=X, € =0 si
2 X o X

x;éxo. On a donc

avec
|s-w| é% N

w=1+iv, |vlsT, et Ivlz2 si X=X,

ou la premidre somme est étendue aux zéros p de L(s,x) avec |p—w| =1, et

la deuxiéme somme aux zéros p' de L(s,xx,]) avec |p'-61-w| =1 . En effet, si

X = Xq le terme - ﬁ correspondant au pdle de L(s,Xo) est absorbé par le

reste car |vl 22, et, si X = Xy » le pdle de L(s+61,XX1) pour s = 1-61

est compensé par le zéro 1-8, de L(s,X.I) .

. 1 ~4 : .
Lemme A, Soit Tog T Sr=10", soit K= cer log T, w= 1+¢iv , lvl =1 ’
lvlz22 si x=X . Soit X demodule q=T.

Si la fonction IL(s,X) a un zéro non-exceptionnel dans ls-w| = r , il existe

un _entier k ,

K=ks 2K,
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tel que
I

1 d.k k-1
&) F(w+r,X)| 2 (200r) .

Preuve. On a

F(B’X) = Z L*‘ Z

1
= —_—,'+O(log T)
o s-p o s+61 )

dans |s-wl .5_% , donc 1l'inégalité de Cauchy pour les dérivées des fonctions
holomorphes donne

k 1 d \k
(1" 51 )™ ®(spX)
1 1 k
= Z—-m+ > —— 7+ 04" 10g 1) .
p (s-p) o' (s+8,-p")
Soit B, = Wir = 14r+iv et soit A = Ar , ol A Z 1 est une constante, et con-

sidérons la contribution dans Z —l-m
P (s,-p)

Lemme de Densité, le nombre des termes avec

des termes avec |w—p| >N . Par le

29\ < lp-wl| = 23+ 1) ,

est borné par O(Z‘jk logT) . Ona |s°—p| 2 |w-p|l , donc on obtient

@©

1

—_ J
== | < Z (29N 10g T)

[e-p |>2 (so-p) j=0

<k log T

pour k21, On a démontré que
k1 d\k
(-1 5 (&) Fls,»x)

1 1

RN S e E— -k
(S _p)k+1 + - (8 +8 _p')k+1 + O()\ 108‘ T)
o o 1

11}

BN
-

si A les sommes étant étendues aux zéros avec

lo-wl =, |p'-51-w| =\,
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Encore une fois par le Lemme de Densité, le nombre N de termes dans les deux

sommes est
N<< A\ 1logT.

En appliquant le Lemme de Turdn, on en déduit que, si KZ N, il existe k ,

avec K=k =2K, tel que
k+1
1 d\k 1 -k
|5 @) T ) 2 (e = ) - 0(A™ log T)
o "o

pour n'importe quel zéro non-exceptionnel P de L(s,Xx) dans ls-wl =2 .

S'il existe p, avec |p0-w| =r, ona |so-po| =2r , donc

k+1 1

(5re=) - 0 1og 1) 2 —T1——x - oA 10g 1) .
20ls e, (100 r)k+1

+1
Ak log T = (A:r)_k log T = (200 r)_k_1 QO_IC{Q r log T
A

< (200 r)™" <2°°) (r log 1) ,
et si A> 200
cg T log T
200 200 < 1200
(20)° £ (200, - (200 ;
donc, avec A Z 400, on a
(100 ) ¥ - o(A™* 10g 1)

z (100 )7 - o((200 )X —Zlog T
T
(2 6)1' log
z (200 r)7%1

si la constante g est assez grande (ca.r rlogTe 1) .

On avait la condition

done r =104, A= 400 suffit.

Q.E.D.
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Lemme B. Soit sr=10%, soit w=t+iv, Ivls7, |vlz2 s

1
log T _
X = Xo . Soit X de module q =T . Il existe des constantes AZ1, B>O0,

c>o0, c7 > 0 avec la propriété suivante :

A

Si la fonction L(s,X) a un zéro non-exceptionnel dans |s-wl

pour tout x>TB, on a

A
Xy
f DN i,,g, x(p) |2 ny 2 o, (log x) xC7

D

r , alors,

I2
.

a.p = logp s8'il n'y a pas de caractére exceptionnel,
%4(p)

8, = (1og p)[1 + 5 ] si X, est exceptiommel et B, = 1-8, est le
D

zéro exceptionnel.

Preuve., On a, pour o> 1 :

k+1
k

1 d -1 Aln k

@ oG L Jn—l (10g n)* x(n) b,
X4 (n)

ol bn =1 8'il n'y a pas de caractére exceptionnel, et bn =1+ 5 si X4
1

n

est exceptionnel. On pose

B (w) = %x ot

et par le Lemme A précédent on obtient 1'inégalité

| Z M%l X(n) b pk(r log n)l 2 1 (200)_]‘-1

1A

pour un entier k avec K=k =2k, et tout K2 Cg T log T :
I1 est facile de voir que

(360)'k si u< 107k

11}

p(w)

pk(u) (360)-k e-u/2 si u> 20k .

1A
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On prend

K=r logx,
°6
ce qui est possible si x> T , donc

r log x =k = 2r log x

et

-3
r log n < 1077k pour n< x'0

r logn> 20 k pour n> x4o .

Par les inégalités vérifiées par la fonction pk(u) , la contribution des termes

-3
avec n< x10 , n> x40 4 la somme Z A—(%l x(n) bn pk(r log n) , est

n

c
négligeable. Donc, pour T Z To et x> 1T 6 , on obtient

40
X
1 - k-
| Z ; A%;—lx(n) bnpk(rlogn)l Z§r1 (200)k1 .
L0 n

©

1, car Z pk(u) =1, et il est facile de voir que la contri-
k=0

1A

On a pk(u)

bution des n = pa , aZ 2 est négligeable, donc

x4o
a
1Y 2x() p(r 10 p)| > =1 (200)7% .
107 P
X

Posons, pour simplifier 1'écriture,

Y a
s(v) = 2 2x() ,
X p

-3
X = 10 y Y = x4o .
On a
x4o a Y
2 2x(p) p(r 1o p) =[ p, (r log y) 4 S(y)
L070 P X
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Y

=Nﬂpﬁrhsﬂ-f~5@)§%&1%y)w.

X

On a aussi
pl'{(u) = () - p (),
donc

) =
ka(u) | =1

et coome S(Y) est négligeable, on en conclut que

Y
f Is(y) | %,‘L» r2(200)7%
X
> r-2(200)-2r log x
. -(!
>> (log x)2 x Clx ’

la derniére inégalité résultant de ce que r logx= 1, donc

xT = 2T log X (1+4r log x)2 > (r log x)2 .

En appliquant 1'inégalité de Cauchy, on voit bien que

Y

f Is(y) |2 ‘—i}-} > (log x)° x°'T,
X
d'ou le résultat, car
Y= x40000 , x= X1000
Q.E.D.

Preuve du Théoréme 14. Par le Lemme de Landau-Page, on peut supposer

car sinon on a
N(a,T5x) =0 .

Soit p = B+iy un 2zéro non-exceptionnel de L(s,x) , avec B Z o, On prend
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= 08(1-01) » Cg z2,

2]
|

L r=10% si a>1- c;] 1074 , ce qu'on sup-

avec cg > 1/01; ona To=g

Alors on a

1IA

posera dans la suite.

lo - (14iv)[ =1 - B + |y=v] g%“ ly=v| = r

pour |Y-v| = -;— r . En appliquant le lemme B ci-dessus, on obtient

1+iv

y a
| Z —‘Lx(p)'2 dvg’z
X P ¥

>> r (log Jl:)3 xCT ,

donc, en sommant sur les zéros p

r (log x)3 x~CT N(a,T;x%)

A
b d Y+ 5T y o
<<f Zf | Z_T-:i_v x(p) | dv%rz
p 1 X p
x Y- =7
2
xA T+r y 2
<< (r log T)j f | Z wer X(p)l2 dvéyl ,
X -T-r S

la dernidre inégalité provenant du fait qu'un point de l'intervalle (-T-r, T+r)
appartient & << r log T intervalles (Y- -;-'r ’ Y+%r ) » par le lemme de Densité.

On en conclut aisément que

*
Z Z N(o,T5%)
=T X
xA < * T+r ¥y
« —togl Cr - | > ik x(p) 12 av &
3 1+iv ¥y
(log x) < =T xmod q”/ o = X P
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xA * T+r y
Cr 2
<< 3 Z (logg Zf | Z :f-iv X(p)|2 vayI
(log x) pr X J o, XD
A
b4 ¥y | |2
Cr a,
«<-= 3f 2 —2 (p+T5)gf,
(log x)’/, x p

la derniére inégalité résultant du Théoréme 11, qui est applicable si x > T2 , ce

que l'on suppose dans la suite.
I1 est clair que la contribution du terme

A 2
* L el
fszsgx
2
X
X

P y

est majorée par

5 x Iapl2
™log
,‘;"Z p ’
X

d'ou

A
* r X |a |2
Z Z N(O’,T;X) < xC Z ap ’

Q=T X (log x)2 x p

si x> T5 , ce que l'on suppose dans la suite.
On a vérifié que, si

c

-1,~4 1
1-c810 §a§1-—1ogT,
x E Tma‘x(5’B) ,
on a
* c (1-2) < la |2
x J 25
Z Z N(o, T3%) << 5 Z )
QST X (1log x) x p
ol

ap = log p s8'il n'y a pas de zéro exceptionnel,
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8, = (log p)[1 + 16 ] si X4 est le caractdre exceptionnel et
e

51 =1 - 51 le zéro exceptionnel. Pour compléter la démonstration du Théoréme 14,

on remarquera que la condition sur @ n'est pas restrictive, car le Théoréme 14

est trivial si o =1 - Eo , t-:°> 0 arbitraire, si l'exposant c, est assez

3

grand ; il suffit donc de démontrer

°10
Lemme C. Si x=T y On a

xA 2

E s )

o << (log x) s8'il n'y a pas de zéro
X

exceptionnel,
A
X al?

Z g <8, (Llog x)3 5i X, est le caractire
x

exceptionnel et 61 =1 -61 le zéro exceptionnel.

Preuve. La premidre partie du lemme est triviale car |ap|2 << (log p)2 . Soit
donc

(p)
a_ = (log p)[1 + X16P 1
1

p
P

alors

a2 = 2(log p)? (1 +%,(2)) + 0(6, (10g p)°)

et il suffit de vérifier 1'inégalité

A
b'd
1
Z ;<< 61 log x .
x
X1(p)=1

Posons

¢(e) L(eyx,) = & 2,
nn

d'ol
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=2 % TT (g ()4 oo, (%))

d|n P\)”n

La fonction cn est multiplicative et c, 2 0 pour tout n , cp =2 si
X1 (P) =1.

On a
A
o X
1
PR NEDIEED
n<x X
X1(p)=1
s (2 B ( Z B
n<x
A+l
X c
= g -f ,
car cpo = si (n,p) =1.
On a aussi
A+1
p 4
Z—_ —_— << L(1,x1) log x .
x
En effet,
n dm
nsz dm=z
y M9y sy 1y M@
T @ mL.S__z/ n 1/2 2 1/2 d
d=z n<z 2/ <dsz/m
%, (d)
=Z 1 {log +Y+O(—)}+ Z -1-0( 1T2+
1/2 o z
d=z n< z
s @ 5,y T
car YA = &- X, (u) = 0(%) .
> D d d>Ddid+1; u=d 1 D
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On en conclut facilement que

C
_n _ ' T log 2
L = 101%,) (108 201) + 11(1%,) + o -155:2)

et

A+1
X c
_n _ T log x
g o _L(1,X1)Alogx+0(j%—) .
1

négligeable si x> T4 ,

Par le Lemme de Landau-Page, on a L(1,x1) > 1 2 (log T)-3 donc le reste est

ce que l'on suppose dans la suite. On a démontré

% ) << 1(1,%,) log x .

On a, pour k Z 1

x n<x nB1
-8 c
= x 1 Bn (1 _ ﬁ)k
n<x 1

) w
C(By#w) LB +wyx,) m G
(2)

1
. L(1,X )
1+61 cee k+51 51 1

w
f C(By+w) L(B,+w,x,) m aw ;
(-3)
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on remarquera que L(B1+w,x1) % est régulidre pour w =0, et que le seul pdle
de la fonction intégrée dans Re w Z -% est w= 61 . Si k=2 1l'intégrale
1/2

9’

est absolument convergente, et elle est majorée par << T x_ qui est né-

gligeable par rapport & L(1,x1) . On a donc vérifié que
> s Li(ry,)
H]
n<x © 61 L

et 1l'on a aussi

A
(2 2) (& 1) <nix) 1oz,
n<x X
%4 (p)=1

d'olu 1'inégalité

A

X
Z l<< 6, log x ,

P 1
x
x4(p)=1
Q.E.D.

Preuve du Théorsme de Linnik (Th. 13). Soit q = T. Par les formules explicites

de la théorie des nombres premiers, on a

p

> log » = 57qy —(51 Y R =l
= - a
p=x ?lq Py moa q BX§1/2 Px
p=a(mod q) Iy, |=sT
X
1
2 1
+0(x%) + O(x_';g_x) ,
ol p, indique les zéros de L(s,X) .
La deuxiéme somme est
1 ¥ ' oB
-X1(a)xT+O($<1—FZ Z 5_.- xx)
1 9 ¢=T X mod g iyxlé'r
BX
(on a le terme - X4 (a) 3(8— seulement s'il existe un zéro exceptionnel relatif i
1

T, ey ) ol Z- ' ne compte pas le zéro exceptionnel. Le terme dans O(...) est
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s oy 5K

g=T a =7
X mod g |YX|
;

= - x* i,z N(o,Tsx)

1/2-
1 1
2 1 a
=x 2T N(E,T;X) + log xf (Z z N(Q,T;X)) x do
1/2
1 1-c1/log T
2 .5 o
<< x“ T + log x (£ £ N(a,T5x)) x do ,

1/2

par le lemme de Landau-Page. Par le Théoréme 14 1l'intégrale est majorée par

1
1-c1/10g T TCB 1-o
<< (61 log T) x (_x_) do

1/2

61 log T 1—01/1og T 3
<K —x si x>T7,

°3
log (x/T 7)
(on remplace 61 log T par 1 s'il n'y a pas de zéro exceptionnel). Soit

x=T", oW AZc, +1 . On obtient

3
5 el -
1 X
log p = (X-X(a)_)
pP=EX ?(q 1 B‘I
r=a(mod q)

+ O(EP—(%)- (61 log T) exp(- c1A))
1
x log x 1 2 5
+O(—E—T )+O(mx ) .
I1 est facile de voir que
B'I
X - x1(a) xT1>> (51 log T) x
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et d'autre part, on a

6, log T > T'1/2

par le lemme de Landau-Page. Si A est assez grand, le deuxiéme terme est né-

gligeable par rapport au premier. Si T est plus grand que «(q) T1/ 2 , par

exemple T = q4 s le troisiéme terme est aussi négligeable. Le quatriéme terme
c

est négligeable si A= 12 , Donc,si x =q © et si C est assez grand, on

voit bien que

=2
Z log p >> —& (61 log T) >> —~ q"° ,
P=x szqj chQ.j

r=a(mod q)

et le Théoréme de Linnik est démontré.
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§ 7. Applications. Le théoréme des nombres premiers dans les progressions arithmétiques.

Soit

Wxge) = L A .
n=x
n=a(mod q)
Le Théoréme des Nombres Premiers donne la relation asymptotique

X

¥(x;3q,a) ~ 3

pour q fixé et x >« , Il serait fort utile d'avoir des résultats aussi pour

q > ® ., Le meilleur résultat connu valable sans exception est le

Théoréme de Siegel-Walfisz. On a

¥(x5q,a) = 9(q) + 0((108 x)N)

uniformément pour q = (log x)N , et tout N> 0 . La constante dans O(...) est

effectivement calculable seulement si N< 2 ,

On a déji obtenu une borne supérieure pour Y(x;q,a) (Théortme de Brun-Titch-

marsh) valable pour q < x . Le résultant suivant montre que la formule asympto-

1/2
tique ¥(x3q,a) NWIEF est valable pour presque tous les q = -(Tlc——-)ﬁ :
og X

THEOREME 17. Soit 4 = log x . Pour tout A> O il existe B = B(A)> 0 tel
que

Z max max [V(y;q,a) - aéy | < x 274,

y=x (a,q)=1
a=x 1/2 4B
La constante B est explicite (par exemple B = 24A + 46) mais la constante
dans << n'est pas effectivement calculable.

Remarque. Le Théoréme 17 est dl & Bombieri et A.I. Vinogradov. On va donner
ici une modification d'une démonstration de Gallagher, qui utilise directement le

grand crible, sans passer par l'intermédiaire des théorémes de densité.

On démontre le théoréme en plusieurs étapes :
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1. Réduction 3 ‘#k(x;X).

Soient

k
4 (550,8) = o¢ :%—x A(n) x(n) (1og X)

k
CEORS - SP IR TONCES
r=a(mod q)

I1 est clair que

¥ (x3q,2) =;(135 2 R(a) b (ysx) »

X mod q
donc

vk(y’xo)

nax o I (r3a,2) - =Gry™|

w=x/20B y=x (a,q)=1

2 ; ng G0l .

= max
1/2,-B ¢(q)

amx /2B () oo .

Si x* mod g* est le caractére primitif qui induit x mod q (et donc q*|q) , On

a

N )| = Ty (yox) |+ o(£¥*2)

On a aussi

Z ] << 1* log z ,
#(q) #(a¥)

q=z
a*lq

donc il suffit de majorer

*

1
( j — max H’ (ny.)| .
q§x1/2£_B Py mod q y=x k
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En utilisant 1'indgalité W%T« é et en décomposant 1'intervalle q = x'/2¢™3

en << 4 intervalles du type (M,2M) , on voit que 1'expression ci-dessus est

majorée par

*
1,3 max Q,-1 Z Z max Wk(Y,X)l .
Q§x1/2z-B 1<gsQ ¥ mod q y=x

2. Application du Grand Crible.

On a la formule

8
1 L' y
4 (vsx) =-5,Ef -1 (%) T g8

(c)

pour ¢> 1, kZ 1., On pose maintenant

- %'= - %‘(s,x) = Z An) x(n)

F, =TF,(s,x) = > Aln) M%l
’ n=gz n
6, = G,(e) = O a(m) X2
n>g n
M, = (e,%) = 2 u(n) 2ab,
n=z n

et on utilise 1'identité
o (em) + B (1-M) - 1M
L™ Tz Z z Z z °

Comme Fz(1-LMZ) et L'M_  sont des fonctions entidres & croissance polynomiale

dans toute bande verticale, il est facile de voir que, si k=1, on a

59



E. BOMBIERI

WX = 5 [)Gz(1-mz) :i—} ds

1 y®
+ 2ni f Fz(1-mz) sk+1 ds
1
@

—“— 3s ,

pour tout c¢> 1 .
Soit ¢ =1+ l,_1 . En utilisant plusieurs fois 1'inégalité

2labl = lal? + b12,

on obtient

Z 2 max |y (%)l

q=Q X mod q y=x

*
«<xo 2 |G 12411z |2 Lde ]
| |k+1

Q=Q ¥ mod q

q=Q X mod q

1
-— *
2 2 2 2 1712 2y _lasl
RO [ (rele, 2ol 12alrn B lnlPele ) S
@

Par le Théoréme 10, on a

f le, 2 lasl_ o 3 A—1—)-(n+€z)
Q,Xmodq ()

n>z n

2
<<Z (10 g ) (n+Q)<<!,+£ 9* .
n

n>z
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On a aussi 1-1IM = - E: ( ZL. u(a)) xxgl ’
n>z djn n
d=z
donc
2
2 _las| S (dzi: ') 2
l1-m |1© —2o < 2 S (24Q9)
Q Xmodq () |s| n>z n

2
<<z4+z4%—.

Par une application immédiate du Théoréme 10, on a encore

q=Q ¥ mod q

.
2 2 2, _las|
E Z f (1+|FZ| +|MZ| +|FZMZ| ) [
1

<< (22+Q2) 16 .

||2|,| las| ,
meodqf(L+L )|sll{+"l

ce que 1l'on fait facilement en approchant L et L' par des polyndmes de

N

I1 reste a examiner

Dirichlet et en utilisant encore une fois le Théoréme 10. Soit

A(x) = A(x,x) = 0 x(n) ,

n=x

X de module q , X # X, + Il est évident que

[a(x) |

1A

q .

L(s,x) 2 ﬂl}: x % aa(x)

1 n

n

U [oe]
= Z X%l + fx_s a[A(x)-A(V) ]
! U+
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e
.
&

d'ol le prolongement analytique de L(s,x) pour ©> O . Il est clair maintenant

que

U
L(s,x) = & X8 4 o(ls] L)
1 n U

pour t-:o:c. Si c:%, U=zz, le reste est |s|%, donc

2

2
2 2
LGeit0l2 < 12 205128
1 §+it z
n

En appliquant 1'inégalité de Cauchy (pour les dérivées des fonctions holomorphes)

au cercle de centre 1 + it = s et de rayon on obtient

1
2 log U ?

U
Li(s,x) = - 0 Amllean  o(|g| S1&T)
1 n

v
d'ou
22 2 o
L (G +1t,%) 12 << |3 xodlogn| )2 L5108 2)° .
1 2+t 2
n

Par le Théoréme 10, il est facile de voir que, si k= 3 , on a

y 5 fum%m%ﬂ
)

1<qg=Q X mod q |rs|k+‘I

4
<< (22+Q,2)£3 + -9'5 22,
z
On a donc prouvé que
*
-1 Z S

Q 2 max |y (y,%)]
1<q=Q X mod q y=x
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=

. l
<< xz4Q'1 + xz4Qz'1 + xzzézzQ' + X% Q +x z Q,3 -2

_|.

-3-A S+A

L'expression ci-dessus est << x{ si on prend z = Q¢ et si on limite Q

a4 1l'intervalle

]
Bt = g = 2425730

1w

3)

donc, si Q satisfait i cette limitation, on ( pour k

*
Jl3Q,-1 T— Z max I‘lﬂk(y,X)‘ < x4 .
1<q5Q, X mod q y=x

3. Application du Théoréme de Siegel.

Par le Théoréme de Siegel-Walfisz on a

max [V, (y,%)| << x =
yox

a=28 | ettout ¥. 1

est évident que cela prouve encore la derniére inégalité de la section précédente

pour tout caractére non-principal X , de module

pour l'intervalle

Qs z8+A .
On conclut que, avec
B=3A+ 25,
on a
S ‘v (Y9x )
1/2‘—_3 max max |V (y3q,a) - _WT |
asx g v=x (a,q)=1 4

«<xst

pour k 2 3 , On remarquera aussi que l'on peut remplacer V. (y;X par y , par
k (o)

le Théoréme des Nombres Premiers.

4. Conclusion.

La fonction Wk(x) = Wk(x;q,a) est positive et croissante, donc pour tout
A>0 ona
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x e)‘

S IRCCE SXYCER / o0 &

e X X

On a aussi l'identité

X

by (0) = [ RO

1

d'ou l'on tire facilement

max max |V, (y3q,2) - %y |
r=x (a"Q.)=1 k *la

X 1
<<Xw+)\ ma.x)\ (ma.x1 |*k+1(}'v(11a)'$é)' | .
y=e'x a’q)=

- J(as) N
Si A =2 , on voit que, si x ¢ est une borne supérieure pour les
- (a-1)
sommes des V, , alors x ¢ est une borne supérieure pour les sommes avec
les Wk_1 . En commengant avec k=3, et 8A + 7 au lieu de A (donc

B = 24A + 46), on obtient bien le Théordme 17.

[Noter que l'argument du n°® 2, & la différence de celui de Gallagher, n'uti-
lise pas la borne de Pélya- Vinogradov | £ x(n)| <vq logq; la borne triviale
, . n<x
|z x(n)| < q suffit.]
n<x
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§ 8, Le crible de Selberg ().

Soient 7 un ensemble d'entiers et 7Zd le sous-ensemble
= {nen ln=o0 (mod d)} .
On supposera que
1
|7Zd| = @) Il + Rd
ot f(n) est une fonction multiplicative, et R; un reste. On pose

f1=f*u,

c'est-a-dire f, (n) = }_—_ f(d)u(%) . Soit {)\v} une suite de nombres réels avec
din
A =0 si v est assez grand, A =0 si v a un facteur carré, et soit

v v

S )\vr
G- £ Ly

d'ol, par la formule d'inversion de Mobius,

= u(v) £(v) Z ey

On considére la somme

< 2
=2 (a2 ),
nel din vin
et le probléme de l'estimation asymptotique de S . On a le résultat suivant :

THEOREME 18. On a

= Inl 6+o(7 (Z lagl) ( > | lle)

vim

ou & est donné par la formule

6LLH—} Zu(r)é .

(m,d)_1
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Preuve. On a

(?auZx)

71 din vin
S S
Z o a. A A Im l
a v, v, a "y T, Tla,vy,v,]

ot [@,byeee,r] est le plus petit commun multiple de &a,b,...,r . D'aprés la

définition de Rd , on a donc

g Zv1 % " X"1 x"2 ln[d"’v"z]l

DI EDY
d v, v

v > Z a3 A A R .
1 2 f([d V11V ]) d i): \)2 v Vz [d,V1,V2]

1

I1 est clair que

2
lgzz 2N, My, [dwv]l_g(mlal)(\%lx DN

V1 V2

et il reste donc & prouver que
)\

&= ) Sty

d v,V f([dv,v D

L—E—g'—(—)' (1;1“(1')5 ) .

1

I

"%

(m,d

fl

~

On a l'identité
max(a,b,c) = atb+c-min(a,b)-min(a,c)-min(b,c)+min(a,b,c)

d'ol
1 1 1 1 f((d’\’-]))f((d’\)z))f((v-]’Vz))

T (@) £(v,) 1(v,) £((d,v45v,))

£({d,v,,v,])

car f est multiplicative (on note (a,b,e..,r) le plus grand commun diviseur de

8yDyeeesT) o
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Soient maintenant

ce qui implique

£((vv,)) = 2 £,(2)

:r:lv1
r|v2
1

—1 ) £ ().

f((d,v1,v2)) sld

slv

1

slv,

On a alors
X

A TR

1 Vo £([a, v1,v ])

)\V f((d1\’1) }\\) f((d!\’g))

LYY Y A 2 D NS MG
d v, v, f(v1) f(v2) £(d) rlv, sid -
r|v2 S\)1
slv,

ad s S A 2
- g% g £,(x) £_,(s) mkva‘ozzod[r,s])ﬂ%y f((d,v)))

car les conditions rlv B slv équivalent i [r,s]|v . Regroupant les termes avec

[r,s] = m donné, et posant pour simplifier 1l'écriture

A
Vam = \Eo%—od 0 TO) £((a,v)) ,

on obtient

— a
= % % R%;{{g]%mf1 (x) f_1(s)} yi’m .
sld
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Vu 1'hypothese )\v =0 si v a un facteur carré, on a Yaum = O si m aun
9

facteur carré., On supposera donc dans la suite que m est sans facteur carré.

Lemme. Soit m sans facteur carré. On a alors

f.l(m) si (m,d) =1

P CENOR
sld

0 si (m,d) > 1
Preuve. Si m est sans facteur carré, la condition [r,s] =m é&quivaut &

r=-ns-1.t, t|s, slm

et 1'on a
£, (m)

f1(r) = f1(t) ’

f1s

d'ou

2 £,(x) £_4(s)

r,s |=m
sld

£, (m)
2 3y L@ 25

]

Si p est un nombre premier, on a

£,(p) = £(p)-1, £_,(p) = ?(15 -1

et
£_4(p)
BON £(p) = -1 = u(p) ;
f_1 f_1 s
comme F1—- f est multiplicative, on en déduit que w £(s) = u(s)
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si s est sans facteur carré., Mais on a

Z I.L(S) =

s|n

ce qui compléte la preuve du Lemme.

On a donc

6 Z Z f (m) yd m .
m d
(m’d)=

Pour compléter la démonstration du Théoréme 18, on va exprimer les

-

moyen des Y9m* On a en effet
’

Z Ty £((a,m)

et la formule d'inversion de Mcbius donne donc

A
oy f((am) 2; W(8) g ay

m
@) g p(t) Y9 mt ?

d'ou

2 £((a,m)) u(e) ¥y ooy

]
[y
]

) 8,1t
-2 { ) £((a,mt)) u(%)} Y4 omr
r \tlr ’

Lemme, Si (dym)= 1 et si r est sans facteur carré, on a

£,(x) si rla

2 £((amt)) u@) -

tir 0 si r,l’d
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Preuve. On a (d,mt) = (d,t) car (d,m) =1 . Soit alors

(a,r) , 7= (d,1)

p
r =pr', t =Tt .

Comme r est sans facteur carré, tout diviseur t de r s'éderit de fagon unique

sous la forme t = Tt' , ol Tlp ’ t' et . Ona

wE) = @ uE) ,

donc

1

2 e@mn) b = & 2 () ) )

tlr Tlp t'ixr!

f1(p) si »' =1

S5 (e) 2 uE)
e 0 si »>1 ,

et le Lemme est démontré.

On déduit de la

yd,m

= E: f.(r)y
rla 1 1,mr

pour (d,m) =1, et donc

a 2
d
6= Y Yy @ (2 @y, ) .
& 3 f(d 1 r|d 1 1,mr
(mvd)=1
Utilisant la formule

Cp=n(t) £5(8) 7y 4 s

on obtient le Théoréme 18,

Remarque. Le Théoréme 18 généralise le résultat classique de Selberg

2

g %mg 2

€= 2: f. (m gm
m 1

dans le cas ou ay = O si 4>1, ay = 1.
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§ 9. Application du crible de Selberg.

On va considérer maintenant le probléme de déterminer des nombres premiers p
tels que p + 2 ait au plus r, facteurs premiers, avec T, constante absolue.
Le premier résultat dans cette direction est di & Viggo Brun, qui a démontré
l'existence d'une infinité d'entiers n tels que n(n+2) ait au plus r, fac-
teurs premiers, avec LR constante absolue. Selberg a démontré qu'il existe une
infinité d'entiers n tels que n ait au plus 2 , et n+2 au plus 3 facteurs

premiers.

En combinant les méthodes du petit et du grand crible, Rényi a démontré pour la
premiére fois l'existence d'une infinité de nombres premiers p tels que p+2
ait au plus T, facteurs premiers, avec T, constante absolue. Le meilleur ré-
sultat connu est avec T, = 2 , démontré par J.-R. Chen (Sci. Sinica, 1973). On
va donner ci-dessous une démonstration relativement simple du résultat avec

ro=4:

THEOREME 19. Il existe une infinité de nombres premiers p tels gque p+2 ait

au plus 4 facteurs premiers.

Remarque. On démontrera, comme d'habitude dans ce type de probléme, un résul-

tat plus fort : le nombre des p = x , tels que
p+2 = PyeeePn s
r=4, p; > pa‘ ol a> 0 est une constante suffisamment petite, est

X

> %
(1og x)

Preuve. Considérons la somme

2
S=9 (2 a) (2 1)
p=x dip+2 vIp+2
i<y v< z
o ay = o(1) , h‘dl =1, A3=0 si d aun facteur carré. FEn appliquant le

Théoréme 18, on obtient facilement

s = Li(x) 6+ 0 (5 d3(m)|RmI)
m<yz2
(m72)=1
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avec

R = max [n(usm,-2) - Ll 2|
usx

et

2
m<zd<y Eg_-<_5(r|c1 HE) G )

(m,d)=1 r=z/m

—
ou ZL_ signifie que m et d sont impairs.
1

Si y22 < x%B , B assez grand, le reste O0(...) est majoré par x L-A . En

effet,

[\S] [N

6\ 1
2 Swln )= (L LB 2Q aip 1?)
(5] 1

«<12( m|Rm|2)2
65 1 a1
2 x2(§:|Rm|)2

6 1 1
<< 4 2 x2 x2 Z-A/z =X £(65-A)/2 ’

-

par le Théoréme 17 sur la distribution des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques.
Soit

si r< z est sans facteur carré

¢ =¢

r 1

(a)
1

0] dans les autres cas.

Soit encore

a, =1, a,=0 s8i d4d>1,

I1 est immédiat que
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d'ol

2
(Y ~IZ E ¢ 1w
P=EX  vIp+2 \m<z |

v< 3z

ooy )
={mgz o z} A Li(x) .
Avec la méme choix des C’r , soit maintenant
a. =1 si d est premier , d=p<y
a, = 0 sinon.

On a alors

6=m%z 2<p<yy_é—} -1 (rzp 4 e )

(m,p)=1 r<z/m

et il est clair que

d'ou

n<z 2o
m=p<y
p12m
On a la formule élémentaire
S A
p%t o7 = log(1+log t) + A+ O(1+1og t)

avec une constante Ao . I1 est facile de voir que

2
Z B %2; 1 << 1ogllog B : :
P4 1 °g 2z m<z

+log E
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et que

®
S Ez%m; S 1 1 S 22%111% ,
«_ _ - L
m<ch1m 5T2m p-1 loglog z <Z<P1m
Z<
2SP<Yy
donc ona (si z=y) :
-2 m
(% & = 10g(3LY) Z
1 log 2z ch‘l m
22(m) log z
" 2, ) s D)
n<z 1 1+1og—
' 2
m
+ O(Z ).
m<z(P1 n

Un calcul élémentaire par sommation partielle montre que

E—E—g—log (—-g—lo )N v' 2m

n<z 1+log— m<z Pqm

(ceci vient essentiellement du fait que

1
1 2 - —

) Bl _ A, logz + 4, + 0(z 4) et

< o, (m 1 2

n<z '1

que f logL du=1) . On en conclut que

2 (2 e 2

pEx  dip+2 VIp+2
d<y v< z

log v | S p2@) (2 .
~{1 + log (l—gg-;)} lmL<_z ﬁt_n%} C1 Ll(x)

"o -1
log ¥ 2 ..
= [1 + log (1gg Z)]{:L:Z -LE_}% $} M Li(x) ,

V] [N

si yz2<x IL_B
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Soient alors

avec eo > 0 assez petit. Par les formules asymptotiques obtenues, on a

2
Z[z-( > adﬂ( > )

PEx dlp+2 v Ip+2
d<y v< z
2+8¢ vro2 -1
~ (1 - log —=2){ > o A2 Li(x) .
1-8¢ P, (m 1
o \m<z "

Comme log2< 1, =si Eo est assez petit, le membre de droite tend vers + ©

pour X > + o , Mais alors on a

dip+2
i<y

pour beaucoup de nombres premiers p = x . Comme ZL_ ay est le nombre de fac-
d

teurs premiers de p + 2 plus petits que y , il y a au plus un tel facteur pre-
mier plus petit que y . Mais il y a au plus trois facteurs premiers plus grands

—-+€ .
que y , car y 2 p4 Donc p+2 a au plus 4 facteurs premiers,

Q.E.D.
On remarquera que dans cette démonstration on n'a pas essayé d'optimiser le
choix des a

d
on pourrait alors obtenir r, = 3 mais les calculs deviennent compliqués.

et Cr (ou des Xv) s i1 semble probable que, si on le faisait,

D'autre part, le résultat énoncé dans la remarque au Théoréme 19 provient du
choix

. a
a =2 si <x
P P

ap =1 si xX< Pp<y;

on laisse les détails au lecteur.
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§ 10. Théorames de densits.

On considére ici le probléme de la majoration des sommes

*

Z Z N(d’ T;X)
q=Q X mod q

ou N(@,T;X) est le nombre des zéros de L(s,Xx) dans le rectangle a<o<1 .

[¢| = s, T2 2, Les majorations obtenues sont du type

*

S Y N < (102)°(0-9) (15 mgyt

q=Q X mod q
et le probléme principal est d'obtenir de bonnes estimations pour c(a).
Les premiers résultats de ce type sont dus 2 Carlson (1920), avec
c(®) =40 si Q=1.

Plus tard, Ingham a amélioré le résultat de Carlson, avec

c(d)=§_id si Q=1

[§Y]

et cette valeur est encore la meilleure obtenue si % =os

g

Le premier résultat pour T fixe et Q variable est dfi & Bombieri, avec

o(e) =555 5

la démonstration utilise de fagon essentielle la méthode du grand crible. Enfin,

le premier résultat valable uniformément en T et Q est d & Montgomery, avec

c(a) = min(Eéa 2) .

' o
Le point essentiel de ces estimations est que 1l'on peut les utiliser en arithmé-
tique. Par exemple, Hardy et Littlewood ont démontré la résolubilité de 1'équa-
tion
n= p1+p2+p5
(n impair assez grand, p; nombres premiers) en partant de 1'hypothése que

L(s,X) # 0 pour o> % . Plus tard, aprés la solution de I.M. Vinogradov,
Linnik a montré que la méthode initiale de Hardy et Littlewood marchait encore si
on utilisait des théorimes de densité. Pour beaucoup d'applications 1'Hypothése
de Densité : c(e) =2,
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donne les mémes résultats que l'hypothése de Riemann généralisée. On sait mainte-

nant que l'hypothése de densité est vraie pour gé =1 et que c(o) = % .

THEOREME 20. On a la majoration

, « 31
Y Nemx) < (TQZ)Z"”( a)uog )t .
q=Q X mod q

Preuve. Soit

M (s,x) = & u(n) X8,

n=xX
bn= Z u(d) ’
din
a=x
donc
X
L(s,X) My(s,x) = 1+ ¢ b X2l
n>X n
pour ¢ > 1, car b1=1, bn=0, si 1T<n=X,
On pose

et 1'on prend

On a la formule

1+ Z bnl(%l e_n/Y = L(S,X) MX(S,X)

n>X n

+ = f L(s+w,Yx) Mx(s+w,x) T(w+1) YTW aw

27l
(mo+3)

1-8

pour %é o =1, avec un terme supplémentaire Mx(1,xo) r'(2-s) s o
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est le caractére principal ; vu la décroissance rapide de F(2-s) pour t - ,

ce terme n'a pas d'importance dans les estimations qu'on va faire ci-dessous.

Soit s = p = B+iyY un zéro de L(s,X) avec P = o . Vu la décroissance expo-
nentielle de la fonction [ sur les droites verticales, 1'équation précédente

donne l'estimation

1< | ) bnﬂlp’le'n/Yl
n

n>X

1 v+(log D)2
2" 1 1
+ Y |L(§+it,x)| lMX(5+it,x)| at .

2
v-(log D)

On partage alors les zéros en trois classes :

(I) 1 << | Z bnM%)-e-n/Y| .

n>X n
(II) il existe tp avec |tp—Y| < (log D)2

tel que

1 -3
'l"lx(§+itp,x)| > X 3

Y+(lod D)2 el ’ ’
-3 141
(111) LG +it,) ] at > &) =x> 4,

Y-(log D) 2

il est clair que tout zéro appartient & au moins une classe. Soit N, ,£ = 1,2,3

Z’
le nombre des zéros de toutes les fonctions L(s,X) , X primitif de module au
plus Q , dans la f-iéme classe, avec B 2 o , Y| =T . Toute fonction L
a au plus << log D zéros dans |t-to| =1, pour tout Itol =T, donc dans la

L-iéme classe il y a un sous-ensemble R’L de zéros (5 log D)2 -bien espacés, et

IW’]L, >> Nz(log D)-3 .

Estimation de |R1| . Soit O 1'ensemble des caractéres généralisés

w(n) = L(%% ,» avec B+iy € R, . Par le Théor2me 12 et la remarque suivant sa

démonstration, on a, en partageant 1'intervalle (X,Y) en << log D sous-

intervalles I =~ du type (Nv,ZNV) et un intervalle final (Nv ,Y) avec
o
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<z
w
ST B

Y
|R1|<< Z |Z_bn-B u)(n)|2
o x =&

<< (log D) Z Z |Z bnn-B w(n) 12
v Q Iv

|b l2

<< (log D) Z 7,1 + D(10g %] Z

V

<< (log D) }___[IIVI + D(log D)8]|Iv|1-2a (log D)°

A

<< Y22 (10g D)7 + m'"% (10g D)1°
_2(1_ )
«< »*°¢ (log D)15

Estimation de |R2| . Elle est tout & fait analogue, en prenant pour Q 1l'en-

On obtient aisément par le Théoréme 12

gsemble des w(n) = lﬁ%l » PER, .
p

1'inégalité n

52512

)
|R2| << D (10g D)° .

Estimation de |R | . On a maintenant, si Ip indique 1l'intervalle

3
lt-Y| < (log D)2

o, | 1« RZ (f |L(-,17+ it,x)las)?

5 I

«< (108 D)° 2_ [ 1nG+it,x) [4at
Ry I,

< (log D)° > f IL(—+ it,x)4at
Q=Q X mod q
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car 1l'ensemble RB est (4 log D)2 -bien espacé.

On a
27

*
DY f G+ it,x) 14 at << D(10g D)7,
21

q=Q xmod q

d'ou

=2—(1-0a)
IRy | << X' (10g D)6 = 1% (102 D)'¢ ,

et la conclusion du Théoréme 20 (avec A = 19 ) résulte de
3
N+, <<( IR, |+|R2|+|R3|)(log D)’ .
Pour compléter la démonstration du Théoréme, on va vérifier :

Lemme. On a la majoration

. T
> > |L(%+ it,x) [4at << D(10g 1)'° .
q=Q X mod q

Preuve du Lemme. On utilise ici une idée de Ramachandra.
On a pour 9 > 1 ;

©

12(s,x) = & a(n) X2
1 n

et donc

Lz(s,x) = Zd(n) xﬁ%) e"n/Z
1 n

W
1 2 Z
- 2—1_[1 [ L (S+W,X) F(W+1) 7 dw
(e)

pour -1<c¢< 0 (il y a un terme additionnel sans importance dans le cas ol

W
X = X, provenant du résidu du pdle de §2(5+w) T(w+1) Ew- pour w = 1-8) .

On utilise maintenant 1'équation fonctionnelle

L(s,x) = ¥(s,x) L(1-8,X)
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et 1'intégrale devient, pour -1<c < -0 ¢

4 f ¥ (s+w,x) ; d(n) —’1?—_(.—)—18‘_7” T (w+1) %r aw

2ni
(c)
= -Z-:t_ll.. *2(8+W!X) Z d(n) —g{%—z; T(W+1) ZTW aw
(c) n>7z n
z X W
+ ﬁ f "'Z(S'FW,X) Z d(n) —)1%151-2;- T(w+1) ZT v
(e") 1 n

avec -1<c'< 0. On remarque que,dans la dernidre intégrale, on a changé

l'abscisse d'intégration de ¢ & c' .
On prend alors

1 1
8 2+1't;,c=-2_

sur Rew=c ona |¢2(s+w,x) Z¥| << D°, et sur Rew=c' ona
|\k2(s+w,x) 72¥| << 1, donc on obtient

|L(2+1t,x)|2 < IZ a(n) —M—)— o /7|
§+1t
n
1 7 i
+ ° f' Z d(n)——x‘%)-—— | e-lv—tldv

n>D +iv

n1 + log D

©
D
+ log D f |Z_ d(n) —XL ‘lv-tldv
. 1

k-
2 log D

+iv

et finalement

81



E. BOMBIERI

f IL(—+ it,x) 14 at
Q, X mod q

<< Z Z /’|; a(n) —X(E)— /D2 gy

q=Q X mod g —+:L
* T
iD Y > [ dtf I 2 a(n) ——L-;I2 |v't‘dv
q=Q X mod q n>D n+1°g D+1v

(gD Y f [ |Za(n) 12 o lv-tl gy

g=Q X mod q +iv

ml—‘

le lemme résulte alors d'une application facile du Théoréeme 10 ,
Q.E.D.

On ne donnera pas ici les estimations plus fines de c(¢), comme c(o) = 1—52 ,

qui utilisent les estimations plus délicates de H.D”g 2 dans le Théoréme 12. Les
bl
idées sont les mémes, mais il y a beaucoup de complications de détail pour opti-

miser le choix des paramétres. On renvoie pour cela & la bibliographie relative &

cette section.
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§ 11.  Notes Bibliographigues.

§ 0,1. Le grand crible se trouve pour la premiére fois dans 1'article de Linnik
[L] de 1941. Les recherches de Rényi datent de 1948 i 1959, en particulier [Re 1]

sur 1'équation 2n = p+pie..p, [Re 2] et [Re 3].
o

§ 2,3, Le premier résultat comparable au Théoréme 4 est dans Roth [Ro] en 1964.
La méthode de [B 1], 1965 est assez différente. ILa démonstration simple domnée ici
est dans [B 2] ; pour plus de renseignements, voir Montgomery [M 1] et [M 2], et
1'intéressant article de Selberg [S 2]. Les Théordmes 5 et 6 sont dans Montgomery

[M 3] et la démonstration donnée ici est due i Gallagher [G 1].

§ 4. Le Théordme 7 est de Gallagher [G 2] ; une forme plus faible est dans
[B 1]. Le Théordme 8 est de Bombieri et Davenport. Le Théorime TA est de Selberg,

avec une démonstration différente [S 2].

§ 5. La premidére partie de ce paragraphe est entidérement due & Gallagher [G 3].

La deuxiéme partie est dans Forti et Viola [F -V 1].

§ 6. La démonstration du Théoréme de Linnik est emprunté i Gallagher [G 3], mais
la deuxiéme partie du Théoréme 14 est nouvelle. Pour les propriétés des fonctions
L et le Lemme de Landau-Page, voir Davenport [D] ou Prachar [P]. Pour le Lemme
de Turédn, il existe une belle version de Tijdeman [T]. La preuve du dernier lemme

est une simplification des arguments donnés dans [P], Ch. X.

La démonstration du Théoréme 14 a été trés simplifide par Selberg (non publié) en
utilisant le Théoréme 7A au lieu du Théoréme 8 ; en particulier, il n'utilise pas

la méthode de Turan et il peut obtenir des majorations trés explicites.

§ 7. Le Théoréme 17 est dans [B 1] ; une forme plus faible est due & A.I. Vino-
gradov [V]. La démonstration donnée ici est une variante de [G 4]. On peut con-

sulter aussi [M 1] et la monographie de Huxley [ 1].

§ 8,9. Le contenu de ces paragraphes semble nouveau. Le lecteur intéressé par
les techniques du petit crible est renvoyé i Selberg[S 1], [S 2] et & 1'excellent
article de Richert [Ri].

§ 10. Le Théoréme 20 est dfi & Montgomery [M 4] et la démonstration simplifide
du Lemme est due & Ramachandra [Ra]. Le lecteur pourra consulter [M 1], [H 1],
[ 2], [F-V 2] au sujet des théortmes de densité.
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SUMMARY

These notes on Analytic Number Theory are an expanded version of a series
of lectures given at Collége de France in May 1973, on the subject of the Large

Sieve.

The method of the Large Sieve today is one of the most powerful tools in
Multiplicative Number Theory. Roughly speaking, it may be considered as Fourier
analysis of arithmetic progressions, both from the additive and multiplicative
point of view. The key tools are two basic estimates (see Theorem 4, Corollary 2
and Theorems 7, 8, TA) which may be regarded as Bessel's inequality for a system

of almost orthogonal functions.

The applications to Number Theory come from two sources. The first, and
also more elementary, is the additive form dealt with in § 2, 3, which leads
directly to arithmetical results typical of Selberg's sieve., For this reason in
§ 0, 1 we start with a simple definition of a sieve and the theorem of Linnik on
the least quadratic non-residue mod p ; we also give Rényi's formulation of the

Large Sieve.

The second, and deeper, formulation of the Large Sieve is multiplicative
and deals with a Fourier analysis with respect to Dirichlet's characters x(n) .

This is dealt with in § 4 and generalized in § 5.

The rest of these notes is devoted to applications of the multiplicative
form of the Large Sieve. In § 6, we prove a density theorem for zeros of
L-functions, from which we deduce the deep theorem of Linnik on the least prime in
an arithmetic progression. Another type of density théorem, which can be used for

studying the distribution of primes in short intervals, is discussed in § 10,

In § 7, we give a simplified proof of the Bombieri-Vinogradov theorem on
distribution of primes in arithmetic progressions, and § 8 and 9 deal with a typi-
cal application of the result obtained in § 7, namely Rényi's theorem on the
equation p+2 = PqeeePr s with p, p; primes. The simple proof we give of the
solubility of this equation with r £ 4 introduces some new ideas in the Selberg

sieve method.

In these notes I have tried to present some of the most important applica-
tions of the method of the Large Sieve, in particular the Density Theorems, the
distribution of primes in arithmetic progressions and the connection with the
small sieve (Brun-Selberg). I should stress here that the results obtained are

only samples of the various ways in which one can apply this method ; also, in
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order not to complicate the proofs, I have not always given the strongest result

available.

The final § 11 contains bibliographical notes relevant to the various

sections,
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§ 12. Some recent developments

(added for the second edition, 1987)

I. One of the most important applications of the large sieve consists in obtaining
a result of the distribution of primes in large arithmetic progressions (§ 7, Théo-
réme 17). It was conjectured by Elliott and Halberstam that such a result may hold
for q < Q with Q = xe with some 9 > %— and possibly 9 =1 - € , for any

€ > 0 . At the present moment, even the result with Q = x'/2 remains open.

On the other hand, important progress has been made by injecting new ideas into the

large sieve methods. These ideas may be described as :

(a) the systematic use of bilinear forms ;
(b) combinatorial techniques ;

(c) the introduction of Kloosterman sums into the analysis of remainder terms.

This has led to the proof of the analogue of Théoréme 17 for quite general
arithmetical functions, which we are going to describe, following Bombieri, Fried-

lander and Iwaniec (Acta Mathematica, 156 (1986), 203-251).

Roughly speaking, the basic principle is that if the analogue of Théoréme 17
holds for two arithmetical functions f and g , then it holds for the Dirichlet

convolution f * g . We state it in precise form as follows.

Let f(n) be an arithmetical function. If (a,q) = 1 , then the progressions
qm + a are independent of each other and, since there are @(q) such progressions
for fixed q , the mean value of z f(n) 1is simply _?LY z f(n) .

n<x ®lq n<x
n=a(mod q) (n,q)=1

This leads us to introduce the remainder

1

Ag(x3q,8) = n_}<fx f(n) - o@D éx f(n)
n=a(mod q) (n,q)=1

and ask for estimates for Af . For most applications, it suffices to obtain results
of type
1 1/2 ,-A
: < —
Af(x,q,a) <w(q) ”f” X 24

with £ =log x and
/ 1/2
el = (= lemiz) ",

n<x

for any A > 0 , with the implied constant in < dependent only on A , and we
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want this result to be valid uniformly in q 1in a large range.
There are different formulations according as the sought for uniformity is for all

or almost all q or a . There are four levels of difficulty :
(M 1) almost all q and almost all a .

Here we seek to estimate A_ on average with respect both q and a ;

£
the main quantity we deal with is

q
z z |Af(x;q,a)|2 .
q<Q a=l
(a,q)=1

Results of this type are called of Barban - Davenport - Halberstam type.
(M 2) almost all q and all a .

Here we seek to estimate

z max IAf(x;q,a)| .
9<Q (a,q)=1

Results of this type are the proper analogue of Théoréme 17.
(M 3) almost all q and fixed a .

Here we seek to estimate

A IAf(x;q’a)l >
a<Q

where X' means that q 1is restricted to q and a being coprime.
(M 4) all q and all a .
Here we seek to estimate Af(x;q,a) directly.
We leave aside (M 4), and begin with (M 1) and (M 2).
We use the notation n ~ N to indicate an interval % N<n<2N.

DEFINITION.- The sequence Pn , n < x A4 said to satisfy a Siegel - Walfisz condi-
tion if forany d =21, k=21 and a with (k,a) =1 we have

1 B 1/2 ,~A
|z Bn-—~ I  Bnl<t@" ||B]|x* ¢
n<x o (k) n<x
nza(mod k) (n,dk)=1
(n,d)=1

with some B4 >0 and any A > 0 , the constant implied in < depending only

on A .
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Here we have written T(d) for the number of divisors of d and

2\1/2
18]l = (é eal®)"
X

THEOREM 21.- let Pn , n < x , be complex numbers satisfying the Siegel - Walfisz
condition. For any A > 0 zhere exists B = B(A) > 0 such that

: oz | = A
q<x£_B (a,q)=1 n=a(mod q)

= eal?<|B? x £

1
Bn - —
o(q) (n,q)=1

If PBn = A(n) , this is a form of the Barban - Davenport - Halberstam theorem.
Proof.- It is immediate that

1
z N z Pn-——~ I PBn|®
q=Q (a,q)=1 n=a(mod q) ®(q) (n,q)=1

1 2
= 2 —— Z |ZBnxm]|3
q=<Q ®(@) X#Xo B

Let X be induced by Y mod £ , £ > 1 . Then

Z Bn x(n) = z Bn W(n)
n (naq/f)=]

and since @(q) = @(f)p(q/f) , we get

Z |2 Bn x(m)|?

1
®(q) ¥#Xo 1

q=Q

1 L :
< x s * | 2 Bhum|®,
r<q ) 2<t<q/r ®B) ymod £ (1)1

We split the inner sum in f into two parts :

\ 1 2
Si(r) = 2 B z* > Bn Y(n) |
2<f<F Y mod £ (n,r)=1
and
1
R T A L
F<£<Q/r Y mod £ (n,r)=1
We estimate S4(r) by splitting z into progressions mod f and

(n,r)=1

applying the Siegel - Walfisz property of PBn , getting first
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/2 ,-A

2 Bnwm) <8P £ x% e

(n,r)=1
and then

S4(r) <P () P82k £ .

Now we estimate S2(r) by splitting the sum into < 1log Q intervals of type
(U,2U0) and applying the large sieve inequality

Sa(r) <logQ sup 8% = = | T puym)?
F<U<Q £<U Ymod £ (n,l’.‘)=l

<(log @2 = w2+x ||g]*
F<USQ

<(Q+%) lIB]* (1og @2 .

We conclude that, for some Bz = B2(Bq) @

(51(x) + 52(r)) < |18 (log @82 x PP £ 4 xF !4 g

1
p>
r<q o(r)

and Theorem 21 follows by choice of F,Q , starting with sufficiently large A .

Our next result is the analogue of Théoréme 17 for a class of arithmetical

functions ; the first results of this type are due to Motohashi (1976).

THEOREM 22.- Let £f(n) , n < x , be the Dirndichlet convolution of two sequences
a= (), B=@®) and suppose that there 48 &, 0<e<d<1-¢€, such
that

(1) a 48 supported in m~M = <

(ii) B 4s supponted in n ~ N = x° and satisdies the Siegel - Walfisz con-
dition.

For any A > 0 there exists B

B(A) > 0 such that

z max | (xsq,0) | < [lafl 8]l x'/% 7

XI/ZK—B (a,q)=1

’

qss
whene the constant implied in < depends only on A and € .

Remark.- As it will be clear from the proof, the condition on M,N can be replaced
by MN = x and M> KC for every C >0 and log N > 26 for some & > 0 . This
more general form is useful in extending Theorem 22 to fairly general arithmetical

functions f(n) .

Proog.~- We have
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Bosp(X3952) = Z X (ﬁamx(m)> (fﬁn x(n)) .

1
®(@) X#Xo

We proceed as in the proof of Theorem 21, reducing to primitive characters, so

that we need to bound

2 Lo (5,(r) + Sa(x))

r<q o(r)
where
1 <
Sa(x) = — T* | X a vm|| = B W) |
! 2<f<F o(f) Ymod £ (m,r)=1 n (n,r)=1 n
and
1 .
S2(r) = 2 —= ¥ | I a vm|| Z B ()| .
* F<£<Q w(f)lbmodf (m,r)=1 n (n,r)=1 n

For S4(r) , we use Cauchy's inequality :

1/2
$4.(x) s{ E o T w(m)lz}
2<f<F ¢ Ymod £ (m,r)=1 m
/2
1 2\’
T = I | = B V()|
{ZSfSF OE) Ymod £ (m,r)=1 ° J

To the first sum involving o we apply the large sieve inequality, while the
second sum involving B 1is estimated, exactly as in the proof of Theorem 21, by

applying the Siegel - Walfisz condition. This yields

S1(r) < ||al| ||B|]xl/2 TB1(r) F3/2(1og N)_A ,

provided F < MI/2 .

The estimation of Sx(r) proceeds as in the proof of Theorem 21, by dividing
the interval for f into < 1log Q subintervals of the type (U,2U) , applying
Cauchy's inequality to separate o and B and finally applying the large sieve

inequality twice. One gets

S2(r) < (log Q)2 |la

Bl| sup UTT(U2+M)T/2(U2+N)V2
F<U<Q

.

< (log Q2 |la

[B” (Q+M1/2+N1/2 + (MN) 1/2 F_1)

It is now easy to estimate X ER%T (S1(r) + S2(r)) to complete the proof
r<Q
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of Theorem 22.
In order to extend the result of Theorem 22 to more general functions £ ,

one uses two main techniques :
(A) taking linear combinations of convolutions,

(B) wusing a sieve in order to eliminate from the support of £ the values

of n with "small" prime factors.

In this way, one can show that the conclusion of Theorem 22 applies to very large
classes of arithmetical functions, such as divisor functions Tk(n) and their
powers, the Euler function, the Mobius function, and so on. Rather than describing

this in more detail, we move now to the combinatorial analysis involved in (A) and

(B).

II. We owe to Linnik the basic idea that the study of the distribution of prime
numbers can be reduced to the study of generalized divisor functions. The most

flexible form of this principle is that introduced by Heath - Brown ; the identity
1

for - T in section 2 of § 7 (Gallagher) is another instance of the application

of Linnik's principle.

Let A = A(s) =2 E% be a (formal) Dirichlet series and let |z denote the
n

truncation Alz = X 3% . We illustrate Heath - Brown's idea with an example. Suppose
n<z

we want to study the von Mangoldt function A(n) for n < x . The generating

1
function for A(n) is - %T where T is the Riemann zeta function, and its sin-
gular points come from the zeros of { . Now let M_= Z Eﬁgl be a truncation
n<z 0

of % H Mz may be considered an approximation for 1 , where all singularities

4

have disappeared.

It is clear that

= bn
C Mz =1+ 2

>z 0°
for suitable coefficients bn = bn(z) , hence

_ k _ cn(z,k)
(-Tw)f= 3 SR
n>z

for suitable coefficients cn(z,k) . If zk > x , it is clear that

kyr o
a(-TMHH| =0
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1
for any Dirichlet series A . We apply the last equation with A = - % and deduce

k . . .
__g_' = —1yJ (k - J\
o A J)(C oMy

.

This proves
Heath - Brown's Identity. Let k be a positive integen such that K> x . Then
for n < x we have

K .
A) = T (-ni7! (k) z (log m)) u(n)) ... u@,) .
j=1 ] ml...mj nl...nj=n J

nl,...,anZ

In order to show how to use Heath - Brown's identity, we sketch an argument
which shows how Theorem 22 can be used to give yet another proof of Theorem 17.
Our exposition will be necessarily very sketchy, since the full details are rather

cumbersome.

1/3
We start with Heath - Brown's identity for z = (2x) and k = 3 and begin
by splitting n < x into subintervals of the type (U,2U) . This reduces us easily
to assume that n ~ x . Next, we split the ranges for the m, and n, for each

value of j = 1,2,3 , into <(—é—) log x)zk intervals, each of the type (U,(1+6)U),

where & > E_A1 for fixed A4 . This means that we write A(n) as a linear com-
bination (with <1’_A2 terms, with bounded coefficients) of convolutions of the
type Qp koo x O.J. * Bl * oo k Bj , in which a, is supported in (Mi , (1 +6)Mi) ,

1 i ~ < x1/3
Bi is supported in (Ni’(1+6)Ni) , M]...Mj Nl"'Nj x and N.1<x/ .

Case I. xe < Nj for some € > 0 .

In this case, Theorem 22 applies to Qp *eeex O.J. * Bl koeoo Kk Bj simply by
choosing a = Gy * ..o % O.j * B] e k Bj—l and B = Bj , because the Mobius function

satisfies the Siegel - Walfisz condition.

Case II. xs < Mj < xl-e for some € > 0 .

In this case, Theorem 22 applies to Qp koo O.J. * Bl * oeak Bj by choosing

(1=(X.1*...*G.j_l*Bl*...*Bj and B=0.j

Case III. My > x! 7€

In this case, we consider My s eees mj s My oeee, Dy fixed and deal with
m; only. Since a4 is logmy (or 1, if we had Mi > x175¢  for some i 22 ),
the function a4 1is well-distributed in arithmetic progressions and Theorem 22

can be checked in this case directly.
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Since, up to a permutation of factors, one of the three above cases always
occurs, one concludes that the analogue of Theorem 17 holds for each arithmetic

function occurring in the decomposition for A(n) and hence for A(n) itself.

The advantage in decomposing A(n) as a sum of functions of type
Qp koo k cJ.j * B] X ooo k Bj is however more evident if we deal with the distribu-
tion of A(n) 1in progressions qm+a with fixed a . In this case, it is possible
to go beyond q < xl/2 Z-B if not for every al LR Bj at least for a large
portion of such convolutions, leaving behind few special configurations

al K ook Bj .

III. We describe here the ideas behind the work of Fouvry, Deshouillers - Iwaniec,
Bombieri - Friedlander - Iwaniec which have led to the first non-trivial results on
the distribution of (x;q,a) for fixed a and large q , beyond x'/2 with
some applicationms.

The arguments here are rather technical and we have chosen not to give too much

detail, leaving that to a reading of the relevant literature.

We deal here with a bilinear form

Z vy A _.(x3q,a)
g-q 1 B
(q9a)=l

where we assume in addition that a has support in m~ M , B has support in

1-e 1-€

n~N, where MN = x and x° <M< x , x° < N<x for some fixed € > 0 .

The "weights" Yq are fairly arbitrary, subject to

B1
Y <T q

for some B¢ . Ideally, one would choose Y = sign AG*B(x;q,a) and obtain non-

trivial bounds for z |Aa B(x;q,a)| . The most optimistic conjecture, similar
X

(q,a)=1
to the Elliott-Halberstam conjecture, would be :

Conjecture.- With the above hypotheses on o , B then, 4§ B also satisgies a
Siegel - Wakgisz condition, we have for any A > 0 and a suitable B = B(A) > 0 :

1/2 K_A

2 |agptsaa) ] <llall-|Bllx

q<x£-B

(q,a)=1

the implied constant depending only on A and € .
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This cannot yet be done, even replacing xﬂ_B by Q with Q = x‘3 for some

o >-% . At the present moment, the class of weights Y for which a useful result

for z Y

(g,a)=1
supports M , N for a, B .

q Ad*B(x;q,a) can be proved depends on the relative size of the

In what follows, we shall write EMT (for Expected Main Term) as an abbrevia-
tion for the expected asymptotics. Thus, if we write an expression

= £(n) -EMT , the EMT is
n=a(mod q)

z f(n) , at least in the case
,Q)=1
(q,a) = 1 . This simplifies very much the formulae and helps to follow the steps

1
©(q) @

in the estimates. The general philosophy is that the handling of the EMT's ,
although not necessarily easy, can be done by standard techniques and therefore

one must concentrate one's attention on the handling of remainder terms.

Let us consider the general sum

D=3 =T v 5, ( Tz aB - EMT)
q-Q r~r 9 m-M n-N n
(qr,a)=1 mn=a(mod qr)

where the "weights" Yq , ér satisfy

vl < £ , ls | < 1)

We start with an application of Cauchy's inequality

? < |8l lall* S
where

-2 2! = v ! = opn- Em)}z
r-R mM | q~Q a\ oy
(r,am)=1 (q,am)=1 mn=a (mod qr)

and we want to show that
S <)) 2l

for any A >0 .

We begin with a smoothing of the above sum, by replacing it with

(m\ ][ 5 Y ( Z Bn - EMT)}Z
/1 q~Q 4 n~N
(ryam)=1 (q,am)=1 mn=a (mod qr)

J*- . 2 £
r~R m=-»
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where f(t) 1is a Coo function such that

f(t) 1 if 1 t<2

IA

f(t) 2 0 everywhere

1

f(t) 3

0 if t< or t> 3.

By squaring {...}2? , we write

3*=S1—232+S3
where

S4= ZZ f/%)/ z v z B)z,
(am,r)=1 \ \(q,am)=l 4 mn=a(mod qr) n

Y Y
S, = z f(E) = —‘%L-‘-L?- =3 )
(am,r)=1 (am,qqq2)=1 ®lqzr mn4=a(mod qqr) 1 D2
(n2,q2r)=1
S3 = z f(%) (EMT)? .
(am,r)=1
For Sz one uses Poisson's summation formula in the form
Lemma.- Fon H = q1+€ m! , we have
b f(E\=H > f{ﬁ\e/- a_h\_,_o{l\,
m=a(mod q) \M} q | hi<H \Q/ \ q/ \q/
The lemma easily implies
> f(%) =925 y 20y + o(t(x))
(m,r)=1 r
and this in turn yields the estimate
Ss = M £(0) X + O(N HBHZR'l 28
with
X = > ©(q4192r) D .
q1q2r@(q11)(q2r) YQ1 Y Bn1 an

(a,rqqq2)=1 42 (ni,qir)=l
For S2 , a similar estimate yields

2= M £0) x + o ||B]|2a £ ,
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which is still useful provided NQR < xl_e , for some € >0 .

The estimate for S; 1is the most difficult and extracting from it the main

term M £(0) X requires the Siegel - Walfisz hypothesis for B . We have

so- o) Em oy y, oz B B .
(am,r)=1 (am,q'q")=1 q mnq=a(mod q'r) 1 D2
mnz=a(mod q'"'r)

Let qo = (q',9") , q1 =q'/q0, 92 = q""/qo . The congruences mn; = a(mod q'r) ,

m> = a(mod q"r) can be replaced by a single congruence m = W(mod qoqqqzr) where

U is determined by Hn4 = a(mod qoqqr) , Hnz = a(mod qoqzr) . The part of the

A+Bo

sum with large qo , specifically qo > £ for some B2 , can be estimated

directly and shown to be unimportant ; similarly, one estimates the sum where
A+B
(nq,m2) > L2

smaller than

. This means that we have to deal only with qo and (n4, nz)

+ . . ses .
[A B2 . The treatment of the sum is now greatly simplified if one

+ . .
KA B2 , since this allows us to

assumes that fn = 0 if n has a prime factor <

assume (nq,nz) = 1 and also n4 , n2 squarefree. The removal of small prime
+ . . . .

factors (up to ZA B2 ) can be obtained by an elementary sieve technique, which

we assume we have done here already. This being said, summation over m yields

) s 2 ) (o) * © (Geee)
m=p(mod qoq1qar) doq19q2 [h|<H qoq1q2 qoq192 qdo
and, since (nq,n2) =1 , we have
U = g M1 TN2 1na2qs a (mod 1)
qoq19=2r qor  n49z  qoq192rm4 ’

where nzqq denotes the inverse of nxqq (mod n4qs) .
a < 1
9091q2rn1  qo Q2 RN

Since a 1is fixed, and since we can take

=%
we see that

1 ) E/ Mh \e/ah nz - nq n2q1\+0(x2€—])‘

z f(E) = — —
m=p(mod qoqq1qar) M 909192% |4y \qoq1q2r/ "\ Qor  n1qz/

2-€

On the assumption that N(QZR < x , one finds

Sq = M £(0) Xq + Ry + o(|lB]|2xR'l£'A)

where

929


file:///qoq1q2ry
file:///qoq1q2ry

E. BOMBIERI

Y Yq q
Xi= Z z Ty dodt dodz Tz W2 (nnz) BB,
A+B4 doq192t (n1q2,n2q1) =1 f1o 2
qo<¥l R (q1,q2)=1 e
(a,90q1q21)=1 ni=nz(mod qo r)
and where
Ry = % r zxz Ydodr Ydoas
qoq1q2r
A+B
Q< ' R (q1,92)
(a,9091921)=1
D) W2(nmz) B B b)) Mf{i_\e/ahn_z—_n_“nZ_c“> .
(n1q2,n2q1)=1 n1nz gy \d0d1d2t/ T dor mada

nq=nz2(qor)

The expression X; 1is different from X occurring in Sz and S3 and one needs
to show that we can replace X4 by X up to an admissible remainder term ; this
is done by means of an application of Theorem 21. Now the terms involving X can-

cel out in S4 - 2 S + S3 , leaving
f< Ry + o(HB||2xR'l£_A) .

The hard part now consists in showing that R4 1is a relatively small remainder
term.
The estimation of R4 1is now achieved in various ways, arranging the sum

as Z...Z| Z...2| where x...% denote a well-chosen subset of variables.
Kook

Let us consider now the special case R = 1 and for simplicity the subcase

qo = 1 . We need to estimate

YooY R
Ry = z -~ dz z En B, z M f( MZ )e(ah(nz"ru) Bn_%) .
41,92 94192 (5,q2,n2q0)=1 "' "2 1g|nlsH 9192 1
(q1q2,a)=1

The function £ is a smooth function and the fact that qq , q> appear in it is

unimportant. In fact at this stage, one has

o hM )\ _ © L(E g1gz)
" f(q1qz/ L e (hE) 8

which separates the variables h and qqqz2 into an oscillating part e(hE) and
the non-oscillating part qqq2 f(§—§133> . By using Cauchy's inequality, we now

remove the terms with the Yqi and f and replace R by a factor times the

square root of
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2
q 1
max z g(q1,92) |Z e(Eh) z B B e(ah(nz—ru) nz_>
E 41,92 h (n1qa,na2qq)=1 "1 72 nidz
(q1,92)=1 n4# no

where g(q1,92) 1is a smooth function equal to 1 if q; ~ Q and supported in
% Q< q; < 3 Q . In order to obtain the required estimate for R we have to save
somewhat more than H2 with respect to the trivial estimate.

2
and

The simplest way of doing this consists in squaring the term | ...
making the summation over q4 , keeping everything else fixed. The sum over qi

is now an exponential sum of the type

Z e /—Eljil—>
q1~Q \U1H3QZ

for some b , or in other words an incomplete Kloosterman sum to the modulus

ninaqz . By Weyl's estimate for Kloosterman sums we obtain in general a bound
(NZ Q)I/2+E 1/2-€

trivial bound. Thus the estimate is useful if

for such a sum, which represents a gain of (N-2 Q) over the

n2 < x €Nl Q2

that is

Q7/2 N3 < xz-e

This means that we can choose Q = x8 with 9 > % if N 1is small, say N < x

for some € > 0 .
The more complicated estimates arise if one uses the Deshouillers - Iwaniec
powerful result on bilinear forms with Kloosterman sum coefficients. This allows

one to obtain useful results, say with Q = xS for some 9 > % , if N < x 1/6-€ .

Here are two results obtained by this method by Bombieri - Friedlander - Iwaniec.
THEOREM 23.- Let a # 0 and £et R < x 1/10-¢ . Forn any A > 0 there exists
B = B(A) > 0 such that provided Q R < x Z_B we have

z | z /w(x;qr,a) - X >| <XZ-A ,
<R <Q \ o(qr)
(r,a)=1 (q’a)':l
with the constant implied in < dependent on a , € and A .

THEOREM 24.- Let a#0 , x,y=3 and Q < x'2y . Then
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4i (x) x_ (log y\2 .
z . _ <
Q<q<2Q | n(x;q,a) ©(q) log x \log x) (log log x)

(q,a2)=1

where c 48 an absofute constant and the constant implied in < depends on a
alone.

An application of Theorem 23, obtained independently by Bombieri - Friedlander -
Iwaniec and Fouvry, is the full asymptotic for the Titchmarsh Divison Problem :
let a#0 . Forany A>O0 we have

z A(n) T(n+a) = cq(a) x log x + c2(a) x + O(XK_A) ,

|al<n<x
where
L@ LTI/ - »
M ORI G e R
pi|a
and
p? logp log p 1
= 2 Z -2 —=2" _+2y-1p .
cz2(a) = cq(a) { ola G- DGE-pr D) ey + 2y f
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