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INTRODUCTION 

Considérons le domaine C de IR x ]Rn constitué des points 

x = (XQ,X*) tels que Xq > |x^| : c'est un espace symétrique pour une 

structure riemannienne invariante aussi bien par les homothéties que 

par les transformations de Lorentz. De plus, le tube complexe n 
= C+i3Rn+'' est lui-même un espace symétrique, à savoir le domaine 

BD I(q=2) de la classification d'E. Cartan. 

A cette géométrie très riche est adaptée une théorie des opé

rateurs pseudo-différentiels sur C, qui est l'objet de la présente 

monographie. 

Les méthodes employées sont le fruit d'une assez longue élabo

ration ([42] à [48] ) : l'analyse harmonique et la théorie de la 

quantification y jouent un rôle important. 

VUE D'ENSEMBLE ET MODE D'EMPLOI 

Trois objectifs ont été à l'origine de ce travail. Il s'agit 

pour commencer, en séparant les aspects fondamentaux de l'analyse 

pseudo-différentielle classique de ses aspects particuliers liés au 

choix d'une certaine règle de quantification (calcul de Weyl), de 

concevoir l'esprit et les méthodes d'une future théorie générale de 

la quantification : à n'en pas douter, les réflexes issus d'une pra

tique constante des relations d'incertitude d'Heisenberg doivent ici 

céder le pas à une utilisation systématique des méthodes de l'ana

lyse harmonique non commutative (espaces symétriques, théorie des 

représentations). Le deuxième but est d'étudier assez complètement 

la quantification naturelle d'un domaine classique : il s'agit 

d'apprécier sur un modèle local important de variété avec singulari-
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A. UNTERBERGER 

té la contribution que l'analyse pseudo-différentielle intrinsèque 

de ce domaine est susceptible d'apporter à la compréhension des pro

blèmes aux limites posés dans ce domaine. Enfin, le choix du cône de 

lumière n'est pas fortuit : outre le fait que le domaine de Cartan 

BD I(q=2) n'est que de rang 2, ce qui rend certains calculs moins 

inhumains (voir [53]), les groupes et représentations de groupes qui 

interviennent ici sont bien sûr liés à la relativité; la mécanique 

quantique relativiste comprend la troisième application visée par le 

présent travail. 

Le lecteur qui désire avant tout s'informer sur les méthodes 

d'analyse harmonique mises en jeu, et sur la structure du calcul de 

Fuchs, aura avantage à parcourir l'introduction, puis les sections 

1,2,3,17,18 avant de poursuivre éventuellement. Il n'est pas indis

pensable qu'il se sente motivé par la première partie de cette in

troduction, destinée à situer le calcul de Fuchs par rapport à l'a

nalyse pseudo-différentielle classique. 

A l'opposé, si les problèmes aux limites sont absents de ce 

travail (mais nous espérons y revenir ailleurs), le calcul symboli

que a été suffisamment développé pour ce qui concerne l'analyse in

terne du domaine C (espaces de Sobolev, opérateurs elliptiques); le 

cas du domaine mixte 3tt/ , décrit dans les sections 15 et 16, est le 
plus maniable. Dans le cas du demi-espace (étudié également, par 

d'autres méthodes, par plusieurs auteurs), nous avons éclairci le 

lien avec le calcul totalement caractéristique de Melrose [29] . 

La section 19 comprend une application des méthodes utilisées 

dans ce travail à l'analyse microlocale sur IRn , et une introduction 

au calcul de Klein-Gordon,sorte de restriction du calcul de Fuchs 

du cône. La relation du calcul de Klein-Gordon au calcul de Weyl est 

analogue à celle de la mécanique relativiste à la mécanique classi

que. Ce calcul est développé dans des articles en cours [49], [51] 

et constitue à notre avis, tant par lui-même que par ses générali

sations possibles, la plus prometteuse des applications du présent 

travail. 

Notre lecteur préféré est celui qui s'intéresse aux opérateurs 

pseudo-différentiels pour eux-mêmes : cet ouvrage lui est principa

lement destiné. 



INTRODUCTION 

L'ANALYSE PSEUDODIFFERENTIELLE 

L'analyse pseudo-différentielle, on le sait, associe des opéra

teurs agissant sur les fonctions définies sur un domaine M à des fonc

tions (les symboles) définies sur un espace de phase :celui-ci est 

en général l'espace cotangent T M. L'efficacité de cette analyse 

tient à la grande variété des opérateurs que l'on peut produire de 

cette façon, à la précision des estimations obtenues quant à la con

tinuité de ces opérateurs, enfin à la facilité d'emploi des formules 

asymptotiques exprimant la composition des symboles. Elle est à l'o

rigine du concept de front d'onde (ou spectre singulier) d'une dis

tribution sur M, auquel de nombreux énoncés d'E.D.P. doivent leur 

élégance. 

Les actions et représentations de groupes sont l'ingrédient es

sentiel, quoique le plus souvent non explicite, de l'analyse pseudo

différentielle. Ainsi, lorsque M = lRn , le groupe des translations 

de 3Rn (et son groupe dual, agissant sur les transformées de Fourier) 

joue-t-il un rôle dans la définition même de la règle usuelle de 

correspondance entre symboles et opérateurs ; dans le cas d'une va

riété ouverte M, l'action (locale) de ce groupe dépend du système de 

coordonnées choisi, mais reste néanmoins essentielle. Plus récemment, 

en particulier à la suite des travaux de J. Leray [27], l'importance 

du groupe symplectique est apparue en pleine lumière. Enfin, le grou

pe des homothéties sur les fibres de l'espace cotangent intervient 

(à un titre différent, car aucune représentation ne lui est associée) 

dans la définition du front d'onde. 

Les problèmes aux limites se posent sur des domaines M dont la 

géométrie locale (au voisinage des points de ôM) est décrite de 

façon naturelle au moyen de groupes locaux distincts de ceux consi

dérés plus haut. Les méthodes de microlocalisation doivent nécessai

rement refléter cet état de fait. C'est ainsi que R.B. Melrose a 

montré dans [29] tout l'intérêt qu'il y a, dans le cas d'une variété 

à bord M, à remplacer l'espace cotangent T M par l'espace cotangent 

comprimé T M, qui diffère du^premier au voisinage de ̂ M. Les symboles 

vivant sur T M sont ceux des opérateurs pseudo-différentiels totale

ment caractéristiques . On décrit facilement ce que sont les opéra-
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A. UNTERBERGER 

teurs différentiels parmi ceux-ci : ce sont ceux de l'algèbre engen-
00 

dree par les champs de vecteurs C sur M qui sont tangents à %M aux 

points de M. A l'analyse pseudo-différentielle totalement caracté

ristique sur M est attachée une notion spécifique de front d'onde. 

D'autres problèmes aux limites classiques et naturels se posent 

sur des domaines dont la frontière ne saurait elle-même être une va

riété C °° . C'est ainsi qu'une quantité de travaux ont été consacrés 

à des problèmes sur des variétés à coins où à singularités coniques 

(on pourra voir par exemple P. Bolley, M. Dauge et J. Camus [6 ] r 

J. Cheeger et M. Taylor [12], M. Dauge [15]/ Pham The Lai [30J, M. Rou-
leux [34], B.W. Schulze [35]). Par ailleurs, les problèmes mixtes ont 

des domaines, dans l'espace-temps, du type d'un demi-cylindre. Notre 

ambition est de montrer sur l'exemple du cône C (mais la présente 

introduction suggérera un choix plus vaste de modèles locaux) qu'il 

est possible de développer une analyse pseudo-différentielle exacte

ment adaptée à la géométrie du cône : celle-ci est d'une richesse 

considérable, puisque le groupe de Lorentz, complété par les homothé-

ties, y opère. Deux sous-produits de cette analyse concerneront les 

cas où M est un demi-espace (c'est aussi le modèle local de la théo

rie de R.B. Melrose), ou bien le demi-cylindre basé sur une boule de 
w<<c 

Avant de donner des indications sur les résultats et méthodes, 

rappelons, pour faciliter la discussion ultérieure, que dans le cal

cul des opérateurs pseudo-différentiels sur HRn deux sortes (au moins) 

de symboles s'imposent à notre attention. Les symboles classiques 

sont des fonctions f (x,g) de classe C°° sur IRn x 3Rn qui vérifient les 

inégalités 

<x<< 
xvw< 

f (x,§) U C 
Oit p 

( 1 + I s!) m-| p| 

où la constante m s'appelle l'ordre du symbole f ; les symboles de  

Calderon-Vaillancourt (ils furent en effet étudiés pour la première 

fois par ces auteurs L 1 1 ] ) sont caractérisés par des inégalités si

milaires, l'exposant m- |p| étant remplacé par m. Ces derniers sont 

bien entendu plus généraux que les symboles classiques, et ils pré

sentent une grande utilité technique. Observons que la nature des 

symboles de Calderon-Vaillancourt est liée à la structure de groupe 

additif de IRnx3Rn, et que celle des symboles classiques dépend en 

outre de la structure vectorielle du second facteur de ce produit. 

A ce titre, les symboles de la première espèce se généralisent de 
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INTRODUCTION 

façon naturelle à tous les cas où l'espace de phase (la variété sur 

laquelle vivent les symboles, quelle qu'elle soit) est un espace rie-

mannien homogène ; les symboles classiques se laissent définir dès 

que l'espace de phase a en outre une structure de fibre vectoriel. 

Dans le cas du cône C, nous étudierons les opérateurs correspondant 

à ces deux types de symboles. Insistons sur le fait que la partie 

difficile de ce travail concernera l'étude des opérateurs de Calderon-

Vaillancourt : les propriétés asymptotiques spécifiques au calcul des 

opérateurs classiques se déduiront sans peine de là. Enfin, une es

pèce encore plus particulière de symboles est bien adaptée aux pro

priétés de traces : elle est essentiellement celle de symbole tota

lement caractéristique de R.B. Melrose. 

Une très brève description de l'analyse pseudo-différentielle 

du demi-espace M = IR*x montrera tout de suite les différences 

entre l'analyse pseudo-différentielle développée ici et celle déve

loppée, en vue des problèmes aux limites, par d'autres auteurs (L. 

Boutet de Monvel [9], R.B. Melrose [29]). Le groupe le plus naturel 

opérant sur ce domaine est le produit direct du groupe des transla

tions de IRn par le groupe IR* des homothéties opérant sur le pre

mier facteur. Désignant par (s,x) ou (t,y) le point courant de 

1R* x 3Rn , et par (a,^) ou (T , T]) la variable duale, nous associons 
2 

au symbole f(s,x;a,§) l'opérateur Q(f) sur L (M, ds dx) défini par 

(Q(f)u)(s,x) = f((st) 1> x+y 
2 ; T , T I ) 

exp 2irr[ (s-t) T+<x-y ,n >]u (t ,y) dt dy dTdT|. 

La seule différence, mais elle est essentielle, avec le calcul de 

Weyl sur IR n +^ , est que l'on a remplacé par (st) 2 : notons bien 
, r- 2i_n( s-t ) T , sur, pour prévenir toute confusion, que e n'a pas ete rem-

- i ' / S . 2iïïT . - . 1 j ' 

place par (̂ ) , sans quoi ce calcul ne serait qu'une version dé

guisée par difféomorphisme du calcul de Weyl ! Au contraire, le pré

sent calcul est lié non seulement à la géométrie intrinsèque de M, 

mais également au plongement de M dans nR11"^ . Les symboles de Calde-

ron-Vaillancourt d'ordre 0 sont caractérisés par les inégalités 

I(s 
<x 
as 

j (s -1 à 
ôcr 

w< < 
<x<< 

a. < 
<x 

>^f(s,x;cr,£) <<x<ww 
n,:!<x<x< 
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A. UNTERBERGER 

ils conduisent dans ce calcul à des opérateurs bornés sur if' (M) . Les 

différences entre ce calcul et celui obtenu par une restriction con

venable du calcul de Weyl sur 1RU+ s'estompent à mesure que l'on 

renforce les hypothèses sur les symboles f : il en est ainsi, en par

ticulier, si l'on se limite à l'utilisation des symboles totalement 

caractéristiques de Melrose ; les opérateurs correspondants rentrent 

en effet dans notre calcul, mais l'hypothèse de lacunarité sur les 

symboles n'a plus ici de raison d'être. 

LES RESULTATS 

Le cône C est un espace riemannien homogène sous l'action du 

groupe G Q = 3R* xS0 Q(1,n), où le groupe S0Q(1,n) désigne la compo

sante neutre du groupe de Lorentz : munissant C du point de base 

u) = (1 ,0) € 1R x 3Rn , on l'identifie à IR* x fSO (1 ,n)/S0(n) ) . C'est 
également un espace symétrique : la symétrie géodésique autour de 

UD est l'application S^ telle que 

V x o ' x * > 
i 2 \ I 2 , -1 Vxo'x*> 

et l'homogénéité permet d'expliciter sans peine la symétrie S^ au-

tout de n'importe quel point y 6C. Désignant par dm(y) la mesure 

sur C (unique à un coefficient près) invariante sous l'action de 
2 

G Q, on introduit l'espace de Hilbert H = L (C,dm). Pour tout y £ C, 

la transformation çĵ  de H définie par (au)(t) = u(S^t) est une 

transformation unitaire de H. 

On aura noté que la définition de ne dépend que de de la 

géométrie intrinsèque de C. Au contraire, la réalisation de C comme 

ouvert de lR n + 1 intervient dans la définition suivante : pour tout 

T] € lRn+^ , la transformation unitaire T de H est définie par 
( <wTy. u) <x(<xt) <<= u(t)e 

Il est convenable d'interpréter l'espace des couples (y,Tl) 

comme l'espace cotangent T (C). Le calcul de Fuchs des opérateurs 

pseudo-différentiels sur C est alors défini comme la règle de cor-

respondance f i-*-0p(f) qui à toute fonction f sommable sur T (C) 
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INTRODUCTION 

(un symbole) associe l'opérateur Op(f) sur H tel que 

Op(f ) 2n+1 f (y,Tp <c<<x 
-1 dy dï]. 

Si l'on effectue une construction analogue en partant (au lieu de C) 

de la demi droite IR* plongée dans IR , on obtient une théorie [48] 

dans laquelle les équations différentielles ordinaires du type de 

Fuchs occupent la place réservée, dans la théorie sur 3Rn , aux équa

tions elliptiques : c'est ce qui explique la terminologie adoptée. 

La définition du calcul de Fuchs offre d'emblée un certain 

nombre de satisfactions formelles. Ainsi, l'action géométrique de 

GQ dans C conduit à une représentation unitaire de ce groupe dans 

H ; armé en outre des transformations T̂  , on obtient une représen

tation unitaire V dans H d'un certain produit semi-direct G de G 
n+1 

par le groupe additif IR . Ce groupe G peut être identifié à un 

groupe de transformations affines de T*(C) = C x3Rn+''c: 3R2n + 2 ; 

dans le cas où n = 3 , C est le cône du futur de la relativité, et 

G contient le groupe de Poincaré. On vérifie alors sans peine une 

formule de covariance, qui exprime la cohérence entre la règle de 

correspondance Op, la représentation de G dans K et l'action géomé-

trique de G sur T (C). 

Ce travail est consacré pour l'essentiel à l'examen des ques

tions fondamentales propres à rendre le calcul de Fuchs utilisable 

au même titre que l'est, sur IRn , le calcul de Weyl des opérateurs 

pseudo-différentiels. Appelons symbole de poids 1 toute fonction f 
oo * n+1 

de classe C sur T (C) = C x IR vérifiant ce qui suit : pour tout 

opérateur Da de dérivation au point ( UJ,0) € T (C) , la fonction y 
(D (f o y)) (UJ,0) est bornée sur le groupe G. 

Le théorème 10.3 montrera que l'opérateur Op(f) attaché à un symbole 

de poids 1 est borné sur H. Ce théorème est pour le calcul de Fuchs 

l'analogue de ce qu'est le théorème de Calderon-Vaillancourt (corol

laire 1.1) pour le calcul de Weyl : sa démonstration mettra en oeu-

vre des moyens importants. L'espace de phase T (C) ayant une struc

ture de fibre vectoriel, la notion de symbole polynomial d'ordre m 

entier > 0 y prend un sens : il convient bien entendu de restreindre 

(tenant compte de la structure rienannienne de C)le comportement 

d'un tel symbole lorsque y s'approche de 9C. Comme dans le cas du 

calcul pseudo-différentiel sur IRn , on parvient à la notion de sym-

9 



A. UNTERBERGER 

bole classique d'ordre m, où m est un nombre réel quelconque, en 

renonçant au comportement polynomial au profit de conditions de 

croissance bien connues - les dérivations par rapport à la variable 

T] améliorent le comportement, ce qui fait que la notion de symbole 

de poids 1 est plus générale que celle de symbole classique d'ordre 

0. Nous établirons, pour le cas des symboles classiques, la validi

té asymptotique d'une série exprimant le symbole de la composition 

Op(f) o Op(g) de deux opérateurs. Les deux premiers termes n'y sont 

pas distincts des termes correspondants de la formule analogue du 

calcul de Weyl, et le crochet de Poisson joue en particulier le mê

me rôle, ce qui étend au calcul de Fuchs la signification des opé

rateurs elliptiques et du front d'onde d'une part, du hamiltonien 

d'autre part. 

LES METHODES 

Le calcul de Fuchs sur C a une structure plus complexe que le 

calcul de Weyl sur ]Rn , qui est le reflet de la plus grande comple

xité de son groupe de covariance (rappelons que celui-ci contient 1( 

groupe G de transformations affines de T (C) introduit plus haut). 

Aussi a-t-il été nécessaire de développer des méthodes intrinsèques 

et d'une grande économie. C'est pourquoi le lecteur ne trouvera ici 

rien de l'arsenal traditionnel avec lequel il est peut-être fami

lier : découpage de symboles, intégrations par parties répétées, 

développements de Taylor sous la formule intégrale de composition 

des symboles. Nous avons inséré (section 1) un traitement du calcul 

de Weyl sur 3Rn par nos méthodes. On peut y voir que les faits es

sentiels de l'analyse pseudo-différentielle sur IRn sont des corol

laires immédiats d'une certaine caractérisation (théorème 1.1) des 

opérateurs ayant des symboles de poids donné : en outre la preuve 

du théorème 1.1 est très facile. Dans le calcul de Fuchs sur C, ce 

plan subsistera, avec la différence que la preuve de l'analogue 

du théorème 1.1 (les théorèmes 9.9 et 114 ) nécessitera des déve

loppements considérables. 

La première tâche consiste à construire sur l'espace de phase une 

structure complexe dont les éléments du groupe G soient des automor-

phismes. Le tube complexe n = C + iIRn+'1 répond à la question. Il est 

préférable, pour des raisons de clarté, de ne pas l'identifier à 

10 



INTRODUCTION 

T*(C) : cependant les actions de G sur n et sur T (C) sont équiva

lentes sous un entrelacement défini en (2.22). L'espace n est le 

domaine classique BD I, que l'on peut regarder comme l'espace homo

gène SO (2,n+1)/SO(2) xS0(n+1). Soit \ > max(0,n-1) : le cas n=0 
° + 

n'est pas exclu de nos considérations et correspond a C = ]R*. La 

transformation de Laplace permet d'identifier l'espace des fonctions 
2 2 — \ / 2 

u sur C de carré sommable pour la mesure (y -|y*| ) dy à un es

pace de fonctions holomorphes sur II . Il en résulte une représenta

tion unitaire irréductible dans H du groupe r = SO (2,n+1) des 
A O 

automorphismes de la structure complexe de II . On a ainsi donné une 

construction de la série discrète holomorphe de représentations de 

T (voir K.I. Gross et R.A. Kunze [ 19] , H. Rossi et M. Vergne [32]): 

comme on ne fait pas d'hypothèse arithmétique sur \ on n'obtient que 

des représentations projectives en général, ce qui importe peu pour 

notre propos. On notera aussi que H = Hn+^. Le bénéfice principal 

pour le calcul de Fuchs est d'avoir réalisé H comme un espace de 
A. 

fonctions possédant un noyau reproduisant, ce qui permet d'associer 

d'une façon canonique à tout point X € n un élément de l'espace : 

en composant avec l'isométrie naturelle de H sur H, on obtient pour 

tout X un élément i|f de H. Comme on peut voir que la restriction au 

groupe G c r de la représentation (extraite de la série discrète) 

est, à équivalence près, indépendante de x , on voit que l'on a, 

pour tout \ G G, la relation 
<w<xc< <cx<< 

bn,:x< 

si l'on désigne par V la représentation déjà citée de G dans H, et 

par [y] 1'automorphisme de n attaché à y • Soit d̂  la mesure inva

riante de n : il existe une constante k >0 telle qu'on ait 

n 
(u,^) (fXx,v)d^(X) k (u,v) 

A. 

quelles que soient u et v appartenant à H. Cette formule peut s'in

terpréter comme fournissant une résolution de l'identité sur H, i.e. 

une décomposition de l'identité comme superposition des opérateurs 

de projection sur les fonctions ^ ; les physiciens appelleraient 

volontiers ces fonctions des états cohérents. 

Par des arguments hilbertiens que nous avions déjà utilisés 

dans [4| pour le calcul de Weyl sur IRn , toute l'analyse d'un opé-
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A. UNTERBERGER 

rateur A est alors ramenée à l'examen des produits scalaires 

(A \ j j ^ , ^ , ) lorsque X et X' sont deux points de n. Soit d la distance 

riemannienne sur l'espace n . Le théorème fondamental du calcul de 

Fuchs consiste à caractériser les opérateurs A = Op(f), où f est un 

symbole de poids 1 , comme ceux pour lesquels (Â ,\|/̂ .,) est majoré 

par n'importe quelle puissance de exp-d(X,X*). Le théorème (théorè

mes 9.9 et 11.4) a un énoncé un peu plus laborieux, parce qu'il 

faut faire varier \ , et que d'autres poids doivent également être 

considérés. 

Il nous reste enfin à expliquer, car là est toute la difficulté, 

par quel moyen on estime ces produits scalaires. On commence par ex

pliciter la fonction de Wigner W ( i|r̂, ) : nous entendons par là la 

fonction sur T (C) qui permet d'écrire pour tout symbole f (raison

nable ) 1'identité 

( O p ( f ) ^ , ^ f ) 
T*(C) 

f (Y)W(^,^, ) (Y)dY 

avec Y = (y, 7]) et dY = dy dT|. Le théorème 7.3 fournit la fonction 

de Wigner sous la forme d'une intégrale simple que l'on ne peut pas 

réduire davantage, sauf si n = 0, auquel cas elle s'exprime grâce 

à la fonction de Bessel K Q. 

Ensuite, il faut majorer la fonction de Wigner. La difficulté 

ne réside pas dans l'examen de la fonction spéciale de rang 2" 

qui y intervient, mais dans l'obtention d'une certaine inégalité 

géométrique. Posons 

r(X) = X2

Q - X
2

 X

2

n 

si X £ n r et 

p(X,X') = < X,X'>+(r(X))h (r(X')K 

ÏL s'agit alors de montrer qu'il existe deux nombres positifs e et 

N tels que, quels que soient X et X'£ N , on ait 

Re [( P(X,X' ) ) 
i. 

€ xl 
î. 1? <w< 

1. 
I ̂  exp(-N d(X,X')). 

Cette inégalité (théorème 8.11) ne sera obtenue qu'au prix d'un 

grand nombre de lemmes, et les sections 5 et 8 sont entièrement 

consacrées à sa démonstration. 
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L'estimation de l'intégrale qui permet de calculer 

(Op (f ) \|r̂ /\|f ̂ ) obtenue à la suite de ces inégalités n'est pas encore 

satisfaisante, et il faut améliorer les puissances de exp d(X,X') 

qui y interviennent. Profitant de la différentiabilité du symbole f, 

on y parvient grâce à une intégration par parties, la seule de toute 

la théorie. On établit en effet (lemme 9.5) l'existence d'un opéra

teur permettant d'écrire l'identité 

4(r(Re X)r(Re 
4(r(Re X) r (X+X' ) 

4(r(Re X)r(Re X')) 
xw 4(r(Re X)r(Re 

<< . I +2 

et l'on note que le facteur apparent au second membre est du même 

ordre que exp d(X,X'). Ce point méritait d'être signalé car il mon

tre bien le rôle important joué par les fonctions bien que ces 

fonctions (ainsi que \) ne soient pas apparues dans la définition du 

calcul de Fuchs. On notera que l'opérateur B, n'est pas un opéra-

teur différentiel , mais un opérateur pseudo-différentiel sur T (C) 

dont il faut encore établir la continuité sur des espaces de symbo

les appropriés. Ceci ne présente pas de difficulté particulière, et 

conclut ce résumé des méthodes employées. 

PERSPECTIVES 

Il paraît assuré que tout ce programme doit pouvoir être déve

loppé dans tous les cas où n est remplacé par un espace hermitien 

du type d'un tube complexe, C étant remplacé par la base de ce tube: 

parmi ces espaces n , certains domaines classiques (I. Piatetskii-

Chapiro [31]) sont les plus intéressants. Le seul point qui paraît 

redoutable dans le cas général concerne l'établissement de l'inéga

lité géométrique cruciale qui permet de majorer la fonction de Wi-

gner. 

Le lecteur aura sans cloute observé que peu de structure (la 

structure d'espace symétrique de C, et le plongement de C dans un 

espace numérique) a été nécessaire pour définir le calcul de Fuchs 

et établir la covariance de celui-ci à l'égard d'actions convenables 

de G. En revanche, une structure très riche (la structure hermitien-

ne den ) a été nécessaire pour établir la continuité des opérateurs 

dontles symboles sont de poids 1. Enfin, compte tenu de ce dernier 

résultat, l'existence de développements asymptotiques reflète le 
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simple fait que les opérateurs différentiels ont des symboles poly-

nomiaux par rapport à T|. Notre propos dans le reste de cette intro

duction est de situer le calcul, de Fuchs parmi les calculs covariants 

que l'on obtient facilement par diverses généralisations du calcul 

de Weyl, et d'expliquer ainsi les raisons de son succès. 

Il y a au moins trois façons d'interpréter la formule qui défi

nit le calcul de Weyl f ̂  Opw(f) des opérateurs pseudo-différentiels 

sur IRn , suivant que l'on privilégie les opérations de symétrie ou 

celles de translation. Comme nous allons le voir, elles conduisent 

à des généralisations différentes. 

Pour tout Y = (y,Ti) 6 IRn x iRn et toute distribution u sur lRn , 
posons 

(TYU)(X) u(x-y) exp 2in <x- y 
2 

,T1>. 

On peut écrire Ty = exp 2in [< T],q>-<y ,p> ] si q = x et p = (2in) -1 d 
/àx. 

désignent les opérateurs de position et d'impulsion habituels en 

physique. Les opérateurs TY engendrent une version du groupe d'Hei

senberg, mais on peut aussi regarder T comme une représentation pro

jective du groupe additif JR2n . La propriété caractéristique du 

calcul de Weyl est que T Y est l'image par 0pw du symbole 

(x,ç) exp 2in [< T),x>-<y ,£>] . 

Si l'on définit la forme symplectique [ ] sur ]Rn x 3Rn par 

[(x,§) , (y,T]) ] -<x,Tl> + <y,£> 

et que, pour toute distribution f sur IR x , on pose 

fjf)(X) 
2n f (Y)e -4in [X,Y] dY, 

on parvient à la relation 

OP„(f: 2n (<|f)(Y)T2YdY 

qui exprime l'opérateur de symbole f comme superposition des opéra

teurs "de translation" : ce dernier qualificatif est justifié par 

la relation de covariance 

TYOpw(fh 
Y 
-1 Opw(X ~ f(X-Y)). 

Cette construction peut dans une large mesure, grâce à la théorie de 
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Kirillov, être généralisée au cas où le groupe d'Heisenberg est rem

placé par un groupe nilpotent général ou même un groupe résoluble de 

type exponentiel. Les aspects formels de ces généralisations ont été 

étudiés par divers auteurs, parmi lesquels R. Howe ([23], [24] ). En 

revanche, aucune de ces généralisations n'a été développée au point 

de fournir un calcul utilisable des opérateurs, et nous avons des 

raisons sérieuses de croire qu'il ne peut y exister en général de 

théorème satisfaisant analogue à celui de Calderon-Vaillancourt) 

concernant la continuité des opérateurs. Il reste bien entendu que 

la théorie de Kirillov est par ailleurs un instrument irremplaçable 

dans la classification des représentations de groupes. 

Une autre façon de percevoir la règle de correspondance Op^ 

consiste à introduire, pour tout Y = ( y , T ] ) , l'opérateur unitaire 

de symétrie Q-̂  tel c3ue 

(a u)(x) u (2y-x)e 
4irr <x-y ,T|> 

On a aY -T2Y0" ' et ^a terminologie est justifiée par les relations 

2 
<< 

I et 

CTy Opw(f)ay Opw(X * f(2Y-X)) 

On a enfin la formule 

w<<< 2n f(Y)aydY 

qui exprime Op^(f) comme somme d'opérateurs de symétrie. Il est 

clair que cette formule est également susceptible d'être générali

sée : il suffit d'y remplacer l'espace de phase IRn x par un es

pace hermitien symétrique n quelconque, la série discrète holomor-

phe des représentations du groupe des automorphismes de n fournis

sant un espace de Hilbert H et des opérateurs unitaires Oy atta

chés aux points de n : en exigeant que soit en outre autoadjoint 

et dépende continûment de Y, on peut se contenter d'une représenta

tion projective ; l'indice \ repère la représentation choisie dans 

la série considérée. Nous avons introduit ce calcul dans [45] et 

poursuivi son étude dans [52] et [53] , en collaboration avec J. Un-

terberger, dans les cas où n est le demi-plan de Poincaré, ou le 

domaine C + i]Rn+ qui joue un rôle important dans le présent travail. 

On pourra consulter [4 7] si l'on souhaite comparer ce calcul (appe

lons-le le calcul H ) à une généralisation, due à F.A.Berezin 
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([4 ] ,[5 ] )/du calcul de Wick bien connu des physiciens. Dans le 

calcul H associé à II = C + iIRn+'' , on a, si \ est assez grand, un 
\ 

analogue du théorème 1.1 et par suite un théorème satisfaisant con

cernant la continuité (sur H ) des opérateurs. Les symboles de 

poids 1 se définissent ici comme les fonctions C °° sur n qui res

tent bornées après application d'un élément quelconque de l'algèbre 

des opérateurs différentiels invariants sur n (laquelle est engen

drée par deux opérateurs d'ordre 2 et 4 respectivement). Au moins 

dans le cas où n = 0, on peut expliciter la formule intégrale repré

sentant la composition des symboles, mais il n'existe aucun dévelop

pement asymptotique acceptable pour exprimer celle-ci. La raison 

en est d'ailleurs claire, si l'on se réfère à ce qui a été dit plus 

haut. En effet, le groupe des automorphismes de n ne conserve pas 

la structure de fibre vectoriel de cet espace, ce qui prive la théo

rie d'une notion raisonnable de symbole classique. En ce sens, le 

calcul H ne constitue pas un instrument complet d'étude des opéra-
\ 

teurs, tout au moins dans l'esprit des méthodes asymptotiques tra

ditionnelles. Son utilité est davantage liée à son rôle dans le cal

cul de Fuchs et dans d'autres questions d'analyse harmonique ([46] ,[47] ) 

Si, toujours dans le cas du calcul de Weyl, on note pour sim-

plifier Q (iGsp. T_ ) l'opérateur précédemment noté a _ (resp. T_ TI) , 
y [j y, O O , || 

on vérifie de suite la relation 

T T Î ayTTi 
-1 

<x<w<< 

Une généralisation de cette formule conduit alors au calcul de Fuchs 

étudié dans ce travail. On remarquera qu'à ce titre le calcul de 

Fuchs occupe une position intermédiaire entre le calcul de Kirillov 

et le calcul H , puisque les symétries et les translations y inter

viennent . 

Ainsi qu'on pourra le voir dans la section 17, le groupe com

plet de covariance du calcul de Fuchs est une contraction (i.e. une 

version dégénérée, certaines constantes de structure de l'algèbre 

de Lie étant remplacées par zéro) du groupe S0Q(2,n+1) de covarian

ce du calcul H , et le calcul de Fuchs apparaît comme la limite 

À 

de ce dernier quand \ -» » . c'est ce qui explique le rôle joué 

dans le calcul de Fuchs parla géométrie,si riche de structure, du 

16 



INTRODUCTION 

domaine n : on pourra voir là, plus généralement, un nouveau témoi

gnage du rôle de l'analyse complexe dans les questions de quantifi

cation . 

Nous donnerons cependant, dans la section 184(r(Re X)r(Re , un aperçu 

du calcul de Fuchs sur ]Rn̂ jOJ : l'aspect le plus nouveau de ce calcul, 

par rapport à ce qui précède, consiste en l'absence de structure com

plexe sur le domaine symétrique n qui lui est naturellement attaché. 

RELATIVITÉ 

L'espace Lz'(C,dm) est une somme continue d'espaces de Hilbert 

de mesures portées par les divers hyperboloïdes de masse. Si l'on ef

fectue la restriction du calcul de Fuchs du cône à un seul de ces 

hyperboloïdes et que l'on conjugue le calcul obtenu par la transfor

mation de Fourier, on obtient un calcul symbolique des opérateurs 

agissant sur un espace de solutions d'une équation de Klein-Gordon. 

Ce développement a fait l'objet de travaux [49], [51] entrepris pos

térieurement à une première rédaction du présent travail :1a section 

19 comprend une brève introduction à l'analyse de Klein-Gordon. On 

peut d'ailleurs, et nous le ferons, dresser un parallèle complet 

entre le calcul de Weyl et celui de Klein-Gordon, les groupes de co-

variance qui se correspondent étant celui de Galilée et celui de 

Poincaré : les équations d'évolution, de Schrôdinger ou de Klein-

Gordon suivant le cas, jouent dans ce schéma commun un rôle détermi

nant. Enfin, si les gaussiennes sont naturellement associées au cal

cul de Weyl sur IRn , une famille (i/O de fonctions de Bessel présente 
LA 

le même aspect relativement au calcul de Klein-Gordon. Ces fonctions 

sont intimement liées aux résolutions de l'identité utilisées dans 

tout le présent travail, et conduisent à une description très simple 

du front d'onde C°° classique des distributions sur 3Rn. L 'analyse 

relativiste des opérateurs sur IRn fondée sur le calcul de Klein-

Gordon est l'objet de travaux en cours, et fait bien entendu le plus 

large appel aux méthodes développées ici. 
Le travail de dactylographie considérable a été effectué par 

Madame Rousseaux : qu'elle veuille bien, pour le soin et la compé

tence qu'elle y a apportés, trouver ici l'expression de notre recon

naissance . 
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I - UNE COURTE VISITE AUX OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS SUR 3RR 

Le but de cette section est de familiariser le lecteur, dans le 

cadre bien connu du calcul de Weyl des opérateurs pseudo-différen

tiels, avec les méthodes que nous emploierons tout au long de ce tra

vail. Nous espérons également, par cette courte présentation de la 

théorie classique, le convaincre que les difficultés techniques qui 

ne manqueront pas d'apparaître plus loin sont liées non à une quel

conque faiblesse des méthodes, mais à la complexité intrinsèque du 

modèle étudié. 

Rappelons que la formule 

( 1 . 1 ) Op(a)u(x) a ,x+y 
2 

T ) ) € 
2in<x-y ,T| > 

u(y) dy d^ 

permet d'associer à toute distribution a € ^ 1 (IRn x 3Rn ) un opérateur 

linéaire continu Op(a) de ïf{JRn ) dans \f1 {lRn ) . Soit çp la fonction 

gaussienne standard sur IRn , définie par cp (t) = 2n^e 17 ̂  . faisant 

agir le groupe d'Heisenberg on définit également, pour 

tout X = (x,§) € 3RnxlRn , la fonction 

cpx(t) cp(t-x)exp 2in<t x 
2 
X > 

Une application de la formule de Parseval fournit, quelles que 

soient les fonctions u et v € L (]Rn) , la relation 

(1.2) (u,v).= 
te 2n ̂

u,çpx) (cpx,v) dX. 

En observant que celle-ci reste valable si u £tP(3R ) et v Ç ^ ' (]R ), 

on remarque alors qu'il suffit pour que u£xf* (IRn ) appartienne à 
2 n P 2 L (IR ) que l'on ait J |(u,cp )| dX < <» . On vérifie également que 

u €tf' № n ) appartient à^(3Rnj si et seulement si, pour tout k £]n , 

1 * intégrale J ( 1+| X |2) k |,(u, cpx) pdX est finie. Le plus simple pour 

obtenir ce résultat est d'écrire certaines identités relatives aux 

opérateurs de création et d'annihilation: le lecteur pourra trouver 
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les détails dans les lemmes 7.4 et 7.5 de [44]. 

Définissons la forme symplectique[ , ] sur IRnxnRn par 

[(x,§) , (x1, ç ' ) ] - <x,£'> + < x ' . 

Pour tout symbole a erf*' (]R2n ) et tout couple (X,X') de points de 3R2n, 

on a alors, ainsi que le montre un calcul purement formel, 
r 

(1 .3) (Op (a) çpx^ , ) 
4r 32n 

A ( Y ) W X , X ' (Y ) D Y 

si l'on définit la fonction de Wignei W 
X,X 

de çpx et cpxi par 

(1.4) W. 
X,X' 

(Y) 
0n -in 
2 e 

L x , x ' 
J e 
a2in[ y , x ' - x ; 

exp-2rr X+X' 
2 

2 

Appelons fonction-poids sur TR toute fonction m>0 vérifiant, 

pour un couple de constantes C. et N., l'inégalité 

m(X)< C1 m(X' ) [1+1 X-X' | 
. 2 .N1 

quels que soient X et X' G 3R^n. Une fonction a ÇC^flR^11 ) sera appelée 

un symbole de poids m si pour tout multi-indice# £]N nia fonction 
"~ 1 2 n 

m Daa est bornée sur IR 

THEOREME 1.1 Soit a (IR2n ) : c'est un symbole de poids m si et seu

lement si, pour tout k £]N, il existe C>0 telle que l'on ait 

(1.5) |(Op(a)cpx^x,)| < C ( 1 + | X - X ' I ,2,-k m 
X+X1 
2 

quels que soient X et X1 £ 3R n. 

Preuve. Partant de (1.3) et (1.4) et intégrant par parties à l'aide 

de la formule 

(1-(4TT 
2,-1 

V 
2in£ Y,X-X'| 1+|X-X'| 

2 
e 
2in[ Y,X-X'l 

on obtient la nécessité de l'inégalité indiquée. Une conséquence de 

(1.2) est la relation 

(1.6) (Op(a)u,v) (Op(a) tPx/Px.) < U ' V ( V ' v ) d X dX' 

valable pour a € C£ ' (3R2n) , u et v € ^P(IRn) : celle-ci exprime Op(a) 

comme une intégrale d'opérateurs de rang un Uh> (u,tpx)cpx, . Or on 

vérifie que le symbole d'un tel opérateur n'est autre que la fonction 

de Wigner W , : il en résulte l'identité 

(1.7) a(Y) (Op(a)cpx,cpx, )VIj (Y)dXdX', 

d'où l'on déduit aussitôt (se servant aussi de (1.4)) que a est un 

symbole de poids m si les inégalités (1.5) sont vérifiées. 
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COROLLAIRE 1.2. Soit a un symbole de poids m : alors Op(a) est un  

opérateur continu detf(JRn) dans ̂ (3Rn). Si de plus m = 1, Op(a) se  

prolonge en un opérateur continu de L2(IRn) dans L2(IRn) . 

Preuve. C'est une conséquence de (1.6),(1.2) et des caractérisations 

des espaces ̂ (IR11) et L2(nRn) vues plus haut. 

COROLLAIRE 1.3. Soient a^ et a2 deux symboles de poids et m2 

respectivement : le symbole o a2 de Op(a1)Op(a2) est alors un  

symbole de poids m.m-. 

Preuve. Avec A_. = Op(a_.),on écrit 

4(r(Re X)r(Re (A2cpx,A1 Cf̂ . • ) (A2cpx,cpz) (AlCpz/cpx, )dZ 

et l'on applique le théorème 1.1. 

Rappelons que pour tout nombre réel [i on appelle symbole clas

sique d'ordre |j. tout symbole a 6 Cœ(]Rn X IRn) vérifiant les inéga

lités 

|DxaD^ a(x ,ç) | xw<< ( 1 + | ç | ) ^ P L 

Pour tout k >,\ et tout X° £ JRnxJRn , un développement de Taylor par 

rapport à centré en §°, permet d'écrire 

(1.8) a(X) (T 
<x 

X C 
a) (X) + (E < 

X° 
a) (X) 

DÙ nn 
k-' 

< 
a est le symbole d'un opérateur différentiel, et où le sym

bole < .k 
Xo 

a est de poids (1 + UI ) (1+U-Ç°|) : en outre cette der

nière assertion est valable d'une façon uniforme par rapport à X°. 

Soient a^et a2 deux symboles classiques d'ordres et respec

tivement. En appliquant trois fois le corollaire 1.2, on voit que 

le symbole 

X° (alQ a2)(Xo) (T 
X° 

k-1 
a1° 

T k-1 
Xo 

a. (X°) 

est de poids ( 1 + kl ) 
M1 + M -̂k 

En d'autres termes le développement 

(qui n'est qu'un exercice d'algèbre élémentaire) de la composition 

de deux symboles d'opérateurs différentiels reste valable en un sens 

asymptotique (i.e. avec reste d'ordre tendant vers -œ ) dans le cas 

de deux symboles classiques quelconques. 
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Le lecteur au courant des méthodes habituelles de la théorie 

des opérateurs pseudo-différentiels aura peut-être noté dans la 

présentation qui précède les simplifications suivantes: on n'intègre 

par parties qu'une seule fois dans toute la théorie, après quoi il 

n'y a plus d'intégrale oscillante à considérer; en outre, aucun dé

veloppement de Taylor sous un signe intégral n'est requis dans 

l'étude de la composition des symboles, laquelle est basée sur une 

idée différente. Si ces simplifications peuvent, dans le cas du cal

cul de Weyl, être considérées comme un ornement, voire un exercice 

de style, elles joueront dans l'étude, considérablement plus com

plexe, du calcul de Fuchs des opérateurs sur un cône, un rôle déter

minant . 

Il est très commode, pour étudier une classe d'opérateurs pseudo

différentiels, de décomposer ceux-ci comme superpositionsd'opérateurs 

de rang un sous la forme 

Au = (u,cpx) ipxdX , 

où (cp ) et (i^v) sont deux familles de fonctions dépendant de X . c'est 

une méthode que nous avons introduite dans |43] et n'avons cessé d'u

tiliser depuis cette date : contrairement à la démonstration origi

nale de Calderon-Vaillancourt [M] qui a servi de modèle à la plupart 

des auteurs, elle n'oblige pas en effet à utiliser la formule de com

position des symboles. Or, cette dernière peut être compliquée (ce 

sera le cas dans le présent travail) ou même inconnue, en particulier 

dans les calculs symboliques obtenus par la quantification des espa

ces hermitiens symétriques ( [53] , [54] ) . Dans le calcul symbolique sur 

3Rn associé à une métrique symplectique sur IR2n (cf [41] ou Hôrmanier 

[21] ) , cette méthode marche lorsque g = gQ avec les notations de Hôr-

mander et que g vérifie une hypothèse plus faible que celle d'être 

tempérée. Elle conduit en outre à des généralisations de la résolu

tion de l'identité ( 1 . 2 ) liées à la métrique symplectique [42]. L'uti

lisation de symboles de poids (plutôt que d'ordres) donnés est due 

à Beals [2] : elle est naturelle et simplifie même, on l'a vu, l'é

tude des symboles classiques. Signalons que Coifman et Meyer [13] ont 

introduit également une méthode d'étude des opérateurs pseudo-diffé

rentiels indépendante de celle de Calderon-Vaillancourt : elle est 

cependant liée à des classes de symboles dont la géométrie est par

ticulière . 
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La première caractérisation de classes d'opérateurs pseudo-dif

férentiels est due à Beals [3]: elle repose, pour la classe la plus 

simple, sur les propriétés de continuité des opérateurs que l'on ob

tient par commutation itérée de l'opérateur examiné avec les opéra-

teurs (x_j) ou /^xk • Cette caractérisation, de même que la nôtre, 

rend immédiat le fait que la composition de deux opérateurs pseudo

différentiels est encore un opérateur pseudo-différentiel ; la nôtre 

dispense en outre d'en prouver la continuité, puisque celle-ci en 

résulte. 

II - LE CÔNE C, SON ESPACE COTANGENT D ET LE TUBE COMPLEXE II 

Soit r(X) 
2 2 2 
o 1 n si x e (nn+1 la matrice de cette 

forme quadratique est 

J 
'1 

\0 

0" 

-I 

1 

n 

Nous utiliserons constamment, sans référence, l'identité 

(2.1) r(X+X') r(X)+r(X*)+2<X, JX' > . 

Le cône C, objet de notre étude, est défini par 

C {ye:Rn+1 yQ> 0, r(y)> 0} 

Lorsque n = 3, c'est le cône du futur de la théorie de la relativité; 

pour n = 0, c'est une demi-droite. Il sera également fait un usage 

constant, sans référence, de l'inégalité élémentaire 

(2.2) <y, Jy'> (r(y)r(y')) 
1 /2 

valable si y £ C , y'ç C. Le groupe de Lorentz 0(1,n) est constitué 

des transformations linéaires de IRn+ qui conservent la forme qua

dratique r; la composante connexe de I dans 0(1,n) est le groupe de 

Lorentz restreint SO (1,n). L'appartenance d'une matrice A à 0(1,n) 
-1 

est caractérisée par l'égalité A' J= jA , où A' désigne la matrice 

transposée de A. Le groupe S0Q(1,n) opère sur Ce ln+ par son 
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action linéaire, en préservant le feuilletage par les hyperboloïdes 

de masse r(y) = constante; pour tout a>0, l'homothétie yt_̂ ay opère 

également dans C, ce qui conduit à considérer le produit direct 

(2.3) G 

o 
ml xso (1 ,n) 

identifié à un ensemble de matrices par l'application (a,A) \—aA . 

Pour toute matrice M 6 G , on pos.e 

(2.4) IMI (det M) 1/(n+1) 

de sorte que 

(2.5) M'j |M| 2JM 1. 

Egalement, il faut noter que r(My) = |M|2r(y) pour tout y £ 3Rn+^ . 

Soit u> = (1,0,...,0)€C: alors, pour tout M £ Gq , on a Mm = U) si 

et seulement si M G {1} XSO(n), le sous-groupe de S0Q(1,n)(compact 

maximal) constitué des rotations en les n dernières variables. En 

conséquence, on a Mao = M̂ uo si et seulement si MM' = M̂ M̂ j . On peut 

identifier C au produit IR^X(S0q(1,n)/SO(n)) , où le second facteur 

(un hyperboloïde de masse) est comme on sait un espace symétrique de 

rang un. La structure riemannienne G -invariante de C telle que 
2 2 ^ 

ds = | dy | au-dessus de y = u) est donnée par 

(2.6) ds2 = (r(y)) 2[2<Jy,dy>2-r(y)r(dy)] : 

le plus simple pour s'en convaincre est de vérifier directement 
2 

l'invariance du ds ainsi défini par le groupe de Lorentz et par les 
homothéties. La mesure G -invariante sur C associée est donnée par 

o 

(2.7) dm(y) = (r(y)) 

1 
2 
(n+1) 

dy. 

Pour tout y £C, posons 

(2.8) Sy Jy 
r(y) * 

_ i 

Il est immédiat crue si z< = Sy, alors Sz = y et r(z) = r(y) . Dans 

de nombreux calculs, il sera commode d'utiliser les symboles 

(2.9) {j } = 1 si j = O, -1 si j = 1,2,...,n. 
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Alors 

(2.10) d2j {j} 

x<< 
x<< 
r(y) 

-2y 
j 

<Jy,dy> 

(r(y) )2 

d'où r(dz) = r(y) 2r(dy) et < Jz, dz> -r(y) -2 <Jy ,dy> Finalement, 

S préserve la structure riemannienne de C, et comme (2.10) se réduit 

à dz = -dy au point y = u), il en résulte que S est la symétrie géo-

dési que de C autour de u) . 

Si y est un point arbitraire de C, la symétrie S autour de y 
-1 

est définie par S^ = MSM avec M € GQ tel que y = Mu) : il est en 

effet immédiat que cette définition ne dépend pas du choix de M. 

Pour calculer effectivement S^, on note que la matrice M JM agit 

comme l'identité sur la droite vectorielle engendrée par y, et 

comme -I sur 1'hyperplan { z6 nRn+1 : <Jy,z> = 0} : par suite 

(2.11) M JM 1x -x + 2<x, Jy> 
r (y) Y 

et 

(2.12) S x 
Y 

r (y) 
r(x) 

X 
2<x,jy> 
r (x) w 

pour tout x ç C. Il sera important plus loin d'avoir une formule ex

plicite pour le milieu géodésique y" de y £ C et y' GC, c'est-à-dire 

le point y" caractérisé par S „y = y'. 

Posons 

(2.13) mi£(y,y')=2 i[<y,Jy'>+(r(y)r(y,))i] ^[(r(y'))^y + (r(y))^y'] 

A l'aide de (2.1), on vérifie aisément que r(mi£(y,y1)) = (r(y)r(y')) J/2 

d'où finalement y" = mi£(yfy'), 

* n+1 Nous identifierons l'espace cotangent T (C) à D = Cx JR par 

l'application naturelle (y, Zti_. dy_. ) f—• (y, r\) . L'action naturelle de 

M € G dans D est alors donnée par 

(2.14) M. (y,*H) ( My, M ' S ) 

et la mesure invariante sur D est simplement la mesure de Lebesgue 

dy dTi. D'après (2.10), la formule 
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(2.15) S (y,*n) 
w< 
yr(y) 

r(y)jTi - 2<y,Ti>y) 

étend à D, comme il se doit pour un espace cotangent, l'action de 

la symétrie S sur C. Si y = Meo, on a S^ = MSM = MM'S comme il 

résulte de (2.5): alors (2.11) montre que MM1 peut être défini par 

(2.16) MM11 = - r(y)Jt+2<y,t>y 

et l'on peut écrire également 

(2.17) S (y, TÎ) (Sy, - MM'TI ) 

Finalement, faisant intervenir les translations en la variable TI , 

on peut faire opérer sur D un produit semi-direct G = GQXIRn+ par 

(2.18) (M,b) . (y,Ti) (My,M'~1 TÎ + Jb) 

La structure de groupe de G est donnée par 

(2.19) (M ,b )(M,b) (M1M,JMi] 1Jb+b^ 

Le groupe (lire "F contracté" : voir section 17) de transforma

tions de D engendré par G et par S apparaîtra comme le groupe de 

covariance du calcul de Fuchs des opérateurs sur le cône C. 

Il y a avantage à munir l'espace D de la structure riemannien-

ne définie par 

(2.20) , 2 
ds 

(r(y)) 2[2< J y , d y > 2 - r(y)r(dy)] +2<y,dTi>2-r (y)r (dTi) . 

Au-dessus de y = u) , on a simplement ds2 = |dy|2+ |d^|2, et (2.14) 

montre l'invariance de cette structure par le groupe G : on obser

vera cependant que (bien que, par sa définition même, elle conserve 

la forme symplectique canonique de D = T*(C)) la transformation S 

ne préserve pas cette structure riemannienne. C'est pourquoi les 

classes de symboles (fonctions sur D) que nous serons amenés à in

troduire plus loin seront invariantes seulement par le groupe G, 

non par le groupe de covariance complet Tc. Il y a une situation 

tout à fait comparable dans le calcul de Weyl des opérateurs sur 

]Rn , où l'analyse requiert l'introduction d'une certaine norme 

symplectique (qui peut être la norme canonique) sur IRnxiRn : or 

celle-ci ne peut être invariante par tout le groupe symplectique. 
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puisque celui-ci contient des transformations non orthogonales. 

Le troisième et dernier domaine qui jouera un rôle fondamental 

dans ce travail est le tube complexe 

n C + i IR n+1 {X x + i£ xw n+1 x € C] . 

C'est un domaine de Cartan pour le groupe r = S0Q(2,n+1), composante 

connexe de l'identité dans le groupe des transformations linéaires 

de IRn+ qui conservent la forme quadratique non dégénérée de si

gnature (2 ,n+1). Le domaine II est une variété kâhlérienne et un 

espace symétrique de rang 2 : dans [53] , nous en avons donné une 

description détaillée, basée en partie sur les travaux de I.I. Pia-

tetsky-Chapiro [31] et ceux de S. Helgason [2o] ; la section 5 en 

donnera une paramétrisation commode. En attendant, rappelons ( [ 5 3 ] , 

section 2) que des automorphismes de n attachés À des éléments par

ticuliers de R sont les suivants : 

1) les transformations X X+ib avec b € IRn+'1 ; 2) les transforma

tions X «-» aX avec a>0; 3) les transformations X" AX avec A € SO (1,n). 

En fait le groupe des transformations de II qui correspond À R est 

engendré par celles de type 1,2,3 et par la symétrie S définie 

par EX=r(X)"1JX. A l'élément (M,b) € G = GQX]Rn+1 , on peut donc 

associer la transformation [M,b] de II définie par 

(2.21) [M,b] X JM' JX-ib 

On peut noter immédiatement que cette action de G sur n et l'action 

(2.18) de G sur D sont équivalentes sous l'entrelacement T : n -* D 

défini par 

(2.22) T(x+iç): 
x 

vr(x) r-JÇ) 

En effet, une vérification de routine conduit À la relation 

(2.23) T ( [M ,b ]x ) Mx 
lr(x) , - M ' 1Jl + J b ) = ( M , b ) . T(X). 

Il n'y aurait cependant que des désavantages À identifier D et II , 

car les difféomorphismes S (sur D) et S (sur II ) ne sont en rien 

équivalents. Un calcul r-covariant des opérateurs sur C (le calcul 

H,), basé sur l'emploi de II comme espace de phase, a été proposé 
A. 
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dans [53^]. L'objet du présent travail est d'étudier le calcul de 

Fuchs rc~covariant basé sur l'emploi de D comme espace de phase. 

Comme il a été mentionné dans l'introduction, TQ peut être considéré 

comme une contraction du groupe P . La structure riemannienne r-in

variante sur N est définie par 

(2.24) ds 2 (r(x); -2 [2<Jx,dx> -r(x)r(dx)+2<Jx,d§ > -r(x) r (dÇ )] 

de sorte que T est une isométrie. Insistons cependant sur le fait 

que cette structure riemannienne a un statut tout à fait intrinsè

que sur N , non sur D où, si ce n'était pour les applications que 

nous avons en vue, d'autres choix auraient été également possibles. 

La mesure T-invariante sur II est 

(2.25) dm(x)=r(x) -(n+1) dx ai 

Lorsque n=0. Il est le demi-plan de Poincaré, T= PSL(2,IR) est dou

blement transitif sur N et le seul T-invariant des paires (X,X') de 

points de II est leur distance (hyperbolique) ou, si l'on préfère 

(2.26) ch 2 d(X,X') 
2 

Ix+x' 
4xx ' 

2 

Lorsque n>1 , Nest de rang 2 et 1'on a deux invariants ([53], sec

tion 2), à savoir 

(2.27) 6 (X,X«) I r(X +X')I 

4(r(x)r(x')) 1/2 

et ô_ (X,X«) Ir(X-X') I 

4(r(x)r (x' ) ) 7Û2 

On a 6+(yX,YX') = 6+(X,X* ) pour tout y £ T e t en particulier ô+(u),yx) 

= ô + (u>,X) si Y £ S0(2) XS0(n+1), le sous-groupe compact maximal de F 

qui~fixe a) = U)+iO. Rappelons [53] que l'on a 

(2.28) ô+(X,X')^ô_(x,X') 

pour tout couple (X,X') de points de n 

En vue du développement du calcul de Fuchs, il sera nécessaire. 
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dans les sections 5 et 8, d'établir un petit nombre d'inégalités 

géométriques difficiles concernant l'espace II. 

III - REPRESENTATIONS, SYMETRIES ET DEFINITION DU CALCUL DE FUCHS. 

2 
L'espace de Hilbert H est l'espace L (C,dm) constitué des 

(classes de) fonctions u sur C telles que 

(3.1) M l 2 

LE 
|u(t)| 2dm(t) < œ 

n+1 
2 avec dm(t)=r(t) dt. On a H = H , n+1 si,plus généralement, on défi

nit H par la norme 
X 

(3.2) IMI 
X 

2 

C 
|u(t) 2 'r(t) 

- X/2 
dt. 

Comme il a été montré dans [53] , et comme il résulte de faits gé

néraux sur les séries discrètes holomorphes de représentations 

(H.Rossi et M.Vergne [32],[33]), une certaine représentation unitaire 

projective de Y = S0Q(2,n+1) dans H^ peut être définie si À > max 

(0,n-1): on l'obtient en identifiant, grâce à la transformation de 

Laplace, H à un espace 3C de fonctions antiholomorphes sur II , 
X X 

et en faisant agir F dans 3£ de la façon naturelle qui convient à 
X 

un groupe d'automorphismes de la structure complexe de n • Il se 

trouve que la restriction de à G c: F est, à équivalence près, 

indépendante de X : comme, dans ce travail, c'est le groupe G qui 

nous intéresse plutôt que r , contentons-nous de décrire directe

ment cette dernière (et très simple) représentation. 
DEFINITION 3.1. Pour tout (M,b)£G=G X 3R , V(M,b) est la trans

formation unitaire de H définie par 

(V(M,b)u)(t)=u(M 1t) e' 
2iTT<Jt,b> 

Remarque. On vérifie que 

V(M1 ,b 1 ) V(M,b) =V(M1M, JM̂ j
 1 Jb+b 1 ) 

(i.e. V est une représentation), et l'invariance de la mesure dm 
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par le groupe GQ montre que c'est une représentation unitaire. 

Dans p3] , prop. 2.2, nous avons défini, pour tout n / la 

fonction cpx sur C par 

(3.3) 
X 

w< (t) =c. r (x) 
1 
4 
(X+n+1) 

(r(t) ; 
X/2 

e 
-2n<Jt,X> 

avec 

(3.4) CX 
2X+n+1 

1 
2 

U+1) 
n 
4 

R <x< 
2 + 1) 

T(X+n+1) <<x <x 
l2 •1) 

11/2 

On a ItP^'x = 1 si A > 0 ; si de Plus A > n-1, on a en outre (se rap
pelant la définition (2.25) de dm) la formule intégrale 

(3.5) 
n 

( u ' 4 > X 
2 
dS(x) = (2n) 

n+1 2 
X 

r ,1 2 X-n+1 ) ) 

r < 
x2 
( X+n+1 ) ) 

l lu l ,2 

X 

pour tout u Ç H . En conséquence les fonctions cp!!^ forment un sys-
X x 

tème total dans l'espace H = H . Comme G opère transitivement sur 
c n+1* o 

C, la définition 3.1 montre par ailleurs que la représentation V est 
irréductible. 

DEFINITION 3.2. Soit co l'isométrie de H sur H définie par 
X X 

( wx u) (t)=r(t) 
1 
4 

(X-n-1) 
u(t) 

On posera alors • 
X 
x =*X 

-1 X en d'autres termes 

Yx(t)=cx (r(x)r(t) ) 

1 
4 

(X +n+1 ) 
e 
-2n<Jt,X> 

où c^ a été explicité en (3.4). 

Remarque. On a || i|rxll=1, les normes non affectées d'indices étant 

prises au sens de H. 

PROPOSITION 3.3. Pour tout X>max(0,n-1) ,tout point X € II et tout 

(M,b)€ G, on a 

V(M,b)t X 
X 

< 
< 
[M,b]x 

Preuve. C'est une application de routine des définitions 3.1 et 

3.2 et de (2.21). 
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PROPOSITION 3.4. Pour tout X>max(0,n-1 et tout v (E H, on a 

(3.6) 
w 

I (v,i|r 
X 
x' 

2 
im(x) = (2rr) n+1 

2 
X 

r 
1 
x2 

(X-n+1)) 

P 
1 
'2 

X+n+1 ) ) 
Il v||2. 

Preuve. En posant u= U)^ v, c'est une conséquence de (3.5): la con

vention de non-indexation s'applique ici aussi bien aux produits 

scalaires qu'aux normes dans H. 

Remarque. Le lecteur qui souhaiterait ne pas faire dépendre la preu

ve de la proposition 3.4 des résultats de [5 3 ] pourra,s'il ne tient 

pas à la valeur exacte de la constante, utiliser l'argument suivant: 

une fois prouvé que le premier membre de (3.6) est fini pour v € H , 

il peut s'écrire (Av,v), où l'opérateur A commute avec les opéra

teurs de la représentation V; comme celle-ci est irréductible, le 

lemme de Schur montre que A est un multiple de l'identité. 

Passons à la définition des opérateurs de symétrie dans H. On 

définit a par 

(3.7) (au)(t)=u(St) 

où S a été défini en (2.8) . Etant donné Y=(y,T|) G D, choisissons 

(M,b) €G tel que (y,T| ) = (M,b) . (u>,0) = (MU), Jb) et posons 

(3.8) J =V(M,b) crV(M,b) 1 
x 

La formule explicite qui va suivre montrera que cette définition ne 
_ I 

dépend pas du choix de M. L'inverse de (M,b) est (M ,-JM'Jb) de 
sorte que 

V(M,b) 1u(t)=u(Mt)e — 2 ÌTT < t, M ' Jb > 

et 

(CT u) (t)=u(MSM 1t) e 
- 2 Ì T T < M S M t,Jb> 

e 
2ÌTT <Jt,b> 

Comme M S M -1 = S 
y 

si y=Mu) r ceci conduit à la définition: 

DEFINITION 3. 5. Pour tout Y=(y,Ti) € D et tout u€ H, on pose 

(ayu)(t)=u(S t)e' 
2iïï<ïï.t-S t> 

y 
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Remarque. Observons que la symétrie ay est unitaire et involutive, 

donc autoadnointe. Egalement, par suite de la première définition 

de Oy/ on a 

(3.9) V(M1,h^) oY V(M1,b^) 
-1 

Q(M1 ,b^ .Y 

pour tout Y G D et tout ( M ^ b ^ £G. 

DEFINITION 3.6. Pour toute fonction f € L (D,dy dr}) , on appelle opé

rateur de symbole actif f l'opérateur sur H défini par 

0p(f)=2 
n+1 

D 
f (Y,TI) x<<< 

wxc<< 
dy dj] 

i. e 
(Op(f)u,v) 2n+1 

^D 
f (y,Ti (aY^u,v)dy dT] 

Etant donné un opérateur à trace A sur H, le symbole passif de A 

est la fonction h sur D définie par 

h(y,Ti) =2n+1Tr (A ® v J 

Remarque. Comme aY est auto-adjoint, le symbole (actif ou passif) 

de A* est le conjugué de celui de A. 

PROPOSITION 3 .7 . Soit g le symbole (actif ou passif) de A. Alors, 

pour tout (M,b) <E G, le symbole (actif ou passif) de V(M,b)AV(M,b)"1 

est la fonction g o (M,b) \ Le symbole (actif ou passif) de a Ag 

est g o S, où S a été définie dans (2.17). 

Preuve. La première partie est une conséquence immédiate de (3.9). 

Par ailleurs, si Y=(y,r\) ÇD et u £ H , on a 

( c Gy a u) (t)=u(SSySt)e 2in< T) ,st-SySt> 

Notons que si y = Mu) , alors Sy = SMm =M' 1yj , d'où 

SQ t=M' 1SM't=M' 1M 1St=M''1SSM 1St=SMSM 1 by St=SS St 
y 

Egalement 

<TÌ,st-S St> 
y 

= < (MM* )m , (MM1 ) 1St- (MM' ) 1S._St> 
Y 

-1 -1 -1 
= < MM ' Ti. M ' SM't-M' SM \qt> = <TMM,'n ..q +-+^ 

Sy-
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ce gui prouve la deuxième partie de la proposition, d'après (2.17). 

En conséquence,le calcul de Fuchs bénéficie d'une propriété de 

covariance par rapport à tout le groupe engendré par G et S : on 

peut noter que parmi les opérateurs de la représentation de ce 

groupe figurent les multiplications par les fonctions du type 

exp 2in<j^J-,b> (b € IRn + 1 ) . 

Avertissement : dans le cas où n=0, le calcul de Fuchs f »-• Op(f) 

développé dans le présent travail est identique à celui, noté 

g ^Q(g)/ développé dans ce seul cas dans [48] . Toutefois, un chan

gement de notation s'est révélé nécessaire, de sorte que Q(g)=Op(f) 

si l'on a l'identité g (y T|, y ) =f (y ,t\ ) . 

IV - LE LIEN ENTRE LES DEUX ESPECES DE SYMBOLES DE FUCHS. 

On évalue dans cette section l'opérateur F tel que le symbole 

passif h d'un opérateur à trace de la forme Op(f) soit donné par 

h=Ff: vu la proposition 3.3, l'opérateur F commute à l'action (géo

métrique) du groupe R sur D. On notera immédiatement que si f est 

sommable et si h^ est le symbole passif d'un opérateur à trace B, 

on a alors 

(4.o; Tr (Op(f)B) 2 
.n + 1 

Tr f (Y) ay B dY) f (Y)h1 (Y)dY 

avec dY=dy dT|. Vu ce qui a été dit dans la remarque consécutive à 

la définition 3.4, il reviendrait au même que F coïncidât avec 1'i-
2 

dentité ou que Op fût une isométrie de L (D) dans l'espace des ope

rateurs de Hilbert-Schmidt sur H : disons tout de suite que ce n'est pas le cas. 

On sait que la propriété analogue est vérifiée pour ce qui 

concerne le calcul de Weyl sur IRn . Mais elle doit être rattachée 

au fait que le calcul de Weyl peut être caractérisé comme celui qui 
21TT[ <a,x> + <b,£ > . , n . r x v . -i 1 b n 

associe a e ' Jl ' operateur exp 2in[ <a,x> + <b,-j^ J 

et, ultimement , à la formule du caractère de Kirillov. Dans le 

calcul H associé à un espace symétrique, au contraire, une telle 

relation n'a pas lieu d'emblée en général (voir [52] ). Mais, outre 
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qu'on peut toujours la récupérer en décidant que le "bon" symbole 

est l'image par F2 du symbole actif, cette propriété ne revêt pas, 

à notre avis, une importance fondamentale. Ce qui est important en 

revanche (et n'est pas vérifié par exemple dans les méthodes de 

quantification, généralisant le calcul de Wick, proposées par F.A. 

Berezin [ 4 ] , [ 5 ] )/ c'est que les opérateurs F et F conservent 

les classes raisonnables de symboles : 1'article [47] contient une 

discussion détaillée de ce point dans le cas du groupe SL(2,IR) ou 

du groupe d1Heisenberg. 

Une autre remarque s'impose maintenant. On peut regretter qu'on 

ne puisse pas définir au premier abord un espace très large de sym

boles (analogue par exemple à l'espace (IR2n) de la théorie de 

Weyl) en quelque sorte le plus général possible pour la définition 

des correspondances entre symboles et opérateurs. Mais ne perdons 

pas de vue que toute l'analyse des fonctions sur les domaines C et 

D reste à faire : les méthodes que nous employons rendent de loin 

préférable de se concentrer sur l'analyse "dure" (celle dans les 

espaces de Hilbert, tel l'espace H ) , reléguant comme simples corol

laires les résultats que l'on peut tirer de là sur l'analyse dans 

les espaces "mous" (analogues à î f o u Î̂ P1 ) . La section 10 donne 

quelques résultats de ce genre : on pourrait, du reste, décrire 

effectivement un espace Jf1(D) répondant à la question posée au 

début de ce paragraphe, mais arrivés à ce point, la question ne 

présenterait plus qu'un intérêt pédagogique. 

Les calculs de la présente section sont purement formels. Leur 

justification ne présente cependant pas de difficulté si l'on part 

d'un symbole actif f €3£(D), espace des fonctions f € c (D) véri

fiant les conditions suivantes : (i) la projection sur C du support 

de f est une partie compactede C ; (ii) la fonction f, prolongée 

par O en dehors de C x 3Rn+^ c ]R2n+2 , appartient à y{lR2n + 2) . Il 

conviendrait cependant de vérifier que si f 6 X ( ° ) l'opérateur Op(f) 

est/à trace : comme cela résultera d'estimations prouvées dans la 

section 9, nous l'admettrons pour le moment. 

On commence par calculer le noyau k de Op(f), caractérisé par 

1'identité 

(Op(f)u)(s) =2 
.n+1 

D 
f (y^)e 

2irr<Tï,s-S s> 
y u ( S s ) dv DN 

y 
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J C 
k(s,t)u(t)r (t; 

n+1 
2 dt 

Il faut évaluer le iacobien du changement de variable v S s=t 
y 

Vu la relation 

t= r(y) 
r(s) 

s 2<Jy,s> 
r(s) y. 

on a (voir (2.9) pour la définition de { k } ) : 

(4.1) 
3t 
1 

^ k 
2{k) 

4(r(Re X)r(Re 
4(r(Re X)r(Re 

r (s) 
+ 2 6 x 

<Jy,s> 
r(s) 

Pour toute transformation de Lorentz A, on a At=S (As) et 
AY Dt 

Dy 
PUt) 
D( AY) 

Ceci permet de se ramener à évaluer le jacobien en 

un point y = \yQ,0,...,0) puisque le groupe de Lorentz opère tran

sitivement sur les hyperboloïdes de masse ; à l'aide d'une rotation 

spatiale, on se ramène en outre au cas où s = (Sq,s^,0,...,0) . Lais

sant au lecteur, pour des raisons économiques, le soin d'écrire 

(partant de (4.1)) la matrice des 
<x 

_2 
^ k 

en de tels points, on voit 

que dans ce cas on a Dt 
Dy 

2n yo 
n+1 (r(s)) 

-n s 
o 
n-1 

En utilisant 

l'invariance on a dans le cas général 

(4.2) 
<x<< 

y 
Di 

2 .n+1 <y,Js> 
n-1 r(y)(r(s)) -n 

On rappelle que (2.13) donne le milieu y= mi£(s,t) en fonction de s 

y=2 -h [ <s,Jt>+(r(s)r(t) 
< •k 

r(t) 
< 
s +r(s) 

< 
t 

Il en résulte que 

<y,Js>=2 <x r(s) <x <s,Jt>+(r(s)r(t)) 
<x <x 

et r(y) = (r(s)r(t) <x d'où la relation 

n-1 
2 

(4.3) k(s,t)=2 r(s)r(t); 
n/2 

<s,Jt>+(r(s)r(t)) <x 
1-n 
2 

( ^ I1f ) (mi£(s,t) ,s-t) 
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où (5*>2̂ f désigne la transformée de Fourier inverse de f par rapport 

au deuxième groupe ( T^, . . . ,Tin) des variables. 

Il faut maintenant évaluer le symbole passif h de l'opérateur 

A de noyau k: nous avons admis qu'il est à trace. L'expression (4.3) 

montre que pour tout t €C la fonction s»-"4 k(s,t) appartient à H 

(elle est même C°° à support compact si, comme nous le supposons, 

f € J 0 D ) ) • Si (uj) est une base orthonormale de H , on a donc, quels 

que soient s,t et y Ç C, l'identité 

S u^ (S t) 
1 j y 

k(s,t)u. (s)dm(s)=k(S t,t) . 
j y 

D'après la définition 3.6, le symbole passif h de A est donné par 

h(Y) 2 n+1 E(Aayu . ,u . ) 
3 

et en explicitant ay on obtient 

(4.4) h(y, -n) = 2 .n+1 

C 
k(S t.t)e 

y 

2in< Ti,t-S 
y 
t> 

dm(t) 

Une comparaison de (4.3) et de (4.4) fournira le lien entre f et h. 

LEMME 4.1. Pour y fixé € C, l'applicationc<c <<<c< z=S t-t est un dif-
n+1 ^ féomorphisme de C sur IR . Son jacobien est donné par 

Dz 
Dt 

(r (t) ) -n-1 (r (y) +r (t) ] n-1 
;(r(y)-r(t)) . 2 4<y,Jt> 2. 

La transformation inverse est définie comme suit : posons 

sh a = (2r (y) ) -1 <z ,Jy>+(<z,Jy> s2 r (y) r (z) 
< 

sh o = (2r(y) 
-1 

<z , Jy>- (<z , Jy> 2 r(y)r(z)) < 

alors 

t =- z 
<4(rx<< 

<z,Jy> 
r(y) 

1 

e 
a+8 

-1 
+ 

1 

e 0*6 + 1 
y • 

-1 -1 

Preuve. Avec M £ GQ tel que y=Mu), soit z ' =M z et t'=M t, de sorte 

que z'=St'-t'. Considérées comme fonctions de y et z, a et p véri

fient la condition d'invariance a (y, z ) = a( u), z1 ) et p(y, z) =p ( a>, z •): 

35 



A. UNTERBERGER 

cela résulte en effet des relations <z',Ju)> = <M Z,JUD>=|M| <z,Jy> 
-1 -1 

=r(y) <z,Jy> et r(y) r(z)=r(z'). On peut alors, pour ce qui con
cerne la preuve de la dernière relation affirmée dans le lemme 4.1, 
se ramener au cas où y=u). Par ailleurs, 

<y, Jt> = <Mu>, JMt'> |M| 2 <U),JM 1Mt,>=r(y) t' 
o 

et comme |DZI 

Dtl w< 
Dz ' 
Dt 

on voit qu'on peut également ne prouver la 

formule donnant le jacobien que lorsque y=u>, ce que nous supposons 

désormais. On a donc simplement z=St-t. Nous serons amenés, dans 

de nombreux calculs, à écrire 

(4.5) z=(z ,zj avec z*= (z1,...,zn) 

Alors sh & 1 
2 zo+iz* l 

sh p 
1 
2 <*n - | zJ 

L'équation z = St-t s'écrit 

(4.6) z 
o 

C r(t)' 
-1 <x<w 

<x -[r(t) -1 + 1 It* 

d ' où 

2sh a = 
4(r(Re X 

r (t) 
< 

( V l t * l ) = ( V W ) 
-1 (tG-|t^ H 

2sh B = 4(r(Re X 
-1 

w (t0+!tj) w< 

Par suite 

e -a w< 
4(r(Re X 
)<<<xr(Re < e - P < 

<4(r(Re 
X)r(Re 

et 

(4.7) 

Enfin 

r(t)=e ,-(o?+p ) 

<c <x 
z 
o 

e <c<<c < <<xw 
<x< 

e 
<x + 1 
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d1 où 

t= 
zo 

e -1 

U) -
z-z 

o 
<w 

e 
a+ß 

+ 1 
< < 

z 

e 
a+ß 

+ 1 
+ z [ 

1 

e a+ß -1 
+ 

1 

e 
<x + 1 

<x< 

ce qui est la formule annoncée. Les équations (4.6) fournissent 

(voir(2.9) si l'on a oublié la signification de {}) 

*Zo 

DT 
3 

(r(t) 
-1 

-1) 6 oj 

2 ij}t 
3 
t 
o 

(r(t)) <x 

ôzk 

St. 
1 

= (-r(t) 
-1 <x< 

kj 

2i j t 
3 
<x< 

(r(t) ,2 
k^1 

ce qui permet d'écrire la matrice -Dz 
Dt 

(nour économiser les nota

tions, on emploie pour cette matrice le même symbole que pour son 

déterminant) sous la forme 

<x Dz 
Dt < (r(t)) -2 < 

O 

0 
bl 

+ 2 

t 
2 
c - V i 

-t t0 
o 2 

-t t 
o n 

<x<xc< <x< 
V 2 1 n 

-t t 
\ n o 

n 1 V 2 
T 
n 
2 

avec 

a = r(t) (r(t)-1) , b r(t)(r(t)+1) 

Pour évaluer ce déterminant, on se ramène au prix d'une transforma

tion orthogonale sur au cas où t2=... = tn~0 / auquel cas on a 

facilement 

dét ( Dz, 
Dt' 

< (r(t) ) -2(n+1; D 
. n-1 

(ab + 2 at 2 '1 + 2bt -2, 
o 

=(r(t)) 
-(n+1) (r(t)+1) n-1 L(r(t)-1) 

2 
+ 4t 

< 

o 
] 

ce qui prouve le lemme 4.1. 

THÉORÈME 4.2. Soit f <x< 
<x 
<x D) et soit h le symbole passif de l'opéra

teur Op(f). On a 

h(y,T]): 

IR 
<x< 

e 
-2in <Tl,z> <x 

<x 
"-1 
2 f) (y,z) 

( 
1 
2 
[cha+chß)) 1-n 

cha chß 
dz 
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où a etp sont les fonctions de y et z définies dans le lemme 4.1. 

Preuve. En partant de (4.3), on obtient 

k(S t,t)=2 

n-1 
2 (r (y) : n ;<s t,jt>+r(y); 

1-n 
2 w 

<x 

-1 
2 

f)(y,Syt-t) 

et l'on note aussitôt ( c f . (2.12)) que 

<S t,Jt>+r(y)=< 
y 

r (y) 
r (t) 

t + 
2<t,Jy>y 
r (t) 

Jt>+r(y)= 2<y,Jt> 
2 

r(t) 

On reporte cette expression de k(S^t,t) dans (4.4), où l'on effec

tue le changement de variable indiqué dans le lemme 4.1. Il ne reste 

plus qu'à expliciter certaines fonctions de y et t comme des fonc

tions de v et z. On a 

<y,Jt> = <y,Jz> 

e*+e + 1 
+ <y,Jz> 

1 
e *+P-1 

+ 
1 

e Œ+P 
f 1 

< 
<y,Jz> 

e CV+P ?-1 
=r (y! 

sha + shp 

e 
<x 

-1 
=r(y)e 

Q+B 
2 cti <x< 

<x2 

et, d1 après (4.7) , 

r (t) =r (y) e (c*+p ) 

Par ailleurs, revenant aux divers facteurs de l'expression du jaco-

bien donnée dans le lemme 4.1, on a 

r(y)+r(t)=2r(y)e 

Œ+B 
2 ch Œ + B 

2 r 

(r(y)-r(t))2+4<y,Jt>2=4(r(y))2e 
-(c*+p ) 

(sh 2a+B 2 +ch 
2 cr-J, 

2 

=4(r(y)) 
2 
e 

- ( ar+p ) cha chp 

et 

Dt 
'Dz 

< (r (y) e - (a+p ) 
n+1 

(2r (y)e 

çv+B 
2 

ch 
Q+B , 
2 

1-n 
1 
4 (r (y) ) 

v -2 e 
Œ + P 

ch» chB 

= 2 
-n-1 

e 
< 
n+1 
2 

;a + p) 
(cha chP] , -1 (ch-

a+B 
2 

1-n 
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Il reste à substituer dans (4.4) les diverses expressions obtenues, 

se rappelant que dm(t) = r(t) 2^n+1^dt, pour obtenir le théorème 4.2. 

Remarques : 1) Si l'on pose, pour z £3Rn+1 , 

(4.8) F (z)=(chachp) 
-1 1 

2 
[cha+chp ) ) 1-n 

avec 

sh a 1 
2 (z + IzJ ) , sh p w< 

1 
2 
4(r(Re X)r(Re 

la relation donnée dans le théorème 4.2 s'écrit aussi, de façon 

plus suggestive. 

(4.9) h(y,7]) =Fo 
1 

'2 in 
M - 1 w< 

ÔT 0 f (y,TU 

où M € GQ est choisie telle que y=Mu> . En effet, il est immédiate

ment clair qu'il en est ainsi lorsque y=OD et, pour le cas général, 

la justification la plus simple consiste à observer que l'opérateur 

F commute à l'action de GQ décrite en (2.14). 

2) On remarquera que l'opérateur F conserve l'espace JC(D). 

V - LA DISTANCE SUR n ET L'INVARIANT <x UNE INEGALITE GEOMETRIQUE 

On obtient, en modifiant un peu une paramétrisation de I.I. 

Piatetskii-ChaDiro [31] , la description qui suit de II = C + ilRn+1 , 
déjà donnée dans [53] 

Désignons par A = ( oQ ,p tot y p ̂  , pn) le point courant de Œn+^ 

et, pour toute paire (A,A') de points de Œn+3 , posons 

( 5 . 1 ) q (A,A' « o ^ ^ - o ^ - < x < p ^ < x < - • - M A 

On vérifie aisément (cf [53]) que les conditions q(A,A)=0 et q(A,Â)>o 

entraînent l ^ 0 - i p o I t l A 0 + I ^ O L * 0n désigne alors par Q le sous-en

semble de Œn+^ caractérisé par le système q(A,A)=0 ; q(A,Â)>0 ; 

|a'0-ipo | > |a +ip I . Le domaine n est l'image de Q par l'application 

de Cl dans Œ ,n+1 définie par 
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(5.2) X 
3 
w pj 

i(a0+V 
j=o ,...,n. 

Rappelons les relations (de vérification immédiate) 

(5.3) r(X) (a 
o 
< 1 (<* 

O 
<x 

<x 
-1 

et, avec x = Re X, 

(5.4) q(A,A) = 2 \at 
o 
<x Y 

2 
r (x) 

Un point A £ Q est normalisé si q(A,Â)=2 : tout point de n est l'i
mage d'un point normalisé de Q , défini à la multiplication près par 
un nombre complexe de module 1 ; dans ce cas, (5.4) se réduit à 

r(x) < b 
o 
+a 1 ' 

i -2 

L'action du groupe r = S0Q(2,n+1) dans n est celle qui résulte 
de l'action linéaire de ce groupe dans 0 ̂  Œn + ̂. Si X € II est l'image 
de A £ Q normalisé, on a avec la notation (2.27) (cf [53]) 

(5.5) 6 
+ 
( tt>,X) 1 

2 01 o iP 
o 

6 <x<< 1 
2 

<x 
o 
+ i3 

o <x 

Si l'on note, comme il est d'usage, r= KAN la décomposition d'Iwasa-
wa de r , le groupe K=S0(2) x SO(n+1) est celui qui fixe UD : la décom

position de Cartan de T (voir [53], section 2 ou S. Helgason [20] , 

p. 105) montre alors que tout point X 6 n est 11 image par un élément 
de K d'un point de la forme 

(5.6) X=(e Sch t,e Ssh t,0 r . . . , -O] 

avec, si l'on veut, s s |t| On a dans ce cas 

(5.7) 6 ± 
(u),X) I = 

1 

2 
(ch s + ch t) 

Si l'on désigne par d la distance géodésique surn , on a sous la 
2 2 ̂  

même hypothèse d(cu,X) = (s +t )2 : cela résulte en effet de ce que 
1'application : 

(5.8) r s (e -rs 'ch(rt) s 
s-rs 'sh(rt) ,0, . . . , 0) 

est une géodésique de n , puisque c'est l'image par l'application 

40 



INÉGALITÉ GÉOMÉTRIQUE 

traditionnellement notée Exp d'une droite du plan Oide l'algèbre 

de Lie de R constitué par l'algèbre de Lie du sous-groupe A . 

LEMME 5 .1. Les fonctions ô et d sur n x n vérifient 

xw <x e 
d <x [4 6 

+ 
V2 

Pour tout x e n st tout k̂ >1 l'ensemble des X'€ n tels que 

ô(X,X')«k est connexe 

Preuve. En supposant X donné par ( 5 . 6 ) , on a 

Ô .U,X) = 1 
< (ch s +ch t ) «: ch (s 

2 
+ -t 

2 
<x 
< e 

(s 
2 
+t 

2 < 
=e 
d( u),X) 

et d(u),X)N< 2 
< 
s, d'où ô+ ( u),X)^ 

1 
2 ch s^ 

1 
4 

es>. 1 
4 
exp (2 

<x 
d(wfX) ) . 

Les inégalités s'obtiennent dans le cas général en utilisant leur 

invariance par r . Pour la seconde partie, on se ramène également au 

cas où X= uo et l'on note alors, en se servant de (5.7) et ( 5 . 8 ) , que 

l'on a ô (u),X")^ 6 (tD/X1) lorsque X" appartient au segment de géo-

désique joignant u) et X' . 

On va maintenant établir une inégalité triangulaire qui montre 

une autre analogie entre log6 et une fonction distance. 

LEMME 5.2. Quels que soient X,X',X" € n , on a 

6+ (X,X' ) 2 ò X,X")ô+(X",X'). 

Preuve Représentons X € n par A £ Q , A normalisé. On a 

6 
2 
+ 
(«)fX) = 

LE* o 
< 
o 
I 2 

4 
< I V ^ O 1 

2 
+ lev +ÌB 
1 o po 

2 

8 
< 

lo- I 2 
+ <x< 2 

4 

et 

<x< 2 
< ' P O 

i 2 
1^1 

2 
+ I B 1 1 

2 
<x< 

<x 
<x 

2 
+ 2 

d ' OÙ 

(5.9) 6JU,X)>. ^ ( |e ,o |2+ |po | 2 + | a i | 2 + | P i | 2 + - _ + |pn|2)= | | A | 2 ^ 
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Par ailleurs, en utilisant (5.2) et (5.4), 

| x | |2 
w< <c<<v 

cxvb< 

-2 

xw< 
Ißj 

9 
«r(x) |A|2«8r(x)ô2(œ,X) 

d'où, en utilisant la définition (2.27), 

(5.10) |X| 
2 
<x 

1 
2 

I r ( œ+X)| 
2 

Si |X| >y 
1 
4 
alors |r ( u)+X) | ̂  »2 

< 
x| >2 

,-3/2 dans le cas contraire on a 

|r (X)| < 1/16 et 

I r (ci)+X)| = |l+r(X)+2X | >1-
1 
16 

< 1 
< 

< 
7 
16 :>y 2 

-3/2 

Dans tous les cas 

(5.11) |r ( UH-X) | ̂ .2 -3/2 

D'après (2.27) et (5.9) on a 

[r (g?+X) | 

4(r(x) ) <x 
< -3/2 A 

d'où 

|r (U)+X) | >y 2 
< 

(r(x) ) 
< 
|A| = 2 

< 
lAl 

l"o+al' 

et comme, d'après (5.3), 

|r(X)| = lcr0-«11 <*o+a1 
- 1 
«2 

< 
<l«ol 

2 
+ I«1 

i 2 
1 

ao+a11 
-1 

on a 

(5.12) |r(X) |< |r(u>+X)| . 

Si X et X'sont deux points den , on a donc 

|r (u>+X)r (cd+X' )| >max(2 
-3/2 

r(X)| r2 ,-3/2 I r(X')| ,2|X||X'|) 

et 

|r(X+X')| |r(X)| + |r(X')| +2|X| |X'| 48 |r (o)+X)r (œ+X')|. 

En divisant cette inégalité par 4(r(x)r(x'))2 et en utilisant 
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(2.27) , on en déduit 

fi 
+ 
(X,X' )v<2 ,5 s ( u>,X) 6+ (fl),X') , 

ce qui démontre le lemme si l'on utilise en outre l'invariance par 

T de celui-ci. 

LEMME 5.3. Quels que soient X=x+iç et X^x'+iç' appartenant à n , 

on a |r(X)|^r(x) et Ô+ (X,X' ) >y à+ (x, x' ) . 

Preuve. C'est peut-être le moment de rappeler une terminologie 

classique et suggestive. Un point z £ ]Rn+^ est dit du genre temps 

s'il appartient à C(de sorte que l'inégalité r(z)>0 signifie que 

z ou -z est du genre temps), du genre espace si r(z)<0 et du genre 

lumière si r(z)=0. On a 

|r(X)| 
2 

< |r(x)-r(ç)+2i<x,Jç^ 
.2 
•=(r(x)-r(§) ) 

7 
+ 4<x,Jç> 

2 

2 

C'est évidemment ^(r(x)) si § est du genre espace. Mais dans le 

cas contraire on a (cf. (2.2), que nous ne rappellerons plus) 

|<x,JÇ^| ̂ (r (x)r ( ç) ! 
w< 

2 2 
d'où |r(X)| £(r(x)+r(ç)) et la première inégalité est encore véri
fiée. 

Comme C est un cône convexe, X+X ' €n d'où |r(X+X')| >r(x+xf) 

ce qui (à l'aide de la définition (2.27)) prouve la deuxième par

tie du lemme. 

LEMME 5.4. Quels que soient X et X'É n on a 

6+ (X,X' ) ̂ max < (x,x'), |r(ç-e:')l 
8(r(x)r(x')) <x < 

|<Jx,§-Ç'>| 

2(r(x)r(x') ) < t< 

|<Jx' ,§-£'> 

2(r(x)r(x') ) < <x 

Preuve. La première inégalité vient d'être prouvée. Par ailleurs 

Ô+(X,X') < 
| Re r (X+X' )| 

4(r(x)r(x') ) •2 < 
|r(x+x')-r(Ç- V)\ 

4(r(x)r(x') ) 
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d1 où 

Ir(5-E')l 

4(r(x)r(x') 1 
w< 

< 6 
+ 
(X,X«) I +6 

+ 
(x,x') < 2ô+(X,X'). 

En tenant compte de la partie imaginaire de r(X+X') , on obtient 

Ô+(X,X") < 
I <J(X + X' ) , F-£>| 

2(r(x)r(x') <x 

On a aussi, en utilisant (2.28) (une conséquence de (5.7)) j 

Ô+(X,X') >y 6 __(X,X') < [r(X-X')l 

4(r(x)r(x')) <x 
< |<J(x-x' ) ,l~V>\ 

2(r(x)r(x') ) < 

En additionnant les deux dernières inégalités, on obtient le lemme 

5.4. 

LEMME 5.5. Avec X et X' £ n , et x'^mi^lx^1 ) , on a 

l<x",J(g-g')>l 

4r(x"] 
< (ô.(X,X')) 

3/2 

Preuve Rappelons (2.13) que 

x" = (2A) 
<x 

(x r (x* ] 
<x 
+ x ' r (x) 

<x 

avec 

A = <x,Jx'>+(r(x)r(x1) ) 
< 

<x 2(r (x)r(x' ) ) < 

Notons également que 

(5.13) ô+(x,x") 
r (x) +r (x' ) +2<x,Jx': 

4(r(x)r (x1 ) ) 
T7 1 

< 
1 
4 
max (( 

r(x) 
tr(x') 

2. r(x) 
vr (x' ) J 

D 1 OÙ 

|<x"f J(5-ç')>k 
1 
2' 

( 
r (x' ) < 
r(x) 

I <X,J(F-F ' ) > 
, r(x) 
xr(x'; 

1. 
I <x',J(Ç-Ç'>|] 

4: (Ô+(X,X')) 
1. 

. "2 [| <Jxfç-ç,>|+|<jx;§-^>|; 

N< 4(r(x)r(x') ) 
1. 

ô JX,X')) 
^3/2 

ce qui démontre le lemme. 
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Le prochain lemme ne sera utilisé que plus loin, mais il est 

commode de le prouver maintenant. 

LEMME 5 . 6 . Soient x £ C, x' £ C et x" = mi£ (x ,x ' ) . 

On a <x,x'> > |x"| 
2 

Preuve. On commence par remarquer que 

2 2 x r(x')+x* r(x)-r(x)r(x') o o 

= x j ( x ; 2 - | x ; l 2 ) + x ^ x 2 - |xj2)-(x'-|xj2) (x;2-|x;|2) 

= x2x'2-|x. |2 |x!|2 « x2x,2-<x. ,x!>2 = <x,x'Xx,Jx,>. o o ' * * o O * ' * 

Par ailleurs, rappelant que r(xM)=(r(x)r(x1))2 et utilisant les no

tations de la preuve du lemme précédent, on obtient 

x" 
o 

(2A) 
— 2 

!x r (x' ) 
<x 
*-x̂ r (x) 1> 

et 

|x" 2 
w< 2x£2-r(x") 

= A [xor(x,)+x,or(x)+2xOX(|)r(x,,)-Ar(x,,)] 

= A"~ [xor(x,)+x,or(x)+2xox^r(x")-<x,Jx,>r(x,,)-(r(x"))2]. 

En utilisant l'inégalité prouvée plus haut, on trouve 

|x"|2 « A -1 [<x,x'Xx, Jx'> + 2xQx^r (x") -<x, Jx'>r (x") ] 

<x A 
-1 

[<x,x,Xx,Jx'>+ <x,x'>r (x") ] 

= <x,x'>. 

THÉORÈME 5 . 7. Quels que soient X Ç D et X' A on a 

< 
w 

I 2 < 2 
21 

( Ô+(X,X')) |x« r. 
5, , 2 

Preuve. Soit M £ Gq telle que x" = mi£(x,x') = Mu> et posons z = , 

C<x<< = M z Alors 
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1 
2 

|r(z)| 
r (xM) 

<x", Jz>2 

(r(x"))2 
w< 

1 
2 

\ r ( 7 . ) 

r (x") 
+ <cu, | M l 2JM 1z>2 

(r(x"))2 

< 
1 
2 

|r (M z) | + <UJ,JM 1z>2 

< 
1 
2 I r ( Ç ) I 

<x",J(§-§')>2<x",J(§-§')>2<<<XX 
<x",J(§-§')>2<x",J(§-§')>2<X<< 

d ' où 

|M 1 ( Ç - Ç ' ) l 
2 

< 
x",J(§-§')>2 

r (xn: 
+ 2 

<x",J(§-§')>2 

(r(x"))2 
x< 

D'après les lemmes 5.4 et 5.5, on a donc 

IM 1 ( Ç - Ç ' ) | 2 « 8ô+(X,X')+ 32( Ô+(X,X') )3 

d1 où 

(5.14) |M 1 ( ç - ç ' ) l 8 ( ô (X,X«) ) k 3/2 

Par ailleurs, quels que soient x et x'£ C on a 

(5.15) 
x 
o 

x' 
o 

w< <x,Jx'> 
r ( X ' ) < 

On peut en effet pour prouver cette inégalité supposer que r(x) 

= r(x') = 1 puis, à l'aide d'une transformation orthogonale sur x* 

et x^ , se ramener au cas où 

xQ = ch t, x^= sh t, x^ = ...= O 

x' = ch s, x'= sh s cos u,x'=sh s sin u,x'=...=0. 
o ' 1 2 3 

Alors 

<x, Jx' > = ch s ch t - sh s sh t cosu >ch ( |s | - 11| ) >, 
1 
2 

e |t|-|s| 

<x 
1 
4 

ch t 
ch s < 

x 
o 

4x' 
o 

<x 

En utilisant (5.15) et (5.13) on obtient 

x 

<x< 
<x 4 <x,Jx'> 

r (x") 
( 
r(x) 
r(x') <x 

< 
<x 25 ( 6+(x,x') ) 2 
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d ' où 

|x| 2 = 2x2-r(x) <: 2x 2 « 2 1 1 ( ô +(x fx'))
4 "x' 
o 

,2 

et 

(5.16) |x| 
,2 

w< 2 
1 1 

( 6x(x,x')) 
4. x'| 

2 
<x 

On évalue maintenant Iç-ç'l < 

l5-ç'l= I<M 5-ç'l= I1 M'A» 4: | M -1 (?-§•)! |M'U>| < 

Notons, en posant k = M' (M'M) 2, l'égalité kk*=1 : comme k £ G , il 
-1 ^ 

en résulte que k 6 ¡1 j x SO(n) d'où k u>= œ et par suite 

|M UJ|2 = <M'M k 1 u),k 1u>> = |(M'M) 
< 

< 
- 1 

<x< 
. 2 

= I M ' Cl) 2 

En se servant en outre de (5.14), on en déduit 

<x",J(§ 8(6 + ( X , X ' ) ) 3/2 | x » | i • 

De plus, d'après le lemme 5.4, 

Ir ( l- l' ) U 8 6+(X,X' )r (x
n) 

d ' où 

l 2 = 2(^ o-^ o)
2-r( r 5')<<: 2

7(ô+(X,X'))
3|x"| 2+ 86 + (X,X')r(x") 

soit 

(5.17) l § - § ' l 
2 < ? 8 

( 6 + ( X , X ' ) ) 
w< 
|x"| 

2 

Par suite 

(5.18) U l 2 s< 2(|§ - | 2

+ | § - § ' |
2 ) < 2 IS ' I 

2 
+ 2 

,9 (Ô+(X,X')) 
3 |x" 

2 

Pour terminer, on a besoin d'un dernier lemme. 

LEMME 5. 8.Quel que soit x £C, on a 

ô (x,Sx) >y (ô (U),x)) k 2 
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Preuve. Pour tout x £ C, on a 

6+ (x,Sx) w r (x + Sx) 
4 

<x (r(x))2+1+2lxl2 
4r (x) 

D'une part 

ô+(x,Sx) < 
(r(x)+1) , 2 

4r (x) <x 

D'autre part, vu que |x | < 2x 2 
o 
-r (x) on a aussi 

6 (x,Sx) < 

2 x o 
r (x) 

Enfin 

ô+ (u),x) < 
r (x) +1 

4(r(x) ) < 
+ 

x 
o 

2(r(x)) <x <x ( \(x,Sx)) 
<x 

Fin de la preuve du théorème 5.7. 

On tire du lemme 5.8 l'inégalité 

ô+(x',x") « (6+(x,x')) < 
<x 

En se servant de (5.16), on en déduit 

x" I 
.2 < 2 

1 1 
S (x,x')) x 2 Ix'l 2 r 

et (5.18) montre alors que 

S' 
2 

< 2 5' 
2 

+ 2' 
,20 

ô (X,X')) 5i ! x' 
!2, 

inégalité qui, alliée à (5.16), prouve le théorème 5.7. 

VI - FONCTIONS POIDS ET CLASSES DE SYMBOLES. 

Rappelons (2.22) que l'application T : n D définie par 

T(x+i§) = x 
vr (x) <x<< entrelace les actions de G = <x X : I R 

n+1 sur n 

et D respectivement. 

DEFINITION 6.1. Pour toute fonction m sur D, nous poserons m = m O T 

et nous dirons que m est une fonction-poids si elle est réelle >0 
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et si de plus il existe des constantes C^> O et N^> O telles que, 

quels que soient X et X* € Il , on ait 

m(X)4 C1m,(X') (ô+(x,X')) 
N1 

w< 

PROPOSITION 6.2. Le produit ou le maximum de deux fonctions-poids, 

les puissances réelles d'une fonction-poids sont des fonctions-poids. 

Les fonctions Y K r(y) et Y LYL 
2 

R ( Y ) 
+ r (y) | ri 2 sont des fonctions-

poids 

Preuve. La première partie est évidente. Les fonctions sur II atta-

chées, par la transformation ninm, aux deux fonctions indiquées, 
— 1 -1 2 

sont les fonctions X >-» (r(x)) et X *-»(r(x)) IXI , et la seconde 

partie résulte donc de (5.13), du lemme 5.3 et du théorème 5.7. 

Remarque. Cette définition est analogue à une généralisation des 

fonctions-poids au sens de Beals [2], donnée dans le cadre du cal

cul de Weyl sur IRn par l'auteur [4d et par Hôrmander [21]. 

PROPOSITION 6.3. Posons INL = iM'nl si y = Mo), M G G v — -* o 

La fonction m (Y) = (1+ I N 2 
y 

<x 
est une fonction-poids. 

Preuve. Explicitons h 
2 

<x 
pour commencer.On a <y, TI> = <u),M,TI >= (M'T) ) 

o 
et R ( Y ) R ( ri = R (M'TI) d1 où 

(6.1) M 'y 
2 

< 2(M'«n) 
2 
o 
•r (M'TI ) = 2 < Y , T I > -r ( Y ) R C M . 

On pourra comparer cela à (2.20). 

Rappelons que toute matrice A€SOQ(1,n) peut s'écrire sous la 

forme A = Q1 Aj Q2 avec Q1 et Q2€ (^xs°(n) et 

(6.2) A1 = 
ch t sh t 

sh t ch t 

O 

O 

I 

Ce fait (la décomposition de Cartan du groupe SOQ(1,n)) peut se 

retrouver comme suit : A étant donnée, il existe une rotation<c<< 

sur les n dernières coordonnées qui amène le vecteur fto sur un vec-
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teur de la forme z=(ch t, sh t , 0 , . . . , 0 ) : alors Q Au) et A* u) coïn-
- 1 - 1 

cident, d'où A ^ ^ A € { 1 } x S 0(n). Il est clair que les matrices A 

et A-j ont même norme, celle-ci étant définie par HAII = sup { | A X | : 

x G^Rn+1 / |x| = 1 } . Comme les valeurs propres de A éventuellement 

distinctes de 1 sonte^, on voit que HAII = e ^ = zq+\z^\4 2^ \z\ 

= 22 Plus généralement, on en déduit 

(6.3) llM| w 2 
< 

YL si y=Mu) M € G . 
o 

En conséquence, si y = Ma) et y = M.a), on a 

(6.4) IIM 1M ||< 2 
< 

M 
-1 

M1 ai < 2 
< 

M"1YII 

Or, en utilisant ( 5 . 1 3 ) , on obtient 

|M""1Yl|2= 2<M"y1i,Ju)>2-r(M V,)« 2(r(y) )"2<Yl ,Jy>2 

<x 
2r(Yl) 

r(y) 

<yrJy> 

(r (y) r (y- ) : 7i 

2 
< 2 

J 
(*+(y,y,)) 

4 

— 1 4 2 d'où ||M M^ Il < 2 ( ô + ( y f y )). Il en résulte que, pour tout ̂  , on a 

(6.5) |-N| = |M'T|| <||M'M' 1|| |M'N|=||M 1M II |M'V « 24(6 (Y,Y ))2 h l . 
y I 1 1 1 1 y 

Cela étant, soient Y=(y,Ti) et Y' = (y ' ,T l ' ) deux points de D, et 

posons T ~ 1 Y = JX,T"1Y'= JX', c'est à dire 

* = Sy,E=-Ti,x'=Sy' , l'=- Tf 

Soit ŷ  le milieu de y et y' : alors Sy^ = mi£(x,x') . De plus, 

si ŷ  =M^a),M^ G GQ, on a Sy^MÎj 1u> . L'inégalité (5.14) fournit alors 

(6.6] | M' (TI- T)* ) | = | M ' U - Ç ' ) | <x 8( ô (X,X') ) 3/2 

Par ailleurs, (6.5) et le lemme 5. 8 fournissent 

M_(Y: 

|MO(Y") 

l2 
< 

1+ h |2 
_Y 

i+ h * l 2 
y 

<x 2 16 
( s + ( y , y J ) 

8 
1 + IV 

|2 

Y1 

1+ h ' 2 
*1 
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<x 2 
17 

( ô (y,y'))4(1+ h-n ' |2 
<x< 

< 2 
1 7 

<6+(y,y')) 
A 
(1+| m' (ti-V)| ) . 

Avec l'aide de (6.6), on obtient finalement 

(6.7) (m (Y))2« 224(m (Y'))2(6+(T 1Y,T 1Y'))7, 

ce qui démontre la proposition 6.3. 

Rappelons que (2.20) définit une structure riemannienne sur D: 

si l'on identifie l'espace tangent à D en (y,T) ) au produit 
* 

T (C) XT (C), ce qui peut se faire de façon naturelle, les restric-
Y Y 2 
tions de la forme quadratique ds aux sous-espaces T (C) X {0} et 

{OjXTy(C) sont deux formes duales l'une de l'autre (nous venons pré

cisément de considérer la deuxième de ces restrictions dans la pro

position qui précède). Si { eQ,...,en} est une base orthonormale de 

T (C) pour la structure riemannienne sur C donnée par (2.6) et si 

( e o , . . . , e n ] est la base duale de T^(C), on peut, pour toute fonc

tion f €C°°(D), définir pour tout Y = (y,^). 

LLF 
,2 
'1 ,Y < 

n 

j=o 
( |(e.f) (Y) 

2 
+ ( e-f) (Y) 2 

en désignant par (e^f)(Y) (resp. ( e^f) (Y)) la dérivée de f le long 

du vecteur e^ (resp.ej): le résultat ne dépend pas du choix de la 

base orthonormale. Plus généralement, posant e..=ej_n_^ pour j>n et 

prolongeant les vecteurs e^ (0̂ : j4 2n+1) en des champs de vecteurs 

constants, on peut, pour tout entier k̂ >1 , définir 

(6.8) LLFLL 
2 

"k,Y < 
2n+1 

j1 , . . . , 
<x< 

Ke 
31 

<x e. <x 
f ) (Y) 

2m 

le résultat ne dépend pas de la base orthonormale choisie ; enfin. 

on pose IIFII <x ,=\f(Y)| < 

DEFINITION 6.4. Soit m une fonction-poids sur D. Un symbole de poids 

m est une fonction f de classe Cœ sur D, à valeurs complexes, telle 

que pour tout entier k^O la fonction Y (m(Y) ) -1 llfll <x soit bornée. 

On posera 
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<x 
"m;k 

<x k 

j=o 
sup((m(Y)) 
Y 

-1 
llf II <<<<xxw 

Remarque. Si f est un symbole de poids m, et si (M,b) £ G, alors 

f M k = f o (M,b) ^ est un symbole de poids m o (M,b) % de plus,la 

norme Hf., ,|l Uv-1 i est indépendante de (M,b) : tout ceci ré-M,b m o(M,b) ;k c ' 
suite de l1invariance par G de la structure riemannienne de D. Les 

opérateurs différentiels sur D qui commutent à l'action de G con

servent la classe des symboles de poids donné. Dans l'algèbre cons

tituée par ces opérateurs figurent les opérateurs 

(6.9) 2 Y r j 
< 
<x 3 

r r(y) 
-1 

<Jy 
ÒT1 

< 
< 

r (y 
Y < < 

<x< 

BY^ BRI_. 
et r(y) -1 <x 

où l'on a noté l'opérateur d'Alembertien usuel. 

Comme dans la théorie des opérateurs pseudo-différentiels sur 

IRn , les symboles (modelés sur les symboles des opérateurs différen

tiels) où l'on "gagne" en dérivant par rapport aux variables grecques 

présentent un intérêt fondamental. On pose, si p et q sont entiers 

>y 0 , 

(6.10) llfll 
2 
'p,q,Y 

<x 
<x",J(§-§')>2 

n <x 

<x",J(§-§')>2< 

|(e e. 
1 p 

E, . . . E . 
J1 3q 

f ) (Y) 
2 

avec la même hypothèse que plus haut sur les bases < et <x< 
<xc< 

DEFINITION 6.5. Soit [X un nombre réel. Nous appellerons symbole  

classique d'ordre H toute fonction f de classe 0°° sur D possédant la 

propriété suivante: quels que soient les entiers p et q^o , il  

existe C>o telle que, quel que soit Y€ D, on ait 

<x 
<x<c 
<c<c 

<< C(m (Y) ̂ -q 

où m Q est la fonction-poids introduite dans la proposition 6.3. 

\x 

PROPOSITION 6.6. Pour tout nombre réel \x , la fonction Y** (mQ(Y)) 

est un symbole classique d'ordre [i . 
Preuve. Pour tout N € G , on a, pour l'action de G Q sur D définie 
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par (2.14), 

m (N. (y,Ti) ) = m (Ny,N' % ) = mo(yf-n) . 

Compte tenu de cette propriété d'invariance, il suffit de prouver 

les estimations réclamées par la définition 6.5 au point y =w. On 

utilise l'expression 

(1+ h 7 
y 

H/2 
w< [ 1+2<y,Ti> 

.2 r (y) r (ri) " 
^/2 

fournie par (6.1): le résultat souhaité s'en déduit aussitôt. 

LEMME 6. 7. Soit f(Y) = Ô + (W,T~1Y) pour tout Y 6 D. La fonction f est 

une fonction-poids, et f est un symbole de poids f. 

Preuve. Le premier point résulte du lemme 5.2. Quel que soit (M,b)<x< 

la relation (6.8) montre que 

llfll k (M,b). Y = |lf o (M,b) 'k,Y 

pour tout symbole f. Par suite Ufi •kfY < llf o (M,b) k, ( u),o! si Y 

= (M,b) . ( tu,0) , ce qui permet, pour montrer qu'un symbole f est de 

poids m, de n'étudier que les dérivées ordinaires au point ( u),0) de 

la famille de symboles f o (M,b). Introduisant les opérateurs 

<x 
<x< < 

1 
2 

< 
<x<x <x i 

<x 
â53 

< et 
< 

ôx. 
< 

1 
2 

ò 
<x< 

+ i Ò 
<x <x 

on est alors ramené, dans le cas présent, à prouver l'existence, 

pour tout couple (a,p) de multi-indices, d'une constante C > 0 in

dépendante de X* £ n telle que l'on ait 

i, 7\ 
<x 

< <x 
<x 

3 
V 
2 
(X,X' ) (X =u)) | < <x 6 

2 
+ 
(w,X» ) . 

Or, si l'on écrit 

62(X,X') 
r(X+X' )r(X+X' ) 

16 r(x)r(x') 
<x 

cela résulte de l'inégalité 

I OJ+X 1 I <x 4 r ( OH-X' ) <x 

une conséquence de (5.10) et (5.11). 
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Sur l'espace des symboles de poids donné, la topologie natu

relle est comme d'habitude trop fine pour être utile. Le mode de 

convergence ci-dessous est strictement pratique, adapté à des uti

lisations ultérieures du théorème de la convergence dominée de 

Lebesque. 

PROPOSITION 6.8 . Soit m une fonction-poids, et soit Symb(m) l'espace  

vectoriel des symboles de poids m. Nous dirons qu'une suite (fv) 

converge vers f dans cet espace si d'une part, pour tout k, on a  

sup Hfvllm.k < 00 au sens de la définition 6.3 et si d'autre part les  

dérivées de tous ordres de la suite (f^ ) tendent vers les dérivées  

correspondantes de f uniformément sur tout compact de D. En ce sens,  

tout symbole f 6 Symb(m) est la limite d'une suite de symboles à 

support compact. 

Preuve. Soit x une fonction de classe C sur IR , telle que X(t ) *1 

pour tout t < 1 et X(t) = 0 pour t > 2 . Posons, pour v = 1 , 2 , . . . , 

fv (Y) = f (Y) X (v 1 Ô+(0),T-1Y) ) . 

Vu le lemme 5 . 1 , il est clair que est à support compact et que 

la suite (f ) converge vers f dans Cœ(D). De plus, le lemme 6. 7 
- 1 - 1 

montre que les fonctions Y ^ x(v &+(UÛ,T Y)) constituent une famil

le bornée de symboles de poids 1 . 

PROPOSITION 6. 9. Soit F i'0pérateur de passage du symbole actif au  

symbole passif défini sur l'espace 3 0 ° ) dans le théorème 4 . 2 . 

Pour toute fonction-poids m, les opérateurs F et F ^ se prolongent  

(de façon unique d'après la proposition qui précède) en des opéra

teurs de Symb(m) dans Symb(m) séquentiellement continus au sens de  

la proposition 6.8. 

Preuve. Reprenons les notations (4.8) de la remarque qui a suivi la 

preuve du théorème 4 . 2 . On a 

2 2 
sh a + sh p M 

2 

2 
et 4 sh y sh p = r (z) 

d'où 

2 2 ch a ch p < 1 + K L 
< 

2 
+ 1 

16 (r(z) ) 
. 2 

et 
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(2 + 
<<x 

2 

2 < 
^ ch o? + ch P < 2 

< (2n Izl 
2 <x 

2 <x 

n + M 
2 

2 <x 
4 c h a chp ^ 1 

<x< 

4 

2 
<x 

Il en résulte que, pour p entier assez grand, les fonctions 

(6.11) EQ(z) (1+ |z| 
2 
< 

<x 
' o 

, ( z ) et E1(z) <x M+lz l 2) -P 

FD(z) 

sont sommables ainsi que toutes leurs dérivées (la première pour 

p > 1, la seconde pour p ^ n+2). Avec la notation de (4.9), on peut 

donc écrire 

F 
c 

1 
l2iTT 

M 
-1 < 

<x 
<x (1-(4TT2) -1 M .-1 <x 

0T| 

2 P 
E 
o 

1 
'2in 

M -1 <x 
0TT 

identité dans laquelle intervient l'opérateur différentiel 

1-(4TT2) 
. -1 <x -1 <x 

bTi1 
2 
<< 1- (4TT „2T1 

T2 
/<Jy x<x 

<x 
r(y) 

i 2 
< (r (y) ) -1 

<x 

On sait (cf(6.9)) que cet opérateur conserve la classe Symb(m). Pour 

terminer, on se limite à l'étude de l'opérateur F mais la même dis-
_ i 

cussion serait valable pour F en y remplaçant partout E par E 1 . 

Soit E l'opérateur E = E (̂ -R— M . Avec la notation de la défi-

nition 6.4 il s'agit, pour tout entier k > 0, d'établir, pour C 

bien choisie, 11 inégalité ILEFLL , ^ CIL F II , pour F £ Symb(m): on peut 

en outre faire dépendre de k le choix de l'entier p défini en (6.11). 
* 

La restriction de Ef à l'espace vectoriel T (C) constitué des points 

(U),T|) est donnée par EQ * (f|T* (C ) ) / ou la fonction EQ, transformée 

de Fourier de EQ, est continue et reste bornée après multiplication 

par un polynôme arbitraire. On a 
(m(u),TD) 1 (Ef) (UÎ/ÏI) (m(uï, TI' ) 

<x",J( E 
O 
(•H- -H' ) (m(u>, V ) ) -1 

f (u>,v )ai\M 

et la relation 

m(03,Ti* ) C m(ui,Tl) + |m'-n| 2; N1 
x< 

une conséquence immédiate de la définition 6.2, montre que m Ef est 

une fonction bornée sur as desination de(C): en utilisant le fait que l'opéra-
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teur E commute avec l'action du groupe G sur D, on obtient la même 
° _i * 

borne pour la restriction de la fonction m Ef à une fibre T^(c) 

quelconque de D. Toujours avec le même argument, on peut pour termi

ner se borner à estimer les dérivées de Ef aux points (uo,^). Si w 

est la fonction de deux variables telle que 

E 0 ( 2 ) w(4 sh a sh ß, sha + shß) = w(r (z) ,Z ) 
<< 

on peut écrire (voir théorème 4.2) 

(Ef) ( y ,TI ) w 
]R n + 1 

e -2 irr < TI, z> 
2 

<x f )(v,z] w ,r (z) 
'r (y) r 

<Jv,z> 
r (y) 

)dz. 

Cette expression permet d'expliciter les dérivées, calculées en 

(u),Tl)/ de la fonction Ef. Si l'on choisit p assez grand dans (6.11), 

les dérivées par rapport à y prises en ui, d'ordre ^ k, de la fonction 
-1 -1 

w((r(y)) r(z),(r(y)) <Jy,z>), restent sommables ainsi que leurs 

dérivées de tous ordres relativement à z : ceci permet de conclure 
comme plus haut. 

VII. FONCTIONS DE WIGNER. 

Pour étudier les opérateurs pseudo-différentiels sur C, nous 

serons amenés à les décomposer comme sommes d'opérateurs de rang 

un particuliers: cette méthode (voir(1.6)) a l'avantage de concen

trer toutes les difficultés de l'analyse autour de l'estimation de 

la "fonction de Wigner": c'est une méthode que nous avions déjà 

systématisée dans [42 1, [44 ] pour le calcul de Weyl. 

DEFINITION 7.1. Soient çp et • € H (voir début de la section 3) . La  

fonction de Wigner W ( çp,T|f ) est la fonction sur D qui est le symbole 

passif de l'opérateur u (u/|f ) cp : en d'autres termes 

W( çp,*) (Y) w< 2 n+1 ( °Ycp,i|/ ) < 

Avant d'évaluer cette fonction dans le cas d'une paire de fonc

tions du genre ^(définition 3.2), il faut préciser les détermina-
x 

tions de certaines racines carrées qui y apparaîtront. 
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PROPOSITION ET DEFINITION 7.2. Pour X € II, r (x ) n'est pas réel 0 

et l'on définit (r(X)) à l'aide de la détermination principale de  

la fonction racine carrée dans jz 6 Œ ; -z £ TR } . Quels que soient 

X et X' € Il , on pose 

(7.1) P(X,X') <X,X'>+(r (X) ) 
< 

(r(X')) 
< 

<x 

Alors p(X,X') n'est jamais réel < 0 et l'on définit (p(X,X*)) 
î. 
\2 au 

moyen de la même détermination. 

Preuve. Avec X = x+iÇ, on a 

r(X) r(x)-r(§)+2i<x,JÇ>. 

Si r(C) ^ 0 on a Re r(X) > 0 et dans le cas contraire on a Im r(X)^0: 

ceci prouve la première partie. 

Nous allons montrer, et nous l'admettons un instant, qu'aucun 

des nombres complexes a et T définis à leur échange près par 

G + T < 2<X,X'> 

GT <x r (x)r ( x ' : 

n'est réel ^ 0 , ce qui permet de définir G 
<x 

et < 
"9 

deux nombres 

ayant une partie réelle > 0 . On a bien entendu 

2p(X,X') < (a 
<x 

+ T 
y, 1> .2 

dans le cas où X et X' sont réels (i.e. f. C) et comme les deux membres 

de cette égalité sont des fonctions holomorphes du couple (X,X') dans 

l'ouvert connexe dense défini par 

<X,X'>2-r(X)r(X*) <x O 

cette égalité persiste pour X et X' quelconques C II : comme enfin 

Re(a2+T2)>0, la proposition est prouvée, sous réserve de montrer que 

ni o ni T n'est réel ^ 0. Notons que cette dernière assertion est 

invariante, pour toute matrice A 6 SO (1,n), par le changement de 
-1 ° 

(X,X') en (AX,A' X'). Après une première transformation de Lorentz 

qui amène Re X a être un multiple de tu = eQ, on peut trouver 

M 6 {1 } XSO(n) qui amène les vecteurs Im X, Re X* et Im X' dans 

l'espace engendré par e ^ e ^ e ^ : autrement dit on peut se ramener au 

cas n = 3, ce que nous supposons désormais. On associe à tout X G n 

la matrice 
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A X <w 
X +X, 
o 1 

, X2- ± X3 

x 2 +ix. 

Xo" X1 

d'où, se rappelant que la formule EX = r(X) 1JX définit une svmé + r-i <=> 

sur II < 
A x = A x ' 

1 

z 
(A x +A x) < A et A x 

-1 
< <x<x 

<x<< 

Comme Tr A^ = 2X q et dét.A^ = r(x), la condition que X Ç n est carac

térisée par le fait que Re(A 9,9) > O pour tout 9 € Œ2 non nul. Si 
X _ i * 

X' est un autre point de II , on vérifie que <X,X*> = Tr(AvA__,) 
* _ Z A A 

et que dét(A xA x,) = r(X)r(X'), et par suite a et T ne sont autres 
que les valeurs propres de A VA^'. Si la valeur propre c était réelle 

2 

< 0 on aurait, pour un certain vecteur non nul 9 € Œ , A

XA^,9 = a 9, 

d'où A-, 9 = <*A~19 = aA Z x9 , soit (^,"aAlX) 9 = 0 = Ax'- c EX 9 : o r ' 

si c est réel 0 , X" = X'- a DX appartient à II et ceci est une con

tradiction puisque Re(Ax„ 9,9) > 0. Ceci termine la preuve de la proposition, 

Remarques : 1) une estimation très précise de la fonction 

Re(ç(X,X') <w< , cruciale pour la suite, sera l'objet de la section 

suivante; 2) nous convenons une fois pour toutes que les determi

nations des racines carrées de nombres complexes non réels < O sont 

choisies avec une partie réelle > 0 . 

THEOREME 7.3. Soit X > O et supposons n > 1 . Pour tout X € II, soit  

la fonction introduite dans la définition 3.2 : 

• 
A 

X 
(t) <x 2X (r(x)r(t) ) 

1 
A 

( X+n+i : 

e 
-2TKJt,X> 

<x 

Pour tout couple (T, T ' ) de points de II , posons p = p(T,T') au sens 

de (7.1 et 

K (T, T ' ) <x p 

1-n 
4 

<x 

oo 

< 
-TTf 

<x 
c (exp-2n <T,T' > 

P 
< 

s 
>Ko 

2TT(r(T) ) 
< 
(r(T')) 

< 

<cx<x s 
s 

_n+1 
2 

ds 

Alors, pour tout couple (X,X') de points de n , on a l'identité 

w((r(y)xw<<xv<< 
w((r(y))r(z)r(z) = 2 

n+1 
wx< 

2 
r(x)r(y) r(x')) 

1 
1 

( X+n+1 ; 

K(r(y)M 1 (X + iJTl) ,r (y)M 1(x'+icm)) 
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si M € GQ est telle que y = Mu>. 

Remarques. Si l'on fait agir sur T et T* la même matrice € {1jxS0(n;, 

il est clair que K(T,T') reste inchangé, ce qui montre que le se

cond membre de la dernière identité ne dépend pas du choix de M. La 

fonction KQ qui intervient dans la définition de K est la fonction 

de Bessel habituellement désignée ainsi. Dans le cas où n = 0, la 

formule est un peu plus simple et se trouve dans [48], p.1190. 

Preuve du théorème 7.3. On a, avec Y = (y,7i) , 

W(*X'+xB}(Y) = 2 ,n+1 
îlf * (Sys) e 

C 

2iTT<7l,s-S s: 
< 

<x 

X' 
(s)dm(s) 

et comme r(S s) 
y 

< (r(y))2(r(s)) 
- 1 on obtient 

W<*X'*X,,(Y) = 2n+1c^[r(x) (r(y))2r(x'); 

1 
i 4 

U+n+1 ) 
I(X,X';Y) 

avec 

I(X,X';Y) 
<x 

e -2rr<JSysfx+iJ'n; 
e 
-2rr<js,X'-iJ'n> dm (s) 

Avec y = Mm, on a 

<JS s,X + iJTi> = <JMSM""1s,X + iJTi> = r(y)<JSM~1s,M 1(X + iJT|)> 

et 

<Js,X'-iJTi> < r(y)<JM 1sfM 1(X'-iJT|)> < 

En posant s = Mt, on obtient donc 

I(X,X';Y) < K(r(y)M 1 (X+i J*n),r(y)M 1(X'+i JTl)) 

avec 

(7.2) K (T, T ' ) < 

c 

e 
a-2rr<St, JT> 

e 
-2!TT<t,JT'> 

im(t) 

Il s'agit maintenant de transformer cette intégrale (n+1)-dimension-

nelle en l'intégrale simple définie dans le théorème 7.3. La conver-

gence de cette dernière est la conséquence de l'inégalité Re(P ) > Q 

et d'inégalités simples relatives à KQ : il est inutile de discuter 

en détail ce point ici, car des estimations considérablement plus 
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raffinées seront développées dans la section 9. La fonction K défi

nie dans le théorème 7.3 et celle définie dans (7.2) sont alors 

toutes deux des fonctions holomorphes de T € Il et T 1 € Il : il suffit 

donc d'établir leur égalité lorsque T et T* sont réels (i.e. £ C ) , 

ce que nous supposons désormais. Dans ce cas, on a 

(7.3) K (T, T 1 

Jc 
w<x -2rr<St, JT> e 

-2n<t, JT' : dm(t) 

et l'on obtient facilement, pour toute matrice N £ G Q, la formule 

d'invariance 

(7.4) K (N ' T ,N 1T') <x K (T, T ' 

où l'on désigne par N' la transposée de N : il suffit en effet de 

poser t = |N| Nt' dans l'intégrale (7.3) et d'utiliser encore (2.5). 

On a donc K (T, T ' ) = K(u>,T") si l'on choisit N € G tel que N'T = m 
-1 

et que l'on pose T" = N T'. Notons tout de suite que 

(7.5) r (T") < IN' -2 "r(T') r (T) r (T' ) 

et que 

(7.6) rp II 
o 

< <U),N V > < <N' 1u),T'> < <T,T'> < 

D'où, si T et T' € C r 

(7.7) K (T , T ' ) <x 
c 
(exp-2 n 

t 
o 

r(t) 
e -2TKJT" ,t> dm(t) 

avec T" vérifiant (7.5) et (7.6). 

Cette intégrale est invariante par le groupe {l}XSO(n) opérant sur 

T", ce qui permet de se ramener au cas où T"= (XQ/X^,0,...,0) avec 

(7.8) x o < <T,T' > et x 
2 

o ~
x1 
2 

< r (T) r (T' ) I . 

Finalement, avec ce choix de x et x., on a 
o i 

(7.9] K (T, T ' ) <w 
c 
(exp-2n 

fco 
r(t) )e 

-2TT w((r(y)r(z) 
(r(t)) 

n+1 
2 

dt. 

Pour évaluer cette intégrale, on écrit t = (tQ,t^ ,t") : le domaine 
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d'intégration est défini par t > 0, -t <t.<t et |t"| < (t 
< 
c 

- T 
2 
1 

< 

ce qui conduit à évaluer d'abord, avec R = |t"| , l'intégrale 

(7.10] I < 
2TT 

r ,n-1 
2 

n-1 
2 

o 

w((r(y) 
r(z) 

exp(-2TTt 2 2 2 
(t2-t2-R2) -1 < 

2 2 2 
(<-t2-R2) 

n+1 
2 n - 2 ^ 

R dR 

On pose 

e= [ 1 -
R2 
2 2 

t -t 
o 1 

-1 
-1 < R = 

2 2 1> 0 
5 + 1 

i2 

d ' où 

dR < 
1 
2 
w(r(z) 
w<c<< 

< 
e 
< 

( e+D 
-3/1 

'de 

et 

(7.11) I = 

n-1 
< 

< 

r n-1, 
2 

(t 2 

o 
-t 
2, 
'1 

-1 
*00 

O 
(exp-

2tt t 
o 

t 
2 
c -t . 2 

1 

(e+D )e 

n-3 
2 

DE 

< (2to; 

1-n 
2 2 2 

^o-t? 

n-3 
2 exD-

2rrt 

2 2 t -t co 1 
<x 

D ' où 

K(T , T ' ) = 
w(r(z) 

(2t) 

1-n 
2 2 2 

n-3 
2 (exp-

2irt 
o 2 2 t -t, o 1 

x< 
-2TT(xot0-xltl) 

dt0dtr 

Posons a = xQ+x^,T = xQ-x1, c'est-à-dire 

(7.12) a + T = 2 < T,T'> , a T= r(T)r(T'). 

En effectuant le changement de variable défini par 

<x<x< < < 
<x 

01 
-1 <x t +t1 O 1 

= T 
L 

— "2 E 
.-1 

< 

on obtient 
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K (T, T" ) <x 
1 
2 

w< 

O 

< 

O 
(o>{5) 

-1 
a 
"2 

T 
<x 

P 

1-n 
2 

E X P - T T o 
<x 
<x + T •S 

exp-n( a 
<x 
CL 
-1 

+ T 
<x 

B 
-1 ida dp, 

On peut bien entendu considérer si on le veut cette intégrale com

me une généralisation à deux variables d'une intégrale classique 

([28],p.85) permettant de représenter les fonctions : lorsque 

n = 1, on a simplement 

K (T, T ' ) = 2 K (2na )K ( 2 n r ) , 

mais il s'agit ici du cas où l'espace symétrique ïï est isométrique 

au produit de deux demi-plans de Poincaré et toute la situation est 

dans ce cas réductible. En vue d'estimations ultérieures, il est 

préférable de réduire encore un peu cette intégrale double. On pose 

s A 
< 
a + T p t <x<x< 

d ' où 

do? dp 
<x 

< 
ds dt 
st r 

A 
wx 

w< 
-1 

+ T 
w 

p 
-1 <x 

<x< 

s 
+ (RRR < t+t -1 

s 

et 

K(T, T ' ) = 1 
2 

oo 

O Jo 

fco 
S 

1-n 
2 e 

-TTS 
BXP-nl 

A+T 

s 
+ (CT] t+t 

s 

-1 ds dt 
st <x 

On note ( [28l, p.85) que 

1 
2 

-CD 

O 
(exp-TT 

(OT 
<x 

s 
(t+t -1 ')) 

dt 
t 

< K 
o 
(2TT (CT) 

s 

<x 

<x 

d'où 

K ( T, T ' ) = 
o 

<x 

e 
-TTs -TT(a+T ) s _ 1 

K 
c 

(2TT(AT)' < 
s 
-1 

)s 

n+1 
2 

as. 

Il ne reste plus, toujours pour T et T' e C, qu'à faire le change

ment de variable SH-* p^ s et à rappeler (7.12) pour terminer la 

preuve du théorème 7.3. 
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VIII - LE MODULE ET L'ARGUMENT DE LA FONCTION p(X,X'). 

Avertissement : dans cette section, seul l'espace n est considéré, 

non l'espace D ; on en profitera pour utiliser également la nota

tion Y = y+iTi quand le besoin de nombreux points se fera sentir. 

LEMME 8.1. Pour tout X € II , le vecteur Y c<<c<<< appartient à n . 

(r((X))* 

Preuve. Avec les notations de la section 5, soit A G 0 , non néces

sairement normalisé, dont X soit l'image. Rappelons (définition 7.2) 

que r(X) i - ]R+. Les conditions 

et 

wx< 2 
+ <x< 

2 
<x <x< 2 

sf |P l l 
. 2 <<c< Ißnl 

, 2 > 0 

w((r(y)) r(z)w((r(y)) r(z<x<x<<) 
w((r(y)) r(z)w((r(y)) r(z<x<x<< 

interdisent que oi soit nul, et comme r(X) = (1 + 
<x 
OL 
o 

1) 
-1 

Cl

ef 
1 

a 
o 

-) n'est 
' 2 2 pas réel ^ 0 , et que aQ f 3Q , on voit que 

< 
ot 
o 

t l-»,î ] U[ 1 ,»[ <x 

Ceci permet de définir, pour tout A £ Q , la fonction holomorphe 

(1-
«1 

<w 

2' 
, en lui attribuant la valeur 1 lorsque OL = O . Posons 

< x< o (1-
<x 
2 < 

2 
et 

A = (vo ,ß0 ,o ,ß l ßR). 

On a 
2 2 2 2 

Vo + f£~ P r • • • " P n = 0 

et 

l v j 2 + I ß / " I f l , ! 2 - . . . - K \ 2 > 
Wo" « î r l P o l ' - M 2 — - ' V ' 

<x l a i ' - |<M2 + i P o l 2 - | P i | 2 - - - I P n | 2 > 0 

Enfin on notera que la condition|aQ-iß | > \a +iß | 1 o ro 1 peut s'écrire 
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Re(aoipo)>0 i.e im 
P 

01 
o 

>C Pour ce qui concerne Y < o on a 
) 

Im 
w 

<x 
< Im [ (1-

2 
a1 
a2 
o 

-h 
<x 

<x 
<x 

lorsque A parcourt l'ouvert H on a lY0~iP0l ^ l Y 0 + i ^ 0 l c'est à dire 

Em P0 

Y_ 
^ 0 et comme Cl est connexe on a en fait Im Po 

Y >0 
autrement dit 

K £ Ci . Soit Y l'image de K dans n . On a, pour touï j, 

Y . 
1 

< 
<x 
<x 
ÏY 

< 
ao <x< 

Yo 
x. 

J 

et l'on termine en remarquant que 

<xc<c< 

Yo 
<x (1 + 

«Y 

o 
(1-

2 
«1 
2 
*o 

) 
< 

<x 

1 + 
<c 

<x 

1-
«1 

*o 

< 

< (r (X) ] 
•h 

< 

LEMME 8.2. Sous les hypothèses du lemme 8.1 on a 

r(y) >, 
r(x) 
|r(X) | < 

Preuve. D'après (5.4), on a 

r(x) = 
1 
2 

<c<c< -2 
q(A,A) 

et de même 

r(y) 
1 
2 |Y0I 

,-2 
q(£,A) << 1 

2 
2 2 i -1 q (A, A) 

xc< 1 
2 *0~a1 

2 2 - 1 
°o-a1 
2 9 

4- <xc I2- IP, 
2_ 

' V 2 

<<c< 
c<c< <<c<c< 

2 2 -1 
q (A, A) 

d ' où 

r(y) 
r(x) < 

*0~a1 

*0~wwa1 
*0x<~a1 

3 

x< 
o 1 

a - a 
o 1 

< 1 
|r(X)| < 

LEMME 8.3. Soient X et X' € II , Y <x 
X 

(r(X) ) 
-T <w Y' = 

X' 

(r(X')) 
< w 

64 



LA FONCTION p 

On a d ( Y, Y ') « 2d(X,X'). 
X 

Preuve. Soit e l'application X »-» Y = —^- : on se propose d'éta-
2 2 (r(X)2 

blir l'inégalité ||dY|| « 4 ||dX|| en tout point X de TI . On notera 
que 9 commute avec l'action du groupe de Lorentz, ce qui permet 
(comme dans la preuve de la proposition 7.2 mais c'est plus simple 
ici) de n'établir cette inégalité qu'en un point "spécial", enten
dant par là un point tel que X2 = ... = X = 0 ; si X est spécial 
Y l'est aussi. Il est agréable de prendre comme coordonnées 
(V,W,X9, . . . ,X ) avec V = X +X1 et W = X -X1 : on pose aussi v = Rev, 
w = Re W. Avec X**= (X2,...,Xn), 1'application 9 s'écrit dans ces 
coordonnées 

(V,W,X*J (VW-
n 

2 
X < 

3 

<x 
(V,W,X**) . 

On a ((2.24) et (2.9) ) 

ds2 < (r(x)) -2 [2| <Jx,dX> I 2 -r(x) E {j} I dX 
3 

<x 
w< 

l'emploi des coordonnées complexes étant recommandé parce que 9 est 
holomorphe. En un point spécial, on a r(x) = vw, 

<Jx,dX> = xQdXo-x1dXl 1 
2 (wdV+vdW) 

et 
(r(x))"2 [ 2|<Jx,dX>|2-r(x)(|DXJ 2 | D X , | 2> 

< 1 
2 I V 1 dV+w -1 dV7 ' 2 1 

4 
IdV+dW1 I 2 
vw + 

1 
4 

IdV-dwl 2 
vw 

<x 1 
2 v 1dV+w 1dW ,2 1 

2 [ 
<x 
v 

dW 
w + 

dV 
v 

dW 
w< 

<x 
1 
< 

(V -2 dV <x < -2 I dW |2Î 

Donc, en un point spécial, 

I M I 
2 

< 
1 [v -2 I D V I 

9 
+ W 

-2 
IDW 

. 2 
]+ (vw 

-1 
<x< , 2. . . . + LDXNL 

2n 

Si l'on désigne, faute de mieux, par (V,W,Y^) les nouvelles coor-
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données de Y =e(X), on a, d'après le lemme 8.2, 

(8.1) v w = r (y <w r (x) 
r(X)| 

< vw 
VWT 

En un point spécial, on a 

dV < 
dV 

(VW] < 
1 
2 

V 

(VW) 3/2 
d(Vtt 

n 

2 
X 2y 

y < 
1 
2 
.v. 
W 

i. 2 dV 
V 

<x 
w ' 

dW = 1 
7 

<x 
VW' 

< 
2(-

dV 
v 

+ 
dW 
W ' 

et, pour j > 2 , 

dY 
<x 

(VW) <x dX . 
D 

d ' où 

||dY|| 2 < 
1 
H 

— 2 
v Iv 

w 
— 2 

•+w |W| 
VI 

.dV 
l V 

dW 
W 

< 
- (vw) 

-1 
VWl 

-1 
n 

2 
dX 

3 
2 
< 

Le deuxième terme est ^ (vw) 
-1 

2 

<x 
IdX 

3 
.2 Il suffit donc d'établir 

1'inégalité (entre formes hermitiennes) 

<x ^2 Ivl 
W + 

--2 
w 

Iwl 
V 

<x dV 
V < 

dW 
W 

2 < 16[v 2 |dv| 2+w"2 |dW| 2] . 

On a 

v2 = (Re V)2= [Re 
< 
VWJ 

<x 
]2 1 

2 
V_ 
"W " +Re 

V 
W < 

Ivl |W|+ReVW 

2 |W| 2 

et de même 

~2 
w |vl |wl+ Re WV 

2|V|2 

Posons V = a eiÔ, W = b eicp avec a > 0, b > 0 et 6 et cp compris 

strictement entre - j et j . On a v2= a2cos29et (puisque | 9-çp| ?+| 9| ) : 

~2 
v 

< a 
2b 

(1+cos ( 6-çp) ) ̂  
a 
2b v d-|sine|)» 

a 
4b 

2 
cos 9 

< 
Iv 1 <x 

4| V | |W| 

D ' OÙ 

(8.2) 
~-2 
v V W 

< 4v 
-2 

et 
— 2 w 

V W 
^ 4w -2 < 

66 



LA FONCTION p 

la deuxième de ces inégalités se prouvant de façon analogue. Par 

ailleurs 

~2 
v < 

a 
2b 

(1- |sin cp|) < 
a 

4 k 
cos 2 < < 

Ivl 

4 Iwl 3 
2 

w 

d ' où 

(8.3) v"2 Ivl 
|w|J 

w 4w 2 et 
— 2 w |W| 

M 3 
< 4v -2 

Il en résulte que 

<x< :lv 
|w 

+ <x< I W 

IV 

dV 
V < 

dW 
W L 2 < 2 <x< iYl 

<x 
+ ̂ -2 
w 

Iwl 
TvT 

dvl 2 

<x 2 
+ |d w .2 

Iwl .2 

« 16 [ v 2 |dV| 2+ w 2 |dw|2 ] 

ce aui termine la oreuve du lemme 8.3. 

COROLLAIRE. Sous les hypothèses du lemme 8.3, on a 

6 (Y,Y1) « 26(à (x,X')) 2 V 2 

Preuve. D'après le lemme 5.1, 

ô (Y,Y') « exp d(Y,Y') « exp 2d(X,X') < (4 6 (X,X')) 2 V T 

LEMME 8.4. Si Re r (X) >, 0, alors 

9 
|X | ^ 2r (x) 6̂  (X, JX) . 

Preuve. Avec %̂  (0,§*0~a1*0~a1 ) on a 

à (X,JX) < 
Ir (X+JX)I 
4r (x) < 

| r ( 2 x tt) + 2 i § * ) | 

4r (x) 
< 

*0~a1*0~a1 
*0~a1*0~a1 

r(x) 

et comme r(§) < r(x), on a 

|x |2 2 x o I x J 
w 

+r(5)+ 2 |5, 
< 
<x « 2 (x 2 

o 
<x< 2 = 2r (x) Ô+(X,JX). 

PROPOSITION 8.5. Soit p(X,X*) la fonction définie en (7.1). Sous  

les hypothèses du lemme 8.3 on a 

|p(X,X') | > 2 5|X| |X'| ( ô+(Y,Y')) V 2"11 |x| |X' I ( \(X,X')) -2 ' 2 
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Preuve. Puisque r(Y) = r(Y') = 1 , on a 

p( Y, Y ') = <Y,Y'> + < 1 
2 r(Y+JY') 

d'où, en revenant à la définition (2.27) de la fonction ô +. 

|p(Y,Y')| <x 2 6 (Y,JY')(r(y)r(y')) < 

D'après le lemme 5.2, on a 

6 (Y,JY«) & ( Y, Y ' ) < 2 .-5 
* +(Y',JY') 

et en utilisant le lemme 8.4 on en déduit 

|p(Y,Y')| * (Y,Y' < 2 
-4 

ô ( Y \ J Y ' ) (r(y)r(y')) 
< 

<x 2 -5 
IY-I 

2/r(y') 
r(y) 

x<w 

En échangeant les rôles de Y et Y' et faisant la moyenne géométri

que on obtient 

|p(Y,Y')| ô (Y,Y') x 2 -5 
IYI |Y-I 

Compte tenu des égalités 

|p(X,X') Ir(X)r(X') 
< 

|P(Y,Y' ) 

et Ixl |X'| |r(X)r(X') 
< 

IYI IY-I 

la proposition 8.5 résulte de là. 

L'estimation de p est loin d'être terminée car on a besoin de 
y. 

minorer R e ( p 2 ) : il s'agit donc de montrer également que l'argument 

de p ne peut pas trop s'approcher de +_TT . On va d'abord établir ce 

fait pour ce qui concerne p(Y.Y'). 
LEMME 8. 6. Soient Y et Y 1 € II vérifiant r (Y) = r (Y' ) = 1 . On appelle 

Arg p (Y, Y ' ) l'argument compris entre - rr et TT de P(Y, Y ' ) . On a 

alors 

| Arg P(Y,Y' ) | 4^-2 J(6 +(Y,Y')) 
-3/2 

< 

Preuve. Rappelons que Ô+(Y,Y') ^ 1 : on peut donc supposer 

Re p(Y,Y') < 0 sinon |Arg p(Y,Y') !< j - Avec Y = y+i7! , Y' = y'+iV 

on a 
2p(Y,Y') = r(Y+JY*) = r (y+Jy'+i(Tl-JV ) ) 
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d'où 

(8.4) Re p(Y,Y') w 1 
2 
[r (y + Jy ' ) -r (TWT|' ) ] 

Im p(Y,Y*) <x <y+Jy ' , JTI - TI1 > 

La condition Im r(Y) = 0 = 2 <y,J*\> montre que rCH) ^ 0, et il en 

est de même de r ( V ) . Comme 

r ( T I - J V ) w< r (n )+r (V)-2<*n;n '> < 0 

(puisque Re P(Y,Y')^ 0 ), on a <'T]f^>40 et par suite 

(8.5) h - V I |2 w< h 
,|2 
+ h" 

|2 > 2 y'+i(Tl-JV 

Par ailleurs 

- Re p(Y,Y')< w 
1 
2 
r (Tl-J T)' ) 

et 

|lm p(Y,Y')j > (r(y+Jy')) 
w 

(r ( j n - T V ) 
< 

<x (2 <y,y'>) < 
( r c m - v ) ) 

< 

d1 où 

-Re p(Y,Y') 
|lm P(Y,Y*)| < 2 -3/2 , r ( W V ) < w < 

y'+i(w< 

< 
< 1 

2 
y'+i(w< 
<V,y'> 

< 

4 2 
o-3/2 h - V l 

<y,y'> 
< « 2 

,5/2 
( S.(Y,Y') ) 

3/2 

d'après l'inégalité (5.17) et le lemme 5.6. Avec p= PI e 
la 

TT : |aj<TT, cela signifie (tga) 2< 25 ( 6 (Y,Y'))3 d'où 

|Arg p(Y,Y') U n-Arc tg (2 .-5/2 ( Ô+(Y,Y') ) -3/2 « T J -
1 
8 ( Ô+(Y,Y' ) ) 

-3/2 
< 

LEMME 8. 7. Soit Y € II vérifiant r (Y) = 1 et soit r (y) = cos & avec 

O 4$ < 
TT 
2 

Soit X = e < avec |cp| < TJ_ 2 
Alors X € II si et seulement si 

M < < 
2 -p-

Preuve. La condition Im r(Y) = 0 = 2 <y,JT|> montre que r\ est du 

genre espace s'il n'est pas nul, et comme r(y)-r(Ti)= Re r(Y) = 1 
2 

on a r(y) ^ 1 , ce qui permet d'écrire r(y) = cos ; noter que 

r(r\) = - sin2(3 . Avec X = e ^ f y + M ) , on obtient x = y coscp - TI sincp, 

d ' où 
2 2 2 2 2 2 r(x)=r(y)cos cp+r(Ti)sin cp =cos (3 cos çp-sin jâ sin cp 

= cos (Bfçp) COS (̂ -çp ) 
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Si X € TI, cela doit être > 0 d'où(3 + cp < ^, i. e. | cpl < j - (3 : la récipro

que marche aussi puisque xQ, fonction continue de cp , non nulle 

lorsque r(x) >0, est alors > 0. 

LEMME 8.8. Soient Y et Y'É n tels que r(Y)=r(Y 1)=1,r(y)=cos ô,r(y') 

=cos O « <w TJ 

2 ' 
O 4p < TT 

2 

Alors 

|Arg p( Y, y' ) I << 
<x 

<x 
<x 

Preuve. Posons X = e^Y et X' = Y' avec 1 cpl < 
TT 

2 
< et Icp'l < 

TT 

z 
wvw 

arbitraires. Alors 

Arg p(X,X')=Arg R(e 
i (cp- cp1 ) P(Y,Y')) = cp - cpF + Arg P ( Y, Y ' ) 

est,d'après la proposition et définition 1.2, strictement inférieur 

à TT : en faisant tendre cp et cp1 vers - ̂  et (V - respectivement, 

on voit que Arg p(Y,Y') <: +^' ; l'autre moitié de l'inégalité s'ob

tient de même. 

LEMME 8. 9. Soient X et X' € Il avec 

X elcp| r(X)f*Y, r(Y)=1, r(y) = cos2(i 0 < 
< 
<x < 

TT 

2 < 

On suppose que r(X') est réel (>0). Alors 

y'+i(Tl-JV 
y'+i(Tl-JV 

-1 
w 

05 - 2 2 çp ( ô+(X,X' ) ) )2. 

Preuve. D'après la preuve du lemme 8.7, on a 

r (x) w |r(X) | cos (|i+cp) cos ((Vcp) 

<< |r(X)| cos((3+ |cp|) < |r(X)| 
. TT 

*2 
f-lcpl) 

et il s'agit donc de prouver l'inégalité 

(8.6) Ir(X)I 
r(x) 

< 2 
7 

<< 
- 2 2(8 

+ 
(X,X') )2. 

On a également § = L(r(X) 
< 
(y sin cp+ 'H cos cp ) et 

(8.7) r U ) = 
2 2 

|r(X)| (r(y)sin cp + r Cn) cos cp) 

<x jr(X)| (cos2ô sin2cp-sin2 cos2 cp) 

< |r (X)| sin(cp+$) sin(cp-fî) . 
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Si l'on suppose |çp| > 3rr 
8 

alors p u TT 

< 
Icol <x< TT et r(§) < 2 

2 
I r (X) 

D'après le lemme 5.4 on a alors (vu que <x*,J£'> = 0) 

2 h ( X , X ' ) > 
l<x',Jl> I 

(r(x)r(x') )' < <x ,r(§) 
vr(x) 

< 

» 2 
<x | r ( X ) | 

r (X) 

< 

ce qui prouve l'inégalité (8.6). 

On suppose désormais |cp| 3n 
8 et, pour fixer les idées, cp >0 (on 

s'y ramène par conjugaison complexe). On a 

2<x,JÇ> < 2 I r (X) I <y cos cp - ti sin cp,J(y sin cp+ ^cos cp ) > 

<x 2|r(X)| (r (y) -r (ti) ) sin cp cos cp = |r(X)| sin 2cp. 

Puisque <x',J§'> = 0, 

(8.8) 2Ô+(X,X') < max <x',Jx> 

r(x)r(x'))2 

|<x',Jl> I 

(r(x)r(x') 1*' 

toujours d'après le lemme 5.4. On évalue, en notant que 

|r U ) | <|r (X) I d'après (8.7), 

r (x 
1 
2 
§ sin 2cp) < r(x)+<x,J£> sin 2çn + 2 

4 
2 

r(£)sin 2 çp 

<x 
1 
4 

| r (X) | sin22cp 

i 

ce qui implique en particulier que le vecteur x + ̂-Ç sin 2çp ou son 

opposé est du genre temps. D'où ((8.8) et encore (2.2)) 

3 6+(X,X') <x 
!<x ' , J (x+ 1 

r 7 
t sin2çn) >| 

(r (x)r (x' ) )' 
<x < 

sin 2cp 
2 

l r (X) l 
r (X) 

<x 

et 

, IrOOl 
r(x) 

< 
ç 6 (sin 2cp) -1 < 

+ 
(X,X') « 2 

3/: 
< 
-1 6+(X,X') , 

ce qui prouve le lemme 8.9. Bien entendu, les puissances de 2 sont 

sans importance. 

PROPOSITION 8.10.Soient X et X * € n . On a 

|Arg p(X,X')| ^ TT-2 
.-53 

( & (x,x-) : -10N 2 -2 
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Preuve. Posons 

X = e^|r(X) \k Y, X'<c<= |r (X' ) 
< 

Y' 

avec r(Y) = r(Y') = 1, r(y) = cos2P),r(y') = cos2fe', 0 «ft< TT 

2 
0 «&• < TT 

2 
<w< TT 

2 - P 
et <x< < 

TT 

2 
<x<x< 

D'après la preuve du lemme 8.8 on a 

Arg P(X,X') = cp-cp'+Arg P ( Y, Y ' ) .<<x< 

D'après le lemme 8.6 on a 

|Arg p(Y,Y') I « T T - 2 3(ô+(Y,Y') -3/2 

autrement dit 

(8.9) n - |Arg p(Y,Y' ) < 
.TT 

< 
< 

+ 
/TT 
K2 

<x< + (p+ji'-|Arg p(Y,Y')| 

< 2~3 ( Ô+(Y,Y') )' -3/2 

Supposons pour commencer 

(8.10) (5 + ' - | Arg P(Y,Y' ) | » 2"4 ( M Y , Y ' ) ) -3/2 

Dans ce cas on écrit 

T T - JArg P(X,X') n- |cp| - U»|-|Arg p(Y,Y')| 

<x (- < U l i + 
TT 
2 - ICD'I) |Arg p(Y,Y') 

< ß+(i'-JArg p(Y,Y')| ̂ 2 . -4 
6+(Y,Y'))" 

-3/2 

et, d'après le corollaire du lemme 8.3, on a 

2 -4 ( à (Y,Y')) -3/2 < 2 
-13 

( 6+(X,X' ) ) 
-3V2" 

ce qui démontre la proposition. 

Dans le cas où l'inégalité (8.10) est en défaut, il résulte 

de (8.9) que l'un des deux nombres -̂ - jb et ~ - ¡3' , disons le pre

mier, est ^ 2~5 ( 6 (Y,Y' ) ) "3//2. Rappelons ((5.13) et lemme 5.3) que 
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r(y) 
R T Y ^ ) w< 24( 6+(Y,y'))2< 24( Ô+(Y,Y')) 

2 

d'où 

< 

2 
<x < 

2 cos(b « 2(r(y)) 
< 

4 23(r(y1)) <x ô+(Y,Y') < 23 ô 
+ 
(Y,Y') 5-ç'l= I 

Par suite 

(8.11) min(f5-ç'l l -(b') < I'8 (Ô.+ (Y,Y') ) 
-5/2 

Si çp et cp1 sont de même signe, on a 

I c p - c p M < : m a x ( j ç p | , | c p ' | ) N< m a x 
2 
x2 

<x TT 

2 
<x 

d'où 

I Arg p(X,X')| <|cp-cpf ) +| Arg p(Y,Y')| 

< max (̂  -(?>, \ -£>•)+£+£' 

= TT -min .TT 
v2 

<< 
<x V2 'P') 4 TT -8 ( Ô+(Y,Y') ) 

•5/2 

< TT - 2 -23 ( 6+(X,X') ) •5V/2 

et la proposition est encore démontrée. 

Il reste enfin le cas où (8.11) est toujours vérifiée et oùçp 

et cp1 sont de signes opposés, disons cp ^ 0 . On a 

(8.12) TT—Arg p (X,X' ) << 
/TT 
"2 • c p - f r ) + TT 

2 
<x<x< + (ô + 6'-Argp(Y,Y') 

TT 

2 
- c o - p . 

D'après le lemme 5.1 1 * ensemble A des X" € TI tels que ô+(X,X") 

&+(X,X') est connexe : comme Arg(r(X"))^ est une fonction conti

nue de X" sur cet ensemble, prenant des valeurs de signes opposés 
\ 

en X et en X', on peut trouver X"€ à tel que (r(X")) soit réel 

(>0). D'après le lemme 8.9, on a alors 

(8.13 TT 

7 • c p - p ^ I 
x< 

cp2( 6+(x,X") ) -2 x< E 
>-5 

9 
2 (6+(X,X«)) -2 

Si c p ^ 2~9 ( 6+(Y,Y') ) -5/2 on a, d1après (8.11), 
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TT 

2 
y'w<< 2 

< 
( &_JY,Y') ) 

-5/2 <x -2^ 
( 6 +(x fxM : 

-5\/2~ 

Enfin, si cp ^ 2 " 9 (6 (Y,Y')) 
"5/2 

on a, d'après (8.13), 

TT 

2 
W<w< 2 -23 ( 6 +(YfY') ; 

-5 (ô+(X,X')) 
-2 

< 2 
<x< 

6,(X,X') ) -10V2-2 

L'autre moitié de l'inégalité affirmée par la proposition 8.10 ré

sulte de la première en échangeant X et X 1. 

THEOREME 8.11 Quels que soient X et X ' € ïl , on a 

ReC ( P(X,X' ) ) 
< 

> 2 
-61 

Ixl 
< 

Ix-I 
< 

(ô+(X,X')) 
-11V2-2 

Preuve. Avec p= (p|e 1 Q f, on a 

Re P 
<x 

I<pI 
< 

cos 
< 
2 << 

1 
2 IPI 

< TT- a 

2 

D'après la proposition 8. 10,on aTT-|a| > 2 ^ ô + ^
o N ^ ̂  et d'après 

la proposition 8.5, on a | p | ^ 2 -11 y'+i(x<x< 
y'+i(Tl-J 

-2V2 
ce qui permet de 

conclure. 

IX - L'ESTIMATION FONDAMENTALE. 

L'objet de cette section est d'évaluer (Op(f ) ^ , ^ v t ) lorsque 
X X 

f est un symbole de poids m. Tout le calcul des opérateurs résulte

ra de cette estimation et de sa réciproque, de la même façon que 

l'on peut déduire toutes les propriétés de base du calcul de Weyl 

du théorème 1 . 1 . 
Si f est sommable, on a d'après les définitions 3.6 et 7.1 les 

identités (X € n , X ' € I I ) : 

(9.1 ) (Op(f) < 
X 

<x< 
<x<x < 2n+1 

D 
f (Y) îa y^,^,)dY = |f (Y)W(^,^,) (Y)dY. 

Pour estimer la fonction de Wigner, il faut pour commencer majorer 

la fonction K(T,T') introduite dans le théorème 7.3. Notons que 

(9.2) <T,T' > 

7 
+ (r(T) ) 

<<<<<< 
(r(T )) 

< 

< << < 
<x< 
<x< 
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et que 

( p(T,T" )) 
Î. 

r (T) 2r (T' ) 1> < (o( 
T 

r (T) r 
T ' 

r (T ' ) 

x< 
<x< 

a aussi une partie réelle > O , puisque la transformation 

<< T 
r (T) 

= JET (E étant la symétrie de II autour de & ) opère dans II, 

En désignant par a et p les deux termes du membre de gauche de (9.2), 

l'étude de K (T,T ' ) amène aux considérations suivantes. 

LEMME 9.1. Soit, pour a et (3 complexes vérifiant Re p > 0, 

Y = Re (a+ß ) > 0, 

g(a,ß ) = (a+ß ) 

1-n 
2 

00 

'O 
e -TT(A+ß)s e 

-2 n oi s -1 
Kq(2TT ß s 

-1 
)s 

n+1 
2 ds. 

On a, pour une certaine constante C > 0 

| g ( « / ß ) < <<x< 1-n 
1+ j log|ß| j +| log Y| je 

TT 

2 
Y 

si n > 1 

et 

I g ( a , ß ) I « C e 

TT 

2 
Y 
[1 + |log |p | | (1+1 log Y| ) + (logY)2] si n = 1. 

Preuve. Compte tenu de l'inégalité 

IK ( z) I < C(1+|log z 
2TT 

)e-Re z 

valable pour une certaine constante C > 0([2$] ,p. 139 et p, 69) , 

on a 

(9.3) |g(<*,ß ) I « c Y 

1-n 
2 

w 

'o 

- T T Y S - 2 T T Y S e e 
-1 

(1+ I log |ß||+ llog s I) s 

n+1 
2 ds. 

Evaluons 1'intégrale 

(9.4) I < 

'•co 

'O 

-TTY('s + 2s 
-1 

^ llog s I s 

n+1 
2 ds 

< 

<x 

<x 
e - T T Y S (log s)s 

n+1 
2 ds + 

'CO 

'1 
e 
-2 TTYS 

(log s)s 

n-3 
2 ds. 

L'intégrale analogue sans le facteur log s| n'est autre que 

2 

1 
4 
(5-n) 

K vn-1 
2 

(2' 
.3/2 

TTY ) et se majore sans difficulté (mêmes références 

75 



A. UNTERBERGER 

que plus haut). D'après des calculs sur la fonction gamma incomplète 

([28],p. 337) , on a, si a > 0, 

1 

"00 

e 
-xs a-1 ds = 

x 
-a 

T (a,x) w x AR(a) + 
k>0 

(-1) 
k! 

k+1 k 
x 
a+k 

et 

a 

'1 
e -xs a-1 

s 
(log s)ds < d 

aa 
(x AR(a,x)) 

Cela fournit, quand x-*0, l'équivalent -R(a)x alog x pour la deuxiè

me intégrale. Par ailleurs ([28], p. 342), 

rco 

'1 
e -xs ds 

s 
= E1 (x) = -cte-log x+ 

k>1 

(-1) 
k! 

k+1 k 
x k < 

rco 

'1 
e xs(log s)ds = x 

-1 
E1 (x) 

et, en intégrant par rapport à x, 

rco 

w< 
e 
-xs (log s) 

ds 
s 

< 
1 
2 
(log x) 

, 2 
x -• 0. 

A l'aide de (9.3) et (9.4), ces équivalents démontrent le lemme 

dans le cas où Y est proche de O. D'un autre côté il est immédiat 

que si y > 1 on a 

|G(«rp> | < C Y 
1-n 

e 

TT 

2 
Y 
(1 + 1 log |p||) . 

LEMME 9.2. On a, avec T = r(y)M 1 (X + i Jt\) et T i n " 4 D défini en 

(2.22) , 

ô+(X, T 1Y) < 4 (1 + | T | 
2 ' (r(x)r(y)) 

<x 

quels que soient Y = (y,*n) €D,X = x + i§ € II et M € GQ telle que y = Ma). 

Preuve. On a T -1Ï << y 
r (y! 

- i JTI et 

6+(X,T 1Y) < 1 
4 

,r(y) 
r (x) ' 

< 
r (x + y 

r(y) + i(S+JT\) )| 

s'écrit j a-+...+ a6 | avec 

76 



ESTIMATION FONDAMENTALE 

a1 + 
D 
4 
(r(x)r(y)) a2 

1 
2 

<x,Jy> 

(r(x)r(y)) 
r a3 

1 
4 

(r(x)r (y) ) — "2 

a4 
i/r(y) A 
2vr(x) < x , J ç + T ) > , a5 

i 
2 ' 
r (x) r (y) )" y, J§+*n > 

et 

a6 
1 
4 
,r (y) 
r (x) 

1* r (Ç+vTH ) . 

Par ailleurs, posons y = et x = Nu) avec M,N ^GQ- Alors 

r(y)(M 1X)q = r(y)< M 1x,Ju>> = <x,Jy> 

d'où 

(9.5) Ir(y)M 
-1 x|2 = 2 <x,Jy> -r (x)r (y) = |r (x)N 1y| 2 

i 
et 

|r(y)M 1 ( ç+ j<n) |2 >^max[(r(y)M 1 ( ç-Khi ) ) 2 , (r (y ) ) 21r (M 1(S+J'n))|] 

= max[<y,Jç+n> , r(y) |r(§+J-n) | ] . 

Comme 

|T|2 =|r(y)M 1x|+|r(y)M 1(Ç+JTI)|2, 

on en déduit (encore (2.2)) 

<x<x < 
1 
4 

<x,Jv> 
2 

(r(x)r(y)) s 4 
1 
4 T 

2 (r(x)r(y)) 
< 

x< 

la2 I 
< 1 

2 
|T| (r(x)r(y) ) s 

d 

la3 I < 
1 
4 

(r(x)r(y)] 
<< 

(pour mémoire), 

<x<x< <x 1 
2 
(r(x)r(y)) 

<x 
r (y |(M 1 (Ç+J-n) )Q| <x 

1 
2 

IT I 

(r(x)r(y)) 
<-h 

et 

K l « 
1 
4 

<x 2 (r (x) r (y) 
<x 

Il reste à évaluer j a. \ < 
1 
9 
r(y) 
r(x) 

< 
|<x,jÇ+̂ n> | : la norme de la ma-

trice N M est, d'après (6.4), au plus égale à 2 << 
N~1M o)| = 22 IN 1y) 
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4. 2 (N y1 ) = 2 < N Y1 , Ju)> = 2 
<y,Jx> 

r X 
. Par suite 

\<x,Jl +r\>\ 
r(x) < I (N 1 U+JTÎ ) 

o u 
|N 1 U+JT Î ) | 

< 2 <y,Jx> 
r(x) 

|M 1 (ç+j'n) ! < 2 
3/2 <yyJx> 

r(x) 
I (M 1 (S+JT1) )0 | 

x< 2 
3/2 <y,Jx> 

r (x) r (y) |<y,JÇ+^> <x 2 
>7/2 |a2 l |a5| 

< 2 .3/2 (r (x)r(y) ) 1 | T | 2 

d1 où 

I a4| < 2^ (r(x)r(y)) -h <x 
2 

LEMME 9.3. Soit m une fonction-poids (cf. déf. 6.1) vérifiant 

m(X) < C m(X')(6 (X,X')) *1 

pour tout couple (X,X') de points de n • Soit f une fonction conti 

nue sur D vérifiant | f (Y) | s$ C2m(Y) pour tout Y € D. Soit X > N1 . 

Si n > 1, on peut trouver une constante C ne dépendant que de 

n,N^ et \ telle que, quels que soient X et X1 € II, on ait 

D 
f (Y)W(^,^, ) (Y)dY I ̂  CC^C2 m(X) ( ô+(X,X' ) )a(1+log $+(X,X')) 

avec 

a 1 
2 
(\+n+1)+(2n+2+\+N1)(11V 2+ 13/4). 

Si n = 1, la même inégalité est valable à condition d'y remplacer  

log 6+(X,X') par son carré. 

Preuve. On pose 

(9.6) T = r(y)M 1 (X + i Jïl ) , T' = r(y)M 1(X'+i 

et l'on note que 

Ô+(T,T') =Ô+(X,X') 

à cause de l'invariance par le groupe G = GQX 3Rn+1 : dans ce qui 

suit, on écrira simplement 6 pour désigner ô+(X,X'). Avec l'aide 
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du lemme 9.2, l'hypothèse sur la fonction-poids sera utilisée ici 

sous la forme 

(9.7) m (Y) w< •Ĉ mCX) (ô (X,T 1

Y ) ) .
N1 : CC^mfX) (1+ |t| z ) *1 [r(x)r(y) ) 

-N-/2 

où, à partir de maintenant, on désigne par C urle constante arbitrai

re ne dépendant que de n, N^et \ . Supposons n > 1, les modifications 

à apporter dans le cas où n = 1 étant insignifiantes. D'après le 

théorème 7.3 et le lemme 9.1, on a 

! W ( * X ' * X ' ) ( Y ) « C(r(x)r(y)2r(x') %(\+n+1) (Rep' 
< 1-n 

[1tjlog l r (T ) r (T ' )l 
IPI 

*\ log(Re P 
<x 

exp- TT 
2 

Re P 

avec p = p(T,T'). D'après les théorèmes 8.iiet 5.7, on a 

(9.8 Re p < >s C 
-1 |T| <x | t ' 

<x x - 1 1 V 2 - 2 
< c^ 1 | t | ô 

+ 

•11V2- 13 
4 

Par ailleurs, d'après le lemme 5.3, 

(9.9) r (T) J > r (Re T) r(r(y)M 1x) r (x) r (y) 

et,d'après (5.13) 

(9.10) |r(T')| > r(x')r(y) < 2 -4 < -2 r (x) r (y) . 

Dans l'autre sens, on a 

(9.11) |r (T)| « |T| i 2 
< |r(T')U |t'| 

2 et |p| « 2 |t| |T ' | < 

Enfin, on écrit r(x') < 2 
.4 
^6 

+ 
2 (x), toujours d'après (5.13) 

On obtient 

I W < < 
w 

< X' 
< 

( (Y)U C(r(x)r(y)) 1 5-ç'l= I 
T| 

1-n 
6

 + 

1. \+n+1)+(n-1) (11\f2 
13, 
4 ' 

[1+logS, -fUog |t||+ |log(r(x)r(y))|] 

exp-(C -1 ItI ô 
+ 

-11 V 2 -
13 
4 . 

< 
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Avec l'aide de (9.7) on a 

(9.12) ,f (Y)W(^,^,) Y)dY|^ CC1C2m(X) l 6 
%(X+N+1) + ( N - 1 ) ( 1 1 V ^ 

13, 
4 ' I 

avec 

1 = (r(x)r(y)) 
%(X+n+1-N1 ) 

w< 1-n (1+ |T 2 
N1 

exp- (C 
- 1 <x 

-11 1/2-13 
4 \ 

[1+log &+ + |log|T||+ |log(r (x)r (y) ) I] dy d*n. 

On a vu (9.5) que 

(9.13) |r (y)M 1x | =| r (x)N 1yl 

si x = No) , d'où 

(9.14) | T | 2 < |r(x)N 1y| 
2 

| R ( Y ) M 
-1 ( ç+Jn ) I 9 

< 

On a aussi r(x)r(y) <x <x 1 d'après (9.9). On pose 

(9.15) Y1 = r(x)N 
-1 

Y 

<x<< r (y) M -1 <x<< 

co 

pour un choix particulier de N et un choix C de M comme fonction 

de y (par exemple celui caractérisé par M = M', matrice définie 

positive). Alors 

(9.16) dy dr\ = (r (x) r (y) ) 
n+1 
2 dy » diï ' . 

Si X > , alors 

(r(x)r(y) ) 

1 
2 
(X-N^ 

11+ |log r (x)r (y) |] < C | T | 
X"N1 

;i + |iog | T | I ) 

et 

I ^ C | T | 
y'+i(Tl-JV 

: i+ | T | 2 ) 
* 1 exp-(C 1 | T | 6+ 

-11 f2-13 
4 Ï 

(1+log ô + +|log|T() dy' dr\\ 
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Dans cette intégrale, on a ((9.14) et (9.15)) 

| T | 
2 w< | y M 2 + U M 2 . 

Il ne reste plus qu'à y opérer le changement de variable 

( Y W ) » *4 
11\/2 11 

4 
iy'f'H1) pour obtenir le lemme 9.3. 

Il faut maintenant, moyennant l'hypothèse que f est un symbole 

de poids m, effectuer une intégration par parties pour améliorer 

l'exposant de 6 dans le lemme 9.3. L'expression de W ,i|r̂  , ) éta-
* x x 

blie dans le théorème 7.3, et qui a bien joué son rôle dans la 

preuve du dernier lemme, n'est pas, en vue de cette intégration 

par parties, la plus heureuse. 

LEMME 9.4. Pour X et X' fixés, posons g^ = W(f^,f^,) et désignons 

parwc<<<< g la transformée de Fourier inverse de cette fonction par 
z \ n + 1 

rapport aux n+1 dernières variables. Si, pour (y,z) € C X 3R , on 

définit, conformément au lemme 4.1, s £ C et t € C par l'équation 

(y,z) = (jO.(s,t) ,s-t) , on peut alors écrire 

( r ? 2 1 g

X

) ( Y ' Z ) <x 
2 

c^ (r (x) r (x' ) 
i(\+n+1 ) 

(r(y)) \/2 

-1 
(ch oi ch p ) (ch 

a+P 
2< 

1-n -2 T T<Js,X> -2rr<Jt,X'> 
e e 

en désignant par a et p les fonctions de (y,z) introduites dans ce  

même lemme. 

Preuve. On part de l'expression suivante établie au début de la 

preuve du théorème 7.3 : 

g, (Y) < 
^n+1 2 . . . , , 2 , n . i ( \+n+1 ) 2 c^ (r(x)r(y) r(x')) ^ ' 

'C 
e 
-2tkjs t,x+icrn> 

e 
-2TT<jt,X'-iJT|) 

>dm(t) 

et l'on effectue le changement de variable défini par z = S t-t. 

On obtient 

( ^ 2 1 g X } ( y ' z ) 2 
.n+1 

< 
2 
(r (x) r (y) 

2 
'r(x')) 

^(X+n+1) 

- 2TT<JS t,X> -2rr<jt,X'> 
e y e 

dm(t) 

dz 
<x 
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D'après une relation établie dans la preuve du théorème 4.2, on a 

dm(t) 
dz 

= r(t)< 

n+1 

< |Dt| 
Dz I 

< 2 
-n-1 

r(y) 
< 
n+1 

<x (ch & ch p) 
-1 

(ch 
a+p 
2 

1-n 
r 

ce qui conduit au lemme 9.4. 

LEMME 9.5. Pour tout j , appelons 
b 

C4, 
l'image directe de l'opérateur 

de dérivatior < 
bs 

+ 
< 
St 

- par le difféomorphisme 

(s,t) »-(y,z) < 
aw 
(miiUs,t) ,s-t) 

D 
Avec les notations du lemme 4.1 défi

nissons les opérateurs A 
D / X 

sur les symboles par 

rtf-1 
J2 

(Aj , X G ) < r(y) 
^ + 1 
2 

(cha chp ) 
-1 

(ch 
a+B 
2 

1-n 

<x 
<x< [ (r(y) ) 

<x< 
2 cha chp (ch-

Ck+P 
2 

n-1 
-1 

2 g)]. 

Enfin, posons 

Bx = (16ïï 
- 2, -1 C X + 2 

<x< 
w< <x< 

A j , x + i A j , \ ' 

Alors on a, pour tout couple de points X,X', l'identité 

Bx w(*x '*x -> 
<x r(X +X') 

4(r(x)r(x')) <x 
W(4 

X + 2 
TX < 

X + 2, 
X' <x 

Preuve. Dans le système de coordonnées (q,z) = 
,s+t 

2 
s-t) on a 

<< 
<x<x << 

<x 
bs 

+ 
b 

<x 
et le produit des deux derniers facteurs au second 

membre de l'identité fournie par le lemme 9.4 s'écrit aussi 

exp-2 Tr[<Jq,X+X'> + A <Jz,X-X'>]. Il est alors clair que l'applica-
X X 

tion de l'opérateur Aj ^ à la fonction g^ = w ( * x ^ x ' ^ a Pour effet 

de multiplier celle-ci par -2 TT { j } (x . +X . ) r (y) ̂  : le lemme 9.5 s'en 

déduit immédiatement. 

LEMME 9.6. Soit $' le dif f éomorphisme de C X C sur T(C) = C X 3Rn+1 

défini par §(s,t) = (y,z)= (mil(s,t) ,s-t) . Son jacobien est donné par 

|D(y,z)| 

D(s,t)| 
= ch a ch p 

/ch 
<x< 
2 

ch <x 
2 

n-1 

<x 

Preuve.La matrice jacobienne 
D(y,z) 
D(s,t) 

(désignée par le même nom que 
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son déterminant) s'écrit f A 
, 1 

B 
-T avec A = 

Dy 
Ds < B = 

Dy 
Dt < On a 

(9.17) 
Dy 
Ds 

< 
D(S t) 

Dy 
-1 

avec, d'après (4.2), 

(9.18) dét 
D(S tx 

v Dy 
w 2n+1 <y,Jt>n 1r(y)(r(t)) -n 

En dérivant par rapport à t, à s fixé, la relation s = S t 
y 

r on 

obtient 

(9.19) O < 
D(S. t) 

y 
Dt y=cte 

+ 
D(S t) 

<< 
Dy I t = cte 

pyl 
Dt s=cte 

Il en résulte la relation matricielle 

(9.20) B < < A 
D(S t) 

y 
Dt 

d'où, par addition de colonnes. 

(9.21) dét D(y,z) 
D(s,t) 

<x ( - 1 ) 
. n+1 dét A dét (I-

D(S t) 
Y_ 

Dt 

<x (-1 . n+1 (dét 
D l 5? t) 

Y 
Dy 

-1 dét 
Dft-S t) 

y 
Dt < 

Le premier facteur a été rappelé en (9.18). D'après le lemme 4.1, 

le second s'écrit 

(9.22) dét 
D(t-S t) 

_y 
Dt <x (r(t)) 

-n-1 
(r(y)+r(t)) >n-1 

[(r(y)-r(t))2+4<y,Jt>2]. 

Il ne reste plus, partant de (9.21), (9.18) et (9.22), qu'à substi

tuer les expressions 

<y,Jt> = r(y)e 
s 
1 
2 (of+P ) 

ch 
a-p 
2 r 

r(t) w r (y) e 
a-(a+p) 

(r(y)-r(t))2+4<y,Jt>2 <x 4 (r(y) ) i V :«+p ) ch a ch p 
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tirées de la preuve du théorème 4.2 pour obtenir le lemme 9.6. 

LEMME 9.7. Avec les notations du lemme 9.5, définissons les opéra 

teurs A1. par 
D 'A. 

r(y)+r(x<<<x 
r(y)+r(tw<x w< -r(y) 

<x< 
(ch 

<x< 
2 

n - 1 b 
< 

[(r(y)) 

X+1 
< (cher p 

2 
1-n r(y)+r 

r(y)+r 

et posons 

<x<< (1 6TT2) 
. - 1 

<x<x 

cx 

<x 
x< A 1 A 1 

j ,X j , X + 1 
xw 

Soit f £ 5C(D), espace (introduit dans la section 4) des fonctions  

dans ^(IR2n+2 ) à support en y compact et soit X> 0. Pour tout cou

ple (X,X'), on a l'identité 

D 
f (Y) (BxW(<r£,^,) ) (Y)dY = 

'D 
(B'f) (YJWC^,^,) (Y)dY. 

Preuve. La transformation 
<< 

- 1 2 
est une isométrie de L (T* (c) ,dy df\) 

sur 1 2 (T(C), dy dz). D'après le <lemme 9.6. l'opérateur b 
<x 

< b 
bSj + 

< 
Or 

admet l'adjoint formel 

bq . 
t _ _ (ch achp) - 1 ch <x 

ch <x 
2 

1-n b 
<x (ch a chp ) 

ch .a+B 
2_ 

<x<< 
n - 1 

où les fonctions de (tf,p) doivent s'entendre comme les opérateurs 

de multiplication correspondants. L'opérateur admet alors pour 

adjoint formel l'opérateur B^ indiqué : c'est aussi son transposé 

formel parce que les fonctions cha ch p et sh# sh p sont, pour y fixé, 

des fonctions paires de z. La validité sans termes de bord, dans 

les conditions indiquées, de la formule d'intégration par parties, 

résulte le plus facilement de la forme de W ( î | r ^ , ^ , ) donnée par le 

lemme 9.4. 

LEMME 9.8. Soit m une fonction-poids. Au sens de la proposition 6.9, 

1'opérateur B^ défini dans le lemme 9.7 s'étend en un opérateur  

séquentiellement continu de Symb(m) dans Symb(m). 

Preuve. Il est facile de voir que l'opérateur B' commute avec l'ac-
n+1 

tion de G = GQ XIR sur D. Il n'en est pas de même pour les opé-
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rateurs A'. (il n'en serait ainsi que pour une action équivariante 
3 rk 

convenable de GQ sur des symboles à valeurs vectorielles, mais le 

prix en longueur à payer pour ces satisfactions esthétiques est trop 

grand). Quoiqu'il en soit, il suffit, comme dans la preuve de la 

proposition 6 . 9 , de donner pour f £Symb(m) et ses dérivées des esti

mations convenables aux points (u)fT|) (ou même (u),0) seulement). Pour 

ce qui concerne l'opérateur (de convolution sur les fibres du cotan-
gent) 

2 
(ch-^)- - ( n - i : w< 

2 
il opère dans l'espace Symb(m) puisque 

la démonstration de la proposition 6.9 s'applique sans aucune modi

fication . 

D'après (5.13), on a 

r(y) < 24U+(y,y'))2r(y') 

— 1 — 1 

et comme ô+((r(y)) y, ((r(y')) y') = ô+(y,y'), la fonction 

(y,T|) h-> r (y) est une fonction-poids. De plus, la fonction r(y) est un symbole de poids r(y). En effet, soient p <x ò 
6Yj 

et 

Y <x 
<x 

6 Y i 
deux vecteurs tels que ||p|| = HYII = 1 pour un certain 

point y Mu) €C : cela s'écrit aussi | M p| = |M Y | = 1. En écri

vant 

1 
2 

p (r) = <Jy,p> = <JMo),p> = r(y) <u),M p> 

et 

1 
2 

Y ( p(r) ) <x < J Y ' P > = < J M M 1 Y ' P > r(y) <JM 1Y, M 1p >, 

on voit que l'on a |p(r)| < 2r(y) et |y(P(r))| < 2r(y). Par suite, 

pour tout \i Ç_ jr , la multiplication par (r(y))^1 opère de Symb(m) dans 

Symb(m') avec m*(y,Ti) = m (y, r\ ) (r (y ) )^ : les estimations obtenues 

sont aux points (U),TI) les mêmes qu'en l'absence du facteur (r(y))^ , 

ce qui est suffisant d'après ce qui a été vu plus haut. 

Il reste à examiner les opérateurs 

(9.23) 
2 

<x 
<x 

<x 

- 1 
2 

k "2 

,9yk 

ds . 
3 

+ 
9yk, 

3t.' 
3 

2 

<x< 3 

9yk 

avec (y,z) = (mi£(s,t),s-t) et 
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(2.13) miÜ(s,t) 2 < [<s,Jt>+(r(s)r(t)) 
1 < 

( (r(s) y 
<x 

t+(r(t) )^ s) . 

D'après (2.6), la norme en y du vecteur b 
<x< 

est 

<x 
<x y 

<x (r(y)) -1 (2y£-r(y) < < 
y lyl 
r(y) 

On a vu plus haut que r(y) est une fonction-poids, et l'inégalité 

|y| < 211/2(ô,(y,y'))2 |y*| établie en (5.16) montre qu'il en est de 

même de la fonction |y|. L'opérateur b 
bYk 

transforme un symbole de 

poids m(y,n) en un symbole de poids m(y,7i) 
<x< 
rTy) 

ce qui ne change 

rien en y =u). Avec 

A = <s,Jt>+(r(s)r(t) ] < 

on obtient, en dérivant (2.13), la relation 

<x< 

<x 

^ k 
<< < -(2A) 

,-3/2 
O} [(r(s) ) 

< 
tk+(r(t)) 

< 
sk S . +1 . + S • 

3 3 3 

r(t) 
r(s) 

< 
+t3 

,r(s) 
r(t) 

< 

+ (2A) 
<x 

[((r(s) ; w< (r(t) ] < r(y)+r 
s .t, 
3 k 

(r(s)) 

<x< 
<x< 

tjsk 

(r(t) < < 

On a, d'après la preuve du théorème 4.2, les relations 

(9.24) r(s) = r(y)e' ~a+P 
r r(t) = r(y)e" -(OH-P ) 

< 

A = 2<y,Jt> 
r(t) 

< 2e 

a+B 
2 ch-a-p 

<2 x< 

Par ailleurs la formule d'inversion du lemme 4.1 peut s'écrire 

(9.25) t = -
z 

e 
QH-B 

+ 1 
+ 
ch 

a-B 
2 

ch <x 
2 

y 

s = 
z 

e " ( « + P , + 1 
+ 

ch-
of-p 
2 

ch g+P 
2 

y < 

La continuité séquentielle (de l'espace Symb(m) dans un espace 

Symb (m') approprié, avec m' = m aux points (u),^)) de l'opérateur 

wx 
axw 

<x 

<x< 
+ 

^ k 
bt. 
3 

f-1 
2 

s'obtient alors par une combinaison des remarques 
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développées plus haut et des méthodes de la proposition 6.9, après 

avoir observé la dernière inégalité suivante : si y = MUQ et z = Mz ' , 

alors z ' = sh# + shp , r (z ' ) = 4 sh a sh p , d'où | z'I = 2^ |sh a ~shp| 

et, d'après (6.3) , 

x< < |Mz' j « 2 |y| |sha-sh p \ 

THEOREME 9.9. Soit m une fonction-poids telle que 

<x<c< 
<x<c 

< c1 m(X') (6 +(X,X')) 
N1 

pour tout couple (X,X' ) . Soit N ^ 0 arbitraire. Soit X <>2N + 80 (N1 +n+2). 

Il existe un entier k ^ O et une constante C > 0 ne dépen

dant que de n,N,N^ et X vérifiant la propriété suivante : pour tout  

symbole f de poids m et tout couple (X,X') de points de n , on a 

D 
f(Y)WH X'* X ) (Y)dY| < C C1 l l 5 lm;k m(X) (6+(x,X')) 

-N 

où la norme intervenant au membre de droite a été définie dans la  

définition 6.4. 

Preuve. Soit v un entier ) 0 et supposons X > 2v . En utilisant 

l'identité du lemme 9.5 et en appliquant v fois la formule d'inté

gration par parties fournie par le lemme 9.7 on obtient, pour tout 

symbole f £ 3̂ ,(0) , l'identité 

f (Y)W(l|r*/|r ̂ . ) (Y)dY <x r (X+X' ) 

4(r(x)r (x«) <x) xw 

<x< 
g(Y)w(ir 

X-2 v 
X 

w X • X' 
2V 
)(Y)dY 

avec g = B^_ 2 v...B^_ 4 B^_ 2 f. D'après le lemme 9.8, le lemme 9.3 et 

la propriété d'approximation des symboles par des éléments de JF^(D) 

fournie par la proposition 6.8, la même identité reste valable 

quelle que soit f€Symb(m) pourvu que l'on ait X>2V+N^ . Si 

|g(Y)|< C 2m(Y) pour tout Y€ D, on a en outre, d'après le lemme 9.3, 

f ( Y ) W , ) (Y)dY|< CC^C2 m(X) (6+(X,X ' ) )
 a [ 1 + (log Ô + (X,X') )

 2] 

avec 

a = 
1 
2 
X-2v+n+1 ]+ [2n + 2+\-2v+N ] (-[-{Vl + 11 

4 
- v. 

Le théorème 9.1 est alors démontré pourvu que X soit tel que l'on 

puisse trouver v entier > 0 tel que X-N > 2 v e t a < - N , i . e . 
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X-N1 > 2v X 1 1 V 2 + 
17, 
4 

-1 
[N + 1 

2 
(X+n+1)+(2n+2+X+N.) (1l\/2-. 13 

4 

C'est possible si le membre de gauche de cette double inégalité 

dépasse le membre de droite de plus de 2, i.e. si l'on a 

X>2N+(44V2 + 15)N1 + (44\/̂ "+14) (n+1 ) +44 V2 + 1 7 . 

X - LA CONTINUITE DES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS. 

DEFINITION 10.1. Soit l'algèbre d'opérateurs sur les fonctions  

sur C engendrée par les opérateurs différentiels à coefficients po- 

lynomiaux et par la multiplication par (r(t)) ̂ . On désigne par jP(C) 

l'espace des fonctions u £ C°° (C) telles que Au appartienne à 

H = L (C ,dm(t)) pour tout A £ 

Remarques : 1) L'espace j{C) reste invariant aussi bien sous l'ac

tion des éléments de G que sous celle de la symétrie o définie par 

(au)(t) = u(St) = u((r(t))"1Jt). 

2) Les fonctions ty^ introduites dans la définition3.2 n'appar

tiennent pas à 5P(C). Cependant, soit E un sous-espace vectoriel de 

dimension finie d e ^ e t soit £f (C) l'espace des u £ C°°(C) telles 
X 

que Au € H pour tout A €E. Alors les fonctions i|r appartiennent à 

ïj* (C) si X est assez grand. 
3) Munissons l'espace £P(C) de sa topologie naturelle d'espace 

de Fréchet. Alors son dual topologique (C) s'identifie à l'espace 

de distributions dans C engendré par celles des la forme A u (A 

u € H) . Il est clair que toute distribution v ( j f1 (C) se prolonge, 

pour E bien choisi, en une forme linéaire continue sur if^,(C), ce 

dernier espace étant muni de sa topologie préhilbertisable naturelle. 

Par suite on peut définir (v,i|î ) si X est assez grand. 

THEOREME 10.2. Soit u € ^(C) et soit v un entier > 0. On a alors 

(10.1) 
w< 
|(u,* 

,X 
r X' 

) |2 (*,(tt),X) ) 
2v dm (X) < ça 

si X > 2v+max(0,n-1) . Réciproquement, soit v (C) et supposons que/ 
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pour tout v , la condition (10.1) soit vérifiée pour \ assez grand. 

Alors v appartient à typ{C) . 

Preuve. En partant de la définition 3.2, on vérifie les identités 

({} défini en (2.9)) 

(10.2) 2TTX.^ r(y)+r(t 
<x 
x< 

+ 1 
2 
(X+n+1) 

t . 

3 r (t) *X 

qui permettent de trouver un opérateur A^ £ tel que 

(10.3) r(U)+X)^ =[l+2XQ + r(X) ]•£ = Ax 

pour tout X O • Comme par ailleurs on a l'identité 

(10.4) (r(x)) 
<x< 

<x X 
X < 

cx 

CX-2 
(r(t)) <x 

rx 
X-2 

et que est une algèbre autoadjointe d'opérateurs sur H, on peut 

donc trouver un opérateur < permettant d'écrire les identités 

(10.5) r (U)+X) 

4(r(x) ] 7¥~ (u,»î) < <x 
<x< 

< X -2 
X <x 

Ceci prouve la première partie du théorème 10.1 grâce à (2.27) et à 

la proposition 3.4. 

LEMME 10.3. Soit v € 3R et soit k = 0,1,...,n . Il existe C > 0 tel  

que, pour toute fonction f holomorphe sur II , on ait 

<x 
<x< 

|2( ô+(u>,X) )2vdm(X) « C |f (X) |2(ô+(u),X))2v+4dm(X). 

Preuve. Compte tenu de l'inégalité élémentaire 

(10.6) |r(x)-r(x')| ^ |x-x' |2+2|x| Ix-x'l 

on voit que la condition 

|x-x' | < inf /.r(x) 
l8 |x| < 

1 
2 
(r(x); 

<x 

entraîne , r(x) 
r(x') 

i + 1 < 2 ainsi que 

(10.7) r(x+x*) < r(2x) + |x'-x|2 + 4 |x| |x'-x|< 5r(x). 
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Notons également que 

(10.8) 
2 l x l 
r(x) 

+2r(x] -h 4 
Ixl 
r (X) 

2 
+2r(x) 

-1 
'+1 < 29 (ô (o),x) ) 

2 

d'après (5.10) et (5.11). Enfin, sous la condition indiquée, on a 

(10.9) |r(X+X')| |r(x+x')-r(§- £)+2i <J(x+xr(y)+c<<< '> | 

< 5r(x) + |Ç-ç"|2 + 4|x| |ç-S-|+2|x--x| |ç-Ç-| 

et 

(10.10) 6+(X,X') < 2 -3/2 |r(X+X')L 
r(x] 

<x 2 
.-3/2 

[5 + 3 |X-X' I 
2 

r (x) 
+ 

4lx 
r(x) |x-x"j .] 

Il résulte alors de (10.8) que, pour > 0 bien choisi, la condi

tion |X-X' |̂  C~1 (ô+(u>,x) ) ~2 entraîne 6+(X,X') « C, . Pour tout X € II , 

soit D le polydisque de centre X et de rayons tous égaux à p = 

P(X)= =C 1 
-1 (n+1) -h <6+ (u),x) : 

. -2 D'après ce qui précède et les lemmes 5.2 

et5.3, le rapport 
r(y)+r(t 

6+(u>,X) 

+ 1 
reste borné, de façon uniforme, lors

que X' parcourt D . La formule de Cauchy et l'inégalité de Schwarz 
x 

fournissent l'inégalité 

(10.1 1 ) . 9f 
3Xk 

i2 y OTT-n-1 -2n-4 I ^ 2tt p 
D 
X 

If(X')|2dx'd£' 

et comme 

(10.12) IX-X' l̂ p (X) 
P(X) 

-2n-4ô 

+ 
(u),X)2vdxd£ ^ C ô+(a),X')2v , 

la preuve du lemme 10.3 est terminée 

LEMME 10.4. Soit v £ (C) . Pour tout X assez grand, il existe une 

constante k. > O telle crue l'on ait 

w< 
(v,i|r£) (^,u)dm(X) k̂  (v,u) 
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pour toute u £ 5P(C) . 

Preuve. Lorsque vç H, c'est une conséquence de la proposition 3.4 . 

Sinon, on se ramène par la remarque n° 3 consécutive à la défini

tion 10.1 au cas où v = Aw avec A aïft'et w £ H. Il suffit de montrer 

que l'intégrale |(Aw,(I\) ( ̂ , u) dm (X) , considérée comme forme sesqui-

linéaire du couple (w,u) , est continue sur H X j ( C ) . D'après (10.2), 

on peut trouver des polynômes P . ( a €]Nnf ,j € 3N) en nombre fini, à 
# / 3 

coefficients ne dépendant que de n, de À et de A tels que 

(10.13) A ix ~XaP 
oir j 

•(t)(r(t)) x< 
^x 

On a 

(10.14) (r(t) ) 
_ î. <x< 

<x< < 
<x 

C\-2 

r(y)+r(t 
r(y)+r(t 

et, avec À 
*X w< (r (x) ) 

-UA+n+1) ) , A 
^X les relations 

(10.15) c<vvv<<<<X ww ww :2n{wk] 
w< <x 

OX, 

X 
<x 

Puisquer(y)+r(t est une f°ncti°n holomorphe de X, le lemme 10.4 se 

déduit de la première partie (déjà prouvée) du théorème 10.2 et de 

l'application à la fonction f(X) = (w ,X^) du lemme 10.3. 
x 

Fin de la preuve du théorème 10.2. 

La proposition 3.4 et le lemme 10.4 montrent que si v£ ^' (C) véri

fie 

|(v,^)|2dm(X) <co 

pour x assez grand, alors v€H. Pour démontrer la deuxième partie 

du théorème 10.2 , on peut alors se servir à nouveau des identités 

(10.13), (10.14), (10.15) et du lemme 10.3. 

Nous sommes enfin en mesure de donner la définition de Op(f) 

pour des symboles f assez généraux. En raison du fait que les fonc

tions t|r̂  n'appartiennent pas à P̂(C) , il est nécessaire d'introduire, 

pour les sous-espaces vectoriels E de dimension finie de <ft\ l'es

pace ^?E(C) défini dans la deuxième remarque consécutive à la défi

nition 10.1 : on désigne en outre par u *-* llullE la norme sur cet 

espace naturellement associée au choix (arbitraire) d'une base de 

E. 
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PROPOSITION 10.5. Soit m une fonction-poids. Il existe un sous-es 

pace vectoriel E de dimension finie de ift vérifiant la propriété  

suivante : pour toute paire (u,v) d'éléments de ÏPE(C), la forme  

linéaire f (Op(f)u,v) initialement définie, pour f € C~(D), par  

la définition 3.6/ se prolonge en une forme linéaire séquentielle

ment continue sur l'espace Symb(m) des symboles de poids m. Ce pro

longement est unique. En outre, si on le désigne par (0pm.E(f)u,v), 

ce prolongement est, pour f £ Symb(m) donné, une forme sesquiliné- 

aire continue sur (C)x (C) . Celle-ci définit donc un opérateur 

linéaire continu Op „(f) de >î£,(C) dans <-P'(C), ce dernier espace m; L — b 
étant muni de sa topologie faible de dual de j^(C) . 

Preuve. Soit k̂  la constante définie dans la proposition 3.4, telle 

que 

(10.16) (u,v) <x << -1 << 
X 

X 
(t^v)dm(X) 

quelles que soient u et v £ H. Pour tout symbole f € (D), définis

sons, pour tout X> max(0,n-1) et toute paire (X,X'), l'expression 

(10.17) { f ; x , x ' } 
E 
f (Y)W(*£,*£,) (Y)dY. 

D'après la définition 3.6 , cette intégrale n'est autre, pour 
1 X X 

f € L (D), que (Op(f)^Xf^xi) et l'on a donc, quelles que soient u 

et v € H, 1'identité 

(10.18) (Op(f)u,v) < K X 
-2 ;u,tlx) {f?X,X'}(^, ,v)dm(X)dm(X' ) . 

Nous allons maintenant utiliser (10.17) et (10.18) pour définir le 

prolongement (Op E(f)u,v) qui est l'objet de la proposition. Avec 

les notations du théorème 9.9, on peut trouver Xq et k ne dépen

dant que de n et du poids m, vérifiant ce qui suit : pour tout 

X > X . il existe C > 0 telle que 

(10.19) | { f;X,X'}| < C llfll mkîn(X) 

pour tout symbole f € Symb(m). 

LEMME 10.6. On a 
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(*(U ) ,X ) ) 
w 

dm(x) < «> 
n 

si n ^ 1 et jj, > 2n , ou bien n = O et ¡j, > 1 . 

Preuve. Ce résultat a été démontré dans la proposition 2.4 de [31] 

à l'aide de la décomposition de Cartan de r : on peut bien entendu 

en donner une preuve plus élémentaire, mais c'est plus laborieux. 

Fin de la preuve de la proposition 10 . 5 . 

Avec les notations du théorème 9.9, on a 

(10.20) m(X) « C m(u>) ( 6 + (u),X) \ 
N1 

Compte tenu de la première partie du théorème 10.2 et de l'inégalité 

de Schwarz, l'intégrale au second membre de (10.18) a donc un sens 

pour u et v € ^ ( C ) si E est bien choisi : par définition, sa va

leur est le prolongement (0p m # E ( f ) u, v) cherché. Pour C bien choisie. 

on a ainsi 

(10.21 ) I ( 0 p m ; E ( f ) u ' v ) I < C||f||m;k||u||E „v||E 

ce qui démontre la proposition 10 . 5 , l'unicité du prolongement ré

sultant de la proposition 6.8 (l'approximation des symboles par des 

symboles à support compact). 

PROPOSITION ET DÉFINITION 10.7. Pour u et v appartenant à ^(C) , la  

définition que l'on vient de donner de (0p m m E(f)u,v) ne dépend que  

de f. On notera Op(f) l'opérateur linéaire continu de ^(C) dans 

^P ' (C) (faible) ainsi défini. Dans le cas où f est integrable, cette  

définition coïncide avec celle initialement donnée dans la défini

tion 3.6. Enfin, dans l'un quelconque de ces deux cas, on a les  

égalités 

(10.22) (Op(f) . X . X 
* X ' * X " < 

< 
f (Y)W(^,^,) (Y)dY 

si X est assez grand : il est entendu qu'au premier membre de cette  

relation figure le prolongement de Op(f) en un opérateur continu de 

3^(C) dans CJ>' (C) pour E bien choisi. 

93 



A. UNTERBERGER 

Preuve. Il est clair que le choix de E n'est pas intervenu dans la 

définition de (Op „(f)u,v), sous la seule réserve de la convergence 
in / fcj 

de (10.18). Par ailleurs, l'indépendance de cette définition à l'é

gard du choix de la fonction-poids m est également évidente si l'on 

remarque que max(m^,m2) est une fonction-poids lorsque m^ et m2 le 

sont. La deuxième partie de la proposition se déduit d'une approxi-
1 

mation banale de f £ L (D) par troncature et régularisation si l'on observe que 

(10.23) lW<*X ' *X ' ) (Y) ' < 2n+1 

quels que soient X et X' € Il , et Y € D : or (10.23) est une consé

quence immédiate de la définition 7.1. La formule (10.22), enfin, 

est valable par définition si f € L (D). Si f est un symbole de 

poids quelconque, la formule reste valable grâce au théorème 9.9 

dont la preuve implique également, pour X assez grand, la continuité 

séquentielle, sur l'espace Symb(m), de l'intégrale au second membre 

de (10.22). 

THEOREME 10.8. Soit f un symbole de poids m. L1 opérateur Op(f) est  

un opérateur linéaire continu de ^(C) dans *$(C). 

Preuve. Le théorème 10.2 montre que, lorsque v décrit 3Sf ( \ étant 

choisi de façon arbitraire tel que X > 2v+ max(0,n-1)), les semi-

normes 

(10.24) u»—• [ I ( u , * 
< 
X' 

|2(&+(a>,x))2vdm(X)]% =||u||XfV 

constituent un système fondamental de semi-normes continues sur ${C). 

Avec A = Op(f), on a, ainsi qu'il a déjà été remarqué. A* = Op(f) 

puisque les symétries aY sont des opérateurs autoadjoints. Par 

suite, pour \ assez grand et pour tout X € II , le lemme 10.4 permet 

d'écrire, pour toute fonction u £ ^(C) , les relations 

(Au,fXx) = (u,A*1r£) = kx1 ( u / x . ) ( A ^ , , ^ ) d n ( X ' ) . 

D'après le théorème 9.9 et(l0.20), pour tout N on a, pour X et k 

assez grands, l'inégalité 
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(10.25)|(Â ,,*£)| |(A^,,*£)| < cHfllm;kU+(u)'X,)) 1<6+<X'X')) N 
N N.-N 

* C|lf"m;k(6+(U)'X) ) (*+(X,X')) 

la deuxième inégalité résultant du lemme 5.2. On peut alors écrire 

|(Au,^) | « C||fHm.k(6+(ID,X) ) 1 |(u,*^p)| (£+(X,X')) 
N.. -N 

dm(X') 

« Cllfll k(»+(«o,X)) 
,N1 

N I , 
K ,V 

(6,(0),X')) 2V< ( *+(X,X') ) 
2N -2N 

dm(X') f2 

4 C||f||m;k( ô+(u>,X) ) 
N - v 

|(A^,,*£)| (*+(X,X')) 
2 v+2N1-2lS 

dm(X')]2. 

Pourvu que l'on choisisse d'abord v , puis N, assez grands, enfin X, 

le théorème 10.2 et le lemme 10.6 (joint à la r-invariance de la 

fonction S+) permettent d'obtenir le théorème 10.8. 

THEOREME 10.9. Soit f un symbole de poids m = 1. L'opérateur 

A = Op(f) se prolonge en un opérateur linéaire continu de H 

= L2(C,dm(t)) dans H . 

Preuve. L'inégalité (10.25) devient, puisqu'on a maintenant x<,,;:ù^^= 0, 

(10.26) (A 4*XX, < C|lf" 1;k( 
-N 

f(X,X')) 

et (10.18) fournit, pour u et v € ̂ P(C) , 

(10.27) |(Au,v) | ̂  Cllf'l̂  k (u,^)| (ô+(x,X')) Nw<c<|(i|r£, ,V) |dm(X)dm(X'). 

Il suffit alors, grâce à la proposition 3.4, de prouver que 
(6 (X,X')) N est, pour N assez grand, le noyau d'un opérateur bor-
+ 2 

né sur L (Il,dia), ce qui résulte du lemme 10.6. 

La dernière proposition de cette section, sans intérêt parti

culier, n'a d'autre but que de justifier une affirmation utilisée 

dans la preuve du théorème 4.2. 

PROPOSITION 10.10.Si f € 3{j(D) , 11 espace (introduit dans la section 
4) des fonctions de ^(IRn+1 X TRn+1 ) dont le support a une première  

projection sur 3Rn+'' qui est une partie compacte de C, alors l'opé-
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rateur Op(f) est un opérateur à trace sur H. 

Preuve. Pour tout wnnmm, f est un symbole de poids m avec 

m(X) = (6+(ti),X)) "N1 

Le théorème 9.9 montre alors que, pour tout N, il existe C > 0 telle 

que, quels que soient X et X1 € Il , on ait, pour X assez grand. 

(10.28) |(0p(f/•x'+x1 ) < C(6+(œ,X)) 
-N 
\ 1 / *+(x,x')) N. 

La formule (10.18) est une décomposition de Op(f) comme intégrale 

d1opérateurs de rana un du tvpe 

(10.29) u ~ (u,^)^.. 

Ceux-ci ont évidemment une norme-trace égale à 1, et la proposition 

10.10 est donc une conséquence du fait que la fonction au second 

membre de (10.28) est integrable par rapport à dm(X)dm(X 1) si N et 

sont bien choisis. w<x 

XI - LA RECIPROQUE DE L'ESTIMATION FONDAMENTALE. 

Le théorème 9.9 et (10.22) montrent que si f est un symbole de 

poids m, alors on a pour tout N, pourvu que X et C soient assez 

grands, les inégalités 

|(0p(f)^,^,) | : C m(X)(6+(X,X«)) N. 

La présente section établit une réciproque de ces inégalités. 

LEMME 11.1. Soient m une fonction-poids,C. et N^ tels que 

în(X) < C„ m(X' ) ( 6. (X,X' ) ) 
|(A^,,*£)| 

pour tout couple (X,X'). Pour tout X> n+1+N^, il existe une cons-

tante C > 0 ne dépendant que de (n,N.,X) vérifiant ce qui suit : 

96 



ESTIMATION RÉCIPROQUE 

supposons 

N > 2n+-l( X+n+1) + (2+X+Nl+n) (11V?+-^) 

et soit a une fonction mesurable sur IIXII vérifiant, pour une certai

ne constante C > 0 et pour tout couple (X,X') 1'inégalité 

|a(X,X') I < C2 m(X)(ô+(x,X')) N. 

Alors la fonction f définie sur D par 

f(Y) = a(X,X')W(t£,t£,) (Y)dm(X)dm(X') 

vérifie l'inégalité | f (Y) | < CC-|C2 m<Y) pour tout Y € D. 

Preuve. D'après le lemme 9.2 (déjà utilisé pour prouver (9.7) mais 

ici on opère en sens inverse) on a 

(11.1) m(X) « CC m ( Y ) (1+ |T | 2) 
.N1 ' (r(x)r(y)) • 4 Ni 

avec une constante C ne dépendant que de N.. . On a posé 
-1 

T = r(y)M (X+i Jr\ ) avec M € G, y = Mu>, et l'on utilise l'estimation 

de la fonction de Wigner écrite entre (9.11) et (9.12). Pour com

mencer, traitons l'exponentielle intervenant au second membre : 

pour tout N2 ^ 1, on a 

(11.2) exp-(C 1 |T |ô+ 
|(A^,*£) 

N2C 
,N9 

( 1 + IT I ) 
l^ùm< 
x<<<xc 

N (11 Vï+lf) 

Le nombre sera choisi plus tard mais ne dépendra que de X et : 

dans la suite, on désigne par C une constante inconnue ne dépendant 
que de n,N^ et \ . On suppose également n 2 , le cas n = 1 ne 

nécessitant que de très légères modifications et le cas n = 0 ayant 

été traité dans [48]. 

On a alors 

(11.3) W(^,^f) (Y) U C(r(x)r(y)) %( X+ri+1 ) 
b 

Ь+ (1+log «+) 

|T|1"n(1+|Ti) 
< C 1+ |log|Tl + |log(r (x)r (y) )| ] 
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avec 

b = |(\+n+i) + (N2+n-D (^^\/2+~-), 

Puisque 

T = r(y)M x +i r(y)M (§+JT|), 

on a, en désignant par dT la mesure de Lebesgue sur Œn+1 = IR2n + 2 , 

(11.4 dT = (r(y))n + 1dx dç = (r (x)r (y) )n+1dm(X) . 

Par suite 

(11.5) |f (Y) I « CC^C2 w<c<<ccc 

avec 

(11.6) xw<<c (6 (X,X'))b N [1+log 6+(X,X')]dm(X') 

et 

(11.7) I2 (r(x)r(y))^U~n ^-VlT 1"n(i + |T| ) 2(1+|T|2) 1 

[1+|log||T|[f |log(r(x)r(y))| ] dT. 

La seconde intégrale est bornée pourvu que l'on ait 

(11.8) X-n-1-N1 > O 

h | i 
et, compte tenu de l'inégalité (r(x)r(y)) >̂ |Tl, que l'on ait aussi 

(11.8 bis) N2 > 2+X+N1 . 

On choisira N2 =|(A^,,*£)| . D'après le lemme 10.6, l'intégrale 1̂  est 

alors bornée pourvu que l'on ait N > b+2n, ce qui est la condition 

indiquée dans le lemme 11.1. 

Nous allons maintenant estimer les normes Hfllm.]<; introduites 

dans la définition 6.4. Compte tenu des relations de covariance 

w ( ^ , i | v ) ( (M,b) ]y) w(*[Vb]x^[M,b]x-'(Y) 
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(Laquelle résulte des propositions 3.3 et 3.7) et 

f((M,b) ]Y) • a([M,b] 1X,[Mfb] V)W(^Jr.*J (Y)dm(X)dm(X') , 

il suffit d'estimer les dérivées de f aux points Y = (cd,̂ ) ou même 

(u)fO); revenant à la définition de f donnée dans le lemme 11.1, on 

voit que ce sont les dérivées par rapport à (y,̂ ) (évaluées en y =oo, 

ii = 0) de la fonction Wlf^f?;,) (Y) qu'il s'agit d'évaluer. On re-

prend les notations du théorème 7.3, c'est-à-dire que l'on pose 

y = Mu) (M € GQ) , 

(11.9) T = r (y)M 1 (X + i JTi) , T ' = r (y)M~1 (X'+i Jl\) . 
On a alors 

(11.10) r(T)r(T') = (r(y)) r(X+i Jiì)r(X'-i .JH) 

et comme la formule (2.16) peut s'écrire 

(MM') x = (r(y)) 1[-Jx+2(r(y)) 1<x,Jy>Jy], 

on a aussi 

(11.11) <T,T'> = -r (y) <J(X+Un) ,X'-iJn>+2<Jy,X + iJTl><Jy,X'-iJTi>. 

Rappelons enfin que p(T,T') = <T,T1>+r(T) r(T') . Le théorème 7.3 
et les formules (11.10) et (11.11) permettent l'évaluation des déri
vées souhaitées. Pour tout entier k ^ 0, on désignera abusivement 
par D n'importe quel opérateur de dérivation partielle par rapport 
aux coordonnées (y, ti), d'ordre total k. Avec les notations du lem
me 9.1, on pose p= p(T,T') et 

(11.12) -h 
a = p <T,T'> 

P =xw (r(T) )* r(T' )% 

d'où ot+ p = f 2 . Avec 

(11.13) g(o?,p) (a+p) 

1-n 
2 

x co 

xv<< 

•rr(a+ß) s e-2IIss-1Ko 
2TT6 s 1)S 

n+1 
2 
ds, 

on a alors 

(11.14) W(t^,)(Y) = 2n + V [ r ( x ) (r(y))2r(x ')]^X+n + 1)g(a,p). 
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Considérons maintenant l'effet sur une dérivée D-' (W (i|r \ \, ) ) d'une 
X X 

dérivation d'ordre 1 supplémentaire, sans oublier qu'à la fin on 
k X X 

n'évaluera D (W(i|f v,)) qu'au point y =œ. Pour commencer, la déri-
X X 

vation d'une fonction de Bessel Kv(z)ne dégrade pas le comportement 
de celle-ci pour jz j grand, mais multiplie par z ^ (à une constante 

-1 -1 
près) ou bien z (log z) le terme principal du développement de 

la fonction en z = 0. Par ailleurs, les résultats du lemme 9.1 con

duisent, pour tout \i réel, à l'inégalité 
(11.15) 

f» co 

'o 

-nV(s+2s-')sH-1(1+llog s|)ds 

4 C e 
xw< 

Y ^[1 + (logV)2]. 

En l'occurrence, v = ReP2et Ie remplacement de \i par \i _+ 1 n'est pas 

susceptible d'affecter le second membre de (11.15) par un facteur 

plus grand que y+y . Si l'on examine les différents termes produits 

par les dérivations successives de g(a,fS) définie en (11.13) et si 

l'on part de (11.3), on obtient, avec la même valeur de b, l'inéga

lité 

(11.15) lDkW<tx'*ì'> t^'OJU C(r(x)) ̂(X+n+1)ô^(1+log2& + ) 

|T |1 n(1+|T( ) 2[ 1+log2 |T| +log2(r(x) )] 6k, 

pourvu que la fonction 0 = 9 (T ,T') permette d'obtenir, avec des 
constantes C ne dépendant que de n et de j , les inégalités 

(11.16) (|DJal +|Dj 8l ) (Y+y H C 9 j . j > 1 

ainsi que (avec C ne dépendant que de n) 

(11.17) 1d3P1 
IpI 

[uhi 
wx< 
^mm 

j 
< C9 . 

Si nous posons 

(11.18) u = <T,T'> v = r (T)̂ r (T' Y" , 

d1 où 
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(11.19) p = u+v , Oi = P ** u P = P * v 

on vérifie les inégalités 

(11.20) |Dju| « C(1+ |T| ) (1+ 1T'| ) , 

(11.21) |Dj v| « c|r(T)|% jr(T')|* [ 
ITI 

|r(T)| 
IT ' I 
|r(T')| J 

j 

et 

(11.22) |Djp U cd+ |T| ) (1+ (T ' I ) [1- ITI 
|r(T)| 

|(A^, 

|r(T')! J ' 

D'après la proposition 8.5, 

(11 .23) |p| > c"1 |T| | T - | 6+"2V2 

et par suite (11.17) sera vérifiée pourvu que 9^ QQ avec 

(11 .24) e = & 
o + 

2V2" (1+ IT ) (1 + 1 T'I 

|T| IT' I 
L[1+-|(A^, 

r (T) 
|T'| 
|r(T')l J 

En se servant de l'inégalité évidente Re(p2) < 22|T|2 JT'|2 et du 
théorème 8.11, on obtient 

(11 .25) 
-1 1 y + y 4 C ô + 1 1 ̂ "+2 (1+ |TJ ) (1 + IT 'I ) 

| T | * | T ' | * 

D'après (11.17) on a 

(1 1 .26) |d=»(P-*)| < c Ipl^eJ 

et (11.20) , (11 .21) et (11.19) fournissent alors 

(11.27) | Dja|+|Dj p| < c |p| %d+w<c |T| ) (1 + | T ' | )<W< 

« C Ô ^ | T | ^ | T " | ^ ( I + |T | ) ( I + IT'| )ej. 

Les inégalités (11.27) et (11.25) montrent que (11.16) sera à son 

tour vérifiée si 
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(l1 .28 e = eo 12^2+2 |T | 1 | T ' | 1 (1+ | T | r (1 + | T ' | )Z 

= 6^\^ + 2|Tl-2,Tl| -2(1+ |T|)3(1+|Tll jS^ ItI I T - U 
|r (T)| |r(T')|J-

En utilisant le théorème 5.7 pour majorer ITI . 
' ITT 

»±1 ainsi que (9.9) 
et (9.10) pour minorer |r(T)| et|r(T')| on obtient 

(11.29) e ̂  c -
14Vr2+^ (1+ I T I ) I 

ITI4 
[1 + 

ITI 
r (x) r (y) J 

L'inégalité (11.15) fournit enfin 

(11.30) |DkW ( t^X, ) <o>,0) I < C r(x) ̂(X + n+1) 6^(l+log2&+) 

lr|1"n"4k(i+|T|) 
6 k-NU 

[l+(r(x)) Y |T| k][1+log2 |T| +log2r(x)], 

avec 

(11.31) a : 2 ' \+n+D + (N +n-D (^^\f2 + ~-l ^4\f2+~-) 

où, rappelons-le, N2 peut être choisi comme on le souhaite mais ne 

doit dépendre que de (n,X,N^,k). En procédant comme dans la preuve 

du lemme 11.1 on a 

(1 1.32) |(Dkf) (U),0) | -<< CC^C2 m(u))I1I2 

avec C ne dépendant que de (nfXfN1fk) et 

(11 .33) i ( 6+(X,X') )a N[l+log26+(x,X')] dm(X') , 

(11.34) Z2 = (r(x); 
^(X-n-1-N^ 

T|1-n-4k(i+iT|) 
6k-N2 

( I + 1T| 2) 
w< <c<< 

(r(x))K 
|[1+log2 |T| +log2r(X) ] dT. 

L'intégrale I2 est bornée pourvu que l'on ait 

(1 1 .35) X-n-1-N1-2k > 0, 

(11 .36) \ > N^5k-2 , 

(11 .37) N2 > 2+X+N1+2k : 
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la relation (11.36) exprime la sommabilité de l'intégrale I près 

de T = 0, après majoration de r(x)2 par |T| : elle n'était pas appa
rue précédemment car lorsque k = 0 c'est une conséquence de (11.35). 

Pour ne pas compliquer inutilement ces majorations assez grossières, 

on remplira (11.35) et (11.36) simultanément en exigeant 

(11.38) \ > N.+5k+n+1. 

Puis on prend N2 = 3+X+N^+2k : alors 1̂  est finie pourvu que 

N > a+2n. Armé d'une calculatrice de poche, on parvient finalement 

au résultat suivant : 

LEMME 11.2. Soient m une fonction-poids,<w<<et<<<x<tels que 

în(X) C1 m(X' ) ( 6+ (X,X' ) *1 

pour tout couple (X,X ' ) . Soit k un entier >, 0. Pour tout 
X> n+1+N^+5k, il existe une constante C > 0 ne dépendant que de 

( n, N -j , k , \ ) vérifiant ce qui suit : soit 

N = 35(N1+X+n+2k+2) 

et soit a une fonction mesurable sur n Xn vérifiant, pour une cer 
taine constante C2 > 0 et pour tout couple (X,X'), 1'inégalité 

|a(X,X')|« c2 m(X) ( 6+(x,X' ) ) N. 

Alors la fonction f définie sur D par 

f(Y) = a(X,X')W(tx,tXx,) (Y)dm (X)dm (X') 

est de classe C et vérifie l'inégalité 

Dja|+|Dj 
Dja|+|Dj ̂ cc^c2 

au sens de la définition 6.4. 

Observons que dans le théorème 9.9 le nombre \ doit être net
tement plus grand que 2N : ici N doit, au contraire, être grand par 
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rapport à \ . C'est la raison de la généralisation qui suit de la 

proposition 3.4 et du lemme 10.4. 

PROPOSITION 11.3. Soient X et v deux nombres réels strictement su 
périeurs à max(0,n-1). 11 existe un nombre k > 0 tel que, quelles  

que soient u et v £ H, on ait 

"Il 

;u,fXx)(f^v)dm(X) =kx (u,v). 

De plus, pour toute distribution u € j1(C), si l'on choisit en outre 

X assez grand, alors la formule reste valable pour toute v € îĵ C) . 

Preuve : D'après la proposition 3.4 et l'inégalité de Schwarz, l'in

tégrale converge et peut s'écrire (Au,v) pour un certain opérateur 

linéaire continu de H dans H : d'après la proposition 3.3, celui-ci 

commute avec les opérateurs V(M,b). Le lemme de Schur fournit alors 

la relation indiquée puisque V est irréductible, mais il faut encore 

montrer que k est réel > 0. Choisissons u 6 H à support compact A. / v 

dans C, et posons v(t) = r(t) ) kiX~^ ]u(t) . Alors 

|(u,^) |2(r(x)) k{sJ X ]dm(X) > 0 ,|(u,<x<<^ 

d 1 où 

(u,!^) (f^v)dm(X) 
c 
V wc< 

|(u,^) |2(r(x)) k{sJ X ]dm(X) > 0 , 

ce qui permet de conclure puisque dans le cas examiné on a (u,v) > 0. 

La deuxième partie de l'énoncé se prouve w<wwc Dja comme le lemme 10.4. 

THÉORÈME 11.4. Soient m une fonction-poids et Dja|+|Dj p| A un opérateur liné-

aire continu de £P(C) dans $ C ) : d'après les Dja|+|Dj p| ré sultats de la sec

tion 10, on peut alors définir (A^x'^X'^ PQurxc<c<<<c tout couple (X,X') si 

\ est assez grand. Supposons que pour tout N Dja|+|Dj p| > 0 il existe XQ > 0 
et, pour tout X > Xq, une constante C > 0 pour laquelle on ait l'i 
négalité 

(11.38) (f^v)dm(X) | < C m(X) ( Ô+(X,X' ) )' -N 

pour tout couple (X,X'). Alors A peut s'écrire Op(f) pour un cer 

tain symbole f unique de poids m. De plus, pour tout nombre réel 

v assez grand, on peut trouver \ tel que, avec la constante v 
——— A. , 
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introduite à la proposition 11.3, le symbole passif h de A défini par 

h = Ff (cf. prop. 6.9) soit donné par 

h(Y) : Xr\ i(A^,^,)w(^,vvw<x<<(Y)dm(x)dm(x') . 

Preuve. D'après la proposition 11.3, on a, si X est assez grand et 
si v > max(0,n-1), l'identité suivante, valable quelles que soient 

u et v € ty{C) ou même $L{C) avec les notations de la section 10 et 
Jtii 

un choix convenable de E : 

(11.39) (Au,v) \2 
w<< 

l(u,^) (AtlrL^,w<cx<<v)djMX)din(X') . 

Il suffit en effet de développer sous la forme fournie dans cette 

proposition le produit scalaire (A u,v), puis de développer à son 

tour (Au,^,) = (u,A^, ) de la même façon puisque A%£, € Jf' (C) .Posons 

(11.40) h(Y) cx< 
cvw< 

[A^^x,)W(txv,,tVx) (Y)dm(X)dm(X') . 

Soit k un entier > 0 arbitraire. D'après le lemme 11.2 on peut af

firmer, si v et X sont bien choisis, que h est un symbole de poids 
m jusqu'à l'ordre de différentiabilité k : ceci signifie bien enten-

du que h € C (D) et que llhllm.k < œ . En effet on est dans les condi

tions où ce lemme peut s'appliquer pourvu que v> n+1+N^+5k et que 

(11.38) soit remplie avec N assez grand (une fonction de N,|,v,n,k): 

à son tour cette inégalité est satisfaite si X est assez grand. 
La proposition 6.9 montre alors que la fonction f = F ĥ est, pour 

k assez grand, un symbole de poids m jusqu'à l'ordre de différentia

bilité k', où k' peut être rendu arbitrairement grand pourvu que k 

soit assez grand. Nous allons montrer que A = Op(f), les méthodes 

développées dans tout ce travail rendant naturellement la définition 

de cet opérateur acceptable dès que f est un symbole de poids m 

jusqu'à un ordre de différentiabilité fini mais assez grand. Il suf

fit de prouver que l'on a (Op (f ) ̂ /• \ i ) = (A^,^,) Pour tout couple 
(Z,Z'), X ayant été augmenté si nécessaire (ce qui ne nuit en rien 

à ce qui précède) pour que les fonctions i|f appartiennent à un es

pace îf̂ (C) tel que Op(f) se prolonge en un opérateur continu de 

%(C) dans b^' (C) . 

LEMME 11.5. Fixons Z e_t Z1 £ n . Quels que soient k, a et b € ]N , la 
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fonction W(f7\t^,) est, pour \ assez grand (ne dépendant que de k, 
a 2 —b 

a et b) un symbole de poids (r(y)) (1+ jY| ) jusqu'à l'ordre de  

différentiabilité k. 
-1 

Preuve. avec y = Mu), M€G, Z = z + iQ et T = r(y)M (Z+iJTi), choisis

sons N € G tel que z = Nu)• D'après (9.5) et (6.3), on peut écrire 
|T|2 = |r (y) M z |2 + |r (y) M (C+ J-n) | 

^|r(z)N 1y|2+ j\Y\ 2(r(y))2|C+J-n |2-

Le lemme est alors une conséquence immédiate des inégalités (11.3) 

et (11.30), étant entendu qu'aucune uniformité par rapport à Z ou 

Z' n'est requise pour notre propos. 

Fin de la preuve du théorème 11.4. 

D'après le lemme 11.1 (dans la preuve duquel seules des majorations 

de la valeur absolue de la fonction de Wigner ont été utilisées), 

on a 

(11.41) !(A*X'*X' |W(^,xw<<x< (Y)| dm(X)dm(X') 

< C m(Y). 
# X X -1 X X 

Considérons la fonction W (•Z'*zl* = F (w(^z/^zi)) qui n'est autre 

que le symbole actif de l'opérateur u h (u,\j/^,)^ : la proposition 

6.9 et le lemme 11.5 montrent que pour a et b € 3N arbitrairement 

grands elle est, si X est assez grand, un symbole de poids 

(r(y))a(1+(Y|2)"b jusqu'à l'ordre de différentiabilité 0. Comme 
m ( Y ) ^ C1m(u),0) ( ô+ (U),T~1Y) ) 1 , cela suffit, vu (11.41), pour assurer 
la convergence de l'intégrale 

(A^X^X')W(^X' '•x* (Y)W (V*z'' (YÎĈ  (X)Ĉ  (x')dY' 

D'après la relation (4.0), on a 

(11.42) W*UZ4XZ.) (Y)W(^,/X) (Y)dY = (*Vx.i*Xz.)(*z^ 

Enfin l'opérateur F , décrit dans le théorème 4.2, est son propre 

transposé : c'est une conséquence de la formule de Parseval, et un 

argument identique a déjà été utilisé dans la preuve du lemme 9.7. 
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La formule (10.22) permet alors d'écrire 

(11 .43 (Op(f)^,^, 
D 
h(Y)W*(i|r̂ f* 7I) (Y)dY 

et en partant de (11.40) et se servant de (11.42), on obtient 

(11.44) (Op(f)^,^,) 
wx< 
xcvw< 

h(Y)W*(i|r^f* 7I) (Y)dYh(Y)Wwwc<< 

ou enfin, à l'aide de (11.39), 

(11.45) (Op(f)̂ ,ijfXZI) (f^v)dm) 
v)dm(X)< 

Ceci montre que A = Op(f). Il reste à prouver que si A = Op(f^) pour 

un certain symbole de poids m, alors = Ff^ est identique à h 

défini pour À et v assez grands par (11.40). C'est bien le cas si 

f" G C^(D) car alors (11.40) exprime que h est le symbole passif de 

l'opérateur à trace A, développé à l'aide de (11.39). Or, le théo

rème 9.9 et le lemme 11.1 montrent la continuité séquentielle du 

second membre de (11.40) relativement à f̂  : une application des 

propositions 6.8 et 6.9 termine alors la preuve du théorème 11.4. 

Remarque. On peut dans l'énoncé du théorème 11.4 remplacer la pre

mière hypothèse par celle que A opère continûment de ^E(C) dans 

<̂ 'E(C) pour E bien choisi : si l'on part, pour u € ^P(C) , de l'ex
pression du produit scalaire (Au,ip̂ ) fournie par le lemme 10.4, cela 

résulte en effet du théorème 10.2, du lemme 5.2 et d'une application 

de l'inégalité de Schwarz. 

XII - LA COMPOSITION DES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS. 

DÉFINITION 12.1. Soit m une fonction-poids. On appellera opérateur  

pseudo-différentiel de poids m tout opérateur de la forme Op(f), 

où f est un symbole de poids m. 

Remarque : le théorème 11.4 montre qu'alors f est unique (c'est le 

symbole actif de Op(f)), et le symbole passif de Op(f)(c'est par 

définition h = Ff) est aussi un symbole de poids m. 
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THEOREME 12.2. Soient A et B deux opérateurs pseudo-différentiels  

de poids et m2 respectivement. Alors le composé AB est un opéra
teur pseudo-différentiel de poids m^m^. 

Preuve. Notons d'abord que, d'après le théorème 10.8, AB est bien 

défini en tant qu'opérateur de ^{C) dans f̂(C) . Pour X assez grand, 

et tout couple (X,X'), le lemme 10.4 permet d'écrire 

(AB^,^. ) (BfXrA*fXx.) 
wx 
nb< (Bt|f̂ ,̂ Xz) (AfJ/x,)dni(Z) . 

D'après le théorème 9.9 et la formule (10.22), on a pour tout N, 

avec des constantes C indépendantes de (X,Z,X'), les inégalités 

(BfXrA*fXx.) 
(BfXrA*fXx.) 

C în1 (X') (l+(Z,X') ) -N 

et 
(BfXrA*f 
(BfXrA*fX 

C m2(X)(6+(X,Z)) -N 

d ' où 

(12.1) |(AB^ ,^J C m2 (X)^ (X' ) I 

avec, par application du lemme 5.2, 

I = (6+(X,Z)) N(6+(Z,X')) Ndm(Z) 

< cU+(x,x-))-N+n+1l ( 6+(X,Z) ) 2n 2dm(Z) f2 

;&+(Z,X')) 2n 2dm(Z)]^ 

C(6+(X,X')) -N+n+1 

la dernière inégalité provenant du lemme 10.6. Par suite 

(12.2) (AB^ , fx - ) « C m^Xiîn^X') (6+(X,X'))"N+n+1 

et comme 

(12.3) 
m 1 

(X 1) < C 1 nu, (X)(* +(X,X')) 
N1 

le théorème 11.4 permet de conclure. 

L'estimation qui suit sera utilisée plus tard. 

108 



COMPOSITION 

LEMME 12.3. Sous les hypothèses du théorème 12.2, supposons (12.3) 
vérifiée ainsi que l'inégalité 

m 2 (X' ) « C 2 n^X) ( Ô+(X,X' ) ) 
w<bb 
^ùx< 

pour tout (X,X!). Soient f,g et f o g les symboles actifs respectifs 

de A,B et AB. Soit k un entier >y 0. Il existe un entier k ' O ne  

dépendant que de n,N^,N2 et k, et une constante C > 0 ne dépendant  

que de n,N^,N2,k,C^ et C 2 tels qu'on ait en outre 

llf o g|| m^m2;k 
> ClJfIL 

m ;k' 
l i g i im 2;k' ' 

Preuve. Soit h = F(f o g) le symbole passif de AB. D'après la pro

position 6.9 on a 

(BfX

rA*f
X

x.)(Bf 
(BfX

rA*f
X

x.)(B< 
«CC-w CC-CJIhllw<c<<ww 

si k" et C (dépendant de n,N^,N2 et k) sont bien choisis. D'après 

le théorème 11.4 et le lemme 11.2 (dans lequel \ doit être rempla

cé par v ), on peut trouver N,C et \ Q ne dépendant que de (n,N̂ ,N2,k) 

tels qu'on ait alors 

llf o g|| 
m̂  m2;k 

« cc 2c 2 K 

pourvu qu'il existe \ > \ Q permettant de réaliser les inégalités 

« CC-CJIh 
« cc2c2 K K în1 (X)m2(X) (ô+(X,X'))

 N. 

Si l'on se réfère à (12.3) et à la façon dont nous avons obtenu 
(12.2) en partant du théorème 9.9, on voit que l'on obtient finale
ment l'inégalité 

f O g || 
m^m2;k 

4 3 n 
ce V ||f || m1 ;k' 

• llgll nu ;k' 

avec des constantes C et k' ne dépendant que de n,N^,N2 et k. 

Dans le reste de cette section, nous allons établir une formule 

intégrale exprimant la composition des symboles. Celle-ci est en 

effet susceptible d'intéresser certains lecteurs ; elle apporte en 

outre des faits de structure inhabituels (zones d'influence). En 
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revanche, la méthode que nous employons rend l'utilisation de cette 

formule inutile, voire nuisible, en vue de la recherche du dévelop

pement asymptotique du composé de deux symboles (voir section 1). 

Les calculs qui suivent sont formels mais pourraient, au prix 

de longueurs, être aisément justifiés en partant de symboles dans 

la classe ;]C(D) introduite à la section 4. Rien ne nous obligeant à 

choisir l'une plutôt que l'autre des deux espèces de symboles (ac

tif et passif) utilisées jusqu'à présent, nous allons en choisir 

une troisième ! La formule de composition y gagnera en simplicité. 

DEFINITION 12.4. Si f € 3 G D), le nouveau symbole g de l'opérateur 

Op(f) est la fonction g € 3£(D) définie par 

Cf2\) <y,z) (̂ (cha • ch£) ) 
. 1-r Cy21f)(y,z) 

où <y et p sont les fonctions de (y,z) définies dans le lemme 4.1. 

PROPOSITION 12.5. Pour toute fonction-poids m, 1'application f H g 

que l'on vient de définir,de même que l'application inverse, se pro~ 

longe en une application séquentiellement continue de Symb(m) dans 

Symb(m). 

Preuve : Il n'y a presque rien à changer à la preuve de la proposi

tion 6.9. 

Remarques : 1) pour tout opérateur pseudo-différentiel A de poids 
m, le nouveau symbole g de A se définit sans ambiguïté grâce à la 
proposition 12.5 et à la remarque qui suit la définition 12.1. 

2) si h est le symbole passif de A, rappelons que le 

théorème 4.2 fournit la relation 

f>Jh) (y,z) < 
^ù 

zh<y+ chP) 1-n cha chp) 1 C?21f)(y,z). 

LEMME 12.6. Le noyau k d'un opérateur et son nouveau symbole g sont  

liés par la relation 

k(s,t) 0 1 -n . . , . (2-
2 ((r(s)) 

2 +(r(t))^)n ' (r(s)r(t))2 

( 3 ? 91g) (miMs,t) ,s-ti . 
Preuve. Si f est le symbole actif de l'opérateur, on a, d'après 

(4.3) , 
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k(s,t) 
« cc2c2 K 
« cc2c2 K (r(s)r (t): n/: <s,Jt>+(r(s)r(t) ) 

< ±<1-n) 

(3f 1f)(mil(s,t) ,s-t) 

Si l'on utilise la définition 12.4, il ne reste plus, pour prouver 

le lemme, qu'à extraire de la preuve du théorème 4.2 (avec s = Syt) 

les relations 

(12.4) r (s) r(y)ea+Ê r (t) r(y)e-<^>, 

<s, Jt>+ (r (s) r (t) )2 2<y,Jt> 
r (t) 

2r(y)ch2 qr-B 
2 

d ' où 

(12.5) (r(s))*+(r(t)f = 2(r(y))^ch ! 2 + B 
2 

et, pour mémoire, 

r(s + t) = 4r (y)cha chp . 

Le calcul du composé de deux symboles va nécessiter un change

ment de variables compliqué. 

LEMME 12.7. Pour tout couple (x,y) de points de C, définissons la 
transformation linéaire Ay sur JRn+̂  par la relation x £ 

AYz -x (r (y) ) -1r [-<z,Jx>y + <x,Jy>z + <y,Jz>x] . 

Elle est régulière et a pour déterminant (r(y) _n(<x,Jy>) n-1 , > r (x) 

Si x,y et z sont trois points de C, on a les identités , Ayz = AYx 
X z v z et A^(S z) = A y. Définissons la fonction T sur Cx Cx C par la re-x y x 2 —•— 

lation T(x,y,z) = (r(y)) r(Ayz). Alors T est symétrique en (x,y,z) 

et, de plus, la fonction 0 définie par 0(x,y,z) 

= (r (x)r Cyjr (Z_)_)~1T (x,_y,z) est invariante par l'action du groupe GQ 

sur x,y et z. 
Preuve : On commence par vérifier (c'est immédiat) que l'on a 
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(12.6) m' 1AYM x 

M y 

M x 

pour toute M £ G . On peut en particulier choisir M telle que 
-1 -1 ° M y = (u et M x = x1 = (x̂ ,x!| ,0. . . ,0) : dans ce cas, il suffit 

d'expliciter la matrice A^, pour vérifier que son déterminant est 

x'n ^r(x'). Comme x^ = <M ̂ x,Juo> = r(y) ^<x,Jy> et que r(x') 
-1 

= r(y) r(x) , la première formule est vérifiée. La deuxième est tri-
-1 

viale. Si l'on pose z' = M z, il est facile de vérifier l'identité 

de A^, Sz' = -<Sz ' , Jx' > oo + x^ Sz'+ (Sz')Qx' 

et de 

Ax.o> (r(z' ) ) '1[ -x'z' 
L o 

<X, JZ 1 >UD +Z ' X'1 . 
O J 

v z 
On en déduit la relation AMS z) = A y en se servant de (12.6) e 

_ 1 x Y x 
de la formule S^ = MSM . En développant, on obtient 

2 2 2 x(x,y,z) = <x,Jy> r(z)+<y,Jz> r(x) +<z,Jx> r (y) -2<x, JyXy, JzXz , Jx> 

ce qui prouve la dernière partie du lemme. 

Remarque : si l'on développe 

9 (u),x« ,z') = (r(x')r(z') ) 1[x^2r(z')-x^2(z^2-z'2) ] 

(sous les hypothèses de la preuve qui précède) et si l'on utilise 

l'invariance de groupe, on voit que l'on a 8(x,y,z) ̂  1 , avec éga

lité si et seulement si x,y,z sont linéairement dépendants : ce 

dernier cas est bien sûr le seul lorsque n = 0 ou 1. 

LEMME 12.8. Soit y £ C. L'application Yy : C X C > C X C définie 

par 

Y ( s, t ) = (x,z) = (mi£ ( s , t) ,miMS s, t)) 
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est un difféomorphisme dont l'image est la partie de C x C carac 

térisée par la condition e(x,y,z) >0. La transformation 

$ : (x,z) h* (s,t) définie par les formules 

s ( e(x,y,z) V t (e(x,y,z)) r(y)e 
-<^>, 

A "S X 

est l'inverse de . On a également Ŝ s = 9 A^z. Enfin, le jaco- 
bien de ces transformations est donné par 

D(s,t) 
D(x,z) 

2n+1 ( e(x,y,z)) -n <x, JyXz , Jy> ) 
n-1 

r (x) (r (y) ) 
v 1-n l(r(z))-n. 

Preuve. Une application de (12.6) et des formules (avec y = Ma)) 

M' -1 •miJUs.t = mi£ M 
-1 
s,M 

-1 t) M~1 ni£ (S s,t) = mi£(SM -1 s,M 
-1 
t) 

permet de se ramener au cas où y =u) , ce que nous supposerons désor
mais. Nous écrirons § , Y pour $ , Y , Ax pour A^ et 9(x,z) pour 
e(u>,x,z). En développant, on obtient 

(12.7) 8(x,z] = (r(x)r(z)) 1[x2r (z)+z2r (x)-<x, zXx, Jz>] . 

Posons 

(12.8) s = (r(s) 
r(y) 
e-<^ t = (r(t)) ht, 

d'où r(s) = r(t) = 1. Si (x,z) = Y(s,t),(2.13) fournit 

(12.9) x = a(s+t) , z = b(Js+t) 

avec 

(12.10) a 2' 2 :<s,jt>+i 
w 

r(s)r(t))* 

b 2~2i <s,t>+1) -3k r(s) 
< r(t) 

<w 

On vérifie les relations 

(12.11) <s+t>, Js+t> = 2t (s +t ), o o o ' 

<s + t, s+Jt> 2s (s +t ) 
o o o 
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qui conduisent à 

(12.12) 9(x,z) 4a2b2(sQ+to)2(r(t)) "1>0. 

z 
En utilisant la définition de A , puis (12.8) et (12.9), on obtient 

(12.13) , z 
A u) x (r(z)) [-XQZ + <X,JZ> o) +Z0X ] 

= 2ab(r(s))h (r(t)) ^(sQ+to)S/ 

relation qui, avec l'aide de (12.12), fournit la première des deux 

égalités exprimant que $ oY est l'identité : l'autre s'obtient de 

même. 

Dans l'autre sens, supposons vérifiée la relation 

(s,t) = $(x,z),i.e. 

(12.14) s = (e(x,z)) ~%(r(z) ) ̂[<x,Jz> 0) +z x-x z 1 o o 

t = (e(x,z)) \ -<x, Jz> UÙ +ZQX+XQZ] , 

En se servant de (12.7) et en développant r(s) et r(t), on vérifie 
les relations r(s) = r(x)(r(z)) et r(t) = r(x)r(z); il en resuite 
aussitôt, également, que Ss est bien donnée par la formule indiquée, 
à savoir 

(12.15) Ss = (e(x,z)) *(r(x)) 1[<x,Jz> u)-zox+xQz ] . 

Il est clair que Sq > o, et comme 2XQZo- <x,Jz> = <x,z> >0, on a 

aussi tQ>0 : l'application $ prend donc ses valeurs dans CXC. En 

développant tout, on vérifie les relations 

(12.16) <s,Jt>+(r(s)r(t) ) % = 2r(x)(r(z))" ' (0(x,z)) 
-1 2 z o 

et 

(r (s) : < 
t+(r(t)Y 

w 
s = 2(r(x)) 

<x 
(r(z) ) 

<x 
e x,z 

<x< 
zox, 

d'où mi£(s,t) = x; la relation mi£(Ss,t) = z s'obtient de même. 
Ainsi Y o $ est la transformation identique de 6 . 

0) 
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Dans le laborieux calcul qui suit, on désigne par la même nota

tion la matrice jacobienne d'une transformation et le déterminant 

jacobien : identifiant un vecteur y £lRn+^ à la matrice colonne qui 

lui correspond, on désigne par y' le transposé de cette dernière. 

Un premier lemme est nécessaire. 

LEMME 12.9. Soit f une fonction Cœ : 3Rm- 3R. Le jacobien de la 

transformation X ~ Y = f(X)X est 

DY 
JJA 

(f(X)) m-1 (f(X)+<X, òf. 
wx< 

Preuve. Soit B l'application linéaire (de JR dans 3R ) de rang un 

telle que BZ - < Z,-̂ >X : la matrice jacobienne de la transforma

tion donnée est f(X)I+B. Or B a m-1 valeurs propres nulles, la der
nière étant <X,-^>. 

Fin de la preuve du lemme 12.8 

C'est la transformation §:(x,z)»-» (s,t) que l'on va étudier. Posons 

(12.17) a = <x, Jz> id +z x-x z 

T = r (z) [-<x, Jz> 0) +ZQX+XQZ ]. 

D'après (12.10) et (12.12), la fonction 6(x,z) est homogène de 

degré 0 en les variables (s,t); il en est de même de la fonction 

r(z) = (r(s)) 2(r(t))2. Comme le passage de (s,t) à (a/T) se fait en 

multipliant par (e(x,z)) r(z), le lemme 12.9 fournit 

(12.17) D(s,t) 
D(x,z) 

: (9(x,z)) n 1(r(z)) -2n-2 D(c.T) 
D(x,z) 

On vérifie aisément les relations 

(12.18) AT = JA J Jx x 

et 

(12.19) 2(r(x))-1xx'AJx = Ax + JAJx , 

la valeur commune des deux membres de la dernière égalité étant 

l'application z >-» 2ZQX. En écrivant les matrices par blocs, on ob

tient 
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(12.20) 
D(a,T) 
D(x,z) 

Jz 

\ r(Z)Az 

A J x 

r(z)A +B/ x 

où la matrice B (qui provient des dérivées du facteur r(z) de la 

deuxième ligne de (12.17)) est donnée par 

(12.21) 1 
2 
B = Axz(Jz)1. 

On peut écrire 

(12.22) D(a,T) 
D(x,z) 

a"1 
Jz 
0 

O 

J A - 1 / x 1 

I 

^<z>AzAJz 

I 

(r(z)Ax+B)JAx1 

et une soustraction de colonnes fournit 

(12.23) D(a,T) 
D(x,z) 

zn~1 o r(z)dét D 

avec 

(12.24) D = r(z)A +B -r(z)A A., A J. 
x z Jz x 

En se servant de (12.19) et de (12.21), on obtient 

(12.25) D = r(z)Ax+B -2zz'AxJ+r(z)AJx 

= 2[r(z)x I + A zz'J - zz'A j], 
o x x 

Pour calculer le déterminant de D, notons que pour toute matrice 

g £ {1} x S0(n) (une rotation en les n dernières coordonnées), on a 
_ -j 

la relation g A g = A : comme g commute avec J, il en resuite J x gx 3 
aussitôt que le déterminant de D est invariant par la transformation 

(x,z)M (gx,gz) . On peut alors se ramener au cas où x =(XQ/X^,0,. . . ,0) 

et z = (ZQ,Z^fZ^fO,...,0), ce qui fournit 

(12.26) dét D (2xQr (z) n-2 . 'dét D 
o 

où la matrice Dq est le 3 x 3-bloc supérieur gauche de D. En dévelop
pant, on a 
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(12.27) 1 
2 D 

O 
x r(z)1+ o 

O X1 / 2 2\ "X1Z1Z2 

X1 
/2 2 . 
(zo-Z1} 0 "X1ZoZ2 

X1Z1Z2 X1ZoZ2 0 

d'où 

(12.28) 2 3dét D 
o 

(xQr(z)) 3 2 2 2 cQr(z)x1 (zQ-z1)r (z) 

= xQ(r(z)) 2r 2 i \ 2 t 2 2\' 
[xor(z)-x1(zo-z1) 

En examinant (12.7), on voit que l'on peut écrire 

(12.29) dét D = o 8xQr(x)(r(z))39(x,z) 

la fonction au second membre étant invariante par le groupe {1} X SO (n) . 
Cette formule, jointe à ( 12 . 26) , ( 12 . 23) et (12.17), achève de prou
ver le lemme 12.8. 

THEOREME 12. 10. Soient Ç-j/Ç̂  fLÉ 9" les nouveaux symboles des opérateurs 
A,B et AB. Rappelant les notations du lemme 12.2, posons 

V(x,y,z) (9(x,y,z)) -n / •(y) 
2 . (r(x)r(z)) -1-n r(x)+r(y))n 1 

(C(z)+r(y))n 1 [(r(z)-r (x) ) +4 ( Q(x,y,zM 1<x,Jz>2] 

C'est une fonction invariante par le groupe GQ, symétrique en (x,z). 
On a 1'identité 

g(y,Ti) = 4 y(x,y,z)g1 (x, (Â ) '" 5)g2(zf(A^)' ~1Ç)dx dz dç dÇ 

exp-2in (e(x,y,z); < -<x-S x,f-(Ay) y ' ̂  z »Tl> + <z-Syz,^-(A^) \ >] 

le domaine d'intégration étant l'ouvert de (mn+V caractérisé par 
la condition 9(x,y,z)>0. 

Preuve. D'après le lemme 12.6, 

(J2\) (y,x) : 2n 1((r(s))% (r(S s) )2 ) i1"n(r(y) ) 1k(s,S s) si 

s-S s =x • D'après le lemme 4.1, 
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I — I 1 Ds 1 (r(s) ) -n-1 (r (y) +r (s) ) 
r/ (r(y)-r(s))2+4<y,Js>2] 

d'où 

r(y)e 
-<^>, 

2n 1(r(y)) . -1 (r(s)) 1[(r(y)-r(s))2+4<y,Js>2] 

e -2ìtt<s-S s/n > k ( s , S s)dm(s). 

Soient et k̂  les noyaux des opérateurs A et B. 

Si l'on pose (x,z) = Yy(s,t) conformément au lemme 12.8 et que l'on 

applique deux fois le lemme 12.6, on obtient, en notant que 

(12.30) r(x)r (z) = r(t)r(y) , r(x) (r (z)) 1 = r (s) (r (y) ) 1 , 

la relation 

k1(s,t)k2(t,S s) „ 2-2n , , v 2 (r(y) 1-n r(x)r(z)(r(x)+r(y))n 1 (r(z)+r (y) )n 1 

(J2\^) (x,s-t) Cf 21g2) (z,t-Sys) . 

On a 

k(s,S s) k1 (s,t)k2(t,S s)dm(t) , 

expression que l'on substituera dans l'intégrale donnée plus haut 

permettant l'évaluation de g (y/'H). 

D'après le lemme 12.8, 

dm(s)dm(t) = (r(x))"n"1ds dt 

= 2n+1 ( e(x,yfz)) n (<x, JyXz , Jy> ) n 1 (r(x)r(z) ) n 

(r(y))1 ndx dz. 

Cela conduit à 

(12.31 ) g(yrTl) = 4 j(x/Y,z)gi (x/§)g2(z/£)e2iTTadx dz dç dÇ 

avec 

a = <s-t,ç>+<t-S s,G>+<s s-sfTi> '3 y y 

et 
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j(x,y,z) = (r(y)) zn(r(x))'n(r(z))z n«x,Jy><z,Jy»n 

(r(x)+r(y))n 1 (r(z)+r(y))n 1 [(r(s)-r(y))2+4<y,Js>2 ] 

On transforme le dernier facteur de j(x,y,z) en se servant de (12.30) 

et de la relation 

<y,Js> = ( e(x,y,z))"^<Jy,A^y> 

( e(x,y,z) 2<x,Jz>r(y) (r(z)) 

qui conduit à 

(r(y)-r(s) ) +4<y,Js>2 = (r(y)r(r(z)) 2[(r(z)-r(x) )Z + 

4(e(x,y,z)) <x,Jz> ] . 

Par ailleurs, avec e r e(x,y,z), les lemmes 12.8 et 12.7 fournissent 

s e-^y = e V i s z l 

t = e-* a^X e^A^z 
X 

s s - e"^ aXZ = e 1 Axy = e"2 ay(s X: 

V V ZJ Z V ' 

d ' où 

6%a = <AY(S z)-AYz,§> + <AYx-AY(S x) ,C> + <AY(S x)-AY(S z) /'H)> 

ou, si l'on rappelle que AYx-z 
x< 
bn; 

0, 

G^a = <Ay(S_ z-z) , ç-Tl> + <Ay (x-Sx) ,f-71>. 

Il ne reste plus, pour obtenir le théorème 12.10 qu'à effectuer dans 

(12.31) le changement de variables §»-(Ay)'~1 §, C^(Ay)*"1 G; le 

jacobien de cette transformation linéaire est, d'après le lemme 12.7, 

égal à 

(r(y))2n(<x,Jy><z,Jy>)1"n(r(x)r(z))"1 

ce qui remplace dans l'intégrale le facteur j(x,y,z)dx dz dl dC 

par y(x,y,z)dx dz d£ d C. 
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Remarques : 1) Lorsque y,x et z sont proches, la fonction 8(x,y,z) 
est proche de 1, y(x,y,z) est proche de 2 n, les transports parallè
les A^ et Ay sont proches de l'identité ; de plus -̂ -(x-S x) et 
^ x z z y 
-̂ (z-S z) sont proches de x-y et z-y respectivement, et par suite 

2 
2 
[ -<x-S x, C-(Â ) 'ti> + <z-S z,ç- (A^) 'ti> 

est proche de la forme symplectique canonique de IR^^x lRn+̂  éva

luée sur le couple des vecteurs (x-y,£-Ti) et (z-y,Ç—r\) . En ce sens, 
toute la formule de composition est proche de celle, connue,relative 

au calcul de Weyl, y compris le coefficient de normalisation 22n+2. 

2) il apparaît ici une "zone d'influence" lorsque n >y 2 : si 
9(x°,y0,z°) < 0, alors g est nulle dans un voisinage conique de 

l'ensemble des points (y°,n) si ĝ  (resp. g^) a son support dans 

un petit voisinage conique de l'ensemble des points (x°,Ç)(resp. 

z ° , ç ) ) . 

XIII - LES OPERATEURS DIFFERENTIELS 

Nous explicitons dans cette section la formule de composition 

des (nouveaux) symboles des opérateurs différentiels. 

DÉFINITION 13.1. Soit |-l un entier >, O. Nous appellerons symbole dif

férentiel d'ordre [i toute fonction f sur D de la forme 

f (y,ïl) 
r(s)-r 

a (y) a 

où, avec les conventions de la section 6, les coefficients a sont _ _ a 
des fonctions C sur C vérifiant les estimations 

J1r(s)-r(y)) 

cx< 
|(e ...e. a ) (y) |2 « C ( 6. (u>,y) ) 2N 

(N fixe quelconque, C dépendant de k) 

Remarques : 1) Soit M £ GQ tel que y = Mœ : ainsi qu'il a déjà été 

remarqué dans la proposition 6.3, la norme au-dessus de y du vecteur 
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e = 2 Y. 
w< 

<<x< est |M' yI - Or (6.3) et la relation Sy = SMu) = M* 1cu 

-1 3- -1 
fournissent II M1 H <22(r(y)) |y| . Il résulte aisément de là que f est un symbole de poids (cf. (2.22)) 

Y » - ( 6+U,T 1Y) ) N Ivl2 

(r(y) )2 
N 2 

H/2 

On pourra comparer ce poids à celui introduit dans la proposition 

6.2. 

2) Un symbole différentiel de poids m peut être approché par une 

suite de symboles à support compact (dans l'espace Symb(m)) par la 

méthode de la proposition 6.8. On peut aussi 11 approcher par la suite 
(f ) v1 t avec v v>1 ' 

(13.1) -1 -1 fN1 (y,Ti) = f(y,T\)xN » . (u)fy) )exp-TT v 
xvb< 
n:;,< 

où x est la fonction introduite dans la preuve de cette proposition, 
et où l'on a posé |T|| = JM'-q) si y = M<» : les fonctions f appar

tiennent à l'espace jilD) . 

PROPOSITION 13.2. Soit f un symbole différentiel, considéré comme  
symbole actif. Le nouveau symbole g qui lui correspond est le symbole  

différentiel 

g(y,71) = S TJV (ôj f) (y,*i) 1 
2irr 

w< 
5z~' 

V < 
w< 
cha+chp)) 1-n (z=0) 

où a et p sont les fonctions de (y,z) définies dans le lemme 4.1. 

Preuve. Soit u € £P( nR11"1 1 ). l ' approximation (13.1), la proposition 
12.5 et la définition 12.4 permettent d'écrire, au sens des distri 

butions en les n+1 dernières coordonnées. 

(r3*21g) (y,z)u(z)dz = g(y,Tl) (̂ ~ u) (TÌ)dTÌ 

= lim |u(z) (hch a+ eh P ) ) -n 2in < r\* fz> >fNJ (y,V )dz dV 

f (y,Ti')dTi' u (z) e 2iTT< tì' z> , [±(cha + chp ) ) . 1 -n, dz . 

autrement dit 
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(3%1g) (y,z) (T21f) <Y 'Z) 4<ch a+ch p ) ) 1-n 

au sens des distributions. Il suffit d'écrire le développement 

f (y, V) Zyr ( ôYf) (y,Tl) (tT-ti)Y 

pour obtenir la proposition 13.1. 

On peut noter que la fonction z »-» ch a + ch{3 est paire, et par 

suite seuls peuvent être non nuls les termes avec |y| pair. 

THÉORÈME 13.3. Soit 

g(y,Ti) = S â  (y) t\* 

un symbole différentiel. L'opérateur A qui admet g comme nouveau  

symbole est l'opérateur différentiel défini par 

(Au) (s) = 21 n(r(s))^ Da{a (miil(s,t)) ((r(s))^(r(t))^)n"1 

(r(t)) n/ u(t)} (t = s), 

avec 
x< 
^$ù 

1 
X2JTT ' 

w< 
<jjm 
xc<w 

Preuve. Lorsque g £]J{iD) , le lemme 12.6 permet d'expliciter l'opé

rateur A de nouveau symbole g sous la forme 

(Au) (s) = 21 n(r(s) )2 g(mi£(s,t) ,n)e' 2i7r<n,s-t>u(t) 

( ( r ( s ) ) 4 ( r ( t ) ) S n 1 ( r ( t ) ) ~ n / 2 d t d i ) , 

valable pour u € Î̂ P(C) . Par des arguments analogues à ceux de la pro
position 13.2, on étend cette formule (au sens des distributions 

tempérées relativement àT|) au cas des symboles différentiels, ce qui 

conduit aussitôt au théorème 13.3. 

Remarque . Posons 

P(s,D) = 5 a, (s) 1 
2irr 

o 
"Si' 

w< 

si 

P ( Y ^ ) = 1 aa(y)^. 
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Le théorème 13.3 exprime alors que A = P(s,D) si 

(13.2) X(s,t) = {\{ (r(s) f +(r(t) )*) )n 1 (rfs))* (r(t) ) n/2 

et 

(13.3) P(y,Tl) = £ 
1 

w< 
D̂ ( x(s,t) ̂ g(miMs,t) ,n )) (s=t=y) . 

Il suffit en effet d'employer la formule de Leibniz et la relation 

r(s)-r(y 0(1 
r(s)-r( 

a-P 
I 

On voit qu'il existe donc des opérateurs différentiels Q (y,Vxv) 
à coefficients C tels que (13.3) s'écrive 

(13.4) p(y,*n) 
6 P 

r(s)-r(y))2+4<r(s)-r 
r(s)-r(y))2+4<r(s)-r 

On notera que le degré de Q (en tant qu'opérateur différentiel) est 
X P 

< | p | . En outre, Q0(yf—) se réduit à l'identité et, si l'on désigne 
par N l'opérateur g t-> P-g, la formule (13.4) s'inverse sous la for
me 

g = 
k>0 

(-1)k Nk P. 

L'opérateur N est nilpotent lorsqu'on le considère comme défini sur 
l'espace vectoriel des symboles différentiels de degré moindre 
qu'un entier donné. Par suite, il existe des opérateurs différen
tiels R (y,~) à coefficients C^tels que l'identité (13.4) soit 

p oy 
équivalente à 

(13.5) g(y,n) = s R^(y,ò/Òy) ( òj P) (y,ti). 

Ici encore, le degré de l'opérateur différentiel R0(y,^/X ) est 
V. P * y 

< |p| et RQ(y, /^y) est l'opérateur identique. 

Si l'on développe g somme de termes homogènes, i.e. 

LL LL~ 1 O 
g = g + g +... + g 

avec 

g (y,n) 
r(s)-r 

a (y)-n« 
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et si l'on écrit de même 

r(s)-r(y))2+4<r(s)-r(y))2+4< 

alors (13.3) s'écrit 

(13.6) (s)-r(y) S 1 
pi 

Dflx(Srt) ôP gk + ̂(mi£.(s,t) ,n) (s=t=y) . 

On a bien entendu = g ; calculons P 

La formule (2.13) qui donne le milieu ri£(s,t) fournit sans dif

ficulté la relation 

3 
3t. 

(mi£(s,t))(t=s)= \ h 
k z 

et par suite 

wx 
vc< 

a(miMs,t)) ( (r(s) )2 +(r(t) )2)n"1 (r(t) ) ,-n/2 (t = s) 

= 2n 2(r(s)) 
x< te (s 

<c<< 
- 2n 2(n+1) (r(s) ) 3/2/j}s.a (s) . 

^ 3 a 

Si l'on désigne par (j) le multi-indice de longueur 1 dont la 

j-ème composante est égale à 1, on peut alors écrire 

P^ 1 (s,D) = ̂  1 (s,D) + 1 
4iTT \a\ =V 

a ! 
r(s)-r(y))2+4< 

&a (s) 

wx^$ù 
(n+1 

w<vbn 

r (s) 
a (s) 

D«-(j) 

en ne retenant dans la somme que les couples (ct,j) tels que ca-(j) 
soit un multi-indice. Cela peut encore s'écrire 

(13.7) 1 (y,r\)= 1 (y,-n) 
1 

4irr ' 

v 2 M-b g 
r(s)-r(y2+4< 

n+1 
4irr 

<x< <x< 
<x< 

avec 

<Sy, 
<x< 
<x< 

= (r(y)) \ {j} y. 
xw< 
<xc< 

THEOREME 13.4. Il existe une famille unique (P 
<x<<< 

r(s)-r(y))2+ 

dépendant du couple (y-|/V2^ de multi-indices £ 3N , possédant les  

propriétés suivantes : 

(i) pour tout (V^,Y2),P-y y ^'"^'"5^ est un opérateur différentiel 
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à coefficients constants sur les fonctions de (x,z) ç. 3Rn+1 x ]Rn+̂  : 
l'ordre de cet opérateur est au plus | \ + \y^\ et ses coefficients 

00 v 
sont des fonctions C du paramètre y € C. 

(ii) quels que soient les symboles différentiels et g2 , le sym

bole ĝ  o g2 (composition des nouveaux symboles correspondant à la  

composition des opérateurs) s'écrit 

(g-JO g2) (y, TI) = 2 PYrv2(y'^¥) (^g^x^) \ g2(z,ii))̂  (x=z=y). 

De plus, le terme au second membre correspondant à y-j = Y2 ~ 0 

se réduit au produit ĝ  (y, t|) g2 (y, r\ ) ; la somme des termes tels que 

I V<j | + |y2 i = 1 s ' écrit (4irr ) 1 {g-j f g2l / où le crochet de Poisson est  
défini par 

{g1'g2l w 
bg1 

<< 
S?2 

<x< 
* * 1 

<x< 
^ 2 . 

<<c< 

Preuve. Compte tenu des formules (13.4) et (13.5) qui permettent de 

passer du nouveau symbole g à la forme P(s,D) et réciproquement, la 

formule est une conséquence de la relation familière 

P1(s,D)P2(s,D) = P(s,D) 

si 

(13.8) p(y,-n) 2 
1 

<c<< 
JPI (y,Ti)DjP2(y,T1) . 

A chaque manipulation utilisant l'une des formules (13.4),(13.8) ou 

(13.5), on dérive toujours au moins autant par rapport à t\ qu'on ne 
le fait par rapport à y, ce qui justifie (i). L'unicité des opéra

teurs différentiels à coefficients constants P.. %l (y, -e— , è—) 
Y ̂  , x ^ 

résulte de ce que la valeur au point y du résultat de l'action de 
cet opérateur sur la fonction a(x)b(z) doit coïncider avec la va-

1 Y1 1 Y2 leur au point (y,0) du symbole (-77-7- a (y) T| ) o (sj-j b(y) *n ) . On peut 
*j • 2 " 

noter aussi que la règle de covariance fournie par la proposition 

3.7 (qui s'étend bien sûr aux nouveaux symboles) fournit certaines 

règles d'invariance relatives au système des Pr(s)-r(y))2+4< : il n'est pas 
v 1 ' Y2 

indispensable de les expliciter. 
Pour prouver la dernière assertion du théorème 13.4, il suffit 
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de le faire dans le cas de deux symboles différentiels homocènes. 

(i.e. ĝ  = ĝ  et g^ = g2 ), auquel cas la somme des termes du dé

veloppement de g = g^o g^ qui correspondent à une valeur donnée de 

JY-j I + IY21 est aussi homogène. Soit A (resp. B) l'opérateur différen
tiel de nouveau symbole (resp. g^) et posons 

A = F 1 
w 

(s,D) fP1 
h-1 

(s,D)4. . . , 

B = P2 
< 

(s,D) + P2 
< 2 .-1 (S,D)+ ... , 

AB = E 
< + ̂2 

(s,D)+P ̂ 1*V 1 (s,D)+ 

On a alors. d'après (13.8) , 

P 
M- 4U 

(y,ri) < P1 
U1 

<<< P2 
^2 

<c<< 

et 

P 
<CC-wC 

(y,Ti) < P1 
<< 

(y,Ti)p 
2 
v 1 (y,Ti) +P1 

M-1 -1 (y,Tl)P2 
< 
2 <c<< 

4 J_ 
2ÌTT 

< 
w 

< 
xxw< <c 

1̂ (y,T|) ) 
5 

<c 
^2 

IP2 (y,n))) 

Si l'on se sert trois fois de la relation (13.7), on obtient après 

un calcul très simple la relation 

g 
W 1 1 

4irr {grg2} w< 

Ceci prouve le théorème 13.2. 

Remarque. Les termes au second membre de la formule de composition 

des symboles différentiels correspondant à |Y-JI+ IY 2 I ̂  1 sont exac

tement ceux que l'on pouvait attendre et ne sont pas liés spécifi

quement au calcul symbolique employé : le crochet de Poisson est 

celui qui correspond à la forme symplectique canonique de l'espace 

de phase T (C). Si l'on veut se faire une idée du développement com

plet, on peut faire appel au théorème 12.10 à condition de justifier 

son extension aux symboles différentiels : comme cette justifica

tion n'est ni intéressante ni courte, contentons-nous de décrire le 

résultat (nous n'en aurons pas l'usage). On effectue le changement 

de variables défini par 

126 



OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 

(13.9) X = x-S x 
Y 

Z = z - S z . 
y 

Le jacobien de ce changement est fourni par le lemme 4.1 : 

(13.10) , DX 
Dx (r(x)) n 1(r(x)+r(y))n 1[(r(y)-r(x))2+4<x,Jy>2] 

et l'on a une formule analogue pour i DZ 
' Dz 1 

Simultanément, on effectue le changement 

l -> (A*) 'n + (e(x,y,z))% l Q " (A*) 'tj + (6(x,y,z) ) \ . 

On obtient finalement 

(13.11) (gi o g2) (y,̂ ) P(X,Z fU)e-2^<X'«> + <Z'5>] 
dXdZd^dÇ, 

intégrale dont le domaine st, pour ce qui concerne (X,Z), un cer

tain voisinage de (0,0). 

On a 

(13.12) F(X,Z,§,£) = e(x,y,z)g (x,ii +(e(x,y,z))' r(s)-r(y 
r(s)-r(y 

g2(z, T] +(e(x,Y/z) )2 (Â ) ' " 1C) 

avec 

(13.13) ? 2 2' e(x,y,z) = 4(r(y)) [8(x,y,z) (r(z)-r(x)) +4<x,Jz> 

[(r(y) -r(x))2 + 4<x,Jy>2] 1[(r(y)-r(z))+4<z,Jy>2] 1. 

Dans le cas de symboles différentiels, la fonction F est, relative
ment aux variables l et C, un polynôme, et (13.11) fournit le déve
loppement 

(13.14) (g-jo g2) (y' ̂  : 2 
(-1) 

v i v ' 

lY2l v1 v2 v Vl 
[ ̂ ' ò£ DXZDZ 'F) (0,0,0,0) . 

On a posé D^}r(s)-r(y))2+4< ' D ? ) = i l T ' les opérateurs ^ 7 et 
à . 11 3 t> 3 étant lies par (13.9) (cf. lemme 4.1) aux operateurs — et 
°j Xk 

-s-— : l'évaluation des dérivées se fait en X = Z = 0, c'est-à-dire oz k 

x = z = y. Si l'on veut se servir effectivement de ce développement, 

il y a avantage à remarquer que la fonction 9 est invariante non 
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seulement par le groupe GQ (lemme 12.7) mais également par la symé

trie S. En conséquence, 0(x,y,z) = 9(S^x,y,S^z) est, pour y fixé , 

une fonction paire des variables X = x-S^x et Z = z-S^z. Un dévelop

pement de Taylor au premier ordre, en x = z = y, de la fonction 
2 2 

e(x,y,z), montre alors que celle-ci coïncide , à 0(|X| +|Z| ) 

= 0 ( |x-y|2+|z-y |2) près, avec [r(y)<x,Jz>(<x,Jy>)"1 (<z,Jy>~1 ]2 : 

en développant à nouveau, on voit donc que e(x,y,z) = 1 à des termes 

d'ordre ^ 2 près. Ceci permet de retrouver, sous la version (13.14) 

de la formule de composition, le début du développement tel qu'il a 

été indiqué dans le théorème 13.4, à savoir 
s-! ° g2 = g1g2+(4iTT) -1 ^ 

g1'g2Î 

Pour terminer cette section consacrée aux opérateurs différen

tiels, voici quelques opérateurs et leurs nouveaux symboles : 

Symbole 

2in<y,T]> 

2in[-ik}yjT)k+iJ}yk7]j] 

2 
-4tt r(y)r(T]) 

-4n2 |T)| 2 

Opérateur 

e = s s . 5 .s. 

e(x,y,z)g e(x,y,z)g e(x,y, 
2in[-ik}yjT)k+iJ}yk7]j]2xx 

r(sD +(1-n)e-(n-1)]n^2) 

2e2-r (s)D + (n-1 ) e + cte. 

Pour vérifier les deux premières formules, on remarque que l'appli

cation de (13.7) conduit dans ces deux cas à P°(y,T|) =0. Si A est 
2 

l'opérateur dont le nouveau symbole est -4tt r(y)r(T|), le théorème 

1 3 .3 fournit 

(Au)(s) 21-n I jr(s) (r(t)) h{ 
t 

1 n) ( (r(s))*+(r(t))h)n 1u(t) |(t = s) 

et il n'y a qu'à effectuer le calcul : si l'on ne tenait pas à la 

valeur du terme constant, on pourrait appliquer le théorème 13.4 et 

la formule 

r(s) Ml-n)e = e2 + 
wx<< 

H Î S j k 
2 
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de vérification aisée : on pourra noter que les opérateurs du pre

mier ordre figurant dans cette liste sont tangents à aux points 

de dC ,i.e. y annulent la fonction r. La dernière formule résulte 

de (6.1), de la troisième formule et du théorème 13.4 : l'opérateur 

d'ordre zéro résiduel est une constante vu son invariance par le 

groupe G Q . 

Si l'on écrit, avec des notations classiques, la métrique rie-

mannienne (2.6) de C sous la forme 

as 2 z g ± j d Y i dy. 

et si l'on désigne par (g1^) la matrice inverse de2in[-ik}yjT)k+iJ}yk7] alors 

(2.20)fournit 

Eg1DdTÌ:LdTìj = 2 <y,di]> -r (y) r (dì) ) , 

soit 
g l j = 2yiy^-6ijijjr(y). 

La formule usuelle donnant l'opérateur de Laplace-Beltrami 

A u (dét g) — i> 
ij 

Ò ((âét g)^g i j xc< 
cv< 

jointe à la relation de't g = (r(y)) * n + , fournit 

Au = (1+n) l y.. <x 
<vbm 

f 2 E Yi yj 
5

2 u 
ôy±ôyj 

-r (y) l Ju, 

autrement dit 

A = 2e2-r(y)! •f (n-1 ) e. 

Ainsi que l'on pouvait s'y attendre, l'opérateur de nouveau symbole 
2 2 

-4n |î]| y coïncide avec A à une constante additive près. 

Remarque. Quelle espèce de symbole choisir ? 

oo 2 
Soit q une fonction C°° sur IR telle que q(0,0) = 1 et telle que 

-1 
q et q aient toutes leurs dérivées majorées par le produit d'un 

polynôme fixe par une constante dépendant de l'ordre de dérivation. 

On peut alors définir une espèce de symbole g^ lié au symbole actif 

f d'un opérateur par la relation 
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(*? 2

1g a) (Y/Z) = q(sha, sh3) (^^f) (y,z) 

où a et 3 sont les fonctions de (y,z) définies dans le lemme 4.1. 
Lorsque q(sha , sh$) = (cha ch3) ^ (-̂  (cha+ ch3) ) 1 n, on retrouve 

le symbole passif d'après le théorème 4.2; la définition 12.4 montre 

que le choix q(shcu sh$) = (~ (cha + ch3) ) ̂  n conduit au nouveau 

symbole. 

Dans tous les cas, le calcul symbolique lié au choix du symbole 

g reste covariant à l'égard des actions déjà utilisées du groupe G, 
3 * 
puisque l'opérateur ff—>g commute à l'action de G sur T (C) : c'est 

en effet un opérateur de convolution relativement à la variable n, 

et de plus a(y,z) et 3(y,z) sont invariantes par l'action de G sur 

T(C). En revanche, si S est définie comme en (2.17), de sorte que 
-o 

(prop. 3.7) le symbole actif de oOp(f)g est Op(f o S) , on a 

(^2

1 (f o % ) (y,z) = r(y) ( n + 1 )

 2

1f) (Sy,-(MM') 1) 

-1 
or, sous la transformation (y,z)i—>(Sy,-MM') z) ,a et 3 deviennent 
-3 et -a . Ce n'est donc que si q(sha,sh3) = q(-sh3,-sha) que le 
symbole g reste covariant sous l'action du groupe complet r (voir q c 
fin de la section 3) . 

Quelle que soit q, le symbole g de l'opérateur de multiplica-

tion par une fonction a(y) n'est autre que cette fonction, d'après 

un cas particulier du théorème 13.3. Si l'on souhaite qu'en outre 

les opérateurs différentiels à coefficients constants aient les 

mêmes symboles que dans le calcul de Weyl sur 3Rn+'' , il faut prendre 

q(sha,sh3) (l(cha+ch3) J-n, (ch 
w<<<<,, 

2 ' 
1-1 : 

e 

2in[-ik}yj 

T)k+iJ}yk7] 

comme on le voit en utilisant le théorème 13.3, (12.5) et la rela

tion r(t) = r(y)e ^ a + ^ . On voit qu'il n'y a pas dans ce cas cova-

riance par rapport à Tc . 

Pour tous ces choix d'une espèce de symbole, les propriétés 

essentielles (caractérisation via les fonctions ipX , continuité, 
x 

calcul symbolique) établies dans ce travail restent valables. 
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XIV - DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES. 

On étend aux symboles classiques, tels qu'ils onts été intro 

duits dans la définition 6 .5 , les développements asymptotiques ét 

blis dans la section qui précède pour des symboles différentiels. 

LEMME 1 4 . 1 . Soit f un symbole classique d'ordre JJ, . Pour tout 

T)°<E ]Rn+1 , et tout entier N>1 , posons f = TN~1(f)+RN (f) avec 
— ~ " nu Tl 
TN"1 

Tl° 
(f ) (y,il) 

2in[-i 
С П - I Ì ° ) F ) ( Y , T I ° ) 

Soit m la fonction sur D définie par _o 

m „ (y, 11) 
TL 

2in[-ik}yjT) 
k+iJ}yk7]j] 

(cf. prop. 6 . 3 ) . Alors, pour toute paire (p,q) d'entiers > 0 , il 

existe une constante C„ _ (f) ne dépendant que de (n,N,p,q) et deww< 
— iN,p,q 

telle que, quels que soient T] et Y = (y,7)) , on ait les inégalités 

nTN;1(f)! p,q,Y v N,p,q (f ) (m 
<c<< 

(Y))N-1+ \\^\ (mQ(Y) 

et 

I I * * (f>"p,q,Y * CN,p,q (f)(m _( 
Tl0 

Y))N-1<C+ Y)w<)N-1+ 

En outre, on peut supposer C a c t ion de xx(f) invariante par l'action de G 
sur f. 

Preuve. Quels que soient Y et Y' £ D, on a l'inégalité (cf. ( 6 . 7 ) ) 

( 1 4 . 1 ) m i :Y) < 2 1 2 ( 6 + (T 1Y,T V ) ) " ' 72m (Y'] 

ce qui montre pour commencer que la fonction m^Q est une fonction-

poids : la preuve de la proposition 6 .3 s'applique sans aucune mo

dification, et ce point jouera un rôle essentiel plus loin. Rappe

lons ( 2 . 1 4 ) que GQ opère sur D par la relation M. (y,7]) = (My,M' ~"17] ) : 

quels que soient T|° Ç ]Rn+'1 , Y 6 D et M£Gq, il est immédiat que l'on 

a 

( 1 4 . 2 ) m 
M ' " V 

(M. (y,T]) ) m n (y /7] ) • 

Comme on a aussi, à l'évidence. 
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(14.3) TN-1 
x<c< 

[f o M) 
ww<<^$ 

m'-'t]0 
D(f) o M 

-1 

si l'on pose (f o M) (y,T]) = f (My,M' 7]) , on voit que l'on peut se 

borner à établir les estimations énoncées dans le lemme 14.1 aux 

points Y de la forme (eu,7]) : ceci permet de remplacer les champs de 

vecteurs constants eQ,...,en,eQ,...,eR figurant dans (6.10) par les 

opérateurs de dérivation canoniques pour les coordonnées standard 

sur D. La définition des classes de symboles classiques conduit, avec 

une constante C ne dépendant que de n,N et f, à l'inégalité 

|TN-1 (f) (U),71)| < C(1+|7l-Ti°r ̂  (N-1<) t d + h ° l V / 2 

et, si l'on se sert de l'inégalité élémentaire (appelée souvent 
"inégalité de Peetre") 

(14.4) d+n i ° i V / 2 < 2^i/2(i+M2)t4/2(i+h.Ti0 i2) |^ /2 

on obtient 

TN-1 
<<c 

(f) U,7j) |< C (m (o),7]))N (m (10,11 )f -

Les dérivations de cette partie régulière du développement de Taylor 
par rapport aux variables ŷ  ne changent rien aux inégalités, et 
celles par rapport aux variables Tj. n'apportent que des satisfactions. 
On voit que la première des estimations affirmées dans le lemme 14.1 
est valable avec 

(14.5) N,p,q (f) <x< 
N-1 +q 
^ ¿1 
j=0 

sup 
Y 

|(mo(Y) ) <<w< 
11 f"p,j,Y' 

la constante CN ne dépendant que de (n,N), Pour tout point T]1 appar
tenant au segment joignant Tj° à T] , (14.4) fournit 

(14.6) d+ h • |2: ww<<<< 2^^~Nl (1+|7l| 2A (n-N) (i + h-Tl0l2)i|*4'Nl 

et la formule de Taylor permet d'écrire pour n1 bien choisi 

(14.7) !RNn(f) (-,7i)| x< c(i + h-Ti0l2)N/2(i+lVI V ( ^ N ) 

< C (1+|T,-Tl0|2)%«N+^-Nl>(1 + | T l l 2 ) ^ - N ) r 

avec C = sup {(mQ(Y)) P+N fi f'l0 , N, Y } * L'°Pérateur Rn o commute avec les 
opérateurs de dérivation par rapport aux variables ŷ . Enfin, on a 
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âP(RN (f)) âT1 o 
2in[-i 
yjT)k+i 

Si |p| » N 

et 

2in[-ik}yj 
T)k+iJ}yk7 

x<w 
lpw 

'P'taP f) 

dans le cas contraire : la dernière assertion du lemme 14.1 est donc 

une conséquence de (14.7). 

PROPOSITION 14.2. Soit f un symbole classique d'ordre JJ, , et soit g 
le nouveau symbole de l'opérateur A = Op ( f ) . Soient a et (3 les fonc

tions de (y,z) définies dans le lemme 4.1. Pour tout entier N > 1, 

le symbole dont la valeur en (y,T|) est 

g(y,Tj) 
2in[-x< 

yl ( *l f) (Y,Tl) [ ( -
1 

2in i 
JL_\Y 
w<x 

(̂ (chof +chg) ) 1 n] (z=0) 

est un symbole classique d'ordre M--N . 

Preuve. Soit G l'opérateur f g : d'après la proposition 12.5 cet 

opérateur est, pour toute fonction-poids m, séquentiellement continu 

de Symb(m) dans Symb(m). Un examen attentif de la preuve (en fait, 

celle de la proposition 6.9) montre que, quel que soit l'entier k>0 

et quel que soit N^O, il existe un entier k'^0 et une constante 

C>0 ne dépendant que de (n,N^,k) vérifiant ce qui suit : soit m une 

fonction-poids telle que (cf. déf.6.1) 

(14.8) m(XK C1 rm(X' ) ( Ô+(X,X' ) ) N1 

pour tout couple (X,X') de points de n . Alors, pour tout symbole 
f £ Symb(m) , on a 

(14.9) 
»GfHm;k 4 CC, ||f„m;kl . 

On voit que cette estimation présente une grande part d'uniformité 

relativement à la fonction-poids m, qui n'intervient que via <wwwvnet 

Cj : dans le lemme 12.3 nous avons pris soin de donner un énoncé du 

même genre, relatif à la composition des symboles. 
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Posons, pour tout multi-indice y / 

ay(y) <x<nn 
2 in 

•S r-. Y ( l •|cha+ ch p ) ) 1"n](z=0) 

et, pour tout entier N > 1 , 

( 14 .10 ) (GNf) (Y,T1) 
IYUN-1 

± (^f) (y,Tl).aY(y). 

Il s'agit de montrer que si f est un symbole classique d'ordre \x / 

alors Gf-G^f est un symbole classique d'ordre ^ - N . Comme G^^f-G^f 

est à l'évidence un symbole classique d'ordre (-l-N, il revient au 
même (pousser les développements plus loin pour l'étude des dérivées) 

de montrer que Gf-G f est, pour tout N, un symbole de poids 
2 ^ ( — N ) 

(y/T|) (1+ |î]| y) 2 • En se servant d'un argument d'invariance, 

on est donc ramené à prouver, pour tout couple (ô,e) de multi-indi

ces, l'existence d'une constante C.T e (f) ne dépendant que de 
N , 6, e 

(n,N,ô,e) et de f , invariante par l'action de GQ sur f, telle que 
( 1 4 . 1 1 ) 

2in[-ik}yjT)k+iJ}ykj] 
2in[-ik}yjT)k+iJ}yk7] N , 6 , e (f) (1+ lu °l )̂ "N 

pour tout T)° € IRn+'' 

A l'aide de la décomposition du lemme 1 4 . 1 , on écrit 

( 1 4 . 1 2 ) Gf = GTN 1(f) GRNo(f). 
71 

Posons 

( 1 4 . 1 3 ) m(Y) = (m ( 
<cc 

( Y ) ) 
N+ |p, -N | (mo(Y))^"N . 

D'après ( 1 4 . 1 ) , l'inégalité ( 1 4 . 8 ) est vérifiée si 

(14 .14 ) C = 2 12(N + 2 U - N | ) , 

N1 
7 , 
2 VJ 
N + 2 | u-N |) . 

Le lemme 14.1 montre que R (f) est un symbole de poids m; enfin, on 

notera que ' 

( 1 4 . 1 5 ) m(œ,7l°) = (U |7l°|2)^-N). 
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L'inégalité (14.9) permet donc d'écrire 

(14.16) cw<< 
^wvvnw 

<xw 

Tl 
(f ) ) U,Tj°) | w 

pm :N,ô,e( 
(f) (1+ h V ~ N 

et il reste à obtenir la même inégalité pour les dérivées, évaluées 
en (a),T)°), de la différence GNf-GT^1(f). 

La proposition 13.2 permet de calculer l'image par G des sym

boles différentiels : se servant aussi de la définition de T«-i( (f) 
donnée dans le lemme 14.1, on obtient 

(14.17) 
2in[-i 
}yjT)k+ 
iJ}yk7 

(f ) ) (y, T]) 1 

-Y : I Y'Î N-1 

1< 
Y ' ' 

(H-Tl°)Y ~Y<x< 

(ôY f) (Y,Tl°) .a (y) 

d'où, pour tout multi-indicee 

(14.18) (ô'GTN 1 (f)) (y, H°) 
1 Tl IYUn-1-UI 

1 
у! 

<w<<x 
bn:x<< 

( y , T ì ° ) . a Y ( y ) . 

Par ailleurs, (14.10) fournit 

(14.19) (aj GNF) ( Y ' ^ 0 ) 
2in[-ik 

1 , :sfef) (Y,Tl°).a (y). 

Comme on a 

(14.20) laJ(Of«f) (y ,Tf ) .aY(y) ) (y=«,) | < CN,6,c<f)(1+^0|)""N 

lorsque |y|+ I e | , la comparaison de (14.18) et (14.19) achève de 
prouver la proposition 14.2. 

Bien entendu, des développements asymptotiques du même genre 

expriment la relation entre deux quelconques des trois types de 

symboles introduits : en fait, l'intérêt de la proposition 14.2 a 

été, avant toute autre chose, de nous préparer à la preuve, à peine 

plus complexe, du théorème de composition suivant. 

THÉORÈME 14.3. Soient g1 et g2 deux symboles classiques d'ordres u^ 

et JJ, 2 respectivement ; soient A et B les opérateurs dont les nouveaux 
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symboles sont ĝ  et g2, et soit g le nouveau symbole de AB. Pour tout  

entier N̂ 1 , posons, avec les notations du théorème 13,4, 

l + lY 2 
IY1 l + lY 2 KN-1 

< 
Y V Y 2 

(y < 
< 

< 
< < wùo 

Y 1 
1̂ (x,Ti) ÔT1 

Y < 
?2 (zfTl) ) ] (x=z=y). 

Alors g h. N est un symbole classique d'ordre \±̂ +\±0 -N. 

Preuve . Pour tout 7] ç IR 
.n+1 décomposons g = ĝ o g2 comme somme de 

quatre termes à l'aide des décompositions 

g 1 T 
Ti o 
,N-1 <x< + R 

.N 

< o 
(g,) g2 < 

< o 
T 
.N-1 

(g 2 ) + R 
N 

Ti o 
(g2) • 

Une démonstration identique à celle de l'inégalité (14.16) de la pro

position précédente, sauf que l'on y emploie le lemme 12.3 au lieu 

de (14.9), permet d'obtenir 

(14.21) < 6 
Y 3 < 

e (R N 

< o 
(g 1 )o R 

N 

< 
O (g 2 ) ) < < o ) <x c 

N 6 e 
(g 1 ) c N 6 < 

(g 2 ) 

cv<^^ 
o 
I ) 

< 1 < 2 -2N 

A condition de se servir également de l'estimation de la partie ré
gulière T N -1 

< 
o <gj) donnée dans le lemme 14.1, on obtient pour 

R 
N 
< o 

(g 1 < o T 
,N-1 
TÌ r 

Cg 
2 ) et T 

,N-' 

TÌ o 
(g 1 

)o R 
N 

< o 
(g 
2 < des estimations analogues à 

(14.21 ) pourvu que l'on y remplace l'exposant LL 1 < 2 -2N par M- 1 < 2 
-N 

Il ne reste plus qu'à évaluer les dérivées, au point ( ci:, TÌ o ) de la 
différence h N T < 

,N-1 
o 

(g 1 ) o T 
N-1 

< o 
(g 2 ) 

Si l'on part de l'expression des symboles différentiels T 
N-1 
Ti o 

(g 1 < 
et T 

N-1 
TÌ o 

(g 2 .) définie dans le lemme 14.1 et que l'on effectue leur 

composition a l'aide du théorème 13.4, on obtient 

(14.22) (T N-1 

T| o 
(g 
1 ) o T 

.N-1 

TÌ o 
(g 2 ) ) (Y "H ) 

V <<x 
Y" <N-1 

<w^ù (Y'-Y-,) I (Y"-Y2) < 

1 
p 
Y 1 ' 

Y2 
(y, 

< 
ôx 

< 
dz ) 

i(Tl-Ti o ) 
wc< 1 + Y" Y2 

(3 Y 
T1 

i 
< 1 ) (x Ti o ) (Ò 

TÌ 
Y g 2 0 

(z TÌ ,o < < 

(x z w y) 
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et par suite 

(14.23) x M 
c (T 

Ti o 
N-1 (g 1 

)o < 
< 
< -1 
o 

(g 2 ) ) (Y Ti c ) 

< 
IY'I <N-1 

IYMI «N-1 
e1 + e2 = e e 1 I e 2 < 

ei P 
Y 

< 
<< 1 Y 

3 e 
2 

(Y r 
a 
dx 

a 
3z ) 

i(a Y 
Ti 
! 
g1 (x, M 

x ) . (a Ti 
Y n 

< 2 ) (z. Ti o ) < (x=z=y). 

Par ailleurs on a 

(14.24) < e 
Ti h N 

(y Ti o ) 
Y 1 + Y 2 «N-1 H 1 4 e 2 = e 

e! 
e 1 < e 2 y 

P 
Y 1 ti 2 

(y, 
a 
a*' 

si 
az 

< 

K a Ti 
Y 1 
4 «1 

<3^ ) (x. Ti 
o < (a 

Ti 

Y 2 + e 2 
< 2 ) (z Ti ) ! (x=z=y) 

Si, dans (14.23), on pose y' Y 1 4 e 1 et Y n < Y 2 4 e 2 < 
le champ de sommation 

est défini par Y 1 ¿N-1-1 < 1 r Y 2 ¿N-1- € 2 et tous les termes qui 

correspondent à des 4-uples ( e 1 '2 Y 1 
Y 2 ) de multi-indices tels que 

lv 1 4 e 1 
I 4 IY 

2 4 €2 I <N-1 se trouvent simultanément dans les deux sommes 
qui définissent (14.23) et (14.24) : une inspection des termes rési
duels achève de prouver le théorème 14.3, à condition d'utiliser une 

fois de plus l'invariance de l'application (ĝ ,g2)l + lY 2 l + lY sous l'ac

tion du groupe G (une conséquence de la covariance et de l'unicité 
des P Y1 'Y 2 ) 

XV. LE DOMAINE D'UN PROBLEME MIXTE. 

Lorsque n = 0 , C coïncide avec la demi-droite 3R* , et la dé

finition 3.6 du calcul de Fuchs devient 

(15.1) Op(f)u(s)=2 
y>0 

f (y,TÌ)u(y 2 /s exp 2in7](s-y 2 / s d y <x< 

ou encore 

(15.2) Op(f)u(s) 
t>0 

f((st) î. r T) e 2Ì77 (s-t) T u (t 
s 
t 

< dt di 

Ce calcul a été détaillé également dans [48] : renvoyons à l'avertis-
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sèment à la fin de la section 3 concernant le changement de notation 

effectué. Compte-tenu de ce changement, les opérateurs e et e9 de 
-1 dfsfssq à / 

[48] deviennent respectivement t /BT et t dt si f = f(t,T): ils 
constituent la base de champsde vecteurs utilisée en (6.8) pour defi
nirles classes de symboles. 

Considérons le demi-espace M = JR* xlRn, ensemble des points 
(t,x) avec t > 0. On peut représenter les opérateurs sur les fonc

tions sur M au moyen de symboles f = f(t,x;T,§) vivant sur M x IRn+ ̂  , 

via un produit direct du calcul de Fuchs par le calcul de Weyl. La 

formule obtenue est 

(15.3) (Op(f)u)(s,x) = f ((st) \ 
2in[-ik}yjT 
k+iJ}yk7]j] 

exp 2in[ (s-t)T + <x-y,T|>]u(t,y) (|)2dt dy dTdT). 

La norme d'un covecteur (T/^) au point (t,x) est donnée par 

(15.4) KT,Ç) I 
t , x 

= (t2 W\2+\^\2)l\ 

Vu les théorèmes 1.1 et 9.9, nous laissons au lecteur la preuve 

du résultat suivant. 

THÉORÈME 15.1. Appelons symbole de poids 1 toute fonction f de clas 

se C œ sur M x IRn+>' , telle que la fonction 

(t^)^(t-1-fT)k(^)°(^)?f(t,x;T,?) 

soit bornée pour tout (j,k,a,(3). La formule (15.3) étend l'applica

tion Op en une application linéaire séquentiellement continue de  

l'espace des symboles de poids 1 dans l'espace des opérateurs bornés  

sur L2(m+x]Rn ; t_1dt dx) . 

La notion correcte de symbole classique d'ordre \i est caracté

risée par les inégalités 

(15.5) < a 
at -

<x t 
<x< 
ат 

<< a , 
• ax7 

< < 
4 

ß f (t,x;T,Ç)| 

« C(j,k,o?,ß) [1+ t i- i2 + <^ 
w< 

2. 1, (м-"к- Iß I ) 
< 
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En particulier figurent dans l'algèbre des opérateurs à symboles 

classiques les opérateurs différentiels t-^ , et les opérateurs 
o t ox j 

de multiplication par cp(log t,x) , où cp çC°°(nRn+^ ) est une fonction 
à dérivées de tous ordres bornées. Ces opérateurs sont encore trop 

généraux pour bénéficier de propriétés de traces analogues à celles 

du calcul [29] de R.B. Melrose. Nous donnerons des indications à ce 

sujet dans la prochaine section, après avoir introduit la notion 

convenable de symbole totalement caractéristique : mais l'étude 

de problèmes aux limites dépasse le cadre de ce travail. 

Revenons au cône C pour n quelconque. Pour faciliter la manipu

lation des classes de symboles, il est utile de spécifier une base 

orthonormale de T (C), y € C : une telle base est constituée par le 

système des vecteurs e_. = M /̂ yj r où M € GQest une matrice choisie 

telle que y = Mu> . Utilisant l'application exponentielle Exp rela

tive à l'espace symétrique C, on est invité à rechercher M sous la 

forme 

M = exp a 
k b 

b'> 
al 

r a € TR , b € IRn. 

On obtient 

(15.6) M : 
w< y; 

\ y* r(y)^i+(y0+r(yf2) V*y; 

il est d'ailleurs plus simple, partant de (15.6), de constater que 
Mu) = y et de vérifier directement l'égalité M'JM = MJM = r(y)J, qui 
exprime que M£ Gq. Avec ej = M^/ôy^ , on est conduit à la définition 
suivante. 

DEFINITION 15.2. Les champs de vecteurs e^ sur Csont définis par 

<x< 
^$^^ 

n 
Z 
o 

wx< 
^ù 

a/ayj 

et, pour k 1, 

ek = (r(y))i[(yo+r(y)i) wwc 
^^$< 

9 
ôyo 

<x 
<pp • ] + (yo+r(y)^) 1ykeQ. 

Remarque : on aura noté dans le calcul de e^ l'utilisation de la 
relation 
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w 

<x<<x 
<< 
<< 

h 
qq 

= e - y <w 
qdq 

On remarquera que e^ n'a pas ici la même signification qu'en (6.8), 

où représentait un champ de vecteurs constant : cette dernière  

notation est désormais abandonnée. Il importe de distinguer l'opé

rateur différentiel produit e. ...e. de l'opérateur, que nous note-
3 1 -'k 

rons e. • • • / obtenu par composition en gelant les coefficients : 
3 1 k -pour évaluer (e. . f)(y), on désigne par e- le champ de vecteurs 

]r*,]k 3 
constants coïncidant avec e.. au point y , et l'on calcule 
(e....e. f)(y). La compréhension des classes de symboles est facili
ni 3 v 

tèe par la comparaison de ces deux opérateurs, ce qui est plus 

pénible qu'on pourrait le croire à première vue. 

LEMME 15.3. Soient 7] € <ww et f la fonction linéaire y»-* <y,7]>. 

un a 

| (E . . 
J 1 

• E F) (Y] 
3k 

U C | NI Y 

où C est une constante ne dépendant que de k et où 17] | y a été défi
ni dans la proposition 6.3. 

Preuve : on a, avec y = Mua, 

(15.7) \<Y,T\> I = l<œ,M'Ti> ¡4 iM'Tl | = LÏJILY. 

^ — 1 — 1 D'après (6.3), on a ||M n ^ 22|y|, et comme M' = r(y) JMJ, on a aus

si 

(15.8) |Tik II M- 1|| |M'7i l = r (y) 1||M|| | M'Til « 2 M _ 
r(y) ' 

<w^ùm 
^ùw<e 

Les opérateurs e.. étant trop compliqués, on effectue le changement 

de variable (il jouera un rôle important plus loin) défini par 

(15.9) Yo - t0<1+|t.r) 

Yi = 2t t , Jk o k ' k ^ 1 . 

Le domaine de la variable t est caractérisé par tQ > O, |tj <1 : 

on a 

r(y) * = tQ(1- |tj2) 1, 
y +r(y)2 - 2t . 
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Une vérification immédiate (partir du membre de droite) conduit aux 

formules suivantes : 

(15.10) e 
o 

T -5-o ÔT o 

ek t t -2-
k ° at0 

2in[-ik}yjT)k+iJ} 
2in[-ik}yjT)k+iJ} 

k >y 1 

En se servant de (15.8) et de (15.9), ainsi que de l'inégalité 
î, 

ly I ^ 2 2 yQ, on obtient 
(15.11) ITT!! y *i ^(1-ltj2)2 h 

Enfin on a , avec f(y) = g(t). 

(15.12) g(t) = tQ[Tl0(1+ |t* |2)+2 < t*> ] 

(15.13) (e.g) (t) = t.g(t) + tQ(1- ItJ*) (Tlo tj+'Hj) f J >y 1 

et il est immédiat, par récurrence, que l'image de g(t) par un pro

duit des opérateurs e^ ( ĵ O) est toujours une fonction de la forme 

P(t*)g(t) 
:> i 

M T J T D - I T * I ) en T . + I U ) + o ( T J T D - | T ^ r ) % „ 

où P,Pj,Q sont des polynômes sur IRn. Se rappelant que 11J < 1, on 
voit que ,d' après (15.11), le troisième terme est majoré par C ; 

il en est de même du premier d'après (15.7). Pour majorer le terme 

du milieu, on choisit, conformément à (15.6), M sous la forme 

(15.14) M = M' = t 
O 

u M 2 2t; 

\ 2t. d-|t. |2)i+2t.t; 

ce qui donne, pour j ̂  1, 

(M1 T]) j t 0 [ 2 V j + ( 1 - l t J 2 ^ j + 2 t j < ^ ' t * > ] 

soit, en utilisant (15.12), 

(M'Tl) j-tjg(t) = to(1-|t^| 2) (T^t. + T].). 
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Par suite 

(15.15) to(1-|t*|2) ' V j + V * 2w<x<x^ùmm< , 

ce qui termine la preuve du lemme 15.3. 

LEMME 15.4. Soit E l'espace des symboles de poids 1 sur T (C), qui  

ne dépendent en fait que de y ç C. On peut écrire des identités 

e. ...e = e, . + s a (y)e 
j1 jv Ĵ -.JT, ±....± ±*...± 

et 

e. . = e ...e + Zb (y)e . . .e , 
J1•••3k J1 Jv ...î 1 ^ 

où les sommes sont étendues à r ^ k-1 et aux r-uples tels que 

i <... <i , et où les coefficients a. et b. . appartien-1 r i1...ir i1...ir 

nent à E. 

Preuve. L'existence et l'unicité de ces décompositions linéaires est 

évidente, mais il faut majorer les dérivées des coefficients. Soit 

V(x,y) = (V (x,y)) la matrice qui fait passer de la base (e.(x)) 
r, S J 

à la base (e^(y)). La conséquence principale du lemme 15.3 est l'i

négalité 
(15.16) ke (Sx)...e. (ax)V (y,x) ) (x=y)U Ck , 

où la notation e.(d ) précise la variable par rapport à laquelle 
3 x 

les dérivations s'effectuent ; en inversant la matrice, on voit que 
(15.16) reste valable si V (y,x) est remplacé par (x,y). 

r , s r , s 
Ecrivant 

er(x) = 
s 

Vs,r(x'y)es(y> 

et appliquant (15.16), on vérifie les inégalités 

(15.17) le .... e . a . 

3, :k v..ir 

2in[-i 
k}yjT)k 

Le lemme 15.4 se déduit de (15.17) et d'une récurrence sur k. 

Avec M définie en (15.6), on a 

M 1 = r(y) 1JMJ = r(y) 
^o 
2in[ 

.-y* r(y)^I+(yQ+r(y)^) 1y*y< 
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et l'on obtient la base duale (e.) de la base (e.), au point y, en 
-1 d -1 3 posant e . = M' /dT| . : on désigne également par e . le champ de 

3 * 3 3 
vecteurs sur T (C) ainsi défini. 

DEFINITION 15.5- Les champs de vecteurs sur T (C) sont définis  

par 

eQ - (r (y) ) <Jy, Ô/ÔT] > 

et , pour k ^ 1 , 

*k = (r(y))--2[-(yo+r(y)VlYk ̂_22in[-ik}yj + (y0+r(y)i)-1yk «0. 

PROPOSITION 15.6. Soient m une fonction-poids,<x^^$ù JJ, un nombre réel, 
00 * 

f G C (T (C)). La fonction f est un symbole de x<x<<w poids m si et seule 

ment si on a les inégalités 

|(e . . .e . e , . . . € - f ) (Y) | ^ C m(Y) , 
31 Jv x1 Xrï 

où C ne dépend que de f et de k+p. La fonction f est un symbole  

classique d'ordre ^ si et seulement si on a 

|(e. ...e. e. .... f(y,T))|« C (1 + V ^ - P > 
J1 Jk 1 D y 

avec C ne dépendant que de f et de k+p. 

Preuve. C'est une conséquence du lemme 15 .4 , si l'on observe aussi 

que ( 15 .16 ) reste valable lorsqu'on y remplace la matrice V = V(x,y) 

par la matrice V .̂ 

Remarque. Les opérateurs e. ... e . , au contraire des opérateurs 
D1 3k 

e. .... , se transportent par difféomorphisme : c'est le seul in-
31 Jk 
térêt de la proposition 15 .6 . 

DEFINITION ET THEOREME 15 .7 . On appellera domaine mixte le domaine 

J(L c lRn+̂  constitué des points t tels que t > 0 et I t* I < 1 : il est 
2 

muni de la métrique riemannienne dont le ds est donne par 

(15 .18) dS2 ̂  
dt 

r o 
t 
o 

2<t*,dt*> 

1-ltJ2 
|2 

4 | d t J 2 

(1-ltJ2)2 
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Le dif f éomorphisme $ :3tL-> C défini par 

x< 
o^ùm 

t0(1 + | t j 2 ) . 

ùxcw 
xxw = 2t t. 

o k 

2in[-
ik}yjT 

est une isométrie (riemannienne) de 3fl sur C . 

2 
Preuve . Rappelons que, d'après (2.6), le ds de C est donne par 

ds2 = (r(y)) 2(2<Jy,dy>2-r(y)r(dy)). 

On a par ailleurs 

(r(y)) ' - t-4(1-ltj2)-4. 

Il suffit d'écrire 

dy = 
Jo 

( 1+|tJ ) d V 2 £ totkdtk 

xw< 
^ù$m 2 (t dt. +t, dt ) , 

o k k o 
k^1 , 

et de développer pour obtenir la formule indiquée. 

On peut aussi, si l'on préfère, vérifier que le système de vecteurs 
2 

(ej) défini en (15.10) est orthonormal pour le ds défini en (15.18). 

Remarques. Le domaine 3|L est le domaine naturel pour l'étude des 

problèmes mixtes dans la boule Bn de IRn , si t^(resp. t ) est inter

prété comme la variable d'espace (resp. de temps). La transformation 

$ Cessentiellement un éclatement) est bijective de 3ît sur C, mais pas 

de 3Usur C : la partie lisse du bord de M a deux composantes, qui 

correspondent respectivement aux données au bord (resp. initiales) 

du problème mixte. Le groupe GQ opère de façon isométrique sur 31t , 

les formules étant birationnelles mais non linéaires en général. 

Cependant, avec a > o et q £ S0(n), les transformations linéaires 

(tQ,t*) de figurentqffff dans ce groupe. 

On constatera que le ds2 de Jfi est plus maniable que celui de C, 

puisqu'il apparaît d'emblée comme somme de carrés. Nous allons main

tenant transférer le calcul de Fuchs de C vers Oit. Le difféomorphis

me $ de X sur C s'étend en X : T Oit) - T (C) avec (y,T|) =T(t,0) si 

et seulement si y = $(t) et £T-d0. = (D§(t))' m-dy. . Les formules 

(15.10) fournissent l'image sur T (JTU des opérateurs de la de-
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finition 15.2 : on écrira simplement e.. pour ($ ) ̂  e , et la même 

convention s'applique pour ce qui concerne le transfert des opéra

teurs e . de la définition 15.5 : comme <e . , e, > = 6., , on a 

(15.19) eo t"1 
o 

3 
*9o 

2 d - | t j V 1 <t*, 
<c 

wwv< 

ek = 2(1-|tJZ)"1 
<< 
ô6k 

k̂ 1 

On pose klt = hi si (y, 7]) = §(t,0). La forme quadratique 0>—|0|t 

est duale du ds , et les formules (15.10) fournissent donc 

(15.20) lelj (t e ) 
o o' 

% 2 . 

k̂ 1 
<<2in[-i Id- |t*|2)ek]2. 

* 2 L'espace T (DtC) est lui aussi riemannien, son ds étant la somme de 
i 12 ^ celui défini en (15.18) et de | ci 01 ̂  : de cette façon, $ est une iso-

métrie pour la métrique sur C définie en (2.20). Désignons, si 

T = (t,9) et T ' = (t',9' ) appartiennent à T ( Jtt ) , par d(T,T") la 
distance riemannienne de T et de T'. Alors une fonction m > 0 sur 

T (Dit) est une fonction-poids si et seulement si il existe > O 

et N^> O tels que 

(15.21) m(T) << C^mCr1 ) e 
N1d(T,T') 

quels que soient T et T' £ T (3ftj : cette notion résulte par trans

port de celle déjà connue, en raison du lemme 5.1 et du fait que T , 
* 

défini en (2.22), est une isométrie de n sur T (C). Si l'on pose 
pour simplifier 

C15.22) nell2 = 
2 2 t e h o o 

o 2 2 
d-ltjz) lej , 

on vérifie qu'il existe C > 0 (C = 9 convient) tel que 

(15.23) c 1l|9ii2 « |e|2 « ciien2 . 

On définit maintenant, par transfert, la notion de symbole de 

poids ou d'ordre donné vivant sur T (31t). D'après la proposition 
15.6, un symbole de poids m est une fonction C°° qui reste bornée 

par m après application d'un élément quelconque de l'algèbre d'o-
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pérateurs engendrée par les champs de vecteurs e.. et e j définis en 

(15.10) et (15.19). Dans les coordonnées t, il y a un analogue 

du lemme 15.4 qui, cette fois, ne présente aucune difficulté. On est 

alors conduit à ce qui suit. 

DEFINITION 15.8. Soit m une fonction-poids sur T (DtO : un symbole  
de poids m sur 3JÇ est une fonction f de classe Cœ sur T (3îl) véri 
fiant les inégalités 

wcv 
<x< 

<x 
0_x 

<x< 
<<< 

k, x 
x<< 

P. f(t,e. < c to 
-k-j 2in[-ww<i b - » 

*(t, e) 

avec des constantes C ne dépendant que de ( j ,k, ) Í U x i x / x l n 

Si (j, est un nombre réel, on appelle symbole classique d'ordre ¡1 
sur 3|t toute fonction f de classe Cœ sur T (311) vérifiant 

ww 
cw< 

j < 
<wx 

x <x 
•lu"' 

<x <x 
<x< 

< 
nt,e) « c tJV 

n 

,k-j <x<<xxt 
2 lpl-UI 

(1+ lien 2 
t' 

i (n-k-lpl) 

avec la même hypothèse sur les constantes C , et la définition de  

i I © ti - donnée en (15.22). 

D'après (15.18) ou un calcul de jacobien, la mesure (GQ-invarian-

te) sur JÎC qui correspond à la mesure dm (y) est 

(15.24) dm(t) = 2n t~1 (1- I 2) ndt. 

La transformation u >—» u o $ 1 est une isométrie de L2(Dfc,dm) sur 
L2(C,dm). Nous noterons également £POft) l'image réciproque de l'es
pace f̂(C) par cette application : on vérifie immédiatement que 
u € iPOft) si et seulement si u G Cœ(3f0 et si de plus Du est une 
fonction bornée chaque fois que D appartient à l'algèbre d'opéra
teurs engendrée par les opérateurs différentiels à coefficients pcly-

nomiaux sur^ïLet par les opérateurs de multiplication par t ou 

n - l t j V 1 . 
Enfin, en tenant compte du théorème 10.8 , on peut donner la défi

nition suivante. 

DEFINITION 15.9. Soit f un symbole de poids m surfît. On désigne 
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par 0(f) : ( 5 J t ) - tfÛH) l'opérateur défini par 

-1 
0(f)u = (A(u o $ )) o § 

où A est l'opérateur de ^P(C) dans ^P(C) dont le nouveau symbole 
(au sens de la définition 12.4) est f o $ 

Remarques : 1) il n'est pas très agréable d'expliciter © (f) dans 

•k 

les coordonnées de T ( 3 1 1 ) : si l'on se réfère à ce qui a été dit 

dans la section "perspectives" de l'introduction, on se rappellera que 

les opérateurs de symétrie ne dépendent que de la géométrie intrin

sèque de 3 / 1 ou de C, et se transportent donc immédiatement; en re
vanche, les opérateurs de translation sont liés au plongement dans 

IRn+'' , et il est indubitable que la représentation V(I,b) (cf .déf. 

3.1) se décrit mieux via le plongement de C dans ZR n +^. 

2) outre l'intérêt que peut présenter le domaine3ÎCdans l'étude des 
problèmes aux limites mixtes, on aura bien sûr remarqué que, sur 3 Î C , 
la définition des classes de symboles est plus maniable. 

D'après les théorèmes 10.9 et 12.2, et la proposition 12.5, ®(f) 

est un opérateur borné sur L (Oit/dm) si f est un symbole sur 3 f l de 
poids 1 ; si f et g sont des symboles de poids et m 2 , f o g, 

défini par @(f o g) = ®(f) ©(g), est un symbole de poids m 2. 

Soit t ° € j î L tel que t° = 1 et t° = 0, de sorte que $(t°) = u> / 
et désignons par m (t) la fonction expd(i?tt) au sens de la distance 
riemannienne (15.18) sur 3 Î 1 : la fonction (t,8)*—» m^(t) est une 
fonction-poids. Si ji est un entier >, O, on appellera symbole diffé 
rentiel d'ordre («x sur 31Ç toute fonction f sur T* ( 3 1 1 ) de la forme 

(15.25) f (t. G) 
xw<c< 

a (t) e* , 
01 

où les a^ sont des symboles sur 3 î t de poids m^ pour N bien choisi, 
ne dépendant que de t. 

L'équation (y,Tj) = T(t,9) signifie que y = $(t) et que 9 = A1 T] 

en désignant par A^ la matrice jacobienne dérivée de $ au point t : 
explicitement on a 
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(15.26 
il* = (2to) 1 e+-w<to1 d-|tj<<< 
il* = (2to) 1 e+-t<<<o1 d-|<tj<c 

il* = (2to) 1 e+-to1 d - | t j 2> 1<j t ,e>t* 

Il résulte de là que le symbole g sur C tel que 

(15.27) g(y,Tj) = (f o ï 1) (y,Tp r a^($ 1 (y) ) (A^)* 

est un symbole différentiel au sens de la définition 13.1. L'opéra

teur différentiel A qui lui correspond s'écrit A = P(y,D^) avec, 

d'après (13.4) , 

P(y, ï|) il* = (2to) 1 e+-to1 d-|tj 

Dans cette expression Q est un opérateur différentiel d'ordre 
p 

< Ipl , indépendant de P, et de plus Q = 1 . Enfin on a 

(15.28) D 
y 

1 
2in 

ô/ôy 1 
2 in A' 

y 

wx< 

puisque A' est également la matrice de passage de la base {^/"ày-)'^n Y j J ̂u 
à la base (̂ /dt..). Il résulte de tout cela que ® (f) = P^(t,Dt), 

avec 
(15.29) P^(t,Q) = E Rp(t, ̂ ) ( f) (t, 0) , 

où R est un opérateur différentiel (ne dépendant que de p) d'ordre 

« |p| , et RQ = 1. 

Enfin, on transporte l'énoncé et la preuve du théorème de compo

sition des symboles classiques sans difficulté, vu que celui-ci est 

basé sur la formule de composition des symboles différentiels et sur 

des développements de Taylor par rapport aux seules variables grec

ques. Le résultat obtenu est le suivant : 

THÉORÈME 15.10 II existe une famille unique ( R <c<<c a.) 

n+ T 
dépendant du couple ( Y-| ' Y 2 ̂  de multi-indices G , possédant les 
propriétés suivantes : 
(i) pour tout (Y-|fY2)' Ry ywc<<< ̂ s" ' ^tr est un operateur differen-
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tiel à coefficients constants sur les fonctions de (s,w) 6 K n + 1

x œ
n + 1 : 

l'ordre de cet opérateur est au plus | y ̂ |+ I y2 I et ses coefficients  
sont des fonctions C °° du paramètre t £ D. 

(ii) Si. et ±2 sont deux symboles classiques sur d'ordres ̂ ^ et 

^2 / et si ®(f̂ )®(f2) = ®(f), alors f est un symbole classique  

d ' ordrewwc< 2 ; de plus, pour tout N̂ 1 , si l'on pose 

nN(t,e) 
il* = (2to)

 1 e+-to

1 - 1 ' 2 

b 

ose 

w 
ôw 

Y1xw<<<c<<< Y2 
ô q f1 (s,e)ôe f2(w,e) ) 

(s=w=t) , 

le symbole f-h est un symbole classique d'ordre ^t^-N . 

(iii) on a h 1 = f^f2

 h2~ h1 = ( 4 i T T ^ M f i f f 2 l 

Nous allons maintenant caractériser les opérateurs surJtl dont 
les symboles sont des symboles différentiels classiques. 

LEMME 15.11 Au sens de la définition 15.4, le symbole de l'opéra 

teur (2in)qqfqqw<^^<west la fonction t Qe o ; si k̂ 1 , le symbole de 

1'opérateur (2in) 1e, est la fonction 

il* = (2to)
 1 e+-to

1 d-|tj il* = (2<<c<<x 
il* = (2to)

 1 e+to)
 1 e+-to

1 d-|tj <x<c<ww^^ 

Preuve .La formule (13.7) montre que, sur C, le nouveau symbole de 
-1 

l'opérateur (2in) £ a- (y 
b 
by-

est 

g(y, 7]) = Z aj (y)Tlj " 
1 

4 in 
ôa. 

wwv< 
n+1 
4 in 

il* = (2to)
 1 e+-to

1 d-|tjw< 

La définition 15.1 fournit les opérateurs (2in) e Q et (2in) e k 

dans les coordonnées y : il est plus commode d'écrire ici 

w <x 
<x< 
<<c< 

- r(y)' 
l, 
^2 

b 
<<<<< 

yk(yo+r(y) 
1> . -1k <y* 

b 
il* = (2 
to)

 1 e+ 

Dans le cas de e Q, on obtient g(y,T|) = <y,T|> ; dans le cas de e R, un 
calcul sans grâce fournit 

ôa. 

xxw< 
(n-1)(y +r(y) 

1, -1 
^k<x<< 
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ainsi que £{jly.a.(y) = 0 : on en déduit le résultat annoncé par 

transfert de T (C) vers T (JK), à l'aide des formules (15.26) . 

THEOREME 15.12 La correspondance © établit une bijection entre l'es

pace des symboles différentiels classiques sur Dît et l'algèbre engen-
drée par les opérateurs t , ( 1 -1 t. | ) -r£— pour k̂ 1 , et les opéra-

O OtQ ° k œ 
teurs de multiplication par les fonctions a ç C°° (511, ) vérifiant 

1/ Ô X 
<c<< 

<c 
at* 

)aa(t) c 
<c< 

t 
o 

j o - | t . i 2 2 , - |« l 

Preuve. D'après la définition 15.g et (15.22), les symboles classi

ques d'ordre n sont les fonctions de la forme 

(15.30) f(t,e) = g(to,t*,toe0,(1- |t.|2)9.) 

telles que 

w< 

x< 
.5 . a 

ôt ' 
< < 

*9o 
. k . <c 

se* 
< g(tfe) w< c. 

il* = (2to 
t •J(1-Itj2)-I«l<w 

M+|Q|2)^^-lpl)w<<< 

D'après le lemme 15.11 et (15.10), l'opérateur (2in) •1t 
<< 

<x<< 
(resp. 

(2in) 1(1-|tJ2) ^|-) a pour symbole tQ0o(resp. (1- |t* | )0k - J J ± W < ^ ^ 

Le théorème 15.12 se prouve alors par récurrence sur l'ordre de l'o

pérateur, à l'aide du théorème 15.10. 

Remarque. On constatera la différence entre les deux composantes de 

la partie lisse de dDît: pour tQ = 0, tous les vecteurs tangents 

sont permis, alors que pour I t * | =1 seuls sont permis les vecteurs 

portés par la génératrice du cylindre. 
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XVI - UTILISATION DU CALCUL DE FUCHS DANS LES E.D.P. 

Cette section effectue de très brèves incursions dans le domaine 

des applications de la théorie. Celles-ci sont au moins de trois na

tures différentes. Les plus simples, dont nous donnerons un exemple 

ici, concernent l'existence d'estimations elliptiques dans des 

chaînes d'espaces de Sobolev avec poids dont la théorie classique 

n'autoriserait pas l'utilisation : elles sont une conséquence immé

diate de l'existence d'un calcul symbolique. Les secondes concernent 

les problèmes aux limites dans le cône ou le domaine mixtel ssfqqq 

cas plus simple du demi-espace M = nR* x IRn doit être également con

sidéré. Nous nous bornerons dans cette direction à des indications 

sommaires concernant (dans le cas de M) les propriétés de traces des 

opérateurs totalement caractéristiques ainsi que le lien entre notre 

calcul et celui de Melrose [29]. Les applications effectives aux pro

blèmes aux limites, qui nécessitent des développements importants, 

attendront encore un peu, notre intérêt s'étant au cours de la ré

daction du présent travail déplacé vers les applications de la troi

sième espèce. Ces dernières, brièvement évoquées dans la section 19 

et développées dans des articles séparés ([49 j[51 ]) , concernent le 

calcul de Klein-Gordon, analyse pseudodifférentielle sur IRn qui 

joue par rapport au calcul de Weyl le rôle que joue la mécanique re-

lativiste par rapport à la mécanique classique. 

Rappelons que la formule (15.3) attache à un symbole f 

= f(t,x;T,£) vivant sur M x IRn+ l'opérateur Op(f) de symbole actif 

f défini par 

(16.1) (Op(f)u)(s,x) f((st) 
i 
'2 

x+y 
2 ; t i r] ) 

exp 2iïï[(s-t)t+<x-y,n>] u(t,y) 
/ s X 
t' 

î. 
It dy dT dn . 

L'espace de Hilbert au centre des considérations est H 
2 - 1 s 

= L (M;t dt d x ) . Une définition analogue a la definition 3.6 permet 

d'introduire le symbole passif g de l'opérateur Op(f) : comme dans 

le cas du calcul de Weyl les notions de symboles actif et passif 

coïncident, le théorème 4.2 appliqué avec n = 0 (ou bien la proposi

tion 1.2 de [48 1) montre que 

151 



A. UNTERBERGER 

(16.2) g(t,x;T,Ç) = [1+I(2I7 t_ "1yr)2] ^f(t,x;x,U . 

Insistons une fois de plus sur le fait que le calcul ainsi défini 

n'est pas lié uniquement à la géométrie intrinsèque de M (laquelle 

n'est pas distincte de celle de IRn+'' par le dif f éomorphisme (t,x) 

l—>(XQ,X) = (log t,x)) mais dépend également du plongement de M dans 

3Rn+''. Certaines classes d'opérateurs différentiels, cependant, cor

respondent aux mêmes classes de symboles dans ce calcul et dans 

celui que l'on obtiendrait, à partir du calcul de Weyl, en composant 

avec ce difféomorphisme. Ainsi, l'analogue (plus facile) du théorème 

15.12 montre que les symboles f de la forme 

(16.3) f(t,x;T,Ç) = h(log t,x;tT,£), 

où h(xQ,x;Ç) est un polynôme en (̂ Q,̂ ) dont les coefficients sont 

des fonctions C°° de (xQ,x) à dérivées bornées, sont exactement les 

symboles des opérateurs dans l'algèbre engendrée par les opérateurs 

3 9 3 
t_3t' ~3x~' ' ' ' '~3x~ et ̂ ar ~̂eS °Pérateurs de multiplication par des 

1 n 
oo 

fonctions C à dérivées bornées de (log t,x) : on voit donc que la 

relation (16.3) établit pour la classe d'opérateurs différentiels 

considérée une bijection entre leurs classes de symboles pour l'un 

et l'autre calculs symboliques. 

Pour tout nombre réel k, la fonction (t,x;t,£)»—>t est une fonc

tion-poids pour le calcul défini en (16.1), d'une importance capita
le dans l'étude des opérateurs du type de Fuchs (voir W.Schulze [36]); 
si A est un opérateur de poids m sur M, le théorème 1 2 . 2 montre que 

k -k 
l'opérateur (t )A(t ) est également un opérateur de poids m : nous 

allons déterminer soi symbole. Rappelons qu'au contraire, dans le cal

cul de Weyl en une variable xQ, la fonction e ° n'est pas une fonc

tion-poids (elle est réhabilitée en tant que telle dans le calcul de 

N. Dencker [17]: cependant ce dernier, défini au moyen de noyaux 

tronqués près de la diagonale, est une version non intrinsèque du 

calcul de Weyl dans laquelle les propriétés de covariance ont été 

perdues). En outre, toujours dans le calcul de Weyl en une variable, 
2iTkxo -27Tkxo 

Je symbole de l'opérateur (e )Op(f)(e ) est f^^x0/Ç0^ = 
f(xQ,^o+ik) lorsque f est un symbole différentiel : cette formule 
montre que ne peut avoir de sens pour des symboles généraux f. 
THÉORÈME 16.1. Soient k un entier >y 0 et (tk//2) l'opérateur de mul-
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k/2 

tiplication par la fonction t •—> t . Soient A = Op ( f ) au sens de 

(16.1), g le symbole passif de A, et fk(resp. f , ) le symbole actif 
de l'opérateur (tk/2)A(t k/2)(resp.(t k/2)A(tk/2)). Soit D 

= -(4i7T) t -?p- , opérateur agissant sur les symboles. On a 

cv<ww 
p pair 

< 
P 

(1+D2)P/2Dk-Pf 
p impair p 

k, 
il* = 

P+1 
2 T k-p 

D ^g 

et la même formule vaut pour f_^ à condition de remplacer D par -D 

au second membre. 

Preuve. On obtient ;t k/2, )A(t 
-k/2, u] (s,x) à partir de (16.1) en 

ajoutant le facteur s x 
w 

k/2 
sous le signe intégral au second membre. 

Avec a = (st) 2 et 3 - s-t, on a 

s 
t 

V 1> <x< 
< 

4a 

i 
*2 J _ = 

2a 
[ (1 + B2 

—V 4az 

i 
2 

<<c<<< 
2aJ 

Si l'on désigne par ^ ^ £ la transformée de Fourier inverse de f 

par rapport à la variable t , on voit donc que l'on a 

il* = (2t 
o) 1 e+-w< 

(a. x+y m 
2 ' 

3,n) [ (1 + 1 1 
2 

4a 

<< <x 

2a 7 31f) a. 
x+y 
2 ' ' •3,n) 

mtrement dit 

(16.4) fk [ (1+D2)^+D]kf . 

Il suffit de développer par la formule du binôme et d'utiliser (16.2) 

pour obtenir le théorème 16.1. 

COROLLAIRE. Si f est, au sens de (15.5), un symbole classique d'ordie 

y , il en est de même, pour tout entier k, de f^ . 

Preuve. Cela résulte d'un développement asymptotique analogue à 

celui de la proposition 14.2, exprimant cette fois le lien entre les 

symboles actif et passif d'un même opérateur. Bien que nous n'ayons 

pas l'usage de ce fait, signalons que le corollaire (ainsi que (16.4), 

mais non le théorème 16.1) restent valables si k n'est pas entier : 

il suffit, partant de (16.4), d'établir un développement (fini) 

valable pour des symboles différentiels, puis d'étendre la validité 

asymptotique de celui-ci par les méthodes de la section 14. Bien 
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entendu, le développement qui intervient dans le théorème 16.1 est 

fini, ce qui va simplifier le très bref examen des propriétés de 

traces qui suit. 

Dans l'étude des opérateurs agissant sur des fonctions sur M 

susceptibles d'avoir des traces sur {0} x ]Rn ; l'emploi de l'espace 
2 

L (M,dt dx) est plus naturel que celui de H, ce qui conduit à rem

placer Op par Q, défini par 

(16.5) (Q(f)u)(s,x) = f((st) x+y 

2 ' 
T,n) 

exp 2iir [ (s-t) T+ <y, n> ]u (t ,y) dt dy dx dn 

Il est naturel d'examiner Q(f) lorsque f est un symbole appartenant 

aux classes introduites par R.B. Melrose [29] : appelons ainsi symbole  

totalement caractéristique d'ordre y tout symbole f de la forme 

(16.6) f(t,x;T,Ç) = g(t,x;tT,Ç) 

où g est la restriction à t > 0 d'un symbole classique sur ]Rn+ 

d'ordre y au sens du calcul de Weyl sur lRn+'' . On voit que si 

tel est le cas, et si u est la restriction à M d'une fonction appar

tenant à Ĉ (3Rn+'') , alors (Q(f)u) (s,x) admet quand s->-0 une limite 

donnée par 

(16.7) (Q(f)u)(0,x) g(o, x+y 
2 ' 

0,n)e 
2i7T<x-y, n> 

u(0,y)dy dn . 

Autrement dit l'application uj3M*—>Q(f)u | 9M est, au sens du calcul 
de Weyl sur 3M = {o} x nRn , l'opérateur de symbole 

(x,£ ) I—>> g(0,x;0,£ ) . 

Pour les symboles totalement caractéristiques, le calcul défini en 

(16.5) bénéficie donc également de la propriété de restriction es 

sentielle dans le calcul de Melrose, et qui est l'objet de la pro 

position 5.23 de [29]. On notera que l'hypothèse de lacunarité, n 

cessaire dans le calcul de Melrose, ne l'est pas ici. Il reste à 

examiner les traces d'ordre supérieur. En posant 

uJj (s,x) 3Ui 
3s v 

(s,x) et f!(t,x;x,£) 9f 
8tv 

t, x ; x , Ç ) , 
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on obtient, en partant de (16.5) et en intégrant par parties, 

(16.8) (Q(f)u) ' = Q(f)u'+ ~(t ^)Q(f \ ) (t̂ u)+ \{è )Q(f ') (t \i) , 

D'après le théorème 16.1 valable aussi bien pour la règle Q que pour 

la règle Op donnée en (16.1) et le lien (16.2) entre les symboles 

actif et passif, on obtient 

(16.9) (Q(f)u)' = Q(f)u]+Q((1+D2)^f])u. 

Or, si l'on pose 

(16.10) h(t,x;T,Ç) [1-(4tt) )~2 32 
2 J ̂  

8t 

!g(t,x;T,Ç) , 

on a 

(16.11) (1+D2)^f'(t,x;T,£) h'(t,x;tT,Ç)-

Il est facile de voir (par une preuve analogue, quoique considéra

blement plus simple, à celle de la proposition 6.9) que h, défini 

par (16.10), est encore la restriction à Mx3Rn+^ d'un symbole clas

sique d'ordre y sur ZRn+̂  , au sens du calcul de Weyl, et par suite 
2 ^ 

que (1+D ) 2f' est un symbole totalement caractéristique d'ordre y 
si f en est un. 

Les formules (16.7) et (16.9) permettent, pour tout entier k^O, 
d'exprimer la k-ème trace sur 3M de Q(f)u sous la forme 
A u +...+A, u, , où u. est la j-ème trace de u et où A. est un opéra-o o k k ' j J 3 ^ 
teur pseudo-différentiel sur 9M dont le symbole de Weyl est expli
cite . 

Il est utile de remarquer que le symbole f totalement caracté

ristique d'ordre y défini par (16.6) est un symbole classique d'oidre 
y au sens de (15.5) si l'on suppose valable la famille d'inégalités 

il* = (2to) 1 e+-to1 d-|tj il* = (2) (t,x;T,Ç) l< C(1 + |Tl + K I ) y k 131 

avec C dépendant de (j,a,k,3). Pour t borné, cette hypothèse ne dif
fère pas de celle que g est la restriction à M x iRn+ ̂  d'un symbole 
de Weyl classique d'ordre y . 

Ainsi qu'on le verra dans un instant, le calcul défini en (16.5) 

et celui de Melrose (dans le cas du demi-espace) conduisent dans le 
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cas des symboles totalement caractéristiques aux mêmes opérateurs, 

pourvu que l'on ajoute dans le cas du calcul de Melrose une hypo

thèse de lacunarité. L'article [29] va plus loin dans de nombreuses 

directions : description précise des espaces de distributions sur 

une variété à bord, invariance par difféomorphisme, opérateurs inté

graux de Fourier... En revanche, rappelons que le calcul présenté 

ici n'est pas limité aux symboles totalement caractéristiques, ni 

même aux symboles classiques. Enfin, signalons que puisque seule la 

version "n=0" du calcul de Fuchs intervient ici, le théorème 8.2 de 

[48] permet d'obtenir une forme tout à fait explicite de la formule 

asymptotique de composition des symboles qui est l'objet du théo

rème 14.3. 

Nous allons maintenant effectuer la comparaison entre un opéra

teur totalement caractéristique Q(f) défini par (16.5) et (16.6) et 

un opérateur de Melrose Op (a) défini par 

(16.12) (Opo(a)u)(s,x) a(s,x;a,£)e' 2iTi (sa + <x, Ç> ] û(o,E,)dod£>. 

On suppose que 'a est un symbole totalement caractéristique d'ordre 

y , c1est-à-dire que a* s'écrit 

(16.13) a'fSfX; = a(s,x;sa,Ç) 

2 n + 2 

où a est la restriction à s>0 d'un symbole sur 3R classique 

d'ordre y au sens du calcul de Weyl sur IRn+''. On supposera en fait, 

avec L. Hôrmander ( [22] ,p. 1 1 3 ) , que a appartient à S1̂  , classe un pei 

plus restrictive caractérisée comme suit : a G si a £ C°° (M X JRn+ \ 

et si, pour tout entier v et tous indices ou multi-indices j,a,k,3, 
il existe une constante C>o telle que 

(16.4) 3 j. 
s 

wwxx 
x a Ç a ( s , x ; a, Ç ) C(1+s) 

-v 1+lal+IÇI) 
U-k- |Bl 

On suppose enfin que a est lacunaire au sens de Melrose, c'est-à-

dire (cf.R.B. Melrose [29] ou L.Hôrmander [22LP-114) que la transfor
mée de Fourier inverse °$ ̂  a/ définie pour s>0 par l'intégrale os

cillante 

(T^a) (s,x;r,Ç) a ( s , x ; a , £ ) e do 
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est à support dans r̂  1 . Cette condition assure que, pour s>0, l'in

tégrale au second membre de (16.12) ne dépend, pour u 6 ^(IRn+^) , 

que de la restriction de u à M et permet de regarder 0pQ ('a) comme 

opérant dans les fonctions définies seulement sur M. 

THEOREME 16.2. Il y a identité entre la classe des opérateurs Q(f) 

(cf(16.5)) où g, lié à f par (16.6), appartient à , et celle des  

opérateurs 0pQ (a) (cf. (16.12)) où a, lié à a' par (16.13) , appartient 

à et est en outre lacunaire. 

Preuve. Rappelons [41] que l'opérateur 

(16.15) J = exp(4iiT) -1 32 
8x . 3Ç . 
3 3 

connecte le symbole "standard" d'un opérateur pseudo-différentiel 

sur IRn (i.e. celui du calcul dans lequel les convolutions ont la 

priorité sur les multiplications) et son symbole de Weyl. Ici, fai

sons-le agir sur f(t,x;x,Ç) dans les seules variables tangentielles 

(x,Ç) : désignant par C?2U la transformée de Fourier de u(t,x) re

lativement à x, on peut alors écrire (16.5) sous la forme 

(16.16) (Q(f)u) (s,x) • . (Ĵ f ) ( (st) ̂ ,X;t,Ç) 

exp 2iTT[ (s-t)T + <x,Ç>] ( y2u) (t.Ç)dt dT dÇ 

On sait que les classes de symboles classiques sont stables par J2 : 
ici cet opérateur, agissant dans les seules variables tangentielles, 
commute à l'opérateur gl—h f défini en (16.6) et conserve l'appar
tenance de g à . 

La comparaison de (16.12) et de (16.16) montre que l'identité 
de Q(f) et de 0pQ(&) équivaut à l'identité entre intégrales oscil
lantes 

(16.17) a ( s, x ; a, C ) e 
2ifi (s-t) a-, do (J*f ) ( (st) 1i,x;T,£)e' 2iiT (s-t) id„ 

Tenant compte du lien entre a et "a d'une part, entre f et g d'autre 

part, et de ce que (̂ ^ a) (s,x;r,Ç) = 0 pour r >y 1 , on résoud ai

sément (16.17) sous la forme 
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(16.18) a ( s , x ; a , Ç ) 
> y > 

(J 2g) (s0 %X;t62 ,Ç) 
e>o 

52i7r(1-6)(T-a)de dT : 

on note immédiatement que cette identité implique que a est lacunaire. 

En sens inverse, (16.17) fournit 

(16.19) a(s,x;sa,Ç)exp 2iïï(s-
t-2 
s 

a da 

= f-1 (J g)(t',x;t1,£)exp 2iïï s 
t' 

w< 
s t ' dT 1 

d'où, en posant t'=t, p: 1 
2 
/S 

t 
< 

t, 
s 

et effectuant le changement a^t^ a : 

(16.20) (J i 2 j) (t,x;x,0 2 e ' 
4iiTp (q-t ) 

a(t(p+(1+p 2N î. x ; a ( p + ( 1 + p 2 î. Ç)da dp 

ou encore 

16.20 bis (J 
< 
g ) ( t, x ; t , £ ) < 

1 
2 

e>o 

a(te2,x;a,Ç) 

e 
2iïï(1»0 1] a e 

-2iïï(e2-e 2) 1 9 1 (1+9 1)d0 da . 

Il s'agit à présent de montrer que les transformations (16.18) 

et (16.20) (ou (16.20 bis)) conservent la classe des restrictions à 

M x IRn+>' des symboles sur ]R2n+2 classiques d'ordre y au sens du 

calcul de Weyl sur IRn+ : il est entendu qu'en outre a est supposé 

lacunaire dans (16.20). On pose 2p =6 2-6 2 dans les deux cas. 

On coupe l'intégrale au second membre de (16.18) en deux mor

ceaux I1 et I0 en insérant les facteurs x(P) et 1~x(P) de classe C°°, 
3 -3/2 le premier ayant son support dans Ipl< j et le second dans IpI>2 : 

1 -1 
on a donc ^ G< 4 sur le domaine d'intégration de 1̂  et max(6,8 ) 
^ 2 sur le domaine d'intégration de I~ . Pour I1 , on effectue un 

N 3 
grand nombre de fois l'intégration par parties relativement à 

qui sort le facteur T-a , utilisant pleinement (16.14) y compris le 

facteur (1+s) v : le facteur (1+|T-a|2)~N obtenu à la suite de cette 

opération assure d'une part la sommabilité en t, et permet d'autre 
2 2 

part la comparaison de 1+a et de 1+t grace a l'inégalité 
"¿0 Peetre" rappelée en (14.4). Pour étudier on l'écrit après 
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changement de variable sous la forme 

(16.21) X2 = 2 [1-X(P) ] (J \) (s(p+(1+p2) S ,X;t,£) 

e-4i^pTe4iTrp(p+(1+p2)^)a(p2 + l)^[(1+p2^+p] dp dT ̂  

Puisque J 2g est la restriction à M x IRs(p+(1+p2 d'un symbole (de Weyl) 

classique, on voit qu'un nombre suffisant d'intégrations par parties 

relativement à -s— permet d'assurer la sommabilité relativement à 
-1 

dp dx tout en faisant sortir une haute puissance de p . Des inte

grations par parties relativement à p permettent de faire apparaître le facteur 

[1+ I -T+ (p2 + D ^2(p+(1+pV2)2c|2] N : 

comme p+(1+p2) 2> -̂ -(p2 + 1) 2 et que l'on sait disposer des puissances 

de p , l'inégalité de Peetre permet encore de comparer les puissances 
2 2 , 

de 1+t et celles de 1+a . L'examen des dérivées de a défini par 

(16.18) ne pose pas de difficultés nouvelles. 

On écrit l'intégrale au second membre de (16.20 bis) sous la-

forme Iî+I2+I3 ' intégrales obtenues par l'insertion des facteurs 

supplémentaires Xj(p) avec ^2 = X comme plus haut,et 8^ (resp.0 ^ 2) 

pour p e supp(x1) (resp. supp^))- La première intégrale Îj se traite à 

l'aide d'intégrations par parties relativement à l'opérateur 8x<^$ùùm , 

lesquelles assurent la sommabilité par rapport à do tout en mettant 

en évidence de hautes puissances de 8 et de 1+la l+IÇi : la comparai-
2 2 , son des puissances de 1+a et de 1+t est assurée par une integra-

tion par parties en yg- et par l'inégalité de Peetre. On écrit 1^ 

dans les variables utilisées dans (16.20), insérant au second membre 

de cette identité le facteur supplémentaire x(p) à support dans 

|pl< 3/4 : cette intégrale se traite comme Î  au moyen d'une inté

gration par parties en 9/3p. L'étude de 1^ repose sur l'hypothèse que 

a est lacunaire : on part de l'intégrale au second membre de (16.20 

bis) avec le facteur supplémentaire i j ^ (8 ) = X^(y(92"6 2) ) (ici 8 > 2), 

et l'on écrit 

(16.22) 2 i ï ï (1-6 )ö 
e 

< w 

i<k 

1 
<x < - 2 i r f ) j 2iiT0 Je 

+ 1 
(k-1 ) ! (-217T < k 

>o 

< 
< 

.n-1 2iTT(1-z8 1 )a - , (1-z) e dz. 
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L'hypothèse de lacunarité entraîne la nullité des intégrales oscil

lantes 

j i±.nS r\ 2iï ïa, aJa(t6 ,x;a,^)e da 

ce qui montre que les termes réguliers du développement (16.22) ne 

contribuent en rien à l'intégrale examinée. Il reste à considérer, 

avec k aussi grand qu'on le souhaite et z £ [0,1] , l'intégrale (déjà 

transformée au moyen d'une première intégration par parties) 

(16.22 I¿(z) e 
2iTT ( 1-z0 -1 , o 9 

9a 
N[aka(te^,x;a,U ] 

e 
s(p+(1wx<<+p2 

(1-z e ' "1 ) N6 1 k(1+6 1 )\¡) (6)d9 da 

-1 
Puisque 1-z0 > 

1 
2 

la sommabilité est déjà assurée si k > 1 et 

N-k est assez grand : de plus une haute puissance de 0 reste en 
évidence et l'on conclut comme dans les intégrales qui précèdent à 

9 
l'aide d'une intégration par parties en yg- et de l'inégalité de 
Peetre. 

Ceci termine la preuve du théorème 16.2. 

Nous revenons maintenant au cas du domaine mixte 3tî • Certaines 
conséquences de l'existence d'un calcul symbolique sont de pure rou

tine, telles l'inversion des opérateurs elliptiques et la définition 

de certains espaces de Sobolev. Soit H = L2 (3tt, t~1 ( 1 - ! t* I 2 ) ~ndt) (voir 
(15.24)). Pour tout entier k > O, soit H^(JfL) l'espace des uçH telles 
que Du appartienne à H toutes les fois que D est un produit de k opé

rateurs au plus, choisis parmi les opérateurs t à 
3dto 

F 
(j > 1). On peut identifier le dual (JTC) à l'espace vectoriel en

gendré par les distributions Dv sur 3ÎCt où D est un opérateur de la 
F F 

forme indiquée plus haut et où v 6 H. On pose (3îL) = 0 H (31L) et 
Hwcc<<<< = U H" -, ( JÎO • Tant que l'on reste entre ces deux espaces, 

k>o 
]e calcul symbolique relatif aux symboles classiques introduits dans 

la définition 15.8 et à la règle de correspondance de la définition 

15.9 présente les aspects les plus usuels si familiers dans le cal

cul de Weyl sur IRn. Soit a £ C°°(3R) une fonction nulle au voisinage 

de 0 et égale à 1 en dehors d'un compact : elle est destinée, comme 
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à l'habitude, à éliminer les singularités à l'origine des fonctions 

homogènes. Ainsi, nous appellerons symbole homogène d'ordre ^ sur DIT, 
toute fonction f(t,6) de classe C °° sur JUx ( 1rU+ ^ \o} ) t homogène de 
degré ^ en 0 , telle que la fonction 

(t, 0) ' ' a (||6ii 2)f (t,0 

soit un symbole classique d'ordre ^. Un symbole presque homogène 

d'ordre y, sera n'importe quel symbole classique f d'ordre ^ véri

fiant la propriété suivante : il existe, pour tout entier j ̂  0, un 

symbole homogène f j d'ordre fi-j, tel que, pour tout entier k > 1, 

e symbole 

(t, 0) h-, f (t,e,-<*( nell ) 
j<k-1 

f • (t,0) 

soit un symbole classique d'ordre u-k. Evidemment, les f . sont 

uniques, et le symbole presque homogène f sera dit globalement ellip-
-1 

tique si f est un symbole homogène d'ordre : par un argument 
M1 

habituel, on peut alors, pour tout entier k >y 0, trouver un symbole 

presque homogène g, d'ordre -^ , tel que les composés f o g e t g o f 

diffèrent de 1 par des symboles classiques d'ordre -k. 

Au sens de la définition 15.9, ©(f) opère de H (DÎT ) dans H (W) 
p p 00 oo ' 

et de H_œ(}t̂ ) dans H_ œ(01t) pour tout symbole classique f. Pour tout 
k € IR , on définit 
(16.24) fk(t,e) w n + !ie||2)k/2 

et l'espace h5 (317) comme l'espace des u € KF (JtO tels que ®(fv)u 
K — co K 

appartienne à H : le théorème 15. 12 et 1'ellipticité globale de f, 
p K 

montrent que cette nouvelle définition de HK(Jf£) coïncide avec l'an
cienne lorsque k est un entier pair > 0 . Tout opérateur A ayant un 

p p 
symbole classique d'ordre ^ opère de H (3ÎL) dans H, (Jïi.) pour tout 
k réel : si de plus A est globalement elliptique, alors u 6 H (JttJ 

p p 
appartient à H, (Î tL) si et seulement si Au appartient à H (}|L) ? 

K K —fi 
un corollaire de ces faits est l'identité des deux définitions de 
p 
Hv (310 pour tout entier k. 

Un opérateur elliptique d'ordre 2 typique est 

L = t 
o 

w 
<x< 

2 + 
k»ï 

Cd-it,|2) < 
ôtk 

2 
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On observera la différence entre les types de dégénérescence de L 

sur les deux composantes lisses du bord de 3îf, : si l'on examine près 
de |t̂ | = 1 le deuxième terme de cet opérateur, on constate qu'il 

évoque les opérateurs elliptiques dégénérés examinés par M.S.Baouendi 

et C. Goulaouic dans [ 1] ; toutefois, la dégénérescence y est "deux 

fois plus grande", ce qui change tout. Près de [tQ = 0,|t*|< 1), L 

est totalement caractéristique elliptique au sens de Melrose [29]. 

Enfin, L n'est pas hypoelliptique jusqu'au bord au sens classique. 

Le dernier aspect de la théorie que nous évoquerons concerne la 

microlocalisation jusqu'au bord. Dans le cas du demi-espace M=1R* xlRn, 

on peut définir le fibre cotangent comprimé T (M) comme le complété 

de M x3Rn+'1 = |(t,x;T,^) : t > 0 (relativement à la métrique rieman-

nienne définie par 
? 2 

isz = dt + dx < Md(tT) )2 + w< 
jl< 

l'application (t,x;T,§)^ (t,x;tT^) de M xIRn+ dans M X HRn+1 se pro-
~* — n+1 longe en une isometrie de T (M) sur M x 3R , au moyen de laquelle 

nous identifierons ces deux espaces. On voit que cette notion de 

fibre cotangent comprimé ne diffère pas de celle de Melrose. Si l'on 

p ose 

f(t,x;T,Ç) = f(t,x;tT,Ç), 

l'application f h-» f permet d'identifier les restrictions à M x 3R 

(identifié à une partie de T (M)) des symboles classiques d'ordre 

au sens du calcul de Weyl sur IRn+ aux symboles totalement caracté

ristiques d'ordre (j, sur M (voir (16.6)). 

Dans le cas du domaine 3Î^, nous définirons un symbole totalemen  
caractéristique d'ordre p, comme un symbole î" de la forme 

(16.25) f (t,e) f(t,toeo,d- ltj2)ej 

où f est la restriction à DtlxlR d'un symbole sur TR , classique 

d'ordre ^ au sens du calcul de Weyl sur TRn+1. Si l'on examine les 

inégalités qui suivent (15.30), on voit que ce n'est que pour t bor

né que les symboles totalement caractéristiques ont en particulier le 

comportement exigé des symboles classiques sur Dft. Cependant le cal-
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cul symbolique (théorème 15.10)reste valable pour des symboles tota
lement caractéristiques. Cette fois, le fibre cotangent comprimé à 
considérer est le complété de y[txJRn+^ pour la métrique 

ds 
ĵ O 

dS2 +{ditoQo))2\i; (d((1-|t* |2)9k))2. 

L'identification définie par (16. 25) des symboles totalement carac

téristiques à des restrictions à JtL xIRn+ ' J\lx IRn+'' de symboles sur 

IRn+'' classiques au sens du calcul de Weyl, permet, pour des classes 

presque homogènes appropriées, de définir une notion d'ensemble ca 

ractéristique , partie fermée conique de Dît x (IRn+ ̂  {0 j ) où s'annule 
la partie homogène principale du symbole. Par suite, on dispose d'une 

notion de front d'onde WFp(u) pour u € H_ œ (ï)tO , et l'on peut, au 
moins pour les symboles totalement caractéristiques, microlocaliser 

jusqu'au bord la notion d'ellipticité. 

Les applications de ces notions aux problèmes aux limites néces

sitent encore de longs développements et seront traitées ailleurs. 
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- LA SERIE DISCRÈTE HOLOMORPHE ET LE CALCUL DE FUCHS y XVII 

Dans cette section, nous établissons le lien entre la 
série discrète holomorphe de S0Q(2,n+1) et le groupe complet (voir 

(2.19)) de covariance du calcul de Fuchs du cône C. Ceci permettra de 

comprendre pourquoi toute la partie difficile (théorèmes fondamentaux 

9.9 et 11.4) de l'analyse pseudo-différentielle sur C a pu être basée 

sur l'emploi des fonctions \jA : ces fonctions, ou plus exactement les 
fonctions cp̂  (voir (3.3)), jouent en effet un rôle intrinsèque dans 

la représentationcvvwwwcw introduite dans la section 3. 

Outre l'intérêt de faire apparaître le calcul de Fuchs comme une 

limite du calcul H (mais, comme nous l'avons dit dans l'introduction. 
À 7 

ce dernier calcul n'autorise pas de formules de composition sous 

forme de développements asymptotiques), cette section mettra en lu

mière le rôle d'une certaine contraction de groupe. Les contractions 

de groupes jouent un rôle de plus en plus important en physique ma

thématique : dans le cas particulier qui nous occupe, les aspects 

géométriques en ont été discutés par S. Sternberg [39]. Le groupe 

SO(2,4) est en effet le groupe des transformations (un peu singuliè

res) qui conservent les équations de Maxwell : il est en même temps 

le groupe qui occupe une position centrale dans la cosmologie d'I. 

Segal [37] . Comme l'existence des "transformations d'échelle" X«-aX 

dans ce groupe n'est apparemment pas conciliable avec le concept de 

masse, S. Sternberg a proposé de remplacer l'algèbre so(2,4) par une 

contraction, ce qui rétablirait la situation. 

Bornons-nous dans cette direction à nous réjouir que l'un des 

univers possibles selon Segal-Sternberg soit précisément l'espace 

sur lequel vivent les symboles du calcul de Fuchs. 

Soient r un groupe de Lie, Cfy =xvv une décomposition de son 

algèbre de Lie en somme directe d'espaces vectoriels, ÛĴ  étant en 
outre une sous-algèbre : on désigne par p^ la projection sur 

parallèlement à<c<<<<<< . 

On a évidemment 

(17.1) p 1 ( [x,z]) = Pl([x,p1(z)]) si x £ 0^ , z 6 0,. 
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Si x, x' £ et y, y' <E OW , posons 

(17.2) [x+y , x'+x' 
c 

: [X,X' ] + P 1 ( [X,y ' ] + :y,x' ]). 

La relation (17.1) fournit 

(17.3) [x+y, [x + y' /x"+y'»]c]c = [x,[x',x"]] + Pl([x,[x',y"]]) 

+ P 1 ([x, [y' ,x"]]) + P l ( [y,[x' ,x"]] ) , 

ï'où il résulte que la formule (17.2) définit une structure d'algè-

3re de Lie 0^ sur l'espace vectoriel sous-jacent à Oj : nous appel
lerons une contraction de 0^. 

Soit dV^ une représentation infinitésimale, dépendant d'un pa

ramètre \> X , de 01 dans un espace de Hilbert H. Nous entendons 
° * (0 Dar la la donnée d'un sous-espace dense j de H et d'une application 

Linéaire dV^ de ÔJ. dans l'espace o^i^r^P), telle que : 

(i) dV (z) est un opérateur essentiellement autoadjoint pour 

tout z e Cl 

(ii) [dV> (z1 ) , dV^ (z2) ] = -i dV>C[ z v z 2 ] ) si et * 2 £ C^. 
Un cas particulier est celui où V est une représentation unitaire 

A 
de r dans K, et où 
(17.4) dV̂  (z) = -i _d_ 

as 's=o <Ve S Z)>. 
.. AT «4. „ 

Supposons que pour tout (x,y) 6 U^0 x Vj^ , et pour une certaine cons
tante réelle a non nulle, l'opérateur dV, (x+a\ 2y) admette, quand 
\ -» œ, une limite dV(x,y). Alors, si de plus (x ' , y ' ) £ ÛJQ x ̂  , on 
voit que 

dV ([x+ y,x'+ a\ y']) dV( [x,x' ], P l ( [x,y' ]+ [y,x'] ) ) 

quand \ -» °°. Autrement dit, dV est une représentation infinitésimale 

de l'algèbre de Lie contractée Oĵ  : il peut en outre arriver que 

dV soit la représentation infinitésimale attachée, par une formule 

du type (17.4), à une représentation unitaire d'un groupe r c ayant 

GJ^c comme algèbre de Lie. 

Nous allons montrer que le programme qui précède peut être en

tièrement rempli en partant de r = S0Q(2,n+1) ; le groupe r c sera 

le groupe complet de covariance du calcul de Fuchs. Renvoyons à la 

section 2 pour la définition du groupe G Q = 3R* x S0Q(1,n) de trans

formations linéaires de C et pour celle du groupe G de transforma

tions affines de C x TRn+ . 

165 



A. UNTERBERGER 

THEOREME 17.1. Soit le groupe de transformations de C x3RR+1 en

gendré par G et par la symétrie S définie en (2.17) ; soit V la re

présentation unitaire de ce groupe dans H qui étend celle donnée  

sur G par la définition 3.1, et telle que V ( s") = a , et rappelons que  

le calcul de Fuchs est covariant relativement à cette action et cet

te représentation de . La composante connexe (rc)Q de l'élément 
neutre peut être identifiée à l'ensemble des triples (M,b,c) £ 

G X o 
Kn+1! : HRN+1 avec 

(M1,b1,c1)(M,b,c) (M„M,b„+ JMr1Jb,c+JM" 1 Je J . 

L'action de (Tc) dans C x 3Rn+ est donnée par 

(M,b,c) . (y,T). (My,M' % + Jb-M' 1P 1 Je) , 

où l'on a posé Py = NN' si y = Nu> , N £ GQ. La représentation de 

(r ) est donnée par 

V(M,b,c)u(t' u(M t)exp 2irr < Jb, t>exp 2ìtt<Jc M'Jt r(t) < 
Enfin, (rc»o est engendré par G et par l'élément (1,0,w), avec 

<u= (1,0,...,0) ç]Rn 

Preuve . Rappelons (2.17) que 

SÌy,Tì) (Sy,-P T]) 

2t (2.18) que 

(M,b).(y,Ti) = ( My, M ' 1T| + Jb) 

q i fM.hi c C,. Défini ssnns 

(17.5) (1,0,c) = S(I,c)S : 

- t 
comme P~ = P , on voit que 

(1,0,c) . (y,Ti: = S(I,c) . (Sy,-PyTÌ) S(Sy,-P Ti+Jc) 

= (y,PSy(PyTl-Jc)] 

Plus généralement, posant par définition 

(17.6) (M,b,c) (M,b)(1,0,c) 

onformule qui exprime le produit (M^,b^,c^)(M,b,c) résulte v é ( y , T i M C 

formule qui exprime le produit (M^,b^,c^)(M,b,c) résulte sans peine 

de là. Comme Sy = N'~1uj si y = Nuu, N6Gq , on vérifie que PMSy 

= MP~1M' pour tout M £ GQ ; également, SMS y = M'~1yf d'où l'on dé

duit que 
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^(M,o)5\ (y,r\) (SMSy P M1 
MSy 

-1 
P T 
y 

= (M1 y,MTl) 

autrement dit 

S(M,0)S = (M1 1 ,0) . 

Comme (M,b) = (I,b)(M,0), on a par suite 

(17.7) S(M,b,c)sT = (1,0,b) (M' \0)(I,c) 

- (Mf 1,JMJc, JM'Jb) 

Le groupe connexe (̂ c)0 est donc d'indice 2 dans r . La représenta

tion V s'obtient sans peine sur (rc)Q par 

V(M,b,c) V(M,b)oV(I,c)o 

à l'aide de la définition 3.1, utilisant (2.5) une fois de plus. 

Enfin, on a, pour tout M £G 

(M,0,0) (1,0,U)) (M ,0,0) = (1,0, JM Jœ) 

et JM Ju) est un élément arbitraire de C. Comme C engendre le groupe 

additif IRn+'' , la relation (17.6) montre finalement que IT ) est 
c 

engendré par G et par l'élément (1,0,ou). 
PROPOSITION 17.2. Considérons les sous-groupes à un paramètre sui-
vants de (T ) : c' o 

1) type 1 : s~(I,sb,o), b € ]RU" 1 
2) type 2 : s <-(eSI,0,0) 
3) type_^ : s -(esQ,0,0) , Q = ( ° 1 , A = - A. = (&jk 

*YPe 3 : s -> (esQ ,0,0), Q = (° JRn 

4) type 4 : s ̂  (1,0, se), c€IRn + 1 . 

Les générateurs infinitésimaux de la représentation V associés 
à ces sous-groupes sont 

- 1 rb < 2 n <Jb,t> 

- i e x< i 
ĵ o 

t . 
3 

<< 

3 
s(p+<<(1+p2 
s(p+(1w<<+p2 

i ajkfck 
<x 

<< 

- i g i .*k(tk 
<c 
dt 
o 

+ t 
o 

cw 
*c ^bbn: 

- i h w 2 n <c, (r(t)) t> . 
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L'algèbre de Lie de T c s ' écrit Oj<c = Œ ̂  où ûj^ est l'algèbre de  

Lie du groupe G engendré par les sous-groupes du type 1,2,3,3 bis et 

Ûft est celle (commutâtive) des transformations du type 4. 

On a les relations 

s(p+(1+p2s(p+(1 r 
s(p+(1+p2s(p+(<<<1< 
s(p+(1+p2s(p+(1<<c< 

s(p+(1+p2 

h<c*,q*> oj+ C Qq^ . 

Preuve : Si l'on part de la definition (17.4) des operateurs infini

tésimaux d'une représentation et que l'on utilise l'expression de V 

donnée dans le théorème 17.1, on obtient ces relations sans difficul

té : ne pas oublier, pour l'avant-dernière, d'employer la formule 

Saj^tjt^. = O , conséquence de A = - A' . 

THÉORÈME 17.3. L'algèbre de Lie £ ^ du groupe s'obtient par con

traction à partir de l'algèbre de Lie Oj^ du groupe r= S0 Q(2,n+1). 

Preuve. Les calculs dans l'algèbre de Lie 0^ sont déjà faits (pro

position 17.2) puisque la représentation fidèle V permet d'identifier 

( T c ) o à son image par V, donc ^ à l'ensemble des produits par i 

des opérateurs infinitésimaux de cette représentation. Au contraire, 

les calculs dans OLseront faits via la représentation linéaire de F 
n+3 . ̂  

dans (C évoquée au début de la section 5. La formule (5.2) permet 

d'entrelacer l'action linéaire de r dans (C n + 3 et son action par au-

tomorphismes complexes de n : enfin, la transformation T définie en 

(2.22), que nous rappelons. 
T(x + iç) = 

x 

entrelace les actions du sous-groupe G de r dans n et dans C x 3Rx<x<< 

Ceci rend possible d'identifiers(p+w<<(1+p2 à l'algèbre de Lie de G con

sidéré comme sous-groupe de r : nous allons à présent construire les 

générateurs des sous-groupes à un paramètre de r des types 1,2,3 et 

s(p+( vr (x) 

3 bis 

Type 1 : vu la relation (2.21) 

[M,b]X = JM' 1JX -ib. 

la transformation de n qui correspond à (I,b,o) € (T ) est la trans

formation X *-»X-ib. On vérifie qu'elle provient de la transformation 

linéaire de ( C n + 3 définie, dans les coordonnées {q>q , p Q ,oi ^r ^ , . . . , p n) , 

par 
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i c ( 1 -
1 
2 r (b) )aQ < 

1 

< 
r (b)a 1 - < ß, Jb> 

wx< 1 
2 

(b)aO+(1+ 1 
Z 

r(b)< < ß, Jb> 

s(p+(1+p2s(p+(1+p2 
s(p+(1+p2s(p+(1+p2 

La matrice de cette transformation est exp f̂  avec 

fb = 

0 

b 
o n 

b1 

-b 
o 0 

b 
o 0 

0 

O 

b 
o 0 

-b. 

< 

u 
"D1 

•b 
n 

.b 
n . . 0 

. -b 
n 

0 

Type 2 : l'élément (e 1 , 0 , 0 ) de (rc)Q correspond à la transformation 

X »-*e X de n , qu'on relève en la transformation linéaire 

a' =<y ch s + & <\ sh s o o 1 

c*j = a Qsh s + a -jCh s 

s(p+(1+p2 
s(p+(1+p2 

dont la matrice est exp se avec 

e-
o 

\ M 

N ' 
0 ; 

2 

n+1 
N' = M 0 . . . 0 ] 

( 0 0 . . . 0 / 

Type 3 ou 3 bis : (a , 0 , 0 ) , avec A 6 S0Q (1 ,n) , correspond à X H AX ou 
encore à la transformation linéaire 

s(p+(1+p2s(p+( 
s(p+(1+p2s(p+( 

P *= Aß -

Si a = e , 0 = 
\ q* A / 

la matrice de cette transformation est 

exP q, avec A,q* 

gA,q. 
0 
P 

P' 
A 

3 
n 

x<< 
0 > 

o ì 

On écrira g pour g<<<ccc et g pour g : bien entendu on a A /i,u q̂  o, q* 

A - - A . 

Enfin, on pose 
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à = 

0 

1 

0 

-1 
0 

0 

o 

2 

n+1 

et, si € 3R < 
< 

h 
q* 

< <x<<c 
xxw<x 

< 
O 
-Q 

<x 
O 

3 
n 

avec Q' = 
<c< 
0 
0 

L'algèbre de Lie (J^ de G est engendrée par les éléments 

^b'e'gA'gq '* Pour obtenir 0^en entier, il faut ajouter l'espace vec
toriel OU engendré par ô et les h . Il n'est pas nécessaire d'é-

ox ^ q* 

crire les relations dans UU qui, par construction, ne sont évidem

ment pas distinctes de celles dans OĴ  considérée comme sous-algèbre 
de . On obtient par ailleurs 

xvw<x< < < b 
o 

<c<<<cx [ô,e] = f -ô 

<foxvw<<x [6,g 
q* 

3= hq* 

^q*'fb3 < <c< q*>e + b g oyq* gq*Ab, 

avec 

(q.Abjjk < qjbk- «3kbj 

<wcv<c< < f 
q* 

< h 
3* <c <vc<c<<< 

w<n:;,vww 
=_hAq. 

xcv<x<< 
c<<<c<<c 

=<q*,r*>ô . 

La formule de contraction (17.2) consiste à conserver [z,z'] 

si z et z'Ç ^b' ^ le remPlacer Par 0 si z et z'€ ̂ ' et ^ le rem~ 
placer par sa projection sur si z Ç 0^ et z ' £ . Considérons 

1'isomorphisme linéaire de ^,sur Oj^ qui envoie f̂  sur r^, e sur 7 , 

g,, sur 'g., g sur £ , ô sur ̂  Ti et h sur h . Les relations JA -A' ̂ q* ^q*' tu q* q* 
établies dans la proposition 17.2 s'écrivent 

cw<xp^mmw< <<cw< 
< - "S <c<<bnc < n [A g 

q* 
< < <c< 

ncw 

qjbk- «3kbj 0 xc< 
^ùc< 

7] < -h 
q* < [h q* 

'gA] h. 
Aq ' 

< 
q* 

,g 
< ] = <q*^*> • 'Ô < 

Ceci termine la preuve du théorème 17.3. 
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THEOREME 17.4. La représentation infinitésimale dV attachée à la  

représentation V de (r )Q définie dans le théorème 17.1 est une con 
traction de la série discrète holomorphe dV de représentation infi 

s. x — 
nitésimales de so(2,n+1). 
Preuve. Pour commencer, il faut rappeler en détail la construction 
classique de la série discrète holomorphe (V ). On pourra consulter 

À. 

H. Rossi et M. Vergne ([32], [33]); dans le cas qui nous occupe, les 

calculs ont été détaillés dans ([53], section 2). On pose 

(17.8) k 
-2\ n/? ^ 

: 2 kTT I ~ 

m ) r(l(x+1-n) ) 

(q*Ab*) = 
q bk- qkb. , 

et 

(17.9) (K u) (X) -
w< 
^pi< 

'C 
u(t)e" •2n<Jt ,X>dt 

Alors, si \ >max(0,n-1) , est une isométrie de H (cf. (3.2)) sur 

l'espace des fonctions f antiholomorphes sur n , de carré somma-
ble pour la mesure r (x) ̂  ( x+n+1 * din (X).wv;<<<x< Soient y €S0(2,n+1) et 
[y] la transformation complexe de n associée ; soit j le jacobien ho
lomorphe de [y] . Il est possible (de façon non unique) de choisir 

dans II une détermination holomorphe de log j (X) . On définit alors 

une transformation unitaire J^L-\ en posant 
v 

(17.10) (A *f) (X) = (j (X) 
A+n+1 
2 (n+i; f([y] (X)). 

A cause de l'ambiguïté résiduelle, n'est qu'une représentation 

projective de r = S0Q(2,n+1) en général mais l'ambiguïté peut être 

levée sur les sous-groupes à un paramètre de r (remplaçant ceux-ci 

par leurs revêtements universels) , ce qui conduira à une véritable 

représentation infinitésimale. On définit la représentation projec

tive V de T dans H par V (y) = Kn Jtf, K. . Enfin, pour avoir un es-
X A X A Y A. 

pace indépendant de \ , on désigne par <D l'isométrie de H sur H 
X X 

telle que (17.11) ( u> u) (t) = r (t) 
A 

i(\-n-1) 'u(t) 

et l'on définit la représentation de r dans H par 

(17.12) — -j 
W ( y ) = u) V ( y ) u) . 

A A A A 
Par exemple, si [y] est l'élément [M,b]£G défini en (2.2 1) par 
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[M,b ] (X) = JM' 1JX-ib, 

-1 
on vérifie successivement que j(X) = (det M) 

w< | M f ( n + 1 ) , 

que 

V ([M,b])u(t) 
... i^(X-n-1) /A.-1.v 2in<Jt,b> I M j u (M t) e 

et que 

W ([M,b])u(t) 
A 

2in<Jt,b> 
u(M t)e ' 

On voit donc que sous l'identification de G c r à un sous-groupe de 

(T ) donnée dans le théorème 17.1, les représentations W et V, res-
c o \ 

treintes à ce groupe, se correspondent. Compte tenu de la relation 

[ô,gg ] = hg établie dans la preuve du théorème 1 7 . 3 , il suffit 

pour terminer la preuve du théorème 17.4 de prouver le résultat sui

vant. Soit A l'opérateur infinitésimal de la représentation W 

X A. 

correspondant au sous-groupe à un paramètre engendré par 6 , bien 

défini à l'addition près d'une constante réelle. Alors, pour un 

choix convenable de cette constante, et de la constante réelle a 
-2 -1 ~ 

non nulle, x A a pour limite lorsque x -* 00 l'operateur -ia 6 
= -ia h , c'est-à-dire l'opérateur de multiplication par 

-1 ^ — 1 

2rra (r(t)) t . Le théorème 17.4 est donc une conséquence de la pro

position suivante : 

PROPOSITION 17.5. Pour la représentation projective de r dans H 

définie en (17.12),1'opérateur infinitésimal A^ correspondant au  

sous-groupe à un paramètre S0(2) c s o(2) x S0(n+1) est donné par 

A 
X 

-(4TT) 
- 1 . 't 

o 

n 

o 

<x 

<x< 
<c (2tt ) -1 

n 

<c 
t . 

3 

,2 

+ (16n) 1 [ x2-(n+D2] 
t 

n<x ] r(t) 

Preuve. Le générateur infinitésimal de S0(2) est la matrice 6 int:<x 

duite dans la preuve du théorème 17.3 (on voit ici l'intérêt des<x< 

structures hermitiennes, puisque le centre non trivial du sous-
0 6 

groupe compact maximal de r joue un rôle capital). La matrice e 

opère linéairement sur cn+"^ par les formules 
ai ' =oi cos 6- B sin0 
o o Ko 

p ' =ot sin 6+ B cos 6 
K o o Ho 

°*k = ak' = Pk pour k >jr 1 ' 
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On note, en utilisant (5.2) et (5.3), que 

(q*Ab*) 

ao+a1 
< 

x<c 

a0 + »1 
cos9 -

?o 
<vww<< 

sin e *1 
<cv<<< 

= l(1+r(X))cos 0 -iXQsin6 + ̂ (1-r(X) ) 

= - r(X sin 1 
2 icu COS 

6 
2' 

Par ailleurs 

<<c 

-(*o+cV < 
1 
< 

(1+r(X) ) sin9+ Xqcos e . 

Il en résulte que [e90] est la transformation complexe X X' de n 

définie par les formules 

(17.13 ) X' = (r(X sin 
o 

e 
2 

+ im cos e 
2 

-1 i 
2 ( 1+r ( x ) ) s i n e -x cose] 

<c 
< -(r(X sin e 

2 
- i") COS <c 

2 
"1X , k ̂  1 . 

Si l'on se rappelle que S est la symétrie de n telle que 
- -] 

IX = (r(X)) JX, on voit, après un bref développement, que 

(17.14) X' sin w< 
2 i CJO COS e 

2 
w< 1+r (x)<<)sin <<e -xwc 
1+r (xww<x))sin e ww-x 

Cette formule exprime [e ] à l'aide de Z et de transformations du 

sous-groupe G. Or, un calcul élémentaire mais typographiquement 

coûteux montre que le jacobien holomorphe de la transformation 

Z £Z est (-1)n+ (r(Z)) n , et par suite le jacobien holomorphe 
6 6 

de [e ] est la fonction 

j(X) = [-r(X sin G i eu COS 
1+r (x))w<x 
sin e -x<c<< 

Comme il a été vu dans la proposition et définition 7.2, r(X) n'est 

jamais réel ^ 0 pour X G n : lorsque 0 < 9 < TT f on choisit alors l'ar-

gument de -r(X sinxwx<<<+ i cu cos ̂ ) dans ]0,2n[ pour tout X 6 n , et 

l'on définit enfin 

<(17.16 
(q*Ab*)<< = q <cx< 
bk- qkb.w<c<ww<, 

conformément à la définition (17.10). On vérifie la relation de 

groupe 
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(17.17) ft 
J Le+ e' 

(q*Ab) 
q bk-, 

si 0 < 6<n, o < 8'<n, O <0+0'<n.En effet, on commence par remarquer 
9 0 

que l'argument de -r (X sin ^ + i uo cos -j) se prolonge en une fonction 
continue à valeurs dans [0,2n[si l'on rajoute à n les points de la 
forme ipw avec p réel, | 0 I < cotg ^ . Or, quand X -* O, le point 
[e9 Ô]CX) tend vers -i(tg §-)u>, et dans les conditions indiquées on 

0 ' 0 
a 0 < tg "2 < cotg — . Une application directe de (17.10) permet alors 
de lever l'ambiguïté résiduelle sur les arguments. On est maintenant 

en mesure d'évaluer le générateur infinitésimal du groupe ̂  , avec 
(17.18) (5lQf)(X) [-r(X sin — + io) cos -|)" 

1 
2 v 

;;^^xw 
f ([e96](X)). 

On a effet 

(17.19: d 
de 3=C 

flQ f) (X) = |(x+n+1)XQf(X)+ d_ 16 e = c 
f ( [e96] (X) ) . 

De plus, les formules (17.13) fournissent 

(17. 20) H 

de 0-0 
([e66] X) = i [X2 - ^(1+r(X))] uo+iXQX* 

w< 

(17.21) A l 
d0 |G = 0 

(^gf) (X) = | ( X+n+1)XQf (X)+i[X2-|(1+r(X) ) ôf 

"o 

+ i 
k^1 

XX, o V 

<< 
n:; ^ùx< 
^mùw< 

x< 

Soit 

(17.22) iLx =Kx ,_d_ 
d0' 

< 
c< 

( G=0)K. 
A. 

le générateur infinitésimal du groupe ^?Qk^ • La relation 17.9 
montre qu'il suffit pour obtenir iL.de remplacer dans (17.21) X. 

-1 * a 3 
par |jj (2n) Ô/Btjet -̂=- par - j j j 2 n t j . On obtient l'opérateur 
i n f i n -i -f-p R H ma 1 HP> 1^ rpnrp.qpnf^tinn V aht-.arhfi an sou s-armiDG SO ( 2 ) 
sous la forme 

(17.23) L = -(4tt) 
wx< 

t 
o 

2 

at 
- (2n)"1 

k^1 ^ k 

*2 

ôtoôtk 

+ (4n) 1 ( X-n-D < 
àro 

+ nt . 
o 

Enfin, l'opérateur infinitésimal A de la représentation W atta-
X _ 1 X 

ché au même groupe est, d'après (17.12), A = eu L ni : on obtient 
X X XX 
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la proposition 17.5 après un calcul élémentaire, mais pénible. 

Remarque : posons 

(q*Ab*q 
bk- qkb, 

in 

Z 
( X+n+1 ) 

X -o \ 

où a été défini en (17.16); pour tout X £ n soit 

cA - V' ( [M,b]) A (V ([M,b]) 1 
A À A. 

si [M,b] €G est tel que X = [M,b] m . Alors, pour tout opérateur à 

trace A sur H , la fonction b : X 2n+ Tr(A<A) est Ie symbole pas-
X X 

sif de A pour le calcul H qui a été introduit dans [53 ] . Avec 
T : n ~+C + iIRn+'' définie en (2.22), il est naturel de chercher le 
lien entre la fonction b o t ^ et le symbole passif h, au sens du 

X 
calcul de Fuchs, de l'operateur CJD ̂  A uâ  . Dans le cas ou n = 0, la 
section 10 de [48] exprime ce lien sous la forme 

1 
;17. 24) My,Tj) = (2r ò/òy ^ 4 ( \ + i - y ô / ô y ) ) 

r(^(x+i+y ô/ôy) 
b (t 1 (y ,71) ) . 
À 

Pour n^2, on peut encore expliciter (sous une forme assez com-
-1 

pliquée) le noyau de l'operateur b^ o t * h, qui bien entendu com

mute à l'action du groupe G sur C + iTRn+'' : l'analogue de (17.24) 

n'est pas encore éclairci. Il est intéressant de remarquer, lorsque 

n = 0, la relation asymptotique 
(17.25 b ( T (y, T]) ) 

A. 
y,T]) , X - °° « 

Toujours dans le cas où n = 0 , il est possible (c'est un peu plus 

simple) de fonder sur l'usage de (17.24) la preuve des théorèmes fon

damentaux du calcul de Fuchs. On est en effet ramené à prouver les 

résultats analogues dans le calcul pour y grand : or la fonction 
de Wigner du calcul EU (voir [54]) a une structure plus simple que 

celle du calcul de Fuchs. L'étude de l'action sur les classes de 

symboles de l'opérateur qui intervient dans (17.24) ne présente 

guère de difficultés. 

On pourra remarquer pour terminer que l'opérateur L défini en 
X 

(17.23), opérateur infinitésimal du groupe de rotations lié à la 

structure complexe de n , joue relativement au calcul H le rôle 

joué par l'oscillateur harmonique ([42]) dans le calcul de Weyl : 

aucun opérateur similaire n'existe dans le calcul de Fuchs. 
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XVIII - LE CALCUL DE FUCHS DU DOMAINE IRn̂ jO}. 

Remplaçons le cône C par IR \J0j et la forme quadratique r(t) 
2 

qui le définit par |t| . Nous nous proposons d'indiquer les grandes 

lignes de la situation obtenue : plus encore que les analogies for

melles, il sera intéressant de mettre en lumière en quoi les deux 

théories différent sur un plan plus profond. 

On suppose n >/ 2, et l'on s'intéresse au domaine 3Rn\ j 0 j , sur 
lequel opère le groupe G = IR^xSO(n) : on identifie l'élément 

(a,Q) 6 Gq à la matrice M = aÇi , et l'on pose |M| = a = (dét M) 1/'N. 
L'espace de Hilbert sur lequel on va opérer est H = L2(3Rn ). Le do

maine IRn^J0} est un espace riemannien symétrique naturellement iso
métrique à 3R* x Sn .̂ En analogie avec les considérations qui ont 

permis d'obtenir (2.12), on explicite la symétrie géodésique de 

nRn̂ |OJ autour de y par 

(18.1) xw<xp^ù 
wx< 2 

It!2 
+ 2< y,t> y 

I t I 2 
= S t . 

-y 

Bien entendu, on a encore MS^M = S ^ si M £ GQ 

Si y Ç K \|0) et T] e K , on introduit la transformation uni-

ta±re Gy,71 Par 

(18.2) (av .u)(t) = |y|n |trnu(St)e2iïï<^-Syt> 

Le calcul de Fuchs sur nRn^J0| est alors défini comme suit. Soit f 
une fonction sur (IRn^J0|) x 3Rn sommable relativement à la mesure de 

Lebesgue dY = dy dT] et telle que f(y,T]) = f(-y,T]) : on lui associe 
l'opérateur Op(f) sur H tel que 

(18.3) Op(f) = 2n f (Y) ay dy 

On fait opérer sur (IRn\|oj) x IR un produit semi-direct G du 

groupe GQ par 3Rn via la relation (comparer avec (2.18)) 

(18.4) (M,b) . (y,Ti) = (My, M' 1 Ti+b 

Par ailleurs, la formule 

(18.5 V(M,b)u(t) = |m|" -n/2 u(M"1t)e2in<b't> 
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définit une représentation unitaire V de G dans H, et l'on vérifie 

la relation de covariance 

(18.6) V(M,b)Op(f)V(M,b) 1 = Op(f o (M,b) 1). 

On peut étendre celle-ci à un groupe de transformations comprenant 

les symétries cjy- Une classe de symboles invariante sous l'action de 

G est celle des symboles de poids 1, définie comme suit : un symbole 

de poids 1 est une fonction de classe C°° sur (JRn^j0|) x r bornée, 

et qui reste une fonction bornée après application d'un élément quel-
Ò — 1 

conque de l'algèbre engendrée par les opérateurs |y| A , |y| 
(1 « j « n) . J 

Jusqu'à présent, rien de bien nouveau n'est apparu. Tout va 

changer avec l'introduction du domaine 

(18.7) n = x IR = ix = (Xo,Xj : X 

C'est un espace riemannien symétrique (l'espace hyperbolique de rang 

un) pour la structure telle que 

(18.8) 2 - 2 2 ds = X z £ dX o . ̂  i 
ĵ o 

La distance d est donnée p 

(18.9 ch d(X,X') = ' - 1 ? ' ? ! » , 2 
(2X X ) ' [XZ+ X + X.-X. ] . o o Lo o 1 * * 1 J 

Il est classique que l'on peut donner une autre réalisation de n 
comme hyperboloïde de masse dans IRn+2 : le groupe de Lorentz 
S0(1,n+1) opère sur ce modèle par son action linéaire naturelle, en 
préservant sa structure riemannienne. En conservant la réalisation n 
de ce domaine, on notera qu'un groupe (non connexe) r d'isométries 
de n est engendré par G et par l'inversion X •—• |x| X, à condition 
de faire opérer G = Gn x lRn (produit semi-direct) par 

(18.10) [M,b] (XQ,XJ ( |m| 1xo,m' 1X*-b) . 

On obtient la composante connexe Tq de l'élément neutre en remplaçant 
l'inversion par le produit de celle-ci par une symétrie linéaire eu

clidienne dans les variables X* . 

L'emploi du domaine n est naturel en vue des formules de résolu-
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tion de l'identité d'un type analogue à celui de la proposition 3.4, 

Soit en effet \|r(t) = g( |t|) une fonction de carré sommable sur lRn 
invariante par rotation, telle que jĵn = 1 et 

(18.11) 
" 00 

Jo 
lg(r) |2 dr 

r 
= a < 00 r 

et posons 

(18.12) w< 
^ù< 

= X o 
n/2 e 

-2in<x. ,t> 
Xot 

pour tout X G II : les fonctions \|r sont normalisées et, pour toute 
2 n 

fonction u 6 L (IR ), on a, grâce à la formule de Parseval, 

'n 
l(u4x) 

(q*Ab*) 
q bk- , 

x< 

O 
<x 

1 dX o f(XQt) |2 |u(t) |2dt 

< 
2 n/2 

r(n) 
^ l'iu|| . 

On peut par exemple prendre i|r = \|rV (v> 
<< 
2 

avec 

(18.13) V̂(t) = kv |t| 

n 
2 

e -2rr | t | 

Hasardons-nous à effectuer la conj ecture suivante : pour que f soit 
un symbole de poids 1, il faut et il suffit que, pour tout N, on ait 

(18.14) |(0p(f )i|f ,̂ »XV,)U C (ch d(X,X' ) ) -N 

pour tout v assez grand, et tout couple (X,X') de points de n • Sans 
avoir d'opinion bien arrêtée sur la validité éventuelle de cette con

jecture, nous pensons qu'en tout état de cause une grande partie des 

méthodes développées dans le présent travail devraient s'étendre à 

cette nouvelle situation. 

Pour clore cet aperçu du calcul de Fuchs sur IRn̂  joj , nous allons 

examiner l'analogue de la représentation V qui, dans le cas du grou-
k 

pe S0Q(2,n+1), a été décrite dans la section précédente : bien enten

du, le groupe rQ (localement isomorphe à SL(2,(E) lorsque n = 2) n'a 

pas de série discrète, et n n'a pas de structure complexe. En suppo

sant 0< \ <n et en posant (pour des raisons qui apparaîtront plus 

loin)\ = - 2 p(0<-p< ^)f introduisons cependant l'espace 
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(18.15) H = ju : ]Rn-> (C ; t |2p |u(t) |2dt <co } , 

A l'aide de la formule 

(18.16) y ( |tl2p) (x) = n 
-2P -B r( P+ )̂ 

l'(-p) 
,x|-2p-n 

on voit que si u = v on peut aussi écrire 

(18.17) liull2 = n" 
•2p-n 

2 
cx<< 
^ùmsq 
r ( - P ) 

|x-x' | 2p nv(x)v(x')dx dx'. 

Posons 

(18.18) cp(t) = k |t| PK (2n|t|) 

avec 

(18.19) kp = 2nn/4[(r(n))"1r(^)r(|-p)r(^ + p)]' 
<x< 

de sorte que ( [28] f P- 101) A - 1 posons aussi 

(18.20) cpx(t) = X( 
w< -2in<X.,t> /v ^ e *' cp(X t) 

= k xn/2 
P o 

e-2iTT<X.,t> |t| pK (2nX0|t|) 

pour tout X 6 n , d'où <x»x = 1. 

Avec g^. X c 
-2 , 

6. . « 
i l 

et dét g X ' 
n 

•2 (n+1 ) l'opérateur de Laplace-

Beltrami à sur n est donné par 

A = (dét g) 
1, 

. — 2. y 3 (dét g)2g13 <c 
Xi 

soit 

[18.21 : A = X2A - (n-1)X < 
<c<< 

où A est le laplacien sur H obtenu par restriction du laplacien 

euclidien de IRn+2 ; on vérifie alors l'identité 

Acpx(t) = [p2- n2/4]cpx(t) . 

Par suite, si l'on attache à u G H la fonction f sur n telle que 
A. 

f (X) = (u,cpx) , on voit que f est solution de l'équation différentiel
le r-invariante 
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(18.22) Af = (p2- n 2/4)f. 

Bien entendu, l'analogue de l'application u'—* f est, dans le cas du 
cône C, la transformation de Laplace K (cf.17.9) de la section pré-

n 

cédente ; dans le cas de IR , cette application s'appelle la trans

formation de Bargmann-Fock. Il est clair que T opère dans les solu

tions de (18.22), ce qui conduit à une représentation : toutefois, 
l'image de H par cette application n'est pas isométrique à un sous-

X 2 
espace d'un espace L avec poids sur n , et il faut vérifier par un 
autre moyen que cette représentation est unitaire. Or, si l'on fait opérer unitairement G dans H par 

(18.23) Vx(M,b)u(t) w<<x< 
n 

-P-9 ~u(M t)e 2irr<b,t> 

et que l'on utilise (18.10), on vérifie que 

(18.24) Vx(M,b)c^ =cp [ M / b ] x • 

Par ailleurs, X y cp est donnée par 

(18.25) <c<<^^ c (1+ |x|V 
p 

- n/2 

avec 

(18.26 c = tt 
p 

wvn< r(n) r n v2 p) 

r<§) < <c< 

< 

et l'on a 

(18.27) (q*Ab*)w< 
q bk- qkb, 

w X 
D n "2 

X 
<c<< 

X 
o 

= c 
P 

Xc 

<x< 
^ù$ [x 2 + 

L o 
l x-X, w< 

n 
P"2 

Attachons à l'inversion X i—• |x| de II la transformation a 
(p2- n2/4f 
(p2- n2/4) 

de H-v , avec 

(18.28) (a v)(x) = |x I 2p-n p v x 

I x l 2 

La formule (18.17) montre que a est unitaire, et la relation (18.27) 

permet d'obtenir sans peine 

(18.29) acpx \ r 2 x ' 
Il est clair que les formules (18.24) et (18.29) permettent d'obtenir 
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(de façon unique) une représentation unitaire V de r dans H 
X X 

Au moins dans le cas où n = 2, celle-ci est extraite de la série 
supplémentaire des représentations de SL(2, (C ) . En effet, explicitons 
au moyen des relations 

X1 = Tw<x<2(To-T1» X1 = T2(To-T1» • I X2 =T3<V-V 
•1 

l'isométrie de n sur 11hyperboloïde de masse xw< < 
^ 2 2 2 2 

To>0'To-VT2-T3 = 1!' 
Pour tout X G n , posons 

(18.30) AX = 
T - \ 

n 1 
T2 + iT3 

T 2 - 1T3 

T + T . 

o 1 
Avec z = x^+ix2, on peut écrire dans ce cas (18.27) sous la forme 

(18.31 ) ^ <Px(z) < cn [(z -1)Ay 
P A •y 

xbv^^ 

Comme SL(2,(D) opère sur n par g.X = X si A^ = g Axg , on vérifie que 

la représentation T telle que T(g) =^ ^ g ) ^ est donnée par 

(18.32) T(g)v(z) = |-pz+ô| |2(p-1) v OL Z-V 
- pz+ 6 

si g = ( y ^ SL(2,<c). Les relations (18.17) et (18.32) permettent de 

reconnaître la série supplémentaire des représentations de SL (2 ,<c)([18] 

p.193).Pans le cas où n = 2, nous avons effectué le calcul des opéra

teurs infinitésimaux (voir section 17) de la représentation V . Con-
X 

sidérons en effet la base de (2,(C) constituée des matrices 

(18.33) w< 
^ùm 

1 
2 

O 
i 

w< 
^mù < 

w< 
^m w 1 

2 
O 
. 1 

-1 
O << 

w<^m 
x<w < 1 2 

i 
O 

O 
-i 

<x 
^ù < 

1 
2' I 

-1 
O 

©2 = 1 
2 

O 
i 
-i 
O w B3 = 1 

2 \ 
-1 
O 1 / 

Par des calculs laborieux (analogues à ceux de la section qui précè

de) , on voit que les opérateurs infinitésimaux (opérant sur H =H 0 ) 

attachés à cette base sont L^,L^,L^,B ,B. donnés par 

(18.34) L1 < 
< 

4n 
2 2 <cx< 

2n Ô1Ô2 + 
P+1 
2tt Ô2~NT2 

L2 = 
<x 

4n 
2 2 

f 
*2 
2n Ô1Ô2 + 

p+1 
2n 

a r T r t i 

L3 = i(-t2a1+ tla2) 
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b3 = i(tla1+t232+ p +1) 

L1+ B2 - 2 tt 12 

L2- Bl = - 27rtl . 

Soit oo 1'isométrie de L (IR ) sur H n telle que P -2p 

(con u) (t) = ItI pu(t) 

et posons = oo L-,00 On vérifie que L.+Bn = -27Ttn/L0-B. ^ ^1 p 1 p ^ ^ 1 2 2 2 1 
= - 2-iït̂ , B3 = i (t^8^+t292 + 1) et = i (-t29^+t^32) sont les opéra
teurs infinitésimaux, indépendants de p, de la représentation V de 

-2~ -2~ 
G définie en (18.5) . Par ailleurs, les operateurs p et p L«2 
admettent comme limite, quand p2^ °°, les opérateurs de multiplica-

2 - 1 2 - 1 tion par les fonctions — ( 4 tt 111 ) t2 et - (4*iïltl ) t̂  . Les quatre 
opérateurs indépendants de p , et les deux opérateurs limites, engen
drent l'espace des opérateurs infinitésimaux de la représentation du 

2 
groupe complet de covariance du calcul de Fuchs sur IR \ {O}* 
Au lieu de prendre p réel, O < - P<^ , on peut prendre p imaginaire 
pur, sans changer (18.28) et en remplaçant l'espace H, par l'espace 

2 n 
L (IR ) . On obtient cette fois, dans le cas n = 2, une partie de la 
série principale des représentations de SL(2,Œ). Cela ne change pas 
l'écriture formelle des opérateurs infinitésimaux de la représenta

tion : comme cette fois rien ne s'oppose à ce que l'on fasse tendre 

ip vers l'infini, on peut regarder le groupe de covariance du calcul 
de Fuchs sur IRn> {̂0} et la représentation qui lui est associée comme 
une contraction de la série de représentations de T que l'on vient 

d'étudier. 

Les considérations qui précèdent rendent extrêmement vraisem

blable la possibilité de développer le calcul de Fuchs sur IRn\{0} 

suivant les mêmes lignes que le calcul de Fuchs du cône C, puisque 

l'on dispose au moins des résolutions de l'identité adaptées à ce 

calcul. L'absence de structure complexe sur l'espace n est néanmoins 
susceptible de créer des surprises intéressantes. 

Enfin, la version obtenue (par transformation de Fourier) en 

échangeant y et n devrait être utile également, puisqu'elle permet

trait l'usage d'une classe de symboles stable par les opérateurs de 

dérivation I n I /^Yj et I n I /9n_. (Uj<n) : on sait que l'existence 
d'un calcul symbolique satisfaisant pour une telle classe (proche 
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d'une classe habituellement notée S : voir à ce sujet le travail 
de G. Bourdaud [8]) rendrait bien des services dans les équations 
aux dérivées partielles. 
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XIX - MÉCANIQUE QUANTIQUE, RELATIVITÉ ET ANALYSE MICROLOCALE. 

Nous n'avons guère évoqué jusqu'à présent dans ce travail l'un 

des aspects les plus fondamentaux de l'analyse pseudo-différentielle, 

à savoir son lien avec la mécanique quantique. 

L'association d'un opérateur Op(f) sur un espace de Hilbert H 

à un symbole f, fonction définie sur l'espace des phases 3£ d'un sys

tème mécanique, est en effet cruciale à un double titre dans la méca

nique quantique des systèmes à un nombre fini de degrés de liberté . 

Pour commencer, la théorie de l'observation repose sur elle, puisque 

(Op(f)u,u) représente le résultat de la mesure de l'observable f 

lorsque le système est dans l'état décrit par la fonction d'onde nor

malisée u. Ensuite, c'est l'opérateur Op(f) attaché à la fonction 

énergie f qui permet dans le cas non relativiste, via l'équation de 

Schrôdinger, de poser le problème de l'évolution quantique du systè

me : son évolution classique, rappelons-le, se décrit au moyen des 

équations de Hamilton-Jacobi liées au hamiltonien de f. Il n'y a pas 

chez les physiciens de consensus sur la façon dont il convient d'in

terpréter les transitions quantiques subies par un système lors d'une 

observation (réduction du paquet d'onde), ni sur la façon dont les 

deux processus (observation et évolution) se complètent. 

Il est remarquable que, dans le cas où 3£ = IR2n , le calcul de 

Weyl Op = Op^ , qui rend tant de services aux analystes, soit en 

même temps la règle de correspondance la plus utilisée, et de loin, 

en mécanique quantique. C'est sans contestation possible la plus 

simple. Nous pensons cependant que l'importance du groupe d'Heisen-

berg en physique a été exagérément grossie par l'emploi exclusif de 

la règle de quantification de Weyl. Si, à n'en pas douter, les struc

tures symplectiques sont fondamentales en physique, rappelons qu'elles 

ne sont en rien liées spécifiquement au groupe d'Heisenberg puis

qu'elles se manifestent très généralement, dans la théorie de 

Kirillov, sur les orbites de la représentation coadjointe. D'autres 

groupes, en particulier le groupe de Poincaré, sont plus fondamen

taux. 

Nous allons commencer par donner un énoncé relatif à l'analyse 

microlocale sur IRn , qui permettra d'introduire très brièvement la 
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méthode de quantification relativiste (calcul symbolique de Klein-

Gordon) issue du calcul de Fuchs longuement étudié dans ce volume. 

Il est instructif à cet effet de mettre en parallèle la mécanique 

relativiste et celle non relativiste, nous autorisant d'ailleurs à 

désigner par la même lettre les notions qui se correspondent. 

On suppose choisies des unités physiques telles que h = c = 1 , 

et l'on s'intéresse à une particule libre, sans spin, dont la masse 

est choisie comme unité. Il est commode, comme on le fait en physi

que d'écrire le point courant de l'espace-temps sous la forme 

x = (t,x) = (xQ,x) ; également, le vecteur (ou plutôt covecteur) 

d'énergie-impulsion est p = (p ,p). Il décrit dans le cas relati-

viste 1'hyperboloïde de masse 3 t d'équation p = (1+lpl ) , et dans 

le cas non relativiste le paraboloide de masse 3f d'équation 

pQ = ^-|p|2. Dans le cas relativiste, soit YQ le groupe de Lorentz 

restreint S0Q(1,n) : il opère sur $6 par son action linéaire. Dans 

le cas non relativiste, le groupe rQ des transformations affines qui 

conservent'Jf est engendré par les transformations (pQ,p)r—(pQ, K§) 

avec K eSO(n) et par les transformations 

: 19. i ) (P0/P)<->(P0-wp1 + 1 
7 

2 
w ,P1-w,p2,...,pn) 

dépendant du paramètre réel w. Rappelons, pour faciliter la compa

raison, que le groupe de Lorentz est engendré par les rotations 

(PQf]?)•—•> (P0'Kp) et Par les transformations ([26], p. 38) 

(19.2) (po,P 
Po"wp1 
1 

P1-wpo 

(1-w2)V 
P 2,-..,P n> : 

les transformations conjuguées d'une transformation (19.2) par une 

rotation s'appellent les "boosts" ou "velocity transformations". On 

voit que la situation non relativiste est tout à fait semblable, 

sauf qu'il n'y a pas dans (19.1) de contraction de Lorentz. 

L'espace L (36) des fonctions sur s e de carré sommable relati

vement à une mesure convenable est invariant sous l'action du groupe 

r : il faut prendre la mesure dp dans le cas non relativiste, et 
_ 1 

la mesure pQ dp dans le cas relativiste. 

Soit ^ ^ la transformation de L2 ($6) dans les distributions 

tempérées sur l'espace-temps IR x IRn définie au sens des distribu-
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tions, dans le cas relativiste, par 

(19.3) (^ \p) (x) 
< 

. . 2iTT<x,p> -1 + cp(p)e Po dp : 

dans le cas non relativiste, on prend la mème définition, après avoir 

remplacé p dp par dp. 

En désignant par A le laplacien £ 
92 

9x? 
et par • l'opérateur 

a2 

3t2 
- A on vérifie que T : <c< 

<c< 
est solution de l'équation de 

Klein-Gordon 

(19.4) 2 
• T = - 4tt T 

dans le cas relativiste et, dans le cas non relativiste, de celle de 

Schròdinger 

(19.5) . 3T 
1 ïït < (4tt) 1 AT . 

Dans le premier cas , 9 C étant en réalité un feuillet d'un hyperbo-
loïde à deux feuillets, il convient d'être plus précis et d'écrire 

l'équation de Klein-Gordon vérifiée par ''v sous la forme 

(19.6) (2ÌTF) 1 <c 
at [1-(4tt21 1A]^T 

Composant ^ avec l'opérateur de restriction à t = o des dis

tributions sur l'espace-temps, on obtient, dans le cas non relati

viste, une isométrie de L2(3f ,dp) sur l'espace de Hilbert H = L2 0Rn); 
dans le cas relativiste on obtient (c'est immédiat : voir par exemie 

Dautray-Lions [16J, t. 2, p. 402) une isométrie de L ($6,p dpT) sur 
i o % n 

l'espace de Hilbert H = H (JR ) , espace de Sobolev habituel muni de 
sa norme standard. 

L'action géométrique précédemment décrite de p sur36 conduit 

à une représentation unitaire irréductible de rQ dans L2(Sf), que 
l'on peut aussi regarder comme une représentation de rQ dans un es
pace de distributions solutions de (19.5) ou de (19.6). On peut ad

joindre à F les translations d'espace-temps, qui opèrent par mul
tiplication de cp El^Ctâ) par une exponentielle du type e 2Ì7T <x 'P>f 

x° £IRn+'1 : le groupe T ̂  obtenu est, suivant le cas, le groupe de 
Poincaré ou celui de Galilée. 

Soit, dans le cas relativiste, n le tube complexe C + iiRn+'' 
employé dans ce travail : dans le cas non relativiste, ce sera 1'en-
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semble des points Z = z + iç t (£n+^ tels que Zq>0. Dans les deux cas. 

posons 

(19.7) w<c<< 
^$wx< 

< e 
-2tt<Z ,p> 

Bt 

(19.8) <c 
^$ù V< ^z t=o 

Une fonction u E H est caractérisée par l'ensemble de ses produits 

scalaires avec les fonctions ipz , en d'autres termes par la trans

formée de Laplace de la mesure portée par associée à , où 

est l'extension de u à l'espace-temps définie par l'équation d'évo

lution (19.5) ou (19.6). On obtient du reste facilement des formules 

de résolution de l'identité analogues à la proposition 3.4, en éten

dant l'intégrale à certaines sous-variétés de n de codimension réel

le 2 : plusieurs choix sont possibles. 

Dans le cas non relativiste, le calcul de \p_ à partir de (19.3), 

intégrale dans laquelle on a substitué <cv<<<pQ 1 
2 pi2 ist immédiat et 

fournit 

(19.9) ^z (x) w Zo 
-n/2 

exp- TT 
Zo 

(x + iZ*r 

2 2 
avec (X) = ZXj si X = (X^,...,^). Dans le cas relativiste, on a 

(19.10) (JL 1cpz) (x) = iMZ-ix) 

avec, par définition, pour tout Z e n , 

(19.11) t|;(Z) 
te 

-27T<p,Z> << 

Po 
= 2(r(Z) 

1 -n 
< Kn-1 

2 
( 2ïï (r ( Z ) ) 2x 

Pour prouver (19.11), on rappelle que r(Z) n'est pas réel ^ O 

d'après la proposition 7.2 : le prolongement holomorphe permet de 

ramener la preuve au cas où Z G C, et l'invariance de Lorentz auto

rise à supposer que Z = (r2,0,...0) avec r = r(Z) ; dans ce dernier 

cas, c'est une conséquence de la formule 

(19.12) 
r oo 

JO 
e 
-z cht (sh t) n-1 dt = 7T 

— 2 / (f) 

1-n 
2 r (- K Xn-1 

2 

(z) 
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énoncée dans [28], p. 85. D'après (19.8), on obtient finalement 

sous la forme 

19.13) *z(x) = ̂ (Z0,ZriXl Zn-ixn). 

Un des buts de cette section est de montrer comment la mécani

que quantique, relativiste ou non, conduit à une analyse microlocale 

des distributions sur IRn. Comme nous l'avons déjà dit, il y a trop 

de fonctions i[»z : limitons-nous à celles pour lesquelles ZQ = 1 et 

posons 

X5i (19.14) 

pour tout H' = x +ÌC1 e Œn : dans le cas relativiste, pour que 

(1,iH') appartienne à n, il faut en outre supposer !Ç' I < 1. 

Dans le cas non relativiste, on a 

(19.15) X^i(x) = exp-TT (x-x '-iÇ ' ) , 

ce qui montre que 
0n/4 ìtt<X',C'> -rrU' I2 2 e e xx'+iÇ' 

est la fonction que nous avions notée tp-*, ri dans la section 1. La 
n ' 

description d'une fonction u sur IR via la fonction H'/—Au, ' ) 

sur Œn s'appelle la représentation de Bargmann-Fock de u (voir par 

exemple Igusa [25], p. 31). Une généralisation de cette représenta

tion, prenant en compte la possibilité de faire dépendre la norme 

symplectique choisie du point de l'espace de phase IR n , a été 

donnée dans [42]; voir également Cordoba-Fefferman [14]. Bros et 

Iagolnitzer [ 10] ont basé sur des transformations de ce genre une dé

finition du front d'onde analytique d'une distribution, dont Bony 

[7] a montré l'équivalence avec d'autres, introduites par diverses 

méthodes ; Sjôstrand a utilisé des généralisations de cette trans

formation dans des problèmes d'équations aux dérivées partielles 
[38]. 

Nous allons montrer que l'analogue relativiste de la représen

tation de Bargmann-Fock conduit immédiatement à une caractérisation 

agréable du front d'onde C°° d'une distribution u £ <̂ ' (iRn) . Soit 

( , ) ^ le produit scalaire sur (IRn) , défini par (u1,u0)^ = (Lu,,uJ, 
l Z Z ~ \) Z 

ou l'opérateur de convolution L a pour symbole de Weyl (1 + 1 £1 )2 . 

Soit B^ la boule-unité ouverte de IRn. 

188 



QUANTIFICATION RELATIVISTE 

D'après (19.11) et (19.13), on a 

(19.16) X£.+i£i (x) = 2[ l x -x ' |2 + 1 - K ' |2 -2 i<x-x ' , £ ' > ] 
1-n 
4 

n-1 
2 

(2ÏÏ[ l x -x ' I2 + 1- I Ç1 |2-2i<x-x',£'>] 
I. 
2 

On voit que, lorsque l£'I =1, la fonction au membre de droite de 
oo 

(19.16) est C en dehors du point x' et reste une fonction intégra-

ble. D'après (19.3), la transformée de Fourier XJ i+ i ^ i est donnée 
par 

(19. 17) X$.+iÇ.(S) = (1 + KI2) ^exp-2TT[(1 + K I 2 ) ^ - < r ^ > + i<x ' ,Ç>] . 

PROPOSITION 19.1. Pour toute distribution tempérée u sur ZRn , la 
co y\ 

fonction de B dans C (IR ) qui associe à 1̂ G B la fonction — n n — 
x1»—>• (u, i + ̂  i ) ̂  s'étend en une application continue de Bn dans 

(IRN) 

Preuve. Considérée comme noyau k(x',x), la fonction XJi+J_^i(x) est 
un noyau de convolution. On se ramène alors au cas où u est conti
nue à croissance lente, auquel cas il suffit d'utiliser l'inégalité 

ixj.+iÇI rô)I C[ Ix-x f| + ilog Ix-x1 I I ] 1+r (x))sin e -xe 

ce qui termine la preuve de la proposition 19.1. 

On peut donc définir 

(19. 18) u(x'+i^') (U'X$.+U.>fc1 

lorsque x'+iÇ1 € IRn +i B : c est une fonctlon continue de Ç' a va-
M n 

leurs dans ̂ ' (IR ) , que l'on peut éventuellement restreindre en une 
distribution sur IRn +i Sn ^ s'il y a lieu. 

THEOREME 19.2. Soit (x°,Ç°) Ç_ IRn x]Rn avec | Ç° | = 1, et soit ué^1 (rf1). 

Si (x°,Ç°) n'appartient pas au front d'onde C°° de u, alors u est C°° 

au voisinage du point x°+iÇ°. 

Preuve . Ecrivons Lu = u^+u^ , le point x° n'appartenant pas au 
support de u2 et étant à décroissance rapide dans un voisinage 

conique W de Ç° : alors 
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n 9.19) X1 = T2(To-T1» = (û1'*x'+iÇ') + (u2'X5T'+iÇ') ' 

Le deuxième terme est une fonction C de (x',£') pour l£*l^1 tant que 
x' est en dehors du support de . Le premier s'écrit 

1+r (x))sin)wwc 
< 
exp-2TT[(1 + l Ç| 2<x, 

<c< 
<£',£>-i<x',Ç>]d£ : 

l'intégrale sur W est une fonction C de (x',Ç') parce que est à 

décroissance rapide dans ce cône ; par ailleurs, pourvu que £' soit 

assez voisin de on a <Ç',^> ^ (1-e) ICI pour un certain e> 0 lors 
que £ n'appartient pas à W, ce qui permet de traiter l'intégrale sur 

3Rn \ W . 

THEOREME 19.3. Soit (x°,£°) e ]Rn x Sn 1 et soit u £ ffi1 (3Rn) . Suppo-
% N n n— 1 00 sons que la restriction de u a 3R +iS soit de classe C au voisi-

->o O ->o o 00 nage de x +iÇ : alors (x ,£ ) n'appartient pas au front d'onde C 

de u 

Preuve. Soit U x v un voisinage ouvert de (x°,^°) dans IRn>< Sn ^ dans 
lequel u est de classe C , et soit un voisinage de £ d'adhéren

ce contenue dans V. Désignant par da la mesure superficielle cano-
0n-1 ^ , nique sur S , on peut écrire 

(19.20) 
<c< 

u(x'+i£')da(Ç') = 
' r 

i ( Ç ) K Ç ) e - 2 ^ 1 + lç |Z: 
1* s2i^<x',Ç>dÇ 

avec 

(19.21 ) 1(5) = 
'V1 

e2,<Ç-,Ç>da(çl)_ 

Soit eE ]0,^] tel que contienne l'ensemble des points £1 ESn 1 

tels que <E>°,E31> > cos 2e , et soit W le voisinage conique de Ç° 
engendré par l'ensemble des points Ç G Sn ^ tels que <Ç°,Ç> .̂ cos e: 

alors, pour tout w<<< Ç G W, contient l'ensemble des points Ç 1 ES11'' 

vérifiant <Ç',Ç> ^ cos e (inégalité du triangle pour la métrique 
invariante sur Sn ). A l'aide d'une rotation, on peut écrire, lors

que £ G W et n >y 2 , 

(19.22) K O >, 
'E,' ^COSÏ 

e 
2tt I r | T' 

1do(Ç') 

n-1 
<x 

2tt 
r n-1 

2 ;C0S£ 

w 

(1-t2) 
n-J 

2 2îrigt 
e dt 
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» C-1e2ïïl^(1 + K l V 

1-n 
4 

et le résultat final reste valable lorsque n = 1. De cette égalité 

on conclut que l'opérateur pseudo-différentiel de convolution A dont 
2 h 

le symbole de Weyl est la fonction I(Ç)e 2tt(1 + | Ç| ) eŝ _ microi0cale-

ment elliptique dans la direction de £°. Comme Au(x'), définie éga

lement par le membre de gauche de (19.20), est une fonction de clas-

se C de x' lorsque x' parcourt U , on en déduit que (x ) n'ap-
oo 

partient pas au front d'onde C de u. 

Les fonctions tpz définies en (19.8) sont permutées entre elles 

sous la représentation du groupe de Poincaré ou de Galilée défi

nie plus haut, à la multiplication près par un facteur indépendant 

de x pour ce qui concerne le cas non relativiste. C'est pourquoi, 

entre autres raisons, il est intéressant de disposer d'un calcul 

symbolique des opérateurs sur H covariant sous la représentation in

diquée. Prenons comme espace de phase 3Ê 1'ensemble des points Q 

- (t,x;v), où v doit être interprétée comme une vitesse G lRn , et 

satisfaire I v i < 1 dans le cas relativiste ; chaque point Q est un 

observateur au sens de la physique. A tout Q correspond une décom

position de l'espace-temps, considéré comme espace vectoriel, sous 

la forme 

(19.23) 
X1 = T2(To-T1»X1 = T 
X1 = T2(To-T1»X1 = T 

où Tn est l'espace de dimension 1 engendré par le vecteurswww 

= (1,v^,...,vn) ; quant àwcwwv , c'est dans le cas non relativiste 

l'espace fixe des points (0,x), et dans le cas relativiste l'espace 

des x £ IRn+1 tels que <j£$yx> = °' c'est-à-dire l'orthogonal den;:<x 

relativement au ds2 de Minkowski. A tout observateur Q, on associe 

la symétrie P^ , transformation affine qui conserve le point (t,x) 

et dont la partie linéaire préserve les vecteurs de TQ et change 

ceux dexxcw<x<<en leurs opposés : P^ ne dépend que du couple (x-tv;v), 

et l'on appelle fonction admissible sur 3 £ toute fonction f(t,x;v) 

ne dépendant que de ce couple, autrement dit satisfaisant l'équation 

différentielle 

(19.24) 8f 
9 t 

+ Z v . 
J 

df 
Bx . 

J 
= 0 
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Evidemment, cette équation permet de confondre une fonction admissi

ble et sa restriction à t = 0. Continuant à identifier, au moyen de 

(19.5) ou (19.6), les éléments u de H à des distributions T sur l'e: 

pace-temps, on peut associer à tout observateur Q, l'opérateur de  
parité défini, dans le cas relativiste, par â T = T o (on a 

ainsi étendu au groupe de Poincaré orthochrone la représentation 

initialement définie sur le groupe de Poincaré restreint) . Dans le 

cas non relativiste, la formule est un peu plus compliquée : si fi 

= (t°,x°;v), on trouve (cf p1]) 

(19.25) (a T) (t, x) = T(t,2(x°-t°v)-x + 2tv) 

exp-4iTT<v,x-tv-x° + t°v>. 

Dans les deux cas, on peut enfin attacher à tout opérateur à trace A 

sur H le symbole (passif) g de A défini par 

(19.26) g (fi) = 2nTr(AGfi) : 

c'est une fonction admissible sur 3c . 

Dans le cas non relativiste, H = L2(IRn) , les fonctions admis

sibles s'identifient à des fonctions sur n , et l'on retrouve, 

ainsi qu'on le vérifie aisément, le calcul symbolique de Weyl (faire 

t = 0 et t° = O dans (19.25)) : insistons sur le fait qu'à aucun mo

ment nous n'avons considéré le groupe d'Heisenberg ! 

Dans le cas relativiste, nous avons introduit dans [49], et dé

veloppé dans [50],[51], le calcul symbolique obtenu, sous le nom de 

calcul de Klein-Gordon. Le lecteur n'aura pas manqué d'observer la 

similitude de la construction des calculs de Weyl et de Klein-Gor

don : c'est évidemment lié au fait que cette construction a une por

tée plus générale. Il convient de faire remarquer cependant que le 

calcul de Klein-Gordon a une structure plus riche que le calcul de 

Weyl : du reste, si l'on modifie la construction qui précède en 

choisissant une unité de vitesse indépendante de la vitesse de la 

lumière, il n'est pas interdit de faire tendre c vers l'infini ; 

on constate alors [49] que le calcul de Klein-Gordon se contracte 

(i.e. dégénère) vers le calcul de Weyl. 

Pour terminer, observons que, sous conjugaison par la transfor

mation de Fourier , un calcul symbolique des opérateurs agissant 
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sur des solutions de (19.16) apparaît comme un calcul symbolique su3 
L (tbt,p ^dp) . En fait, le calcul de Klein-Gordon n'est qu'une "res-

° 2 
triction" (le mot est impropre, car L (C,dm(t)) est une somme conti
nue des espaces L2(^m,pQ^dp) associés à une masse variable m > 0) 
du calcul de Fuchs développé dans le présent travail, et c'est bien 
ainsi que nous en avons découvert [49] l'existence. 

La présente section aura fait voir, nous l'espérons, qu'en ma
thématiques tout autant qu'en physique les structures issues de la 
relativité sont susceptibles de jouer un rôle fondamental. 
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RÉSUMÉ 

Soit C le cône de lumière solide constitué des points (XQ,X^) 

€ IR x IRn tels que xQ > lx*l. C'est un espace symétrique pour une 

structure riemannienne invariante par le groupe de Lorentz et par les 

homothéties de rapport positif. Egalement, l'espace cotangent T*(C) 

admet un groupe G de transformations affines qui contient le groupe 

de Poincaré. On étudie un calcul symbolique des opérateurs (le calcul 

de Fuchs de C ) , c'est-à-dire une règle de correspondance entre des 
2 

fonctions sur T*(C) (les symboles) et des opérateurs sur L (C) : le 

calcul de Fuchs est covariant relativement à l'action de G sur T*(C) 

dont il a été question plus haut et à une certaine représentation de 

G dans L2(C). 

Le calcul de Fuchs est comparable au calcul pseudo-différentiel 

classique (le calcul de Weyl) sur IRn mais adapté à la géométrie du 

cône : ainsi, les espaces de Sobolev de la théorie sont liés à l'o

pérateur de Laplace-Beltrami de C. Les faits les plus marquants rela

tifs au calcul de Weyl (par exemple le théorème de Calderon-Vaillan-

court sur la continuité des opérateurs) s'étendent, mais sont consi

dérablement plus difficiles à établir. L'analyse pseudo-différentielle 

sur le demi-espace ou le domaine d'un certain problème mixte est un 

sous-produit du calcul de Fuchs du cône : dans le cas du demi-espace, 

elle étend et précise l'analyse totalement caractéristique de Melrose. 

Les méthodes reposent sur la théorie de la quantification et 

sur la série discrète holomorphe de représentations du groupe confor

me S0Q(2,n+1), groupe des automorphismes du domaine de Siegel C + ilRn+\ 

L'un des but poursuivis est de montrer que le calcul de Weyl 

n'est qu'une des nombreuses analyses pseudo-différentielles possibles 

que la géométrie des domaines classiques amène à construire. Restrei

gnant le calcul de Fuchs du cône à un hyperboloïde de masse, on ob

tient un calcul symbolique (le calcul de Klein-Gordon) qui joue rela

tivement au calcul de Weyl le rôle que joue la mécanique relativiste 

par rapport à la mécanique classique. 
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SUMMARY 

Let C be the forward light-cone in (n+1)-dimensional space : 
it is a symmetric space for a riemannian structure invariant under 
the Lorentz group as well as under the "scale transformations" 
Xf->a x (a > 0) . Also, the cotangent space T* (C) admits a group of 
affine transformations that contains the Poincaré group. We define 
and study a calculus of operators (the "Fuchs calculus" of C), i.e. 
a correspondence rule Op from functions on T*(C) (symbols) to opera-

2 
tors acting on L (C) : the Fuchs calculus is covariant under the 
group action alluded to above, and a certain representation of that 

2 
group in L (C). 

The main results are quite parallel to the ones well-known in 
the Weyl calculus on IRn (e.g. the Calderon-Vaillancourt theorem on 
the boundedness of operators), though the main estimate is conside
rably more difficult to prove. The whole analysis is closely tied to 
the geometry of the cone : thus, the relevant Sobolev spaces are de
fined in terms of the Laplace-Beltrami operator of C. Related domains, 
the pseudodifferential analysis on which is a by-product of the pre
sent analysis, include the half-space as well as the domain suitable 
for the analysis of mixed (space-time) boundary-value problems on a 
ball. In the half-space case, Melrose's totally characteristic opera
tors fit into the Fuchs calculus. 

The methods rely heavily on quantization theory and on the 
holomorphic discrete series of representations of the conformai 
group SO (2,n+1), which is the group of automorphisms of the Siegel 
domain II = C + inR n + 1 . 

One of the major motivations at the origin of the present work 
was to show that the Weyl calculus is just one of numerous pseudodif-
ferential analyses, that live on classical domains. Restricting the 
Fuchs calculus on the cone to a mass hyperboloid, one gets a symbolic 
calculus (the Klein-Gordon calculus) whose relation to the Weyl cal
culus is in some ways identical to the relation of relativistic me
chanics to classical mechanics. 
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