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INTRODUCTION

Considérons le domaine C de IR x R" constitué des points
X = (xo,x*) tels que Xy > Ix,! : c'est un espace symétrique pour une
structure riemannienne invariante aussi bien par les homothéties que
par les transformations de Lorentz. De plus, le tube complexe II
= C+iIRn+1est lui-méme un espace symétrique, a savoir le domaine

BD I(g=2) de la classification d'E. Cartan.

A cette géométrie trés riche est adaptée une théorie des opé-
rateurs pseudo-différentiels sur C, qui est 1l'objet de la présente
monographie.

Les méthodes employées sont le fruit d'une assez longue élabo-

ration ([42] a [48] ) : l'analyse harmonique et la théorie de la

quantification y jouent un rble important.

VUE D'ENSEMBLE ET MODE D'EMPLOI

Trois objectifs ont été a l'origine de ce travail. Il s'agit
pour commencer, en séparant les aspects fondamentaux de 1l'analyse
pseudo-différentielle classique de ses aspects particuliers 1iés au
choix d'une certaine reégle de quantification (calcul de Weyl), de
concevolir l'esprit et les méthodes d'une future théorie générale de
la quantification : a n'en pas douter, les réflexes issus d'une pra-
tique constante des relations d'incertitude d'Heisenberg doivent ici
céder le pas a une utilisation systématique des méthodes de 1'ana-
lyse harmonique non commutative (espaces symétriques, théorie des
représentations). Le deuxiéme but est d'étudier assez complétement
la quantification naturelle d'un domaine classique : il s'agit

d'apprécier sur un modéle local important de variété avec singulari-
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té la contribution que 1l'analyse pseudo-différentielle intrinséque
de ce domaine est susceptible d'apporter a la compréhension des pro-
blémes aux limites posés dans ce domaine. Enfin, le choix du cdne de
lumiére n'est pas fortuit : outre le fait que le domaine de Cartan
BD I(g=2) n'est que de rang 2, ce qui rend certains calculs moins
inhumains (voir [53]), les groupes et représentations de groupes qui
interviennent ici sont bien slr liés a la relativité; la mécanique
quantique relativiste comprend la troisiéme application visée par le
présent travail.

Le lecteur qui désire avant tout s'informer sur les méthodes
d'analyse harmonique mises en jeu, et sur la structure du calcul de
Fuchs, aura avantage a parcourir l'introduction, puis les sections
1,2,3,17,18 avant de poursuivre éventuellement. Il n'est pas indis-
pensable qu'il se sente motivé par la premiére partie de cette in-
troduction, destinée a situer le calcul de Fuchs par rapport a 1l'a-

nalyse pseudo-différentielle classique.

A l'opposé, si les problemes aux limites sont absents de ce
travail (mais nous espérons y revenir ailleurs), le calcul symboli-
que a été suffisamment développé pour ce qui concerne 1l'analyse in-
terne du domaine C (espaces de Sobolev, opérateurs elliptiques); le
cas du domaire mixte JKJ, décrit dans les sections 15 et 16, est le
plus maniable. Dans le cas du demi-espace (étudié également, par
d'autres méthodes, par plusieurs auteurs), nous avons éclairci le
lien avec le calcul totalement caractéristique de Melrose [29] .

La section 19 comprend une application des méthodes utilisées
dans ce travail a l'analyse microlocale sur 131, et une introduction
au calcul de Klein-Gordon, sorte de restriction du calcul de Fuchs
du cbne. La relation du calcul de Klein-Gordon au calcul de Weyl est
analogue a celle de la mécanique relativiste a la mécanique classi-
que. Ce calcul est développé dans des articles en cours [49], [51]
et constitue a notre avis, tant par lui-méme que par ses générali-
sations possibles, la plus prometteuse des applications du présent

travail.

Notre lecteur préféré est celui qui s'intéresse aux opérateurs
pseudo-différentiels pour eux-mémes : cet ouvrage lui est principa-

lement destiné.



INTRODUCTION

L'ANALYSE PSEUDODIFFERENTIELLE

L'analyse pseudo-différentielle, on le sait, associe des opéra-
teurs agissant sur les fonctions définies sur un domaine M a des fonc-

tions (les symboles) définies sur un espace de phase :celui-ci est

en général l'espace cotangent T*M. L'efficacité de cette analyse
tient a la grande variété des opérateurs que l'on peut produire de
cette facon, a la précision des estimations obtenues quant a la con-
tinuité de ces opérateurs, enfin a la facilité d'emploi des formules
asymptotigues exprimant la composition des symboles. Elle est a 1l'o-
rigine du concept de front d'onde (ou spectre singulier) d'une dis-
tribution sur M, auquel de nombreux énoncés d'E.D.P. doivent leur

élégance.

Les actions et représentations de groupes sont 1l'ingrédient es-
sentiel, quoique le plus souvent non explicite, de l'analyse pseudo-
différentielle. Ainsi, lorsque M = r" , le groupe des translations
de R" (et son groupe dual, agissant sur les transformées de Fourier)
joue-t-il un rdle dans la définition méme de la régle usuelle de
correspondance entre symboles et opérateurs ; dans le cas d'une va-
riété ouverte M, l'action (locale) de ce groupe dépend du systeéme de
coordonnées choisi, mais reste néanmoins essentielle. Plus récemment,
en particulier a la suite des travaux de J. Leray [27], 1l'importance
du groupe symplectique est apparue en pleine lumiére. Enfin, le grou-
pe des homothéties sur les fibres de l'espace cotangent intervient
(& un titre différent, car aucune représentation ne luil est associée)

dans la définition du front d'onde.

Les problémes aux limites se posent sur des domaines M dont la
géométrie locale (au voisinage des points de dM) est décrite de
facon naturelle au moyen de groupes locaux distincts de ceux consi-
dérés plus haut. Les méthodes de microlocalisation doivent nécessai-
rement refléter cet état de fait. C'est ainsi que R.B. Melrose a
montré dans [29] tout l'intérét qu'il y a, dans le cas d'une variété
a bord M, a remplacer l'espace cotangent T*M par l'espace cotangent
comErimé‘¥*M, qui differe du-premier au voisinage de j3M. Les symboles
vivant sur ﬁ*M sont ceux des opérateurs pseudo-différentiels totale-

ment caractéristiques . On décrit facilement ce que sont les opéra-
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teurs différentiels parmi ceux-ci : ce sont ceux de l'algébre engen-
drée par les champs de vecteurs Cm sur M gui sont tangents a 3aM aux
points de M. A l'analyse pseudo-différentielle totalement caracté-

ristique sur M est attachée une notion spécifique de front d'onde.

D'autres problémes aux limites classiques et naturels se posent
sur des domaines dont la frontiére ne saurait elle-méme étre une va-
riété Cc* . C'est ainsi qu'une quantité de travaux ont été consacrés
a des problémes sur des variétés & coins ol a singularités coniques
(on pourra voir par exemple P. Bolley, M. Dauge et J. Camus [g],

J. Cheeger et M. Taylor [12], M. Dauge [15], Pham The Lai [30p), M. Rou-

leux [347], B.W. Schulze [35]). Par ailleurs, les problémes mixtes ont

des domaines, dans l'espace-temps, du type d'un demi-cylindre. Notre
ambition est de montrer sur l'exemple du cbne C (mais la présente
introduction suggérera un choix plus vaste de modéles locaux) qu'il
est possible de développer une analyse pseudo-différentielle exacte-
ment adaptée a la géométrie du cbne : celle-ci est d'une richesse
considérable, puisque le groupe de Lorentz, complété par les homothé-
ties, y opere. Deux sous-produits de cette analyse concerneront les
cas ol M est un demi-espace (c'est aussi le modéle local de la théo-
rie de R.B. Melrose), ou bien le demi-cylindre basé sur une boule de

r".

Avant de donner des indications sur les résultats et méthodes,
rappelons, pour faciliter la discussion ultérieure, que dans le cal-
cul des opérateurs pseudo-différentiels sur R" deux sortes (au moins)
de symboles s'imposent a notre attention. Les symboles classigues
sont des fonctions f(x,%) de classe c® sur Eglxﬂgl qui vérifient les

inégalités
lagef £, e c (1 IR

ou la constante m s'appelle l'ordre du symbole f ; les symboles de

Calderon-Vaillancourt (ils furent en effet étudiés pour la premieére

fois par ces auteurs |11]) sont caractérisés par des inégalités si-
milaires, l'exposant m- |g étant remplacé par m. Ces derniers sont
bien entendu plus généraux que les symboles classiques, et ils pré-
sentent une grande utilité technique. Observons que la nature des
symboles de Calderon-Vaillancourt est lide a la structure de groupe
additif de IRanRn, et que celle des symboles classiques dépend en
outre de la structure vectorielle du second facteur de ce produit.

A ce titre, les symboles de la premiére espéce se généralisent de
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facon naturelle & tous les cas ou l'espace de phase (la variété sur
laquelle vivent les symboles, quelle qu'elle soit) est un espace rie-
mannien homogéne ; les symboles classiques se laissent définir des
que l'espace de phase a en outre une structure de fibré vectoriel.
Dans le cas du cbne C, nous étudierons les opérateurs correspondant

a ces deux types de symboles. Insistons sur le fait que la partie
difficile de ce travail concernera 1l'étude des opérateurs de Calderon-
Vaillancourt : les propriétés asymptotiques spécifiques au calcul des
opérateurs classiques se déduiront sans peine de la. Enfin, une es-
pece encore plus particuliére de symboles est bien adaptée aux pro-
priétés de traces : elle est essentiellement celle de symbole tota-

lement caractéristique de R.B. Melrose.

Une trés breéve description de 1l'analyse pseudo-différentielle
du demi-espace M = RIXZRH montrera tout de suite les différences
entre l'analyse pseudo-différentielle développée ici et celle déve-
loppée, en vue des problémes aux limites, par d'autres auteurs (L.
Boutet de Monvel [9], R.B. Melrose [29]). Le groupe le plus naturel
opérant sur ce domaine est le produit direct du groupe des transla-
tions de R" par le groupe ]R: des homothéties opérant sur le pre-
mier facteur. Désignant par (s,x) ou (t,y) le point courant de
R: x]Rn, et par (0,%) ou (71,7) 1la variable duale, nous associons
au symbole f(s,x;0,8) l'opérateur Q(f) sur L2(M, ds dx) défini par

(Q(£)u) (s,x) = Jf((st)é, 2L om

exp 2inm[ (s-t) t+<x-y,N>Jult,y)dt dy drdn.

La seule différence, mais elle est essentielle, avec le calcul de
1

1 . S+ 3 .
, est que l'on a remplacé stt par (st)® : notons bien

eZi.rr(S-t)'r

Weyl sur Rn+

sQir, pour prévenir toute confusion, que n'a pas été rem-
§)2in7
t L4
guisée par difféomorprhisme du calcul de Weyl ! Au contraire, le pré-

placé par ( sans quoi ce calcul ne serait qu'une version dé-

sent calcul est 1ié non seulement a la géométrie intrins&que de M,

n+1

mais également au plongement de M dans R . Les symboles de Calde-

ron-Vaillancourt d'ordre O sont caractérisés par les inégalités

-13 ,k

s 20 7(s 252 (2185 (s, xi0,8) | < © :

jkap
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1ls conduisent dans ce calcul a des opérateurs bornés sur L2(M). Les
différences entre ce calcul et celui obtenu par une restriction con-
venable du calcul de Weyl sur Rp+1 s'estompent a mesure que l'on
renforce les hypotheéses sur les symboles f : il en est ainsi, en par-
ticulier, si 1l'on se limite a l'utilisation des symboles totalement
caractéristiques de Melrose ; les opérateurs correspondants rentrent
en effet dans notre calcul, mais l'hypothése de lacunarité sur les

symboles n'a plus ici de raison d'étre.
LES RESULTATS

Le céne C est un espace riemannien homogéne sous l'action du
groupe G, = IR: ><SOO(1,n), ol le groupe SOO(1,n) désigne la compo-
sante neutre du groupe de Lorentz : munissant C du point de base
w= (1,0) € R x R" , on 1'identifie a IR} x (S0_(1,n)/80(n)). C'est
également un espace symétrique : la symétrie géodésique autour de
w est l'application Se telle que

2 )_1 (XOI"X*) ’

Sw(xo,x*) = (xi—]x*]
et 1'homogénéité permet d'expliciter sans peine la symétrie Sy au-
tout de n'importe quel point y €C. Désignant par dm(y) la mesure
sur C (unique a un coefficient preés) invariante sous l'action de
Go’ on introduit 1l'espace de Hilbert H = L2(C,dm). Pour tout y € C,
la transformation oy de H définie par (cyu)(t) = u(Syt) est une

transformation unitaire de H.

On aura noté que la définition de oy ne dépend que de de la

géométrie intrinséque de C. Au contraire, la réalisation de C comme
n+1

ouvert de R intervient dans la définition suivante : pour tout
il Ejmn+1, la transformation unitaire Tn de H est définie par
(tpw (&) = u(p)e®? e

Il est convenable d'interpréter 1l'espace des couples (y,M)

*
comme 1l'espace cotangent T (C). Le calcul de Fuchs des opérateurs

pseudo-différentiels sur Cest alors défini comme la régle de cor-

respondance f ~ Op(f) qui a toute fonction f sommable sur T*(C)
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(un symbole) associe 1l'opérateur Op(f) sur H tel que

=22 £y, ~1 gy an.
Op (f) jj (y,m) Ty 1 y an

si l'on effectue une construction analogue en partant (au lieu de C)
de la demi droite IR: plongée dans IR, on obtient une théorie [48]
dans laquelle les équations différentielles ordinaires du type de
Fuchs occupent la place réservée, dans la théorie sur Efl, aux équa-

tions elliptiques : c'est ce qui explique la terminologie adoptée.

La définition du calcul de Fuchs offre d'emblée un certain
nombre de satisfactions formelles. Ainsi, l'action géométrique de
GO dans C conduit & une représentation unitaire de ce groupe dans
H ; armé en outre des transformations ¢_, on obtient une représen-
tation unitaire V dans H d'un certain produit semi-direct G de G,

par le groupe additif‘Rn+1. Ce groupe G peut étre identifié a un

n+1 c ]R2n+2

groupe de transformations affines de T*(C) = CxIR H
dans le cas ou n = 3 , C est le cbne du futur de la relativité, et
G contient le groupe de Poincaré. On vérifie alors sans peine une
formule de covariance, gqui exprime la cohérence entre la regle de
correspondance Op, la représentation de G dans H et 1l'action géomé-

*
trique de G sur T (C).

Ce travail est consacré pour l'essentiel a l'examen des gues-
tions fondamentales propres a rendre le calcul de Fuchs utilisable
au méme titre que l'est, sur IRn, le calcul de Weyl des opérateurs

pseudo-différentiels. Appelons symbole de poids 1 toute fonction f

*
de classe C° sur T (C) = C ><]Rn+1 vérifiant ce qui suit : pour tout
*
opérateur D¥ de dérivation au point (w,0) €T (C), la fonction v =
(D (f o y))(w,0) est bornée sur le groupe G.

N

Le théoréme 10.3 montrera que l'opérateur Op(f) attaché & un symbole
de poids 1 est borné sur H. Ce théoréme est pour le calcul de Fuchs
l'analogue de ce qu'est le théoréme de Calderon-Vaillancourt (corol-
laire 1.1) pour le calcul de Weyl : sa démonstration mettra en oeu-
vre des moyens importants. L'espace de phase T*(C) ayant une struc-
ture de fibré vectoriel, la notion de symbole polynomial d'ordre m
entier > O y prend un sens : il convient bien entendu de restreindre
(tenant compte de la structure riemannienne de C) le comportement
d'un tel symbole lorsque y s'approche de 3C. Comme dans le cas du

N

calcul pseudo-différentiel sur IRn, on parvient a la notion de sym-
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bole classique d'ordre m, ou m est un nombre réel quelconque, en

renongcant au comportement polynomial au profit de conditions de
croissance bien connues : les dérivations par rapport & la variable
N améliorent le comportement, ce qui fait que la notion de symbole
de poids 1 est plus générale que celle de symbole classique d'ordre
O. Nous établirons, pour le cas des symboles classiques, la validi-
té asymptotique d'une série exprimant le symbole de la composition
Op(f) o Op(g) de deux opérateurs. Les deux premiers termes n'y sont
pas distincts des termes correspondants de la formule analogue du
calcul de Weyl, et le crochet de Poisson joue en particulier le mé-
me rble, ce qui étend au calcul de Fuchs la signification des opé-
rateurs elliptiques et du front d'onde d'une part, du hamiltonien

d'autre part.

LES METHODES

Le calcul de Fuchs sur C a une structure plus complexe que le
calcul de Weyl sur IRn, qui est le reflet de la plus grande comple-
xité de son groupe de covariance (rappelons que celui-ci contient le
groupe G de transformations affines de T*(C) introduit plus haut).
Aussi a-t-il été nécessaire de développer des méthodes intrinséques
et d'une grande économie. C'est pourquoi le lecteur ne trouvera ici
rien de l'arsenal traditionnel avec lequel il est peut-&tre fami-
lier : découpage de symboles, intégrations par parties répétées,
développements de Taylor sous la formule intégrale de composition
des symboles. Nous avons inséré (section 1) un traitement du calcul
de Weyl sur r" par nos méthodes. On peut y voir gque les faits es-
sentiels de l'analyse pseudo-différentielle sur R" sont des corol-
laires immédiats d'une certaine caractérisation (théoréme 1.1) des
opérateurs ayant des symboles de poids donné : en outre la preuve
du théoréme 1.1 est trés facile. Dans le calcul de Fuchs sur C, ce
plan subsistera, avec la différence que la preuve de 1l'analogue
du théoréme 1.1 (les théorémes 9.9 et 114 ) nécessitera des déve-

loppements considérables.

La premiére t8che consiste a construire sur l'espace de phase une
structure complexe dont les éléments du groupe G soient des automor-

n+1

phismes. Le tube complexe 11 = C+iIR répond a la question. Il est

préférable, pour des raisons de clarté, de ne pas l'identifier a

10
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T*(C) : cependant les actions de G sur p et sur T*(C) sont équiva-
lentes sous un entrelacement défini en (2.22). L'espace [ est le
domaine classique BD I, que l'on peut regarder comme l'espace homo-
géne SOO(Z,n+1)/SO(2) x SO0 (n+1). Soit 3 > max(0O,n-1) : le cas n=0
n'est pas exclu de nos considérations et correspond a C = R:. La
transformation de Laplace permet d'identifier 1l'espace des fonctions

-x/zdy a un es-

u sur C de carré sommable pour la mesure (yg—]y*lz)
pace de fonctions holomorphes sur 01 . Il en résulte une représenta-
tion unitaire irréductible dans HX du groupe I = SOO(2,n+1) des
automorphismes de la structure complexe de I . On a ainsi donné une
construction de la série discréte holomorphe de représentations de

I' (voir K.I. Gross et R.A. Kunze [19], H. Rossi et M. Vergne [327):
comme on ne fait pas d'hypothése arithmétique sur A on n'obtient que
des représentations projectives en général, ce qui importe peu pour

notre propos. On notera aussi que H = H Le bénéfice principal

n+1°
pour le calcul de Fuchs est d'avoir réalisé HK comme un espace de

fonctions possédant un noyau reproduisant, ce qui permet d'associer
dune fagon canonique a tout point X € I un élément ¢§ de l'espace Hi:

en composant avec l'isométrie naturelle de H, sur H, on obtient pour

A
tout X un élément w; de H.Comme on peut voir que la restriction au
groupe Ge&T de la représentation (extraite de la série discrete)
est, a équivalence prés, indépendante de ) , on voit que 1l'on a,

pour tout 3 € G, la relation

A _ A
V(y)\lix = ¢[Y]X

si 1l'on désigne par V la représentation déja citée de G dans H, et
par [y] 1l'automorphisme de ; attaché a y . Soit 4, la mesure inva-

riante de [ : il existe une constante kx>o telle gqu'on ait
[ V) (v du(x) = k. (u,v)
il 'YX X' M Y

quelles que soient u et v appartenant a H. Cette formule peut s'in-

terpréter comme fournissant une résolution de l'identité sur H, i.e.

une décomposition de 1'identité comme superposition des opérateurs
de projection sur les fonctions ¢§ ; les physiciens appelleraient

volontiers ces fonctions des états cohérents.

Par des arguments hilbertiens que nous avions déja utilisés

dans [47 pour le calcul de Weyl sur IRn, toute l'analyse d'un opé-
p

11
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rateur A est alors ramenée a l'examen des produits scalaires
(A¢§,q&.) lorsque X et X' sont deux points de . Soit d la distance
riemannienne sur l'espace 11 . Le théoréme fondamental du calcul de
Fuchs consiste a caractériser les opérateurs A = Op(f), ol f est un
symbole de poids 1, comme ceux pour lesquels (Aw;,wg.) est majoré
par n'importe quelle puissance de exp-d(X,X'). Le théoreéme (théore-
mes 9.9 et 11.4) a un énoncé un peu plus laborieux, parce qu'il
faut faire varier j; , et que d'autres poids doivent également étre

considérés.

Il nous reste enfin a expliquer, car la est toute la difficulté,
par quel moyen on estime ces produits scalaires. On commence par ex-

pliciter 1la fonctlon de Wigner w(wx,w : nous entendons par la la

fonction sur T (C) qui permet d'écrire pour tout symbole f (raison-
nable) l'identité

A
(0P (£) ¥ ¥ 1) =fT*(C)f(Y>ww§,¢§(.)(Y)ay

avec Y = (y,m) et dy = dy dn. Le théoreme 7.3 fournit la fonction
de Wigner sous la forme d'une intégrale simple que l'on ne peut pas
réduire davantage, sauf si n = 0, auquel cas elle s'exprime gréce

a la fonction de Bessel K-

Ensuite, il faut majorer la fonction de Wigner. La difficulté
ne réside pas dans l'examen de la fonction spéciale de rang 2"
qui y intervient, mais dans l'obtention d'une certaine inégalité

géométrique. Posons

r (X)

1]
>
!
ko
1
|
>

si Xeqn, et
- L - X
p(X,X') = < X, X'>+(r (X)) % (x(X") ).

Il s'agit alors de montrer qu'il existe deux nombres positifs ¢ et

N tels que, quels que soient X et X'€ 11 , on ait

Re [(p(X,X")) 2] » elX] ?|X' | ? exp(-N d(X,X")).

Cette inégalité (théoréeme 8.17 ne sera obtenue qu'au prix d'un
grand nombre de lemmes, et les sections 5 et 8 sont entiérement

consacrées a sa démonstration.
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L'estimation de 1l'intégrale qui permet de calculer
(Op(f)wiﬂb%) obtenue & la suite de ces inégalités n'est pas encore
satisfaisante, et il faut améliorer les puissances de exp d(X,X')
qui y interviennent. Profitant de la différentiabilité du symbole f,
on y parvient grdce a une intégration par parties, la seule de toute
la théorie. On établit en effet (lemme 9.5) l'existence d'un opéra-

teur BX permettant d'écrire 1l'identité

A
X

)

I(X+X') I¢ Xl)

A
I‘hxl) = 3 W(‘VX

4(r(Re X)r(Re X'))

wa<¢

et 1'on note que le facteur apparent au second membre est du méme
ordre que exp d(X,X'). Ce point méritait d'étre signalé car il mon-
tre bien le r&le important joué par les fonctions w%, bien que ces
fonctions (ainsi que)) ne soient pas apparues dans la définition du
calcul de Fuchs. On notera que l'opérateur B, n'est pas un opéri—
teur différentiel , mais un opérateur pseudo-différentiel sur T (C)
dont il faut encore établir la continuité sur des espaces de symbo-
les appropriés. Ceci ne présente pas de difficulté particuliere, et

conclut ce résumé des méthodes employées.

PERSPECTIVES

Il paralt assuré que tout ce programme doit pouvoir étre déve-
loppé dans tous les cas ou Il est remplacé par un espace hermitien
du type d'un tube complexe, C étant remplacé par la base de ce tube:
parmi ces espaces [ , certains domaines classiques (I. Piatetskii-
Chapiro [31]) sont les plus intéressants. Le seul point qui parait
redoutable dans le cas général concerne l'établissement de 1'inéga-
lité géométrique cruciale qui permet de majorer la fonction de Wi-

gner.

Le lecteur aura sans doute observé que peu de structure (la
structure d'espace symétrique de C, et le plongement de C dans un
espace numérique) a été nécessaire pour définir le calcul de Fuchs
et établir la covariance de celui-ci a 1'égard d'actions convenables
de G. En revanche, une structure trés riche (la structure hermitien-
ne deqn ) a été nécessaire pour établir la continuité des opérateurs
dontles symboles sont de poids 1. Enfin, compte tenu de ce dernier

résultat, l'existence de développements asymptotiques refléte le

13



A. UNTERBERGER

simple fait que les opérateurs différentiels ont des symboles poly-
nomiaux par rapport & 7. Notre propos dans le reste de cette intro-
duction est de situer le calcul de Fuchs parmi les calculs covariants
que 1l'on obtient facilement par diverses généralisations du calcul

de Weyl, et d'expliquer ainsi les raisons de son succes.

Il yv a au moins trois facons d'interpréter la formule qui défi-
nit le calcul de Weyl f =~ Opw(f) des opérateurs pseudo-différentiels
sur R", suivant que l'on privilégie les opérations de symétrie ou
celles de translation. Comme nous allons le voir, elles conduisent
a des généralisations différentes.

Pour tout Y = (y,N) € R™ X R" et toute distribution u sur R" ,
posons

(t,u) (x) = ulx-y) exp 2im <x-

v M>.

SIS

—1B@x

On peut écrire Ty = €Xp 2im (<M, g>-<y,p> ] si g = x et p = (2im)
désignent les opérateurs de position et d'impulsion habituels en

physique. Les opérateurs r, engendrent une version du groupe d'Hei-

Y
senberg, mais on peut aussi regarder T comme une représentation pro-
jective du groupe additifimzn . La propriété caractéristique du

calcul de Weyl est que T

v est 1'image par Opw du symbole

(x,€) *+~ exp 2in[<n,x>—<y,§>].

Si 1l'on définit la forme symplectique [ , ] sur Eflx Rr" par

[(Xlg) ’ (an) ] = _<xlﬂ>+<YI§>

et que, pour toute distribution f sur R" X r" , On pose

on f(Y)e_4in B,Y]dY'

(gf) (x)

N

on parvient a la relation

i

Op, (£) = 2" (ﬁ;)(Y)TZYdY

qui exprime l'opérateur de symbole f comme superposition des opéra-
teurs "de translation" Ty i oce dernier qualificatif est justifié par

la relation de covariance
_1 _ _
TYOPW(f)TY = Opw(X ~ £(X-Y)).

Cette construction peut dans une large mesure, grdce a la théorie de

14
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Kirillov, étre généralisée au cas olu le groupe d'Heisenberg est rem-
placé par un groupe nilpotent général ou méme un groupe résoluble de
type exponentiel. Les aspects formels de ces généralisations ont été
étudiés par divers auteurs, parmi lesquels R. Howe ([23], [24]). En
revanche, aucune de ces généralisations n'a été développée au point
de fournir un calcul utilisable des opérateurs, et nous avons des
raisons sérieuses de croire qu'il ne peut y exister en général de
théoreme satisfaisant @nalogue a celui de Calderon-Vaillancourt)
concernant la continuité des opérateurs. Il reste bien entendu que
la théorie de Kirillov est par ailleurs un instrument irremplacable
dans la classification des représentations de groupes.

Une autre facon de percevoir la régle de correspondance Opw

N

consiste a introduire, pour tout Y = (y,7N), l'opérateur unitaire
de symétrie oy tel que

4im<x~-y,MN>

(gYu)(x) = u (2y-x)e
On a Oy =Toy0g et la terminologie est justifiéde par les relations
2
oY—Iet

oy Opw(f)oY = OpW(X = £(2Y-X)).

On a enfin la formule

Opy (£) = 27 | £(¥)o dY

qui exprime Opg(f) comme somme d'opérateurs de symétrie. Il est

clair que cette formule est également susceptible d'étre générali-
sée : il suffit d'y remplacer l'espace de phase Hflximn par un es-
pace hermitien symétrique @1 quelcongue, la série discréte holomor-
phe des représentations du groupe des automorphismes de 11 fournis-

sant un espace de Hilbert H et des opérateurs unitaires Oy atta-

N

chés aux points de 11 : en exigeant que g, soit en outre autoadjoint

et dépende continliment de Y, on peut se cgntenter d'une représenta-
tion projective ; 1l'indice ; repére la représentation choisie dans
la série considérée. Nous avons introduit ce calcul dans [45] et
poursuivi son étude dans [52] et [53] , en collaboration avec J. Un-
terberger, dans les cas ou I est le demi-plan de Poincaré, ou le
domaine C+im™* qui joue un rb8le important dans le présent travail.
On pourra consulter [47] si 1'on souhaite comparer ce calcul (appe-

lons-le le calcul HX) a une généralisation, due & F.A.Berezin
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([4],0[57),du calcul de Wick bien connu des physiciens. Dans le
calcul HX associé a 1 = C+LRn+1, on a, si ) est assez grand, un
analogue du théoréme 1.1 et par suite un théoréme satisfaisant con-
cernant la continuité (sur %\) des opérateurs. Les symboles de

poids 1 se définissent ici comme les fonctions C° sur 0 qui res-
tent bornées aprés application d'un élément quelconque de l'algebre
des opérateurs différentiels invariants sur I (laquelle est engen-
drée par deux opérateurs d'ordre 2 et 4 respectivement). Au moins
dans le cas ol n = O, on peut expliciter la formule intégrale repré-
sentant la composition des symboles, mais il n'existe aucun dévelop-
pement asymptotique acceptable pour exprimer celle-ci. La raison

en est d'ailleurs claire, si 1l'on se refére a ce qui a été dit plus
haut. En effet, le groupe des automorphismes de II ne conserve pas

la structure de fibré vectoriel de cet espace, ce qui prive la théo-
rie d'une notion raisonnable de symbole classique. En ce sens, le
calcul H. ne constitue pas un instrument complet d'étude des opéra-
teurs, tout au moins dans l'esprit des méthodes asymptotiques tra-
ditionnelles. Son utilité est davantage lide a son rdle dans le cal-

cul de Fuchs et dans d'autres questions d'analyse harmonique
([46) ,[47]) .

Si, toujours dans le cas du calcul de Weyl, on note pour sim-
plifier gy(resp.Tn) l'opérateur précédemment noté Gy,O(reSP'TO,ﬂ)'

on vérifie de suite la relation

-1 _
T,n O'YT.n = O'y’»n

Une généralisation de cette formule conduit alors au calcul de Fuchs
étudié dans ce travail. On remarquera qu'a ce titre le calcul de

Fuchs occupe une position intermédiaire entre le calcul de Kirillov
et le calcul Hx , puisque les symétries et les translations y inter-

viennent.

Ainsi qu'on pourra le voir dans la section 17, le groupe com-
plet de covariance du calcul de Fuchs est une contraction (i.e. une
version dégénérée, certaines constantes de structure de l'algeébre
de Lie étant remplacées par zéro) du groupe SOO(2,n+1) de covarian-
ce du calcul HX , et le calcul de Fuchs apparait comme la limite
de ce dernier quand )\ - = . C'est ce qui explique le rble joué

dans le calcul de Fuchs parla géométriesi riche de structure, du
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domaine [ : on pourra voir 1a, plus généralement, un nouveau témoi-

gnage du rdle de l'analyse complexe dans les questions de quantifi-

cation.
Nous donnerons cependant, dans la section 18 , un apergu
du calcul de Fuchs sur nﬁ*\p}: 1'aspect le plus nouveau de ce calcul,

par rapport a ce qui précéde, consiste en 1l'absence de structure com-

plexe sur le domaine symétrique 1 qui lui est naturellement attaché.

RELATIVITE

L'espace L2(C,dm) est une somme continue d'espaces de Hilbert
de mesures portées par les divers hyperboloides de masse. Si l'on ef-
fectue la restriction du calcul de Fuchs du cdne a un seul de ces
hyperboloides et que l'on conjugue le calcul obtenu par la transfor-
mation de Fourier, on obtient un calcul symbolique des opérateurs
agissant sur un espace de solutions d'une équation de Klein-Gordon.
Ce développement a fait 1l'objet de travaux [49], [51] entrepris pos-
térieurement a une premiére rédaction du présent travail :la section
19 comprend une bréve introduction a l'analyse de Klein-Gordon. On
peut d'ailleurs, et nous le ferons, dresser un paralléle complet
entre le calcul de Weyl et celui de Klein-Gordon, les groupes de co-
variance qui se correspondent étant celui de Galilée et celui de
Poincaré : les équations d'évolution, de Schrddinger ou de Klein-
Gordon suivant le cas, jouent dans ce schéma commun un réle détermi-
nant. Enfin, si les gaussiennes sont naturellement associées au cal-
cul de Weyl sur Rn, une famille (wz) de fonctions de Bessel préserte
le méme aspect relativement au calcul de Klein-Gordon. Ces fonctions
Y, sont intimement liées aux résolutions de 1l'identité utilisées dans
tout le présent travail, et conduisent & une description trés simple
du front d'onde C° classique des distributions sur R". L 'analyse
relativiste des opérateurs sur R" fondée sur le calcul de Klein-
Gordon est 1l'objet de travaux en cours, et fait bien entendu le plus

large appel aux méthodes développées ici.

Le travail de dactylographie considérable a été effectué par
Madame Rousseaux : qu'elle veuille bien, pour le soin et la compé-
tence qu'elle y a apportés, trouver ici l'expression de notre recon-

naissance.
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1 L}
I - UNE COURTE VISITE AUX OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS SUR R"

Le but de cette section est de familiariser le lecteur, dans le
cadre bien connu du calcul de Weyl des opérateurs pseudo-différen-
tiels, avec les méthodes que nous emploierons tout au long de ce tra-
vail. Nous espérons également, par cette courte présentation de la
théorie classique, le convaincre que les difficultés techniques qui
ne mangueront pas d'apparaitre plus loin sont liées non a une quel-
conque faiblesse des méthodes, mais a la complexité intrinséque du
modeéle étudié.

Rappelons que la formule

f i -
(1.1) Op(a)u(x) = L[a(zgx’n)e21n<x y'n>u(y) dy dn

N

permet d'associer a toute distribution aE:P'(IRn'x H{n) un opérateur
linéaire continu Op(a) de :P(IRn) dans ¥ (IIRn ). Soit ¢ la fonction

2
2n/4e_ﬂ|t‘ ; faisant

gaussienne standard sur 351, définie par o(t) =
agir le groupe d'Heisenberg on définit également, pour
tout X = (x,8) € R'x R", la fonction

oy (t) = @(t-x)exp 2in<t—§,g>.

Une application de la formule de Parseval fournit, quelles que

soient les fonctions u et v € L2(IRD), la relation
(1.2) (u,v)=| ol 04) (gy,v) dX.

En observant que celle-ci reste valable si u e‘f(IRn) et ve‘f' (]Rn ),
on remarque alors qu'il suffit pour que u E:F'Cmn ) appartienne a
L2(3g1) que l'on ait f\(u,?x)]z dX <= . On vérifie également que
u ed" (IRn) appartient éj;(]Rn) si et seulement si, pour tout k €W,
l'intégralelr(1+\X[2)k\1u,¢x)edx est finie. Le plus simple pour
obtenir ce résultat est d'écrire certaines identités relatives aux

opérateurs de création et d'annihilation: le lecteur pourra trouver
P
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les détails dans les lemmes 7.4 et 7.5 de [44],

Définissons la forme symplectiquel , ] sur R"x R" par
[(x,8),(x',€)] = - <x,g'> + <x'",g>.

. 2
Pour tout symbole a e:;o'(IR2rl ) et tout couple (X,X') de points de R 2

on a alors, ainsi que le montre un calcul purement formel,

si 1l'on définit la fonction de Wigner WX X! de oy et 9y par
r

— 1 s v _ 1
(1.4) W, x'(Y) - ohg inf X, x ]e21ﬂ[Y,X X]exp—Zﬂ\Y~&%§—\
4

2n

Appelons fonction-poids sur IR toute fonction m>0 vérifiant,

pour un couple de constantes C, et N, 1'inégalité

N
m(X')[1+\x—X'\2] !

2n

m(X) < C1

quels que soient X et X' € R"", Une fonction a ecmtmzn) sera appelée

un symbole de poids m si pour tout multi-indice g en&znla fonction

'b% est bornée sur R2D.

e
THEOREME 1.1 Soit a € ¥ szn ): c'est un symbole de poids m si et seu-

lement si, pour tout k ¢ N, il existe C>0O telle gue l'on ait

,lZ)—k X+X'

5 )

(1.5) \‘Op‘a’mxﬂvaﬂ < C(1+|x-X m (

guels que soient X et x'e:sz

N

Preuve. Partant de (1.3) et (1.4) et intégrant par parties a l'aide
de la formule

1 2 24mt Y,X-X'],

(1- (4n2)~

b )2 Y XDy

on obtient la nécessité de 1'inégalité indiquée. Une conséquence de
(1.2) est la relation

(1.6) (Op(a)u,v) = IJ(Op(a)wxﬁpx.)(u,wx)(wX,,v)dX ax!

valable pour a € gy'(IRzn) ;y U et Vv € EP(BJU : celle-ci exprime Op(a)
comme une intégrale d'opérateurs de rang un ura-(u,wx)mx. . Or on
vérifie que le symbole d'un tel opérateur n'est autre que la fonction
de Wigner wx.,X : 11 en résulte 1l'identité

(1.7) a(y) =H (Op(a)QPX,CPX.)va,X (Y)ax ax',

d'ol l'on déduit aussitét (se servant aussi de (1.4)) que a est un

symbole de poids m si les inégalités (1.5) sont vérifides.
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COROLLAIRE 1.2. Soit a un symbole de poids m : alors Op(a) est un

cpérateur continu de ‘f(]Rn) dans F(R"). si de plus m = 1, Op(a) se

prolonge en un opérateur continu de Lz(ﬂgn dans L2(IRn).

Preuve. C'est une conséquence de (1.6),(1.2) et des caractérisations
des espaces :f(IRn) et L2(IIRn) vues plus haut.

COROLLAIRE 1.3. Soient a, et a, deux symboles de poids m, et m,

1
respectivement : le symbole a; o a, de Op(a1)0p(a2) est alors un

symbole de poids m,m,.

Preuve. Avec Aj = Op(aj),on écrit

*
(A,IAzCPX,{pxl) = (Asz’A'l(pX') =J\(A2CPX1§OZ) (A-lCPleXl)dz

et 1'on applique le théoréme 1.1.

Rappelons que pour tout nombre réel U on appelle symbole clas-
sique d'ordre p tout symbole aec”(R" x R’") vérifiant les inéga-
lités

u-lg
lD}?Dg a(x,g)|< C g (1+lg]) L

Pour tout k »1 et tout Xoeimnx]Rn, un développement de Taylor par

rapport a g, centré en go, permet d'écrire

(1.8) ax) = (t"77a) (0 +(&" @) (%)
X X
ou Tk;1a est le symbole d'un opérateur différentiel, et ou le sym-
X
bole Rko a est de poids (1+\§[)u_k(1+\g—go\)k: en outre cette der-
X

niére assertion est valable d'une facon uniforme par rapport a x°.

Soient a1et a2

tivement. En appliquant trois fois le corollaire 1.2, on voit que

deux symboles classiques d'ordres Mg et M, respec-

le symbole
X%—s(a.0 a )(Xo)—(Tk_1a o Tk_1a ) (x°)
1 2 %O 1 o 2
X
Byt ok

(qui n'est gu'un exercice d'algébre élémentaire) de la composition

est de poids (1+|g]) En d'autres termes le développement

de deux symboles d'opérateurs différentiels reste valable en un sens

asymptotique (i.e. avec reste d'ordre tendant vers -«} dans le cas

de deux symboles classiques quelcongques.
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Le lecteur au courant des méthodes habituelles de la théorie
des opérateurs pseudo-différentiels aura peut-&tre noté dans la

présentation qui précéde les simplifications suivantes: on n'intégre

par parties qu'une seule fois dans toute la théorie, aprés quoi il
n'y a plus d'intégrale oscillante a considérer; en outre, aucun dé-
veloppement de Taylor sous un signe intégral n'est requis dans
1'étude de la composition des symboles, laquelle est basée sur une
idée différente. Si ces simplifications peuvent, dans le cas du cal-
cul de Weyl, &tre considérées comme un ornement, voire un exercice
de style, elles joueront dans 1l'étude, considérablement plus com-
plexe, du calcul de Fuchs des opérateurs sur un cbne, un rble déter-

minant.

Il est tres commode, pour ¢tudier une classe d'opérateurs pseudo-
différentiels, de décomposer ceux-ci comme superpositionsd'opérateurs

de rang un sousla forme
Au = J(u,@x)wxdx ,

ou (@X) et (wx) sont deux familles de fonctions dépendant de X. C'est
une méthode que nous avons introduite dans B3] et n'avons cessé d'u-
tiliser depuis cette date : contrairement a la démonstration origi-
nale de Calderon-Vaillancourt [11] qui a servi de modéle a la plupart
des auteurs, elle n'oblige pas en effet a utiliser la formule de com-
position des symboles. Or, cette derniére peut étre compliquée (ce
sera le cas dans le présent travail) ou méme inconnue, en particulier
dans les calculs symboliques obtenus par la quantification des espa-
ces hermitiens symétrigues ([3],[%]). Dans le calcul symbolique sur

2n (cf [47 ou HSrmarder

R" associé & une métrique symplecticgue sur IR
[27), cette méthode marche lorsque g = g° avec les notations de HSr-
mander et que g vérifie une hypothése plus faible que celle d'étre
tempérée. Elle conduit en outre & des généralisations de la résolu-
tion de l'identité (1.2) liées a la métrique symplectique [42]. L'uti-
lisation de symboles de poids (plutdt que d'ordres) donnés est due

a Beals [2] : elle est naturelle et simplifie méme, on 1l'a vu, 1'é-
tude des symboles classiques. Signalons que Coifman et Meyer [13] ont
introduit également une méthode d'étude des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels indépendante de celle de Calderon-Vaillancourt : elle est
cependant liée a des classes de symboles dont la géométrie est par-

ticulieére.
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La premiére caractérisation de classes d'opérateurs pseudo-dif-
férentiels est due a Beals [3]: elle repose, pour la classe la plus
simple, sur les propriétés de continuité des opérateurs que l'on ob-
tient par commutation itérée de l'opérateur examiné avec les opéra-
teurs (xj) ou 8/8xk . Cette caractérisation, de méme que la ndtre,
rend immédiat le fait que la composition de deux opérateurs pseudo-
différentiels est encore un opérateur pseudo-différentiel ; la ndtre
dispense en outre d'en prouver la continuité, puisque celle-ci en

résulte.

IT - LE CONE C, SOMN ESPACE COTANGENT D ET LE TUBE COMPLEXE I .

Soit r(X) = Xg- X?—...- Xi si X € ¢n+1 : la matrice de cette

forme gquadratique est

1
cCDE
0 -I/n

Nous utiliserons constamment, sans référence, 1l'identité

(2.1) r(X+X') = r(X)+r(X')+2<X, JX'>.

Le cbne C, objet de notre étude, est défini par

c ={yc Rn+1: Y5> O, rily)> o3} .

Lorsque n = 3, c'est le cbne du futur de la théorie de la relativité;
pour n = O, c'est une demi-droite. Il sera également fait un usage
constant, sans référence, de 1'inégalité élémentaire

(2.2) <y, 39> 3 (x(y)riy))/?

valable si ye€C, y'e C. Le groupe de Lorentz O(1,n) est constitué
des transformations linéaires de Rn+1 qui conservent la forme qua-
dratique r; la composante connexe de I dans O(1,n) est le groupe de
Lorentz restreint SOO(1,n). L'appartenance d'une matrice p a O(1,n)
est caractérisée par 1'égalité A'_1 J=Jh, ou A' dés;ﬁne la matrice
n+

transposée de A . Le groupe SOO(1,n) opére sur Cc R par son
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action linéaire, en préservant le feuilletage par les hyperboloides
de masse r(y) = constante; pour tout a>0, l'homothétie ywpay opére

également dans C, ce qui conduit a considérer le produit direct

(2.3) G, = R} xs0_(1,n)

identifié & un ensemble de matrices par l'application (a,A) s al .
Pour toute matrice M ¢ G, + On pose

(2.4) Ml = (det m)'/(R*D)
de sorte que
2 -
(2.5) Mg o= | Zom.
Egalement, il faut noter que r (My) = |M|2r(y) pour tout y €]Rn+1'
Soit w= (1,0,...,0) € C: alors, pour tout Me¢ Go’ on a My =g si

et seulement si M€ {1} XSO(n), le sous-groupe de SOO(1,n)(compact
maximal) constitué des rotations en les n derniéres variables. En
conséquence, on a Mw = M w si et seulement si MM' = M1Mi. On peut
identifier C au produit IR:X(SOO(1,n)/SO(n)), ou le second facteur
(un hyperboloide de masse) est comme on sait un espace symétrique de
rang un. La structure riemannienne Go—invariante de C telle que

as® = |dy|2 au-dessus de y =w est donnée par

(2.6) d52 = (r(y))_2[2<Jy,dy>2—r(y)r(dy)] :

le plus simple pour s'en convaincre est de vérifier directement

1'invariance du d52 ainsi défini par le groupe de Lorentz et par les

homothéties. La mesure Go—invariante sur C associée est donnée par
-1

5 (n+1)
(2.7) dm(y) = (x(y)) dy.
Pour tout y €C, posons
(2.8) Sy = _.JJ__.
r(y)
Il est immédiat cgue si z = Sy, alors Sz =y et r(z) = r(y)~1. Dans

de nombreux calculs, il sera commode d'utiliser les symboles

(2.9) {j}=1si3j=0, -1s8i3=1,2,...,n.
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Alors
(2.10) {J}[r(y) -2y <—Jy’—dy—§]
(r(y))
d'ol r(dz = r(y)-zr(dy) et <Jz, dz = —r(y)_2<Jy,dy>. Finalement,

S préserve la structure riemannienne de C, et comme (2.10) se réduit
a dz = -dy au point y = w, il en résulte que S est la symétrie géo-

désique de C autour de w.

Si y est un point arbitraire de C, la symétrie Sy autour de y
est définie par Sy = MSM-1 avec M EGO tel que y = Mw : il est en

effet immédiat que cette définition ne dépend pas du choix de M.
Pour calculer effectivement Sy, on note que la matrice MJM—1 agit

comme l'identité sur la droite vectorielle engendrée par y, et

comme -I sur l'hyperplan.{zEIRrl+1 : <Jy,z> = 0} : par suite

(2.11) MIM Tx = -xs 25X J¥>
r(y)
et
_ _rly) 2<%x,Jy>
(2.12) Syx = (%) X+ £ (55)

pour tout x € C. Il sera important plus loin d'avoir une formule ex-
plicite pour le milieu géodésique y" de y €C et y' €C, c'est-a-dire

le point y" caractérisé par S_,y = y'

Y
Posons

(2.13) mibly,y") =2 %<y, Ty >+ (r () r(y"))P] "2y ) %y + (r(y))?y'].

Al'aide de (2.1), on vérifie aisément quer(mif(y,v'))= (r(y)r(y')ﬂ/%
d'ou finalement y" =mif(y,v').
*
Nous identifierons l'espace cotangent T (C) a D = CX E§+1 par
l'application naturelle (Y,Eﬂjdyj)ké(y,ﬂ)- L'action naturelle de

MGEGO dans D est alors donnée par

-1

(2.14) M. (y,n) = (My,M' 'm)

et la mesure invariante sur D est simplement la mesure de Lebesgue

dy dm. D'apreées (2.10), la formule
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(2.15) §(y,m) = (;%%T , r(y)dn - 2<y,m>y)

étend a D, comme il se doit pour un espace cotangent, l'action de

1

la symétrie S sur C. Si y = Mw,on a Sy = MSM = = MM'S comme il

résulte de (2.5): alors (2.11) montre que MM' peut étre défini par

(2.16) MM't = - r(y)Jt+2<y,t>y

et 1l'on peut écrire également

(2.17) S(y,m = (Sy, - MM'n).

Finalement, faisant intervenir les translations en la variable m,

on peut faire opérer sur D un produit semi-direct G = Goxmn+1 par
(2.18) (M,b) . (y,m) = (My,M'" "1 + Jb).

La structure de groupe de G est donnée par

(2.19) (M, ,b) (M,b) =(MM,34] ' Ib+b,)

Le groupe Ié (lire "T contracté" : voir section 17) de transforma-

tions de D engendré par G et par 3 apparaitra comme le groupe de

covariance du calcul de Fuchs des opérateurs sur le cbne C.

Il y a avantage a munir l'espace D de la structure riemannien-

ne définie par
2_ -2 2 2
(2.20) ds®= (r(y)) “[2<Jy,dy>“- r(y)r(dy)] +2<y,dm> -r(y)r(dmn).

Au-dessus de y = w, on a simplement d52 = \dy\2+ bﬂ\z, et (2.14)
montre l'invariance de cette structure par le groupe G : on obser-
vera cependant que (bien que, par sa définition méme, elle conserve
la forme symplectique canonique de D = T*(C)) la transformation s
ne préserve pas cette structure riemannienne. C'est pourquoi les
classes de symboles (fonctionssur D) que nous serons amenés & in-
troduire plus loin seront invariantes seulement par le groupe G,
non par le groupe de covariance complet PC. Il y a une situation
tout a fait comparable dans le calcul de Weyl des opérateurs sur
]Rn, ol l'analyse requiert l'introduction d'une certaine norme
symplectique (qui peut étre la norme canonique) sur R"xR" : or

celle-ci ne peut &tre invariante par tout le groupe symplectique,
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puisque celui-ci contient des transformations non orthogonales.
Le troisieéme et dernier domaine qui jouera un r8le fondamental
dans ce travail est le tube complexe

I =c+i RO = (x = x+ig ca™ . xec).

C'est un domaine de Cartan pour le groupe T = SOO(2,n+1),composante
connexe de l'identité dans le groupe des transformations linéaires
deimn+3 qui conservent la forme quadratique non dégénérée de si-
gnature (2,n+1). Le domaine T est une variété k&hlérienne et un
espace symétrique de rang 2 : dans [5ﬂ , nous en avons donné une
description détaillée, basée en partie sur les travaux de I.I. Pia-
tetsky-Chapiro [31] et ceux de S. Helgason [20] ; la section 5 en
donnera une paramétrisation commode. En attendant, rappelons ( E3],
section 2) gque des automorphismes de I attachés a des éléments par-
ticuliers de T sont les suivants :

1) les transformations X = X+ib avec b EIRn+1; 2) les transforma-
tions X* aX avec a>0; 3) les transformations X" AX avec A € SOO(1,n).
En fait le groupe des transformations de II qui correspond a T est
engendré par celles de type 1,2,3 et par la symétrie ¢ définie

par ZX=r(X)—1JX. A 1'élément (M,b) € G = Go x]Rn+1 , on peut donc
associer la transformation [M,b] de 1 définie par

-1

(2.21) [M,b]X = JM' JX-ib.

On peut noter immédiatement que cette action de G sur T et l'action

(2.18) de G sur D sont équivalentessous l'entrelacement T : NI ~=D
défini par
(2.22) T(x+ig) = (—— (x)’ -Jg) .

En effet, une vérification de routine conduit a la relation

(2.23) w(IM,b1X) = (22, -7 1gg +Ib) = (M,b) . T(X) .

(x) !

N

Il n'y aurait cependant que des désavantages a identifier D et T ,
car les difféomorphismes S (sur D) et £ (sur 11 ) ne sont en rien
équivalents. Un calcul T'-covariant des opérateurs sur C (le calcul

HX)’ basé sur l'emploi de Il comme espace de phase, a été proposé
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dans [53]. L'objet du présent travail est d'étudier le calcul de
Fuchs rc—covariant basé sur l'emploi de D comme espace de phase.
Comme il a été mentionné dans 1'introduction, rc peut étre considéré
comme une contraction du groupe T. La structure riemannienne I'-in-

variante sur II est définie par
2 -2 2 2
(2.24) ds“=(r(x)) “[2<Ix,dx>"-r(x)r(dx)+2<Jx,d > -r(x)r (d§)]

de sorte que T est une isométrie. Insistons cependant sur le fait
que cette structure riemannienne a un statut tout a fait intrinse-
que sur I , non sur D ol, si ce n'était pour les applications que
nous avons en vue, d'autres choix auraient été également possibles.
La mesure T-invariante sur II est

-(n+1)

(2.25) dm(X) =r (x) dx dg.

Lorsque n=0, I est le demi-plan de Poincaré, I' = PSL(2,IR) est dou-
blement transitif sur 1 et le seul T'-invariant des paires (X,X') de

points de 1 est leur distance (hyperbolique) ou, si l'on préfére

(2.26) ch

.

2 d(x,x') _ |x+x'|?
2 - 4xx"

Lorsque n31, T est de rang 2 et 1l'on a deux invariants ([53], sec-

tion 2), a savoir

| r(x +x")|
(2.27) 5 (X,X")=
* 4(r(x)r(x')) /2
et 5 (x,x)= L EE=X") | .

4r(x)rx)) /?
On a 6 (yX,yX')=38 (X,X"') pour tout y €let en particulier 6, (w,YX)

= 6+(w,x) si ¥ € SO(2) XSO(n+1), le sous-groupe compact maximal de T
qui~fixe w =w+i0. Rappelons [53] que 1l'on a

(2.28) 6+(X,X'))6_(X,X')

pour tout couple (X,X') de points de Il

En vue du développement du calcul de Fuchs, il sera nécessaire,
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dans les sections 5 et 8, d'établir un petit nombre d'inégalités
géométriques difficiles concernant 1l'espace 1.

L) 1 ]
IIT - REPRESENTATIONS, SYMETRIES ET DEFINITION DU CALCUL DE FUCHS.

L'espace de Hilbert H est 1l'espace L2(C,dm) constitué des
(classes de) fonctions u sur C telles que

(3.1) lali?=_ [ute)] %an (&)<«
_n+1
avec dm(t)=r(t) 2 dt. On a H = Hn+1 si,plus généralement, on défi-
nit Hx par la norme
2 -
(3.2) il =fc1u(t) |%x (£) "M 2at.

Comme il a été montré dans [53] , et comme il résulte de faits gé-
néraux sur les séries discreétes holomorphes de représentations
(H.Rossi et M.Vergne [32],[33]), une certaine représentation unitaire
projective vy de I' = SOO(Z,n+1) dans HA peut étre définie si A > max
(O,n-1): on l'obtient en identifiant, gr8ce & la transformation de
Laplace, HX a un espace Sek de fonctions antiholomorphes sur 11 ,
et en faisant agir I’ dans :£1 de la fagon naturelle qui convient a
un groupe d'automorphismes de la structure complexe dell , Il se
trouve que la restriction de VX a GcT est, a équivalence pres,
indépendante de X : comme, dans ce travail, c'est le groupe G qui
nous intéresse plutdt que I' , contentons-nous de décrire directe-

ment cette derniére (et trés simple) représentation.

r

DEFINITION 3.1. Pour tout (M,b) € G=Gox:1Rn+1 V(M,b) est la trans-
formation unitaire de H définie par

(V(M,b)u) (t) =u (M 'g)e2iM<Itb>

Remarque. On vérifie que

V(M1,b1)V(M,b)=V(M1M,JMa—1Jb+b1)

(i.e. V est une représentation), et l'invariance de la mesure dm
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par le groupe Go montre que c'est une représentation unitaire.

Dans 53] , prop. 2.2, nous avons défini, pour tout Xe¢1 , la

fonction w§ sur C par

1 A
- 1 =21
(3.3)  oj(e) =g x () T (p(g)) V2e72TIEX
avec -
vy 000 B[ gy T2
(3.4) cy =2 m 5y
T(A+n+1) I‘(§+1)
A . .
On a ImX!A = 1 si X >0 ; side plus A > n-1, on a en outre (se rap-
pelant la définition (2.25) de dm) la formule intégrale
1
r(5(An+1))
3.5 [y, ane=en ™ 2 2 jul?
1 I (3 (Mn+1)) IS

2 . +
pour tout u€ H,. En conséquence les fonctions @2 ! forment un sys-

A
téme total dans l'espace H = H ,.Comme G, opeére transitivement sur
C, la définition 3.1 montre par ailleurs cque la représentation V est

irréductible.

1
DEFINITION 3.2. Soit w

2 1'isométrie de H sur HX définie par
3 (-n-1)
(wx u) (t)=r(t) u(t).

1

On posera alors ¢§=w; J;, en d'autres termes

1
T (A +n+1) _
¢§(t)=cx(r(x)r(t))4 o 2m<Jt, X>

ou ¢ a été explicité en (3.4).

Remarque. On al\¢§H=1, les normes non affectées d'indices étant

prises au sens de H.

PROPOSITION 3.3. Pour tout A>max(0,n-1),tout point X €l et tout
(M,b)€ G, on a

A
v, b) e - Yim,bx

Preuve. C'est une applicatjion de routine des définitions 3.1 et
3.2 et de (2.21).
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PROPOSITION 3.4. Pour tout A>max(0O,n-1) et tout veE H, on a

1
5 (A-n+1))
.6y | vl Zamr =m ™ 2 20y
ul IWE(X+n+1))
Preuve. En posant u=w, v, c'est une conséquence de (3.5): la con-

vention de non-indexation s'applique ici aussi bien aux produits
scalaires qu'aux normes dans H.

Remarque. Le lecteur qui souhaiterait ne pas faire dépendre la preu-
ve de la proposition 3.4 des résultats de[53] pourra,s'il ne tient
pas a la valeur exacte de la constante, utiliser l'argument suivant:
une fois prouvé que le premier membre de (3.6) est fini pour v €H,
il peut s'écrire (Av,v), ou l'opérateur A commute avec les opéra-
teurs de la représentation V; comme celle-ci est irréductible, le

lemme de Schur montre que A est un multiple de 1'identité.

Passons a la définition des opérateurs de symétrie dans H. On

définit ¢ par

(3.7) (ou) (t)=u(st)

ol S a été défini en (2.8). Etant donné Y=(y,n) € D, choisissons
(M,b) €G tel que (y,")=(M,b).(w,0)=(Mv,Jb) et posons

(3.8) 0 =V(M,b) o v(i,b) "

La formule explicite qui va suivre montrera que cette définition ne
dépend pas du choix de M. L'inverse de (M,b) est (M_1,—JM'Jb) de
sorte que

- -— 3 L]
V(M,b) " Tu(t)=u(mt)e 2iT<E, M Tb>

et

1

24 <MSM t,Jb> 21T <Jt,b>

(GYu)(t)=u(MSM_1t)e
Comme MSM_1=Sy si y=Mw , ceci conduit & la définition:

DEFINITION 3. 5. Pour tout Y=(y,m) €D et tout u€ H, on pose

7 _
(cYu)(t)=u(Syt)e21 <M, t Syt>
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Remarque. Observons que la symétrie oy est unitaire et involutive,
donc autoadjointe. Egalement, par suite de la premiére définition

de oys On a

-1
(3.9) VMg D)oy VO by) T =o gy p Ly

pour tout Y €D et tout (M1,b1) €G.

DEFINITION 3.6. Pour toute fonction f € L1(D,dy dn), on appelle opé-

rateur de symbole actif f 1l'opérateur sur H défini par

n+1

.
Op(f)=2 J flym) o dy dn
D

Y1

(Op(£)u,v) = 2T [ £(y,m) (oy pu,vidy an
D 3

Etant donné un opérateur & trace A sur H, le symbole passif de A

est la fonction h sur D définie par

n

hiy,m=2""Trr@a o ).
Y

il
Remarque. Comme oy est auto-adjoint, le symbole (actif ou passif)

de A* est le conjugué de celui de A.

PROPOSITION 3.7. Soit g le symbole (actif ou passif) de A. Alors,

pour tout (M,b)€ G, le symbole (actif ou passif) de V(M,b)AV(M,b)
1

1

Le symbole (actif ou passif) de o Aco

est la fonction g o (M,b)

~
est g 0 5, ot S a été définie dans (2.17).

Preuve. La premiére partie est une conséquence immédiate de (3.9).

Par ailleurs, si Y=(y,m) €D et u€H, on a

(0 oy ou) (£)=u(ss st)e?iT< M SE8ySE>

Notons que si y = Mw , alors Sy = SMw =M'-1w, d'ou

-1 1.-1 1 1 1

Ssyt=M' SM't=M'~'M 'St=M'" 'SSM_ 'St=SMSM_ St=SSySt.
Egalement
<n,St—syst>=<(MM')n,(MM')'1St—(MM')'1sVst>
=<MM'ﬂ,M'"1SM't—M'"1SM'1st>=<MM'n,s -t>

Syt
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ce qui prouve la deuxieme partie de la proposition, d'aprés (2.17).

En conséquence, le calcul de Fuchs bénéficie d'une propriété de
covariance par rapport a tout le groupe FC engendré par G et S : on
peut noter que parmi les opérateurs de la représentation de ce
groupe figurent les mulgﬁplications par les fonctions du type
n+

).

. t
exp 21ﬂ<§7€7,b> (b € R

Avertissement : dans le cas ou n=0, le calcul de Fuchs f = Op(f)
développé dans le présent travail est identique a celui, noté

g »Q(g), développé dans ce seul cas dans[48] . Toutefois, un chan-
gement de notation s'est révélé nécessaire, de sorte que Q(g)=0p(f)

si 1'on a 1l'identité g(ym,y)=f(ym).

1
IV - LE LIEN ENTRE LES DEUX ESPECES DE SYMBOLES DE FUCHS.

On évalue dans cette section l'opérateur F tel que le symbole
passif h d'un opérateur a trace de la forme Op(f) soit donné par
h=Ff: vu la proposition 3.3, l'opérateur F commute a l'action (géo-
métrique) du groupe FC sur D. On notera immédiatement que si f est
sommable et si h1 est le symbole passif d'un opérateur a trace B,

on a alors
(4.0) Tr(Op(f)B)=2“”Tr(ff(Y)cY B ay)= ff(y)h1 (v)ay

avec dY=dy dm. Vu ce qui a été dit dans la remarque consécutive a

la définition 3.4, il reviendrait au méme que F coInciddt avec 1'i-

dentité ou que Op f{t une isométrie de L2(D) dans l'espace des opé-

rateurs de Hilbert-Schmidt sur H : disons tout de suite que ce n'est

pas le cas.

On sait que la propriété analogue est vérifiée pour ce qui
concerne le calcul de Weyl sur R" . Mais elle doit &tre rattachée
au fait que le calcul de Weyl peut étre caractérisé comme celui qui
associe a eZin[<a'X>+<b’§>]l'opérateur exp 2in[ <a,x>+<b,§%ﬁ §%>]
et, ultimement , a la formule du caractére de Kirillov. Dans le
calcul Hx associé a un espace symétrique, au contraire, une telle

relation n'a pas lieu d'emblée en général (voir[52] ). Mais, outre
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qu'on peut toujours la récupérer en décidant que le "bon" symbole

5

4 notre avis, une importance fondamentale. Ce qui est important en

est 1'image par F° du symbole actif, cette propriété ne revét pas,
revanche (et n'est pas vérifié par exemple dans les méthodes de
quantification, généralisant le calcul de Wick, proposées par F.A.
Berezin [4], [5] ), c'est que les opérateurs F et ]:"—1 conservent
les classes raisonnables de symboles : l'article B7] contient une
discussion détaillée de ce point dans le cas du groupe SL(2,IR) ou

du groupe d'Heisenberg.

Une autre remarque s'impose maintenant. On peut regretter qu'on
ne puisse pas définir au premier abord un espace trés large de sym-
boles (analogue par exemple a 1l'espace g'tmzn)de la théorie de
Weyl) en quelque sorte le plus général possible pour la définition
des correspondances entre symboles et opérateurs. Mais ne perdons
pas de vue que toute 1l'analyse des fonctions sur les domaines C et
D reste a faire : les méthodes que nous employons rendent de loin
préférable de se concentrer sur l'analyse "dure" (celle dans les
espaces de Hilbert, tel l'espace H), reléguant comme simples corol-
laires les résultats que 1l'on peut tirer de 1la sur l'analyse dans
les espaces "mous" (analogues a S)ou EP'). La section 10 donne
quelques résultats de ce genre : on pourrait, du reste, décrire
effectivement un espace SM(D) répondant a la question posée au
début de ce paragraphe, mais arrivés a ce point, la question ne
présenterait plus qu'un intérét pédagogique.

Les calculs de la présente section sont purement formels. Leur
justification ne présente cependant pas de difficulté si 1l'on part
d'un symbole actif £ Ej{(D), espace des fonctions fe€c (D) véri-
fiant les conditions suivantes : (i) la projection sur C du support
de f est une partie compactede C ; (ii) la fonction f, prolongée
n+1 c IR2n+2 , appartient a \9)(1R2n+2) . Il

conviendrait cependant de vérifier que si f Ej{(D) 1l'opérateur Op(f)

par O en dehors de Cx R

est, & trace : comme cela résultera d'estimations prouvées dans la

section 9, nous 1l'admettrons pour le moment.

On commence par calculer le noyau k de Op(f), caractérisé par
l1'identité

n+1 d 2iT<mM,s-S_s>
(op(£)u) (s) 2™ | £(y,n)e Y (s sray
D
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n+1

- f k(s,t)u(t)r(t) 2 at
C

I1 faut évaluer le jacobien du changement de variable y = Sys=t.

Vu la relation

__rly) ., 2<3dy,s>
r(s) > r(s) Y

on a (voir (2.9) pour la définition de {k}):

ot ) sky.-sjyk

] j <Jy,s>
(4.1) 35 21 () 2%k Tr(s) -

Pour toute transformation de Lorentz p, on a At=S _(jps) et

Dt _ D(,t) . a s éval MY .

By - DY) ° Ceci permet de se ramener a évaluer le jacobien en

un point y = (yO,O,...,O) puisque le groupe de Lorentz opére tran-
sitivement sur les hyperboloides de masse ; a l'aide d'une rotation
spatiale, on se raméne en outre au cas ou s =(so,s1,0,...,0). Lais-

sant au lecteur, pour des raisons économiques, le soin d'écrire

Dt
(partant de (4.1)) la matrice des S?l en de tels points, on voit
k
que dans ce cas on a Dt 2n+1 vy n+1(r(s))_ns n-1 . En utilisant
Dy o o
l'invariance on a dans le cas général
D(S_s) _ _
(4.2) 5 =2 ey, 0™ e (y) (x(s)) R

On rappelle que (2.13) donne le milieu y= mif(s,t) en fonction de s

5

- -3
y=2%[<sﬂm>+u(ﬂr(tn%] [r(t) S4f(w%ty

Il en résulte que

-3 % Y%
<y,Js>=2"% r(s)[ <s,Jt>+(r(s)r(t))?]
1
et r(y)=(r(s)r(t))€ d'olu la relation
n-1 1-n

n/2 2

(4.3) k(s,£)=2 *(r(s)r(t)) [<S,Jt>+(r(s)r(t))% ]

(T‘;f) (mil(s, t) ,s-t),
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ou q§;1f désigne la transformée de Fourier inverse de f par rapport

au deuxiéme groupe (1b""’nn) des variables.

I1 faut maintenant évaluer le symbole passif h de 1'opérateur
A de noyau k: nous avons admis qu'il est a trace. L'expression (4.3)
montre que pour tout t €C la fonction s~ k(s,t) appartient a H
(elle est méme C~ & support compact si, comme nous le supposons,
f EJ((D)). Si (uj) est une base orthonormale de H , on a donc, quels
que soient s,t et y € C, l'identité

? uj(syt)fk(s,t)ﬁj(s)dm(s):k(syt,t).

D'aprés la définition 3.6, le symbole passif h de A est donné par

_ Ln+1
h(Y) = 2 jz(AO'Yujluj)

et en explicitant oy on obtient

2im< mt=-S_t>
(4.4) h(y,’n)=2n+1 f k(Syt,t)e Ty dm(t) .
C

Une comparaison de (4.3) et de (4.4) fournira le lien entre f et h.

LEMME 4.1. Pour y fixé € C, l'application tw z=Syt-t est un dif-

féomorphisme de C sur IRn+1. Son jacobien est donné par

2

PN e e e T L ) - (6)) Zracy, a6

Dz _ -
IBE =(r(t))

La transformation inverse est définie comme suit : posons

sh a=(2r(y))_1L<z,Jy>+(<z,Jy>2—r(y)r(z)ﬁ]

shg =(2r(y) )'1 [<z,Jy>- (<z,Jy>2—r(y) r(z) )%] 7

alors
t =—_ 2 + $2.Jy> 1 + 1 v .
e B r(y) e P _4 e ®By
Preuve. Avec MeEGO tel que y=Mw, soit z'=M_1z et t'=M_1t, de sorte

que z'=St'-t'. Considérées comme fonctions de y et z, cet B véri-

fient la condition d'invariance al(y,z)= oAw,z') et Bp(y,z)=B(w,z"):
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cela résulte en effet des relations <z',Jw>=<M—1z,Jw>=|M|_2<z,Jy>

1

=r(y)_1<z,Jy> et r(y) 'r(z)=r(z'). On peut alors, pour ce qui con-

cerne la preuve de la derniére relation affirmée dans le lemme 4.1,
se ramener au cas ou y=w. Par ailleurs,

<y,Jt>=<Mw,JIMt'>=|M \2<uo,JM'1

S — 1
Mt'> r(y)tO
Dz| _ |Dz!
Dt Dt'
formule donnant le jacobien que lorsque y=w, Ce gue nous supposons

et comme | ' , on voit qu'on peut également ne prouver la

désormais. On a donc simplement z=St-t. Nous serons amenés, dans

de nombreux calculs, a écrire
(4.5) z=(zo,z*) avec z*=(z1,...,zn).
1
Alors sho = 5(z +|z,)
sh B= +(z -lz,)
270 *

L'équation z = St-t s'écrit

(4.6) z = [r(t) '=1]e,
z,= -[r(t) +1]¢t,
d'ou
t o+t | -
2sh 8 = (to+\t*\)'1— (t+lte ).
Par suite
e_a=to-lt*l ’ e_B =to+\tJ
et
(4.7) r(e)=e” (**P)
Enfin
z z
o *
t = ’ t, =
© e @By * ed+5+1
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%o Z—Zow z 1 1
t= w - = - +z [ + Jw
ea+B_1 ea+5+1 ea+B+1 ° ea+5_1 ea+5+1

ce qui est la formule annoncée. Les équations (4.6) fournissent

(voir(2.9) si 1l'on a oublié la signification de {})

dZ _ 2 {jjt.t
=2 = (x(t) 1—1)60.— }—3‘;’
3 I (r(t))
dz 243 1t.t
k -1 J 'k
I = re) T-ne L+ ——3= K1
&5 N I

ce qui permet d'écrire la matrice —g% (pour économiser les nota-

tions, on emploie pour cette matrice le méme symbole que pour son

déterminant) sous la forme

t2 -t t -t t, . -t t
o o1 o 2 on
- Dz _ -2{fa o© B 2
Dt - (r(t)) (0 bI) +2 tit, L
............... é.
-t t t_ t tt, ..., t
no n 1 n 2 n

avec

a = r(t)(c(t)=-1), b = r(t) (r(t)+1).

Pour évaluer ce déterminant, on se raméne au prix d'une transforma-
tion orthogonale sur t, au cas ol t2=... =tn=O , auquel cas on a
facilement

=2(n+1)n-1 v 20e2)

(ab+ 2at>

. Dz, _
dét (-57) =(r (t)) 1

=) T )+ ™ [ ey -1) 2eat2)

ce qui prouve le lemme 4.1.

THEOREME 4. 2. Soit fegj{(D) et soit h le symbole passif de 1'opéra-

teur Op(f). On a

((cha+chg)) '™

niym= | e 2 M2 §08) (y,2) dz

R cha chp
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ol o et g sont les fonctions de y et z définies dans le lemme 4.1.

Preuve. En partant de (4.3), on obtient

n-1 1-n
k(s,t,t)=2 (r(y))n[<Syt,Jt>+r(y)] 2

-1
’ t-
(%5 Oy, s t-t)

et 1'on note aussitdét (cf. (2.12)) que

2
<S_ t,Jt>+r (y) =< —r(y) t o+ 2<trJY>Y,Jt>+r(y)= M.
y r(t) r (t) e (t)
On reporte cette expression de k(Syt,t) dans (4.4), ou 1l'on effec-
tue le changement de variable indiqué dans le lemme 4.1. Il ne reste
plus qu'a expliciter certaines fonctions de y et t comme des fonc-

tions de y et z. On a

<y,Jz> 1 1
<y, Jt> = - X222 4 oy gz +
e¥ Py ed+B—1 ea+s+1
_otB
_ fy.Jz> _ sho+shg _ 2 o B
B r(y);;:F:TE r(y)e ch—~

et, d'apres (4.7),

r(t)=r(y)e_(a+5).

Par ailleurs, revenant aux divers facteurs de l'expression du jaco-

bien donnée dans le lemme 4.1, on a

_atp
r(y)+r(t)=2r(y)e 2 chg%E ,

(r(y)-r () *+a<y,Te>2=4 (r () e (¥ (on® % Bicn2B)

=4(r(y))2e_(a+5)cha chp
et
l%l = (r (y)e (a*8) )m1 (2r(y)e—a_;gch°'+7a) ' %(r(y) )2 £Z—+;B
=2"“’1e_%l P cna cng) T (endzB) 1on

2
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Il reste a substituer dans (4.4) les diverses expressions obtenues,

se rappelant que dm(t) = r(t)—é(n+1)dt, pour obtenir le théoréme 4.2.
Remarques : 1) Si l'on pose, pour z E]Rn+1,
_ -1,1 1-n
(4.8) Fo(z)—(chacha) (E(cha+cha))
avec
sho = l(z +lz,l) shp = l(z =z )
270 ol 2'%0 O

la relation donnée dans le théoréme 4.2 s'écrit aussi, de fagon

plus suggestive,

_ 1 -1 3
(4.9) h(y'n)_FO(§IF M Sﬁ)f(an)
ol M EGO est choisie telle que y=Mw . En effet, il est immédiate-
ment clair qu'il en est ainsi lorsque y=w et, pour le cas général,
la justification la plus simple consiste a observer que l'opérateur
F commute a l'action de G, décrite en (2.14).

2) On remarquera que 1'opérateur F conserve l'espace K/(D).

) L) 1 ]
V - LA DISTANCE SUR I ET L'INVARIANT 6+ ; UNE INEGALITE GEOMETRIQUE

On obtient, en modifiant un peu une paramétrisation de I.I.

Piatetskii-Chapiro [31], la description qui suit de I= C+im™*',
déja donnée dans [53] .
+
Désignons par A = (ao,eo,a1,51,...,an)le point courant de c" 3
et, pour toute paire (A,A') de points de ¢n+3 , posons
[ - v " v_ [ - '
(5.1 ala,a’) aoao+ao%3 %% ByBy=--- Prbfn -

On vérifie aisément (cf([53]) que les conditions g(A,A)=0 et g(A,A)>0

On désigne alors par Q le sous-en-

entralnent|ao—lao| # |a0+l$o|-

semble de ¢n+3 caractérisé par le systéme q(A,A)=0 ; q(A,A)>0 ;

lao-iaol >|cyo+iBo . Le domaine 11 est l'image de Q par l'application

n+1

de Q dans € définie par
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(5.2) X.-= o)

— 3j=0,...,n.
J l(ao+@1)

Rappelons les relations (de vérification immédiate)

(5.3) r(X)=(aO—a1)(ao+a1)_1

et, avec x = Re X,

(5.4) q(8,8) =2 |a+a | %r (x).

1
Un point A¢ Q est normalisé si q(A,A)=2 : tout point de T est 1'i-
mage d'un point normalisé de Q , défini a la multiplication prés par

\

un nombre complexe de module 1 ; dans ce cas, (5.4) se réduit a
_ -2
r(x)= bo+a |

1
L'action du groupe T = 500(2,n+1) dans I est celle qui résulte

de l'action linéaire de ce groupe dans Q < ¢n+3. Si X €1 est 1'image

de A € Q normalisé’ on a avec la notation (2.27) (cf [531)
_1 . _ 1 .
(5.5) s, (0X)= zlo=ip |, b_(9,x)= slo +ib .

Si 1'on note, comme il est d'usage, I'= KAN la décomposition d'Iwasa-
wa de I', le groupe K=SO(2) x SO(n+1) est celui qui fixew : la décom-
position de Cartan deTl (voir [53], section 2 ou S. Helgason [20] ,

p. 105) montre alors que tout point X € I est1l'image par un élément
de K d'un point de la forme

(5.6) x=(e %ch t,e ®sh t,0,...,0)

avec, si l'on veut, s » |t| . On a dans ce cas

(5.7) 6,(w,X)= 2(ch s + ch t).

Si 1'on désigne par d la distance géodésique sur 1, on a sous la
X
méme hypotheése d(w,X)=(52+t2)2 : cela résulte en effet de ce que

l'application:

r r

(5.8) r — (e FSch(rt),e F5sh(rt),0,...,0)

est une géodésique de I , puisque c'est l'image par l'application
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traditionnellement notée Exp d'une droite du plan Ol de 1'algébre

de Lie de T constitué par l'algébre de Lie du sous-groupe A.

LEMME 5.1. Les fonctions 8, et d sur n x1 vérifient

a V2

6, € e € (48 ) .

Pour tout X € I et tout k>1 l'ensemble des X'€l tels que

6+(X,x')<k est connexe.

Preuve. En supposant X donné par (5.6), on a

5 2,.,.2.%
6, (wX)= %(Chs+cht )< ch(s2+t2) < e(s7+th) =ed(‘”’X)

%

s

5 _
et d(w,X) 2°s, d'ol 5, (wX)> 5 ch s> 7 €53 + exp(27%d(w,X)) .

2

]
[N

Les inégalités s'obtiennent dans le cas général en utilisant leur
invariance par T'. Pour la seconde partie, on se raméne également au
cas ol X=w et 1l'on note alors, en se servant de (5.7) et (5.8), que
l'on a &, (w,X")g 5+(w,X') lorsque X" appartient au segment de géo-
désique joignant w et X'.

On va maintenant établir une inégalité triangulaire qui montre

une autre analogie entre log 6 et une fonction distance.

LEMME 5.2. Quels que soient X,X',X"€ 11, on a

5, (X,X')< 2%, (X,X")6 (X",X").

Preuve. Représentons X € 1 par A€ Q , A normalisé. On a

. 2 . 2 . 2
lo_-ip | lo -ip [“+le_+ip |
éi(wrx)= (] o 5 o "o [e) o -
4 8 4

2
PRESIN

et
2 2 2 2 2
N e B e A e e A N
d'olu
2 1 2 2 2 2 2 1 2
(5.9) 8, (0 X) % glla [7+lp 1%+[a) | Ip [ “+. v g 19) = glal“.
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Par ailleurs, en utilisant (5.2) et (5.4),

2 -2 2 2 2
1| =|o,o+°,1l JEOIBJl <r(x)|A] €8r(x)s) (w,X)

d'ou, en utilisant la définition (2.27),

1% 1 r(ex)] 2.

(5.10) 1x| “g

1
2

3/2

5 _
si |x]» % alors lr(w+X)|>22|X|>2 ; dans le cas contraire on a

lr(X)| € 1/16 et

1 1 7 -3/2
]r(m+X)l=I1+r(X)+2XO|>1- 6 "3 " Ter 2 / .
Dans tous les cas
(5.11) Ir (wx) | 327372,
D'apres (2.27) et (5.9) on a
r(w+X)i> 2—3/2IA|
4 (r(x))
d'ou
% L % A
FlwX) > 2 (rx) T Ia] =2 Rl
o tao
o 1
et comme, d'apreés (5.3),
1
-1 % 2 2, ° -1
e ()] =lag=aql lagraq | €2 Cagl “+laq 19 lagra, ™,
on a
(5.12) lr (%) < | (w+x)] .

Si X et X'sont deux points dell , on a donc

-3/2 -3/2

[ (wX)r (wtX")| >max (2 |x(x)| ,2 [x(X")],2|X]|X"])

et
e (X+X7)]| ¢ e (X)] + e (X)) ] +2|X] | X'] €8 |r (w+X) r (w+X")].

b
En divisant cette inégalité par 4(r(x)r(x'))? et en utilisant

42



INEGALITE GEOMETRIQUE

(2.2;), on en déduit
’ N 8 w, W, ’

ce qui démontre le lemme si 1l'on utilise en outre 1l'invariance par

I' de celui-ci.

LEMME 5.3. Quels que soient X=x+ig et X'=x'+ig' appartenant an ,
on a [r(X)]3r(x) et s, (X,X")>s, (x,x").

Preuve. C'est peut-&tre le moment de rappeler une terminologie
classique et suggestive. Un point 2z E]Rn+1 est dit du genre temps
s'il appartient a C(de sorte que l1'inégalité r(z)>0 signifie que

z ou -z est du genre temps), du genre espace si r(z)<0 et du genre

lumiére si r(z)=0. On a
e (%)] 2= |x (%) -r () +21<x,Te > | %= (r (x) -r (£) ) 2+4<x,Jg>2.

C'est évidemment >,(r(x))2 si € est du genre espace. Mais dans le

cas contraire on a (cf.(2.2), que nous ne rappellerons plus)

l<x, 73] » (r (x)r(g))

d'ou Ir(x)|2z(r(x)+r(§))2 et la premiére inégalité est encore véri-
fiée.

Comme C est un cdne convexe, X+X'€ 1 d'ol |zﬂx+i')|>r(x+x')
ce qui (a4 1l'aide de la définition (2.27)) prouve la deuxidme par-

tie du lemme.

LEMME 5.4. Quels que soient X et X'en on a

le(g-enl  _l<Ix,8-g>]
Blr(x)r(x'))%  2(r(x)r(x'))?

6, (X,X') 2max |5 (x,x'),

l<gx',E-g'>|

2(r(x)r(X'))16

Preuve. La premiére inégalité vient d'étre prouvée. Par ailleurs

IRe r(x+X')| _ |r(x+x')-r(§-§)|

5, (X,X') 3 T
4(r(x)r(x'))? 4(r(x)r(x"))*
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| r(g-e")l

4(r(x)r(xl))ﬁ < 6+(X’X')+5+(XIX') < 25+(X'Xl).

En tenant compte de la partie imaginaire de r(X+X') , on obtient

6+(XIX') >/ L(J(X'FXI), §'>L
2(r(x)r(x' ))2

On a aussi, en utilisant (2.28) (une conséquence de (5.7)),

Jr(x=x")] . |<J(x-x'),e-E" >I
T

8, (X,X") >6 _(X,X") =
4(r(x)r(x"))*® 2(r(x)r(x'))?

En additionnant les deux derniéres inégalités, on obtient le lemme
5.4.

LEMME 5.5. Avec X et X'en , et x"=mit(x,x"), on a

kx",3(&8")>] o (, (x,x1))3/2
+ r

4r (x")

Preuve. Rappelons (2.13) que

L L
<" = (2A)_2(x r(x'é + x'r(x)z)

avec

5 5
A = <x,Ix">+(r(x)r(x")) ° > 2(r(x)r(x'))*.

Notons également que

-%
(5.13) b, (xpxr) = EIEG0200, 9% ) 1y ((2lx)yE (2007
* 4(r(x)r(x’ )) 4 r(x") r(x )
D'ou
n ' 1 L , '
"3 (e-81)> ¢ rr((x )¢ | <x,3(g-¢ )>|+(r((xx-)))"|<x 1J(g=8">[]

< (5, (x,x")) 2 []<Ix,8-8"> | +| <ax3g 1)

< 4(r(x)r(x'))§(6+(X,X'))3/2

ce qui démontre le lemme.
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Le prochain lemme ne sera utilisé que plus loin, mais il est

commode de le prouver maintenant.
LEMME 5.6. Soient xe C, x'e C et x"=mil (x,x").

On a <x,x'> » |x"|2

Preuve. On commence par remarquer que

2 [ l2 - 1
xor(x )+xo r(x)-r(x)r(x")

2_|x,l2)

2 2 2 12,2 2 2 2 .
XO(X(I) - lx;l )+X02(X0_ % | )—(XO_IX*, ) (XO *

= xgxéz—]x*]2|x;lz < xgx82—<x*,x;>2 = <X, X'><x,Jx'>.
L
Par ailleurs, rappelant que r(x")=(r(x)r(x'))? et utilisant les no-

tations de la preuve du lemme précédent, on obtient

% % )
xg = (23) (% r(x') +xér(x)5)
et
=x"|2 = 2x82-r(x")
= A-1 [er(x')+x'2r(x)+2 ' " "
o o X xlr(x")-Ar(x")]
= A"1[X2I(X')+X'2r(x)+2 ' " ! " i 2
o o XXIE (X") =<x,Ix " >r (x") = (r(x")) 7).

En utilisant 1'inégalité prouvée plus haut, on trouve

2 -
x"|“ ¢ A 1[<x,x'><x,Jx'>+2xoxc'>r(x")—<x,Jx'>r(x")]

A—1[<x,x'><x,Jx'>+ <x,x'>r(x")]

<X,xX"'">.

THEOREME 5. 7. Quels que soient X €1 et X' €T on a

2

1% ¢ 22T (s, (x,x7)) % x| 2.

Preuve. Soit M€ G  telle que x"=mil(x,x') = Mw et posons z = £-¢'
¢ = M 'z. alors
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1 lr(z)] N <x",Jz>2 S N ) <w,|MI2JM_1z>2
2 r(x ) (r(x“))2 2 r(x ) (r(x"))2
= % e 'z) [+ <o,oM 1252
2
= 3 e l+2 35kl 2cD+c2- S1cl?,

' n 1 2
o (e 2 AEGEZED] L, <x",I(E-EY)>

r(x") (r(x"))?

D'aprés les lemmes 5.4 et 5.5, on a donc

d'ou

(5.14)

T e- e 1% ¢ 85, (x,x")+ 3206, (X,X'))°

M (g-en) | < 8 (s, (x,x7))3/?

Par ailleurs, quels que soient x et x'€ C on a

(5.15)

X
O <4 <x,Jx"'>
;{‘ro N r(xl)

On peut en effet pour prouver cette inégalité supposer que r (x)

= r(x")

= 1 puis, a l'aide d'une transformation orthogonale sur x,

et x, , se ramener au cas ol

Alors

<x,Jdx'>

Xy = ch t, Xq= sh t, Xy =eee= (¢]
' o= 1= ' = i '= =
x5 ch s, x4 sh s cos u,x2 sh s sin u,x3 ...=0.

4

)
=
D
W

= chscht-shs shtcosuygch(|s|-|t])> 3

\%

NN
Q
=2
n

o~

B

En utilisant (5.15) et (5.13) on obtient

L
o <x,Jx'> (r(x))2

5 b2
— < 4 T x" T < 2708, (x,x"))
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d'ou

1x1? = 2x?-r 00 ¢ 2x2 ¢ 2" (6, (x,x)) Ax2?
et
(5.16) k1% ¢ 2" s, oxt ) Y x0) 2.

On évalue maintenant |g-g'

lgg-eal= feM™ ig=g") mrws [« [T (gt Mol

- L
Notons, en posant k = M' 1(M'M)z, 1'égalité kk'=1 : comme k.eGO, il

en résulte que k €{1} x SO(n) d'ou k_1w= w et par suite

1 1 1

2 - - 5.-1 .12 2
Mw|“=<M'M k "w,k w> = |(M'M)*k '] =|M'w| “.

En se servant en outre de (5.14), on en déduit

le-eil < 86, (x,x1))3 2 "]

De plus, d'apreés le lemme 5.4,

lr(e-¢")l¢ 8 6, (X,X")r(x")

d'ou

lemg 172208~ ) 2-r (=g )¢ 27 (6, (x,x)) 2 |x" %+ 85, (X,X")r(x")
soit
(5.17) le-e'1% < 28 (e, (x,x1)) 3 x] 2.

Par suite
(5.18) e « 200e" 12+ ]e-g' %) « 2 1e 12+ 2% (o, x,x0)) 3 x| 2,

Pour terminer, on a besoin d'un dernier lemme.

LEMME 5. 8.Quel que soit x€C, on a

5, (x,5%) » (5, (u,x))°.
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Preuve. Pour tout x € C, on a

2 2
_r(x+Sx) _ (r(x))“+1+2]x|
Q(X,Sx) = 7 = 17 (%)
D'une part
2
(r(x)+1)
6+(x,Sx) > T
, 2 2 ,
D'autre part, vu que |x|° = 2xo-r(x), on a aussi
2
*o
6+(X,SX) 2 =
Enfin
X 1
8, (w,x) = r(x)+1% + ° T < (6+(x,SxD2.
4(r(x)) 2(r(x))

Fin de la preuve du théoréme 5.7.

On tire du lemme 5.8 1'inégalité
3
5$X',X") < (5+(X,X')) .

En se servant de (5.16), on en déduit

x"1? < 21 (s, (x,x ) 21kl 2,

et (5.18) montre alors que

2 2

lel? < 2 g 1% 2208, (x,x00) % %012,

N

inégalité qui, alliée & (5.16), prouve le théoréme 5.7.

VI - FONCTIONS POIDS ET CLASSES DE SYMBOLES.

Rappelons (2.22) que l'application t: w= D définie par
T(x+i€) = (fng,- JE) entrelace les actions de G = GO X]Rn+1 sur II

et D respectivement.

L ~
DEFINITION 6.1. Pour toute fonction m sur D, nous poserons mMm=moT

et nous dirons que m est une fonction-poids si elle est réelle >0
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et si de plus il existe des constantes C1> 0 et N,> O telles que,

quels que soient X et X'€1 , on ait

N
Fx)¢ o Rx") (8, (x,x")) .

PROPOSITION 6.2. Le produit ou le maximum de deux fonctions-poids,

les puissances réelles d'une fonction-poids sont des fonctions-pdds

2
Les fonctions Y r(y) et Y » %%%T + r(Y)Inlz sont des fonctions-

poids.

Preuve. La premiére partie est évidente. Les fonctions sur II atta-
chées, par la transformation mv—;%, aux deux fonctions indiquées,

sont les fonctions X »—-)(r(x))_1 et X h»(r(x))_1IX|2, et la seconde

partie résulte donc de (5.13), du lemme 5.3 et du théoréme 5.7.

Remarque. Cette définition est analogue & une généralisation des
fonctions-poids au sens de Beals [2], donnée dans le cadre du cal-
cul de Weyl sur R" par l'auteur [4d et par HSrmander [21].
PROPOSITION 6.3. Posons Inly = IM'nl siy = Mw, M € G .

1

La fonction mO(Y) = (1+ Inl9)* est une fonction-poids.

2
Yy
Preuve. Explicitons Iﬂli pour commencer.On a <y,n>=<m,M'n>=(M'n)o
et r(y)r(m)=r(M'n) d'ou

(6.1) |n|§ = 2 Zer () = 2<y,m>Eor(y)r ().

On pourra comparer cela a (2.20).

Rappelons que toute matrice A €Soo(1,n) peut s'écrire sous la
forme A= Q N, avec O et 0O,¢€ {1}xs0(n) et

ch t sh t 0
sh t ch t
0 I

(6.2) Ay

Ce fait (la décomposition de Cartan du groupe SOO(1,n)) peut se
retrouver comme suit : A étant donnée, il existe une rotation 0{1

sur les n derniéres coordonnées qui améne le vecteur pw Sur un vec-—
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-1
—1o-1 !
cident, d'olu My 01 A €{1}1xSO(n). Il est clair que les matrices A

teur de la forme z=(ch t, sh t,0,...,0): alors Q, Awet A1w coin-

et A ont méme norme, celle-ci étant définie par ||pll = sup { \Axl
x € R0+, |x| =1}. Comme les valeurs propres de A, éventuellement
distinctes de 1 sont eit,on voit que |lpl= e t. zo+\z1\\< 235 |z|

= 2% |m]. Plus généralement, on en déduit

(6.3) Ml < Z%lyl si y=Mw , MEG.
En conséquence, si y = Mw et Yq= Mw, on a

(6.4) Iyl 2% M ] = 2% Ty

Or, en utilisant (5.13), on obtient

- 2 - 2 - -
‘M 1Y1\ = 2<M ;me> -r(M 1y0< 2(r(y)) 2<y1'JY>2
2
) 2r(y1) <Y1IJY> RS 27(6+(YIY1))4
r(y)

(riy)ziy))®

d'ol HM_1M1 < 2% 6+(y,y.|))2. Il en résulte que, pour tout M, on a

(6.5) Il = gl <o T e =l gl el < 2% ety yg ) Pl

Cela étant, soient Y=(y,n) et Y'=(y',M') deux points de D, et
posons T—1Y = JX,T_1Y'= JX', c'est a dire

X = Sy,g=-T,x'=Sy', &' =-"7.

Soit Y4 le milieu de y et y' : alors Sy1 = mi(x,x';) . De plus,

si y1=M1<n,M1 € Go’ on a Sy1=M;-1w . L'inégalité (5.14) fournit alors

(6.6) Las (=) = barce- €|« 808, (x,x0)) /2,

Par ailleurs, (6.5) et le lemme 5. 8 fournissent
{mo(Y) }Zz 1+ \'n\; 16 8 T M‘;l

T €2 (8 (y,yq))
oL e 2, UV e
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< 217(6+(y,y'))4(1+ \n-*n'lf,)
]

17 4 2
= 2008, (y,y" ) T+ M (=) | )

Avec l'aide de (6.6), on obtient finalement
1

(6.7) (mg (1)) %¢ 22 m_ v ) ? (s, 7Ty, Ty 7,

ce qui démontre la proposition 6.3.

Rappelons que (2.20) définit une structure riemannienne sur D:
si 1'on identifie 1l'espace tangent & D en (y,n) au produit
T _(C) XT*(C), ce qui peut se faire de fagon naturelle, les restric-
tions de la forme quadratique ds2 aux sous-espaces Ty(C)x {0} et
{O}XT;(C) sont deux formes duales l'une de l'autre (nous venons pré-
cisément de considérer la deuxiéme de ces restrictions dans la pro-
position qui précéde). Si { eo,...,en} est une base orthonormale de
T _(C) pour la structure riemannienne sur C donnée par (2.6) et si
{eo,...,en} est la base duale de T;(C), on peut, pour toute fonc-

tion f € C®(D), définir pour tout Y = (y,n),
12 4 = E (lesf) (1) |2 [(esf) (1] 2)
1,Y j=o j 3

en désignant par (ejf)(Y) (resp. (ejf)(Y)) la dérivée de f le long
du vecteur e. (resp.ej): le résultat ne dépend pas du choix de la

base orthonormale. Plus généralement, posant ej=ej 4 pour i>n et

-n-
prolongeant les vecteurs ej(Osjs 2n+1) en des champs de vecteurs
constants, on peut, pour tout entier k3»1, définir
2 +
(6.8) w2, - ST ey -vey B () |2
! 330 1 k
le résultat ne dépend pas de la base orthonormale choisie ; enfin,

on pose HfHO,Y=|f(Y)\-

DEFINITION 6.4. Soit m une fonction-poids sur D. Un symbole de poids

m est une fonction f de classe C° sur D, a valeurs complexes, telle

que pour tout entier k>0 la fonction Y = (m(Y))_1HfHk y Soit bornée.
,y 501t bornee

On posera
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k -
IElly; 3= Z_ sup((mv) el o)

j=o

Remarque. Si f est un symbole de poids m, et si (M,b) €G, alors

f = f o (M,b)n1 est un symbole de poids m o (M,b)-1; de plus,la

M,b
norme HfM’me o(M,b)”
sulte de l'invariance par G de la structure riemannienne de D. Les

1-k est indépendante de (M,b): tout ceci ré-

opérateurs différentiels sur D qui commutent & l1l'action de G con-
servent la classe des symboles de poids donné. Dans l'algébre cons-

tituée par ces opérateurs figurent les opérateurs

o] -1 o]
(6.9) z Yj —“‘byj , rly) <Jy, _b'ﬂ>’
2
o) -1
r(_y)Ely , T —Wj '"j et r(y) D.q,

ol l'on a noté E] l'opérateur d'Alembertien usuel.

Comme dans la théorie des opérateurs pseudo-différentiels sur
]Rn, les symboles (modelés sur les symboles des opérateurs différen-
tiels) ol 1l'on "gagne" en dérivant par rapport aux variables grecques
présentent un intérét fondamental. On pose, si p et g sont entiers
50,

2 n 2
(6.10) |Ifll = . ' Kei <€y Es -..€l £) (¥)]
prd,Y i1,§;;,ip=o 31,§§;;3q=o 1 I Jq

avec la méme hypothése que plus haut sur les bases {ej} et {ej}.

DéFINITION 6.5. Soit M un nombre réel. Nous appellerons symbole
classique d'ordre M toute fonction f de classe c® sur L possedant la

propriété suivante: quels que soient les entiers p et g>o , il

existe C>o telle que, gquel que soit Y€ D, on ait

< Clmg (v)H79,

Wl g, q,v €

ol my est la fonction-poids introduite dans la proposition 6.3.

. M
PROPOSITION 6.6 . Pour tout nombre réel p, la fonction Y+~ (mO(Y))

est un symbole classique d'ordrei .

Preuve. Pour tout NE¢ GO, on a, pour l'action de GO sur D définie
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par (2.14),

m_ (N. (y,n)) = mo(Ny,N"1

m) = m (y,m).
Compte tenu de cette propriété d'invariance, il suffit de prouver
les estimations réclamées par la définition 6.5 au point y =w. On

utilise l'expression

2 W2 M/2

(1 [ 2) 7%= Civ2cy, m2r(y)z (]

fournie par (6.1): le résultat souhaité s'en déduit aussitdt.

LEMME 6. 7. Soit f(Y) = 6+(W,T—1Y) pour tout Y € D. La fonction f est
une fonction-poids, et f est un symbole de poids f.

Preuve. Le premier point résulte du lemme 5.2. Quel que soit (M,b) ¢G
la relation (6.8) montre que

=|If o (M,b)

1, (M, b). ¥ I,y

pour tout symbole f. Par suite “f“k v = nf o (M,b)“k ( si Yy

’ , (w,0)
= (M,b).(w,0), ce gqui permet, pour montrer qu'un symbole f est de
poids m, de n'étudier que les dérivées ordinaires au point (w,0) de

la famille de symboles f o (M,b). Introduisant les opérateurs

8 _ 1l _ ;i 38 _§_-la .9
— = (a i ) et = 2( + i )
J

Xy *5 2%

on est alors ramené, dans le cas présent, a prouver l'existence,

N =

pour tout couple (o,g) de multi-indices, d'une constante C > O in-

dépendante de X' €1 telle que 1l'on ait
(Zo% 2B 5.2 (x,x) (x =0) | < C 82 (u,x").
X
Or, si l'on écrit

r(X+X')r (X+X")
16 r(x)r(x"')

2
6+(X,X')

cela résulte de 1'inégalité

IS

lotX' | ¢ 4 |r(wX') ]|

une conséquence de (5.10) et (5.11).

53



A. UNTERBERGER

Sur l'espace des symboles de poids donné, la topologie natu-
relle est comme d'hakitude trop fine pour étre utile. Le mode de
convergence ci-dessous est strictement pratique, adapté & des uti-
lisations ultérieures du théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue.

PROPOSITION 6.8 . Soit m une fonction-poids, et soit Symb(m) 1l'espace

vectoriel des symboles de poids m. Nous dirons gqu'une suite (fv)

converge vers f dans cet espace si d'une part, pour tout k, on a

sup vanm-k <= au sens de la définition 6.3 et si d'autre part les

dérivées de tous ordres de la suite (f,) tendent vers les dérivées

correspondantes de f uniformément sur tout compact de D. En ce sens,

tout symbole fe€ Symb(m) est la limite d'une suite de symboles a

support compact.

Preuve. Soit x une fonction de classe c® sur IR+, telle que X (t)=1
pour tout t ¢ 1 et X(t) = O pour t » 2. Posons, pour v=1,2,...,

£,() = £(y)x (v

-1

5+(w,¢ Y)).

Vu le lemme 5.1, il est clair que fv est & support compact et que

la suite (ﬁu) converge vers f dans C (D). De plus, le lemme 6.7
montre que les fonctions Y+~ x(v-15+(w,7_1Y)) constituent une famil-
le bornée de symboles de poids 1.

PROPOSITION 6. 9. Soit F l'opérateur de passage du symbole actif au

symbole passif défini sur 1l'espace J{(D) dans le théordme 4.2.

< -1
Pour toute fonction-poids m, les opérateurs F et F se prolongent

(de fagon unique d'apreés la proposition qui précéde) en des opéra-

teurs de Symb(m) dans Symb(m) séquentiellement continus au sens de

la proposition 6.8.

Preuve. Reprenons les notations (4.8) de la remarque qui a suivi la

preuve du théoréme 4.2. On a

1]

[E
N

0]

t

2 2
sh” o + sh™8 > 4 shg shg = r(z)

chza chZB

|

2
v Lr@n?

et
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2% 3 2%
(2+ —132‘—-) < cha+ chpg 22(2+ _|_2_2J_),

2% 2
(1+ l%;—) & chachBg 1+ lﬂ

Il en résulte que, pour p entier assez grand, les fonctions

(+lzl H7P

- 2,-p E -
(6.11) E (z) = (1+ 121 F (z) et E;(z) = F_(z)
sont sommables ainsi que toutes leurs dérivées (la premiére pour
p > 1, la seconde pour p » n+2). Avec la notation de (4.9), on peut
donc écrire

-1 0
K

2 p
g2 =11 D 1 .-1 0
F M ) = (1-(417) |M ?ﬁl ) EO(ETF M Tﬁ)'

(1
o 21m
identité dans laquelle intervient l'opérateur différentiel

<Jy,9_>

)2 - cenT'0)

1-(ar?) e 22 - 1—(4n271[2(

om r(y)

On sait (cf(6.9)) que cet opérateur conserve la classe Symb(m). Pour
terminer, on se limite a 1'étude de l'opérateur F mais la méme dis-
cussion serait valable pour F_1 en y remplacant partout EO par ET'
Soit E l'opérateur E = Eo(f%ﬁ M-1
nition 6.4 il s'agit, pour tout entier k » O, d'établir, pour C
bien choisie,l'inégalité HEme;k < CHfllm;k pour f€ Symb(m): on peut
en outre faire dépendre de k le choix de l'entier p défini en (6.17).

*
La restriction de Ef a l'espace vectoriel qn(C) constitué des points

%ﬁ)' Avec la notation de la défi-

(w,m) est donnée par ﬁo*(f

T*(C))' ou la fonction EO, transformée
. LW s as .
de Fourier de E,r est continue et reste bornée aprés multiplication

par un polyndéme arbitraire. On a

(m(w,m) 7 (e (w,n) =[BT & (o) (miw,n0)) T E (0 ame

et la relation

c 2.8
m(w,n') < C, m(w,n) (1+|7=-n]%) ',

une conséquence immédiate de la définition 6.2, montre que m‘1Ef est

*
une fonction bornée sur Tw(C): en utilisant le fait que 1l'opéra-
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teur E commute avec l'action du groupe G sur D, on obtient la méme
borne pour la restriction de la fonctlon m 1Ef a une fibre T (C)
quelconque de D. Toujours avec le méme argument, on peut poug termi-
ner se borner a estimer les dérivées de Ef aux points (w,M). Si Ww

est la fonction de deux variables telle que
Eo(z) = w(4 sh ash B, sha+shg) =w(r(z),zo),

on peut écrire (voir théoreéme 4.2)

(Ef) (y,m) = QRn+1 e E> () (v, 2) w(iE;;, ) az.

Cette expression permet d'expliciter les dérivées, calculées en
(w,n), de la fonction Ef. Si 1'on choisit p assez grand dans (6.11),
les dérivées par rapport a y prises en w, d'ordre € k, de la fonction
w((r(y))_1r(z),(r(y))-1<Jy,z>), restent sommables ainsi que leurs
dérivées de tous ordres relativement a z : ceci permet de conclure

comme plus haut.

VII. FONCTIONS DE WIGNER.

Pour étudier les opérateurs pseudo-différentiels sur C, nous
serons amenés a les décomposer comme sommes d'opérateurs de rang
un particuliers: cette méthode (voir(1.6)) a l'avantage de concen-
trer toutes les difficultés de l'analyse autour de l'estimation de
la "fonction de Wigner": c'est une méthode que nous avions déja

systématisée dans [42], 44 Jpour le calcul de Weyl.

DEFINITION 7.1. Soient ¢ et ¥ €H (voir début de la section 3). La

fonction de Wigner w(e,4) est la fonction sur D qui est le symbole

passif de l'opérateur ut (u¥ )y : en d'autres termes

n+1

W(a¥) (V) = 2" (o 0 .

Avant d'évaluer cette fonction dans le cas d'une paire de fonc-

tions du genre WQ(définition 3.2), il faut préciser les détermina-

tions de certaines racines carrées qui y apparaitront.
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PROPOSITION ET DéFINITlON 7.2. Pour X €1, r(x) n'est pas réel K O
et l'on définit (r(X))% 3 1'aide de la détermination principale de

+ .
la fonction racine carrée dans {z € € ; -z ¢ IR’} . Quels que soient

X et X' €l , on pose

(7.1) p(X,X') = <x,i'>+(r(xy)%(r(i'))%.

b
Alors p(X,X') n'est jamais réel ¢ O et 1l'on définit (p(X,X"))%au

moyen de la méme détermination.

Preuve. Avec X = x+if, on a
r(x) = r(x)-r(8)+2i<x,JE>.

Si r(§) £ O on a Re r(X) > O et dans le cas contraire on a Im r(X)#0:

ceci prouve la premieére partie.

Nous allons montrer, et nous l'admettons un instant, qu'aucun
des nombres complexes o et T définis a leur échange prés par
o+ 1 = 2<X,X'>
r(x)r(X")

i

[oks
5 5
n'est réel ¢ O , ce qui permet de définir ¢ et 1 , deux nombres
ayant une partie réelle > O . On a bien entendu
1

L
20(X,X') = (o° + Té)z

dans le cas ou X et X' sont réels (i.e. €C) et comme les deux membres
de cette égalité sont des fonctions holomorphes du couple (X,X') dars

l'ouvert connexe dense défini par
<, X2 (X)X # 0

cette égalité persiste pour X et X' quelconques € I : comme enfin

5, 0%

Re(c“+ 1%)>0, la proposition est prouvée, sous réserve de montrer que
ni o ni T n'est réel ¢ 0. Notons que cette derniére assertion est
invariante, pour toute matrice p € SOO(1,n), par le changement de
(X,X') en (AX,A'_1X'). Aprés une premiére transformation de Lorentz

qui améne Re X a é&tre un multiple de w = e on peut trouver

OI
M € {1} xSO(n) qui améne les vecteurs Im X, Re X' et Im X' dans

l'espace engendré par €q/85,85: autrement dit on peut se ramener au
cas n = 3, ce que nous supposons désormais. On associe a tout X €I

la matrice
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. (Xo+x1 x2+1xj
X ,
X2—1X3 xo—x1

d'ol, se rappelant que la formule IX = r(X)—1JX définit une symétrie

sur I ,
AY = a- , Ya.+at) = A et All=na__ .
X X ' 27X 7K X X X

Comme Tr A, = 2xO et dét.Ax = r(x), la condition que X € Il est carac-

térisée par le fait que Re(AXe,e) > O pour tout 6 € ¢2 non nul. Si
*

X')
= r(X)r(i’), et par suite o et T ne sont autres

X' est un autre point de 11 , on vérifie que <X,X'> = % Tr(AXA

*
et que dét(AxAX.)

que les valeurs propres de A Si la valeur propre o était réelle

A="
XX 2
£ O on aurait, pour un certain vecteur non nul 8 € €7, A A;,0 =0 9,

XUX!
N -1 .
d'ou Az, 6 = oAy 6 = cAZXG , soit (Ai"°Azx’9 = 0 = Ag'_ o £X

si o est réel ¢ O , X" = X'- grX appartient & Il et ceci est une com

6: or,

tradiction puisque Re(Ay, 6,8) > O. Ceci termine la preuve de la

proposition.

Remarques : 1) une estimation trés précise de la fonction
Re(Q(X,X')%) , cruciale pour la suite, sera l'objet de la section
suivante; 2) nous convenons une fois pour toutes que les détermi-
nations des racines carrées de nombres complexes non réels < O sont

choisies avec une partie réelle > O

THEbRﬁME 7.3. Soit A> O et supposons n » 1. Pour tout X €1, soit
¥y la fonction introduite dans la définition 3.2

1
(Mn+1) _
W%(t) = cx(r(x)r(t))z e "2T<IE, X>

Pour tout couple (T,T') de points de I , posons p=p(T,T') au sens
de (7.1) et

In > % - oy may B -BH
- ] [] -
K(T, )= p 3 e ™ S (oxp-am LT >)Ko(2ﬂ(r( D EEN T 4
5 P’ s P s
Alors, pour tout couple (X,X') de points dell , on a 1'identité
1
Y (A+n+1)
WS ) (v, =2 Ted (r o e (v) Pr(x))

R (r (y) MV (X+1dm) ,r(y)M | (X' +idm)
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si M€G  est telle que y = Muw.

Remarques. Si l'on fait agir sur T et T' la méme matrice € {1}xs0(n)y,
il est clair que K(T,T') reste inchangé, ce qui montre que le se-
cond membre de la derniére identité ne dépend pas du choix de M. La
fonction Ko qui intervient dans la définition de K est la fonction
de Bessel habituellement désignée ainsi. Dans le cas ou n = O, la

formule est un peu plus simple et se trouve dans[48], p.1190.

Preuve du théoréme 7.3. On a, avec Y = (y,m),
N 2i”<n,s—sys> \
WER g ) (Y) = zn”j“’x‘sym e v, (s)dn(s)
cC
et comme r(S s) = (r(y))%(r(s))”" on obtient
1
W(Wﬁlwﬁ.)(Y) _ 2n+1c§[r(x)(r(y))2r(x')]4(X+n+1)I(X'x';Y)

avec

- . - _|_-
I(X,X';Y)=Jﬂ e 2n<JSys,X+1J'11>e 2m<Js, X lJ“>dm(s).
C

Avec y = Mw, Oon a

1 1

<JSys,X+iJn>=<JMSM_ s,X+idn> = r(y)<JsM_ s, MV (x+ign)>

et

1

<Js,X'-idm> = r(y)<JM_ s,M—1(§'—iJn)>

En posant s = Mt, on obtient donc

1

I(X,X';Y) = K(r(y)M’1(x+i Jn),r(y)M (X'+i Jm))

avec

(7.2) K(T,T') = dm(t) .

Je-zn<st,JT>e—zrr<t,Ji'>
C

Il s'agit maintenant de transformer cette intégrale (n+1)-dimension-

nelle en l'intégrale simple définie dans le théoréme 7.3. La conver-

gence de cette derniére est la conséquence de 1'inégalité Re(P”) > Q

et d'inégalités simples relatives a Ky : il est inutile de discuter

en détail ce point ici, car des estimations considérablement plus
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raffinées seront développées dans la section 9. La fonction K défi-
nie dans le théoréme 7.3 et celle définie dans (7.2) sont alors
toutes deux des fonctions holomorphes de TE€TN et T'€E T : il suffit
donc d'établir leur égalité lorsque T et T' sont réels (i.e. € C),
ce que nous supposons désormais. Dans ce cas, on a

(7.3)

- -— 1
K(T,T')= J\e 2‘I'I<St,JT>e 2n<t,JT >dm(t)
C

et 1l'on obtient facilement, pour toute matrice NGEGO, la formule
d'invariance
(7.4) K(N'T,N"'T') = K(T,T')

ou l'on désigne par N' la transposée de N : il suffit en effet de

poser t = \Nl_th' dans 1'intégrale (7.3) et d'utiliser encore (2.5.
On a donc K(T,T') = K(w,T") si 1l'on choisit N EGO tel que N'T = w

et que 1l'on pose T" = N_1T'. Notons tout de suite que

(7.5) r(r) = N2 (rY) = r(myr(T)

et que

(7.6) T! = <oN Moy = vt T, = <TI0

D'ou, si T et T'E€C,

t

. oo _ -2M<JIT", t>
(7.7) K(T,T") —Q{C(exp 21 r(t))e

dm(t)

avec T" vérifiant (7.5) et (7.6).

Cette intégrale est invariante par le groupe {1}xSO(n) opérant sur

T", ce qui permet de se ramener au cas ou T"= (xo,x1,0,...,0) avec
(7.8) X = <T,T'> et x°-x> = r(T)r(T')
° o) 4 o 1 -
Finalement, avec ce choix de X et Xy on a
to  T2Txgt o ty) -E%l
Al = -
(7.9) K(T,T ) = C(eXp 21 Ht—))e (r(t)) dt.
Pour évaluer cette intégrale, on écrit t = (to,t1,t“): le domaine

60



FONCTIONS DE WIGNER

E
d'intégration est défini par t_> 0, -t <t <t et |t (tg—tf) ,
ce qui conduit & évaluer d'abord, avec R = |t"|, 1l'intégrale
_ 5
n21 (£2-¢2)
2n ° 2.2 2 -1
(7.10) I=—m exp(-2Tt_(tZ-t{-R°) ')
T(E:—) o o 1
2
(¢} _n+1
2 .2 2 2 n-2
(to-t1—R ) R dr .
On pose
2 -1
_ R .2 .25, 08 %
6= - —5—] -1, Ro= (t7t9) " (557
tT-t
o 1
d'ou
1,,2 2.5 % -3/2
drR = E(to"t1) 8 " (0+1) de
et
n-1
n=-' n-3
_ © 21t —_-_=
(7.11) T = —0T (24371 | (exp- ——2(er1))e ° do
ral) o o £2-t?
2 o 1
1-n n-3
= (2t) ? (£2-t?) ? exp- 2™
o o 1 t2_t2
o 1
D'ou
1-n n-3
- —= 21t -2T(x_t -x.t,)
K{T,T') = (2t ) (t2-t2) 2 (exp- ———il)e 070 M1 1 g¢ dt
\t ‘<t (o) (o] 1 2_ 2 o
1 o) o 1
Posons o = Xo¥Xys T = X =Xqy c'est-a-dire
(7.12) c+T =2<<T,T'>, g1=1r(T)r(T").

En effectuant le changement de variable défini par
-% -1 it =
tomty =0 a ! totty =T B

on obtient
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1-n
K(T,T') = % S j” (GB)_1(0%Q+T§B) 2 exp—n(c%a-rf%g)
o

1 1

exp—ﬂ(céa_1+72§—1)da dg.

On peut bien entendu considérer si on le veut cette intégrale com-
me une généralisation & deux variables d'une intégrale classique
([28],p.85) permettant de représenter les fonctions K, : lorsque

n =1, on a simplement

K(T,T') = 2 Ko(2n c%)KO(ZTT —r%),

mais il s'agit ici du cas ou l'espace symétrique I est isométrique
au produit de deux demi-plans de Poincaré et toute la situation est
dans ce cas réductible. En vue d'estimations ultérieures, il est
préférable de réduire encore un peu cette intégrale double. On pose

s = c%a+T%B , t =aB-1

d'ou
da dg _ ds dt
ogB st ’
-1
- - + t

oa1+'r%a1=%+(c'r)%%

et © fo 17D o -1
_ 1 2 -Ts o+ T t+t ds dt

K(T,T") = fj\ojo ° ° exprl s Y &5 ] st

on note ( [28], p.85) que

- 5 5
gJO(exp-n-‘g—l (ert ™1y &8 < x_(2n LoTL,

@ ———e.

-1
XK(T,T') = e_’ﬂlsenﬂ(“”)s KO(2ﬂ(oT)%s_1)s ds.

e}

Il ne reste plus, toujours pour T et T' ¢ C, qu'a faire le change-

%

preuve du théoréme 7. 3.

ment de variable s+ p? s et & rappeler (7.12) pour terminer la
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VIII - LE MODULE ET L'ARGUMENT DE LA FONCTION p(X,X').

Avertissement : dans cette section, seul l'espace I est considéré,

non l'espace D ; on en profitera pour utiliser également la nota-

tion Y = y+imn quand le besoin de nombreux points se fera sentir.

LEMME 8.1. Pour tout X€1 , le vecteur Y = X appartient a 1.
(r((X))

Preuve. Avec les notations de la section 5, soit A € Q , non néces-

sairement normalisé, dont X soit 1l'image. Rappelons (définition 7.2)

que r(X) ¢ - R*. Les conditions

2 2 2 2 2
lool = * 18l ™ = eyl = [Bq] 7 —--om gy " >0
et 2 2 2 2 2
o * By - oy - By -...m B =0
% -1 %
interdisent que o soit nul, et comme r(X) = (1+-5) (1-5) n'est

‘ 2 ° ©
pas réel £ O , et que oy # Bi , on voit que

*
& ¢ e U1l
(o)

Ceci permet de définir, pour tout A € Q, la fonction holomorphe

2%
o
(1-—%) , en lui attribuant la valeur 1 lorsque o = O . Posons
c,[O o(f %
Yo 5 g (1-—=) et
o
e}
A = (Yo'ﬁo’O'BA]I---an)'
On a
2 2 2 2
ot BT BT eer TR =0
et
2 2 2 2_ 2 2 2 2 2
o T e [ e N R I T R S B DR Ee e Ly

>l ol 17 (80 1P gy 2o m I8, 1550,

Enfin on notera que la condition|ao-igal > \ao+iBo| peut s'écrire
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- . ] .
Re(aolgo)>o i.e. Im(a )>0. Pour ce qui concerne n)on a

[e]
2
o _ —% o
MM%—Im[H 2) ]
O

lorsque A parcourt 1l'ouvert ! on a lYO—iBO\ # |YO+iBOl c'est a dire
Im ?9 # O et comme ! est connexe on a en fait Im ??>o, autrement dit

X e®. soit Y 1'image de & dans T . On a, pour tou? 3,

N R

J Yo Yo J

et l'on termine en remarquant que

o 01 2 -3 1+2 ; L
i ] b1 Y
o % %3 _ J

LEMME 8.2. Sous les hypothéses du lemme 8.1, on a

r(x)

r{y) » T -

Preuve. D'apreés (5.4), on a

r(x) =% \ozo+a]\_2q(A,I§)

et de méme

r(y) =—;— lyol_zq(g,'?'\) =% lai—o%\'%(i,ﬁ)
= %'ldde3|_1[‘Q§-a%‘+ \30\2_ \$1\2— e —‘En\zj
>3 |- oo laan)
d'ou
r(y) o 1%l |2t 1
x(x) lo2- | %% = (Xl
LEMME 8.3. Soient X et X' €1, v = — %,y = %X
(r(x)) (r(x"))
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On a d(Y,Y') € 24(X,X").

. . . X <
Preuve. Soit ¢ l'application X Y = ———I : on se propose d'éta-
5 2 (r(X)
blir 1'inégalité ||dY||” < 4 ||dX||” en tout point X dell . On notera

que 6§ commute avec l'action du groupe de Lorentz, ce qui permet
(comme dans la preuve de la proposition 7.2 mais c'est plus simple
ici) de n'établir cette inégalité qu'en un point "spécial", enten-
dant par la un point tel que Xy = ... =X =0 si X est spécial

Y 1l'est aussi. Il est agréable de prendre comme coordonnées
(V'W'Xz""'xn) avec V = XO+X1 et W = XO—X1 : on pose aussi v = Rev,
W = Re W. Avec X, ,= (Xz,...,xn), l'application § s'écrit dans ces

coordonnées
n
(VIWIX**) - (Vw_gxi)_% (VIWIX**)‘
On a ((2.24) et (2.9))
as? = (r(x))72[2| <Ix,ax> |%-r (x) £ {3} | ax;| 3.,

l'emploi des coordonnées complexes étant recommandé parce que 8 est

holomorphe. En un point spécial, on a r(x) = vw,

- =1
<Jx,dX> = xodXo-x1dX1 = 2(de+vdW)

et

(r(x)) 72 [ 2]<ax,ax>| *-r (x) (|ax | 2~ |ax, |?) ]

0]

v avewlaw| 2= 1 lav+aw|? | 1 lav-aw|?
2 4 vw VW

|

1 v aw
2 v w

<]

aw ]

%\ v_1dv+w_1dw|2— + =X
w

1
2

(v_zldV\2+w_2IdWl2).

Donc, en un point spécial,

2 2
1.

laxt 2 = 2 v av P w2 jan] 23 (v Thjax, | 2ol ax )

Si 1'on désigne, faute de mieux, par (V,W,Y**) les nouvelles coor-
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données de Y =6(X), on a, d'aprés le lemme 8.2,

(8.1) TW=r(y) > T%{%ﬁ— = T%%T .
En un point spécial, on a
~ av 1 v 2 2,_1,v%5 .4V _ aw
av = -3 a(vw-3 x5 = 5% (5 - )
(Vi) 2 gy 372 5 73T 2°W v W'
-l V-3 _4av , dw
aw = @ TR
et, pour j > 2 ,
av. = (vw) Zax

n
javi? = $1 972 —l‘%\[ﬁ'z IS = @ ol T D ax ) 2,

Le deuxiéme terme est (vw) :g:]dlez. I1 suffit donc d'établir

l'inégalité (entre formes hermitiennes)

[ +%+ s *@%]J%¥ - A2 ¢ r6rvT? fav] 2w (aw] 2.

On a

32 = (Re \7)2= [Re(%)% ]2 - l[%}d_Re Y]= V| |W| +ReVW

et de méme
~2 _ |Vl W|+ Re WV .
wo= 2
2| v|
ie

Posons V = a e , W b e'? avec a >0, b >0 et 6 et ¢ compris

strictement entre - g et % . On a v°= a2coszeet(puisque|e-w|< gﬂe\):
~2 a a a 2 v 2
7 = o5 (1+cos(e-g))> 55(1—|51nel)> 15 o878 = 71y Tl
D'olu
~-2 ”‘2
v -2 \ -2
(8.2) TVTTWT < 4v et WVTTWF < 4w '
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la deuxiéme de ces inégalités se prouvant de fagon analogue. Par

ailleurs
~ . \4 2
v2 > f%(1—|51ncd) > f% 0052¢ = ‘ ‘3 w
4w
d'ou
~=2 ~=2
(8.3) V|—11%L < 4W-2 et W—%L < 4V_2
W v

I1 en résulte que

T - i ][l ]

<16 v 2lav) % w2 law|? ],
ce qui termine la preuve du lemme 8.3.

COROLLAIRE. Sous les hypothéses du lemme 8.3, on a

2\V2

) 6 '
6, (Y,Y") < 27 (8 (x,x")) .

Preuve. D'aprés le lemme 5.1,

(4 8,(x,x'))2V 2,

6+(Y,Y') £ exp d(Y,Y') € exp 24d(X,X')

LEMME 8.4. Si Re r(X) > O, alors

k|2 < 2r(x) 6, (X,JX) .

Preuve. Avec §, = (O,§1,...,§n), on a
— ; 2 2
r(2x _w+2i€,)]| x+ |§
8, (X,JX) = kgtiﬁ)ﬁl _ o 1 _ %o ( ;‘
4r (x) rix
et comme r(§) € r(x), on a
k12 = %2 s 2o 21e, Be2e? 4lE, 13 = 2r0 s, (x,0x0.

PROPOSITION 8.5. Soit p(X,X') la fonction définie en (7.1). Sous

les hypothéses du lemme 8.3 on a

lox,x0 | » 272 0% k'l es (v,vn™ty 2711 x| lx'\(5+(x,x'))_2v2 .
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Preuve. Puisque r(Y) = r(Y¥') = 1, on a

p(Y,Y') = <Y,¥'> + 1 = % r(Yy+Jy")

d'ol, en revenant a la définition (2.27) de la fonction Sy

lp(y,¥")| 3 2 &, (Y,JY") (r(y)r(y'))}é .

D'aprés le lemme 5.2, on a
-5
8, (Y,JY") 8 (Y,¥') » 277 & (¢',3v")
et en utilisant le lemme 8.4 on en déduit

-3
Yo, (v, ov) (e vty 273 vl 2ELD,

le(x,¥y") | 8 (v,¥") 32 r(y)

En échangeant les rbles de Y et Y' et faisant la moyenne géométri-

que on obtient

lety, vl s, (v,v) » 27° Iyl vl

Compte tenu des égalités

lo(x,x") | \r(X)r()'Z')\}i ey, vy |

ot kgl = lee@ol¥ 1yl el

la proposition 8.5 résulte de 1la.

L'estimation de p est loin d'étre terminée car on a besoin de
minorer Re(p%): il s'agit donc de montrer également que l'argument
de p ne peut pas trop s'approcher de +T . On va d'abord établir ce

fait pour ce qui concerne p(Y,Y').

LEMME 8. 6. Soient Y et Y'€ T vérifiant r(Y) = r(Y') = 1. On appelle
Arg p(Y,Y') l'argument compris entre -m et m de P(Y,Y'). On a

alors
| arg ey, vy | ¢m- 273 (s, (v,v)) 32,

Preuve. Rappelons que 6+(Y,Y') > 1 : on peut donc supposer

™
Re p(Y,Y') < O sinon |Arg P(Y,Y')\ <73 - Avec Y = y+im , Y' = y'+i?n!

4
on a i
20(Y,Y") = r(Y+JY ) = r(y+Jy'+i(n=31"))
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d'ou
(8.4) Re p(Y,¥') = ylr(y+Jy')-r(n-gn") ],
Im p(Y,Y"'") = <y+dy', Jn-7'>.
La condition Im r(Y) = O = 2 <y,Jdn> montre que r(M) £ O, et il en

est de méme de r(7'). Comme
r(n=Jn') = r(m)+r(n')=-2<1n'> » O

(puisque Re PpP(Y,Y')g O), on a <M MN'> O et par suite

(8.5) In=n'12 5 [P+ |n 12 5 2 | <mmrs].

Par ailleurs
- Re p(Y,Y') < 5 r(n-Jn)

et

5 %
lIm p(v,¥")] > (r(y+Iy'))* (xr(In-7))
L
> (2 <y, v ) (x(am-n))?
d'ol s
i
-Re p(Y,Y'") < 2—3/2 (r(n—J'n'))2 1 (—<n,n'>)
ITm p(Y, Y| ° <y,y'"> N2 v,y >
< 27372 _J_nﬂlg < 25/2(5+(Y,Y'))3/2
y,y'>
d'aprées 1l'inégalité (5.17) et le lemme 5.6. Avec §p = leleia ’
T <lal<m cela signifie (tgo) °¢ 2°(8,(¥,¥'))> d'ou
larg p(v,v') |<T-Arc tg (2772 (s, (v, ¥")) 3P en-g (5, (v,¥1)) 2

LEMME 8.7. Soit Y €Nvérifiant r(Y) = 1 et soit r(y) = coszﬁ avec
0<B< g . Soit X = ety avec || < %. Alors X €1 si et seulement si
lol < 5 -8

Preuve. La condition Im r(Y) = O = 2 <y,J7> montre que m est du
genre espace s'il n'est pas nul, et comme r(y)-r(m)= Re r(Y) = 1

on a r(y) € 1, ce qui permet d'écrire r(y) = coszﬁ ; noter que

r(n) = - sinzﬁ . Avec X = ei$(y+iﬂ), on obtient x = y cosg -1 sing,

d'ou
r(x)=r(y)cos2¢+r(n)sin2¢ =c052@ cos2¢—sin2ﬁ sinzw

= cos(ﬁ+¢)cos(ﬁ—¢).
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ﬂ
Si X €1, cela doit é&tre > O d'oﬁ(31 ©< i,i.e.\¢|< % —@ : la récipro-
que marche aussi puisque X fonction continue de ¢ , non nulle

lorsque r(x) >0, est alors > O.

=c052@', 0 <(5< g, O—z@' < % .

LEMME 8.8. Soient Y et Y'€ Il tels que r(Y)=r(Y')=1,r(y)=c052@,r(y')

Alors
larg e(y,v') | <P +R.

_ i _ Lie T T_
Preuve. Posons X = e 'Y et X' = e Y' avec lw\< 5 ﬁ et|¢'| < 5 @'
arbitraires. Alors

Arg p(X,X')=aArg(er @9 ) oy, y'))=9 -+ Arg P(Y,¥")

esg,d'aprés la proposition et définition 7.2, strictement inférieur

m bl
a T : en faisant tendre ¢ et ®' vers 3 —E)et @“—5 respectivement,
on voit que Arg p(Y,Y') g@»+©' ; 1l'autre moitié de 1'inégalité s'ob-

tient de méme.

LEMME 8.9. Soient X et X'€ 1l avec

X = ei‘p\r(x)\%Y, r(y)=1, r(y)= cossz) , O g(%<

[N R=]

On suppose que r(X') est réel (>0). Alors

7 8- loh < 272 (8, (x,%')) 2.
Preuve. D'aprés la preuve du lemme 8.7, on a
r(x) = |r(x)| cos(ﬁ+¢)cos(@-¢)
< )| cos B+ loh) < lrx| (5 -8-lob)
et il s'agit donc de prouver 1'inégalité

(8.6) %lg 27 57206, (x,x)) 2,

p
On a également E= |(r(x) |*(y sin p+Mcosy ) et

(8.7) r(8)= |r(x)| (r(y)sin®g+ r(Mcos’e)

|r(x)] (coszﬁ sinzw—sinz(ﬁcoszw)

|t (x)] sin(p+B)sin(o-f).
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. 31 jal 1
Si 1'on suppose o> =5 alors P< g |¢l—€)> ? et r(g) » 3 | r(x)]| .
3

D'aprés le lemme 5.4 on a alors (vu que <x',Jg'> = 0)
% %
. l<x',38> | r(§) -3 Jr(x)
28 (X,X") » > ) » 2 (_?TETB ,

> (
(r(x)r(x'))? r (x)

ce qui prouve l'inégalité (8.6).

On suppose désormais |gf < %} et, pour fixer les idées, ¢ >0 (on

s'y raméne par conjugaison complexe). On a

2|r(x)|<y cos - Msin ¢,J(y sin g+ mMcos¢ )>

2<x,JE>

2lr(x)| (r(y)-r(m))singcos ¢= |r(X)| sin 2gp.
Puisque <x',J&'> = O,

<x',JIx> Clex' e | )

(r()r(x)F  (r(x)r(x'))

(8.8) 26+(X,X') > max (

toujours d'aprés le lemme 5.4. On évalue, en notant que

lr(g)] <|r(x)| a'apres(8.7),

r(x+%§ sin 2¢) = r(x)+<x,J&> sin 20 + % r(g)sinz 2¢

> %\r(xﬂ sin22¢

ce qui implique en particulier que le vecteur x+%§ sin 2¢ ou son

opposé est du genre temps. D'ol ((8.8) et encore (2.2))

' 1 i
|<x 1 J(X+5E 51n2¢)>\> sin 2o (lr(xﬂ)%

o 2 r(x)

35, (X,X') »
(r(x)r(x"))

et

I (x)| *

L < sisin 200718, x,x) < 27267 8 x,xn),

ce qui prouve le lemme 8.9. Bien entendu, les puissances de 2 sont

sans importance.

PROPOSITION 8.10.Soient X et X'€ll. On a

larg p(x,x")| ¢ m-2727 (8, (x,x1)) 1OV 2 -2
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Preuve. Posons

X = e |r(x) \% Y, X' = e rxn|? v

avec r(Y) = r(Y') =1, r(y) = 0052@,r(y') = coszp', 0 4(3< g ,

oP < T, fol< T-B et [0l <T-Pr.

D'aprés la preuve du lemme 8.8 on a

Arg p(X,X') =o- o'+ Arg P(Y,Y').

D'apreées le lemme 8.6 on a

lrg p(y,y) | ¢m- 273 (s, (v,v1) 2,

autrement dit

(8.9) m-larg p(v,¥")| = (G-P+ (G -P)+(B+B'-|arg p(v,¥")|)
> 273 (s, (v,v)) 32,

Supposons pour commencer

(8.10) P+ B - larg s(y,y )]y 278 (v,v)) 732,

Dans ce cas on écrit

m- |larg p(x,x")]| = lo| -|o'l-|Arg o(¥,Y")]

W

(5 - leh+ G - lo' - larg o(v,v") |
> P+pr-larg p(v, v 3274 (s, (v, v )2

et, d'apreés le corollaire du lemme 8.3, on a

3V2

32y 2713, (x,x0)) T3V2,

27 s, (v, v)”
+
ce qui démontre la proposition.

Dans le cas ou 1'inégalité (8.10) est en défaut, il résulte
de (8.9) que l'un des deux nombres % —13 et g —ﬁ', disons le pre-

mier, est » 2_5(6+(Y,Y'))_3/2. Rappelons ((5.13) et lemme 5.3) que
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L« 2t vy P 2t s v,y ?
d'ou

T BeTeosd ¢ 2ty ¢ 22 (xly ¥ s (v,x) < 2% 6, (v,x) @ -p1).

Par suite

(8.11) min(@ =@, T -p) > 278 (s, (v,v1)) /2

Si ¢ et ¢' sont de méme signe, on a

lo-o'l < max(lol, lo'l) < max (%-(5, ; -(3')

|arg p(x,x") | <lo-9")+|arg p(¥,v")|
< max(-%T -[5, T—;— —@')+§5+{5'
=1 -min (% _@’UZ_ _(5!) < TT—2-8( 5+ (Y,Yl))—5/2

cm- 2B x,x) V2,

et la proposition est encore démontrée.

Il reste enfin le cas ou (8.11) est toujours vérifiée et oug
et ¢' sont de signes opposés, disons¢» O . On a

(8.12) m-Arg p(x,x')=(g-cp-§)+(g+ ¢—(5')+([5+|‘5'—Ar99(Y,Y'))2 % -cp-ﬁ-

D'aprés le lemme 5.7 l'ensemble & des X" € Il tels que 5§ (x,X")

< Q}x,x') est connexe : comme Arg(r(X")) est une fonction conti-
nue de X" sur cet ensemble, prenant des valeurs de signes opposés
en X et en X', on peut trouver X" € A tel que (r(X"))®  soit réel
(>0). D'aprés le lemme 8.9, on a alors

2

(8.13) T-g-Pr 2728 (8, (x,x")) %y 2752

vy~ 2
(8, (x,x')) ",

Si o< 27°(8,(v,v'))7°/2, on a, a'apres (8.11),
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T Beox 27(s, (v,¥)) 72 5 2724 (6 (x,x0)) V2
Enfin, sio3 2—9(5+(Y,Y'))-5/2, on a, d'aprés (8.13),
-2 - - - - -
TPy 277 (s, (v, 1)) T2 (6, (x,x)) 25 27 (g, (x,x)) T1OV22

L'autre moitié de 1'inégalité affirmée par la proposition 8.10 ré-

sulte de la premiére en échangeant X et X'.

THEOREME 8.11. Quels que soient X et X'€1l, on a

-11V2-2

rel (o0, x01 %] 3 270T1d® 1l (o, x,x00)

Preuve. Avec p= \p\eld, on a

1 ¥ mzlel

Rep}é=|p|%cos%>,7 5

D'aprés la proposition 8.10,on a1T-|a\ > 2_535+-1OV§_2 et d'apres
la proposition 8.5, on a \pl} 2_11|X| k"5+_2vf , ce qui permet de

conclure.

IX - L'ESTIMATION FONDAMENTALE.

L'objet de cette section est d'évaluer (Op(f)¢§,¢§.) lorsque
f est un symbole de poids m. Tout le calcul des opérateurs résulte-
ra de cette estimation et de sa réciproque, de la méme fagon que
1'on peut déduire toutes les propriétés de base du calcul de Weyl

du théoréme 1.1.

Si f est sommable, on a d'aprés les définitions 3.6 et 7.1 les
identités (X €l , X'e€Tl ):

(9.1) (Op(£) ¥}, wh) = 2“”§ £(Y) {0y g b )ay = Sf(y)wwﬁ,w?{.)(mdy.
D

Pour estimer la fonction de Wigner, il faut pour commencer majorer

la fonction K(T,T') introduite dans le théoréme 7.3. Notons que

- X - X
(9.2) <P, T'> O, (x(T)F(x(T ) | LE
o? p* _
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et que .
(o(T,T')*

(T T'))%
r(T) r(T')?

B T
B (p(r(T) " r(T'

a aussi une partie réelle > O , puisque la transformation

= JZT (T étant la symétrie de Il autour dey ) opeére dansll,

T
Te r(T)
En désignant par ¢ et B les deux termes du membre de gauche de (9.2),

1'étude de K(T,T') ameéne aux considérations suivantes.

LEMME 9.1. Soit, pour o et B complexes vérifiant Ref > O,
Y = Re(a+f) > 0,

1-n _

1-n r* -1 n+1
gla,B)=(a+p) 2 S o Tlatf)s ~2Tas KO(Zn'ps_1)s 2 as.
o

On a, pour une certaine constante C > O ,

™
_ - 35Y
lg(ag)| < ¥ " [1+ |loglgl| +|1og v|]e 2 sin > 1
et
-3 ¥ 2.
lg(a,B) | g Ce [1+]1log |g|] (14| log v|)+(logy) “] sin = 1.
Preuve. Compte tenu de 1l'inégalité
z

lKo(z)|< c(1+|1og 7%;\)8-Re

valable pour une certaine constante C > 0([28) ,p. 139 et p- 69),
on a

el -1
Y e~ TVSgm2™ s (1+ |log |gll+ |log s s 2 ds.

1-n (% _n+1
(9.3) J|gte,8) | g C B

o

Evaluons 1l'intégrale
n+l

1 -
)\log s‘ s 2 ds

(9.4) T = jme—ﬂY(s+Zs_

o

© _n+1 © n-3
< S e ™5 (1og s)s 2 as + S e_zﬂys(log s)s 2 4s.
1 1

L'intégrale analogue sans le facteur \log s| n'est autre que

%(S—n)

2 K (2372

-1 my) et se majore sans difficulté (mémes références
2
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que plus haut). D'aprés des calculs sur la fonction gamma incompléte
((28],p. 337), on a, si a > O,

5 e_xssa_1ds = x-ar(a,x) = x 2T(a)+ EZ: Ly X
1 k>0 -
et

S e_xssa-1(log s)ds = é% (x-ar(a,x)).
1

Cela fournit, quand x -0, 1l'équivalent —r(a)x—alog X pour la deuxie-
me intégrale. Par ailleurs ([28], p. 342),

@ k+1 _k
S e Xs % = E‘] (X) = —cte—log x+Z _(;‘I_l §__ ,

1 s i1 k! k

(o]
S e™*%(log s)ds = x 'E, (x)
'

et, en intégrant par rapport a x,
[=<]
S e—xs(log s)%f ~ %(log x)2 , X = O.
1

A l'aide de (9.3) et (9.4), ces équivalents démontrent le lemme
dans le cas ol ¥ est proche de O. D'un autre cb6té il est immédiat

que si ¥y » 1 on a

5 Y
lg(ag) | < C ¥ e ? (1+l1og l8ll).

LEMME 9.2. On a, avec T = r(y)M | (X+i Jm) et 7:5 = D défini en
(2.22),

5, (x, 7 1Y) < 40+l %) (x(x)x(y)) T

qguels que soient Y = (y,m) €D,X = x+if € llet M€ Gy telle que y = My.

Preuve. On a T 1Y = —Y— - i Jn et

r(y)
-1 1 r(y), 2 .
6 (X,77 1Y) = g () | (xr ;fgy +i(§+J0))|
s'écrit [a1+...+ a6\ avec
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, 1 -%
a, =pcGaryN?, a, = 3 —XI2 4 o1 eory T,

(r(x)r(y))

2 7 SEENEC x84, ag = ST (y) 7K y, T8>
et

_ 1))
ag = - 7(Fy)" r &+

Par ailleurs, posons y My et x = Nw avec M,N EGO. Alors

r(y)(M_1x)o = r(y)< M_1x,Jw> = <x,Jy>

d'ou
(9.5)  |rym 'x|%22 <x,3y>%-r () r(y)=|rx)N" 'y |?
et
-1 2 -1 2 2 -1
lx ()M " (gram) [T pmax[(r(y)M " (E+In)) J, (x(y)) “|r (M (8+In))][]
=max[<y,Jg+n>2, r(y) |r(g+Im|].
Comme

b |2 =|r(y)M_1X|2+\r(y)1~4_1 (g+Jm) l2
on en déduit (encore (2.2))

\2 -%
_<ML,/2_< % |T]2(r(x)r(y)) °
(r(x)r(y))

Y

laqg | <

lay | < 3 7] (cz )2,

lag | = % (r(x)r(y))_% (pour mémoire),

TEry) Jo o) | < 4 T

(r(x)r(y))

lag | = 3(xx)r(y)
-3

et

IT\Z(r(X)r(y))_%.

RN

lag| <

Il reste a évaluer \a4\ = —( l<x JE+m> | : la norme de la ma-

-1 r(X) 1 5| -1
trice N M est, d'aprés (6.4), au plus égale & 2 \N Mw| = 22 In7Ty]
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<20Y) =2 <« NV¥,d0> = 2 I par suite
X o r(x)

L 7 S,k W v (gram)) L |7 (gram)

r(x)

2 L2 n T (geam | ¢ 2 32 I (geam)) |

N

_ 53/2 <y,Jx> 7/2
=2 oo (yy <Y c2 la,l lag

222 eyl 2

N

LIRS

lag| < 2% (x(x)x(y)”

LEMME 9.3. Soit m une fonction-poids (cf. déf. 6.1) vérifiant

N
R(x) ¢ ¢ WX (s, (X,x7)) |

pour tout couple (X,X') de points de 1 . Soit f une fonction conti-

nue sur D vérifiant |f(¥)] < C,m(Y) pour tout Y€ D. Soit X} > N,.
Si n > 1, on peut trouver une constante C ne dépendant que de

n,N, et ) telle que, gquels que soient X et X' €1, on ait

1

| j;f(Y)W(w§,¢§.>(Y>dY\ < €c,C, WX (8, (x,x')) % (1+1og § (X,X"))

avec

a = (x+n+1)+(2n+2+x+N1)(11\f§+ 13/4y.

N|—

Sin =1, la méme inégalité est valable a condition d'y remplacer
log 6+(X,X') par son carré.

Preuve. On pose

(9.6) T o= or(y)M (XL M), T' = r(y)M (X'+i M)

et 1l'on note que

6+(T,T') =6+(X,X')
. . + .
a cause de 1l'invariance par le groupe G = GOXIRn 1: dans ce qui
suit, on écrira simplement 6+ pour désigner 6+(X,X’). Avec l'aide
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du lemme 9.2, l'hypothése sur la fonction-poids sera utilisée ici

sous la forme

N

~ -1 1 N, /2
(9.7) m(Y) ¢ Cym(X) (8 (X, 7 'Y))

~ 2N1 N
< cCymx) (+ 1715 Trx)riy))

oll, a partir de maintenant, on désigne par C urie constante arbitrai-
re ne dépendant que de n, N1et A - Supposons n > 1, les modifications
a4 apporter dans le cas ol n = 1 étant insignifiantes. D'aprés le

théoréme 7.3 et le lemme 9.1, on a

1 -
W(ng,w;}.) (Y)] < C(r(><)r(y)2r(X'))%()‘m”)(Repz)1 n

[1+]log 'L]E—@T)ﬁ-g;'—ZJ|+|log(Res'-\;5 )\] exp—g(Rep% )

avec p = p(T,T'). D'aprés les théorémes 8.171et 5.7, on a

C T T \/5_13
;’ - l/ - - - - ———
(9.8) Repz 7 1| |2 l 'l% 6+ 11V2-2 > C 1|I‘ 6-;-11 2 4 .

Par ailleurs, d'aprés le lemme 5.3,
(9.9) |T(T)] > r(Re T) = r(r(y)M 'x) = r(x)r(y)

et,d'aprés (5.13)

s lrx)r(y) .

(9.10) ‘r(T')\ >rix')r(y) > 2 .

Dans l'autre sens, on a

(9.11) ‘r(T)‘s\T\z, \r(’r')\g\T'I2 et |p| < 2Tl |T'].

Enfin, on écrit r(x') < 2463r(x), toujours d'aprés (5.13).

On obtient
lé()\+n+‘l)+(n-1)(11@+1—43—)

1y -
W0 ok, (1€ Stz y))? A pp 1on

[1+1og§++[log IT|l+ [log (r (x)r(y))|]

_11y5.13
11Y2 1

exp—(C_1\T|5+

).
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Avec l'aide de (9.7) on a

50+n+1) + (n=1) (11VZ+12)

(9.12) |Sf(Y)W(¢§,W§.)(Y)dY[§ cc,C,W(x) 6, 1
avec

5_13

Y(A\+n+1-N.) - N _ -11\2-=-2

Iifg(r(X)r(y)) Ve 1) Texp- 7Tl S, 4,

[1+log & + |log| Tl|+ |log(r(x)xr(y)) |] dy an.

On a vu (9.5) que

(9.13) |r(y)M_1x\ =\r(x)N_1y\

si x = Nw , d'ou
(9.14) lT12 =|rGaon Ty 2o e (pm ! (eram) |2,
On a aussi r(x)r(y) g\T\z d'apreés (9.9). On pose

(9.15) y' = r(X)N_1y

A = r(y)M ' (g+am)

pour un choix particulier de N et un choix c® de M comme fonction
de y (par exemple celui caractérisé par M = M', matrice définie
positive). Alors

n+1

(9.16) dy dn = (r(x)r(y)) 2 dy' dnm'.

Si A> N1, alors

]
f(X—N1) AN,
(r(x)r(y)) [1+ log rx)r(y) 1] < clT| (1+|1og|T| |)

et - 13
T-n+A-N, 5 Ny -1 -11V2-5
I < cl\|T| (1+ 17| "exp-(c” [T &, )

(1+1log 5++\log\T\) dy' dm'.
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Dans cette intégrale, on a ((9.14) et (9.15))
2 W2 a2
A AN I L R

I1 ne reste plus qu'ay opérer le changement de variable

11213

(y'r ') 8, (y',n') pour obtenir le lemme 9.3.

I1 faut maintenant, moyennant l'hypothése que f est un symbole
de poids m, effectuer une intégration par parties pour améliorer
1l'exposant de 6+ dans le lemme 9.3. L'expression de W(¢§,W§.) éta-
blie dans le théoréme 7.3, et qui a bien joué son rble dans la
preuve du dernier lemme, n'est pas, en vue de cette intégration

par parties, la plus heureuse.

LEMME 9.4. Pour X et X' fixés, posons 9y = w(Wi,w&.) et désignons

ar‘}f"-1 g. la transformée de Fourier inverse de cette fonction par
par 5, p

rapport aux n+1 derniéres variables. Si, pour (y,z) € CX ]Rn+1 , On
définit, conformément au lemme 4.1, s €C et t€ C par 1l'équation
(y,z) = (f(s,t),s-t), on peut alors écrire
- 2
(721%) (y,z) = cx(r(x)r(x'))%()‘+n+1) (r (y) /2

-1 a+p ne—2ﬂ<Js,x>e—2n<Jt,§'>

(chach B) (ch —-)

en désignant par o et B les fonctions de (y,z) introduites dans ce

méme lemme.
Preuve. On part de l'expression suivante établie au début de la
preuve du théoréme 7.3 :

n+1 2

gy (1) = 2" 16l () r(y) Pr(xy) FMRED)

=21 n> =21 i
j< 2T<JS t X+iJ > 2T<Jt, X! 1Jn>dm(t)
C

et 1'on effectue le changement de variable défini par z = Syt—t.
On obtient

n+1 %(X+n+1)

59,0 vz = 2™ (e Pt

- - al
o 2n<szt,x>e 2M<Je, X'> d%éf)
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D'aprés une relation établie dans la preuve du théoréme 4.2, on a
_n+1 _n+1
=) 2|2 =2 Tr(y) ? (chachp)

-1 o+ . 1-n

dm(t)
dz (Ch T) r

ce qui conduit au lemme 9.4.

LEMME 9.5. Pour tout j, appelons %ﬁ— 1'image directe de 1'opérateur
J

de dérivation %E— + %r— par le difféomorphisme
3 J

(s,t) =(y,zj = (mils,t),s-t). Avec les notations du lemme 4.1 défi-

nissons les opérateurs Aj X
4

sur les symboles par

+1

rF;(Aj’)\g) = r(y) (cho chg)_1

(ch Q%L)1-n

A 1
2 [(x(y) ? cha chp ()T, 97,
3

Enfin, posons

C.
T(222)25745) A,

_ 2, -
B, =(1617) S i, x+1 e

Alors on a, pour tout couple de points X,X', 1l'identité

3]
By Wy = —ZE KD )2 4202
4(r(x)r(x"))
Preuve. Dans le systéme de coordonnées (q,z) = (5%3, s-t), on a

g%; = §§T + %ET et le produit des deux derniers facteurs au second
membre dé l'idgntité fournie par le lemme 9.4 s'écrit aussi
exp—2n{<Jq,X+i'> + % <Jz,X-X' >] Il est alors clalr que l'applica-
tion de l'opérateur Aj Xé la fonction gy = W(*X,WX.) a pour effet
de multiplier celle-ci par -2m{j}(X. +Xj)r(y) : le lemme 9.5 s'en

déduit immédiatement.

LEMME 9.6. Soit & le difféomorphisme de C X C sur T(C) = C x R

défini par &(s,t) = (y,z)= (mil(s,t),s-t). Son jacobien est donné par

-1

Ch ﬂ n
Diy,z)| _ chachs(_i) ,
D(s,t) ch géﬁ

Preuve.La matrice jacobienne g%%L%% (désignée par le méme nom gque
’
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. g A B) _ Dy _ Dy
son déterminant) s'écrit (I -1 avec A = Ds ' B Dt ° On a
D(S_t)
Dy . (v 1
(9.17) DS ( Dy
avec, d'apres (4.2),
D(S_t N _
(9.18) aét _B§X_l = 2™ o™ e (y) (x(e)) TR
En dérivant par rapport a t, a s fixé, la relation s = Syt , on
obtient
D(S_t) D(S.t) D
y=cte Y t=cte s=cte
Il en résulte la relation matricielle
D(Syt)
(9.20) B = - A —5t—
d'olu, par addition de colonnes,
D(S_t)
D(y,z) _ (_, 0+1 _ Y
(9.21) dét D(5.t) (=1) dét A dét (I ot )
D(S_t) D(t-S_t)
_ (_4,D+1 < y -1 .. y
= (-1) (dét "‘B§_—) dét DT

Le premier facteur a été rappelé en (9.18). D'aprés le lemme 4.1,
le second s'écrit

D(t—Syt)

(9.22) dét — Dot — ° (r(t))

-n-1 1

(r(y)+r(e))™”
[(r(y)—r(t))2+4<y,Jt>2].

Il ne reste plus, partant de (9.21),(9.18) et (9.22), qu'a substi-
tuer les expressions

1
-5 (a+B)
2 ch o-B

<y,Jt> = r(y)e 5

r(t) - r(y)e_(a"'s)

(r(y)—r(t))2+4<y,Jt>2 = 4(r(y))2e_(a+a)chczch B
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tirédes de la preuve du théoréme 4.2 pour obtenir le lemme 9.6.

LEMME 9.7. Avec les notations du lemme 9.5, définissons les opéra-
t Al
Leurs Ay, R-

A1
F5 @y (@) = —r M en EEMTIE L) 2 (e T (RS
4
et posons
v -1 x+2 25—
B} = (1672) 71 (222 o 2.{3} AL\ AY 5

Soit £ EJ{(D), espace (introduit dans la section 4) des fonctions
dans fftm2n+2) a support en y compact et soit X > O. Pour tout cou-
ple (X,X'), on a 1l'identité

Y 3 : N
SDf(Y) (B, W(Vg,by.)) (Vay = SD(Bxf’ (VW (hy ¥y (Y)ay.

Preuve. La transformation 1; est une isométrie de L2(T*(C),dy dm)

sur L (r(C), dy dz). D' aprés le lemme 9.6, l'opérateur-gf—

j
S admet l'adjoint formel
0sj oty
o+B atf
(2t = -(chachb)—1(0h 2)1m 2 (chachs)(Ch 2_)n-1
%3y cheB 1y haB
2 7)

ou les fonctions de (g,p) doivent s'entendre comme les opérateurs

de multiplication correspondants. L'opérateur B, admet alors pour

adjoint formel 1'opérateur B{ indiqué : c'est gussi son transposé
formel parce que les fonctions cha chp et shg sh g sont, pour y fixé,
des fonctions paires de z. La validité sans termes de bord, dans

les conditions indiquées, de la formule d'intégration par parties,
résulte le plus facilement de la forme de W(¢§,w§.) donnée par le

lemme 9.4.

LEMME 9.8. Soit m une fonction-poids. Au sens de la proposition 6.9,

1'opérateur Bi défini dans le lemme 9.7 s'étend en un opérateur

séquentiellement continu de Symb(m) dans Symb (m).

Preuve. Il est facile de voir que l'opérateur B! commute avec l'ac-

X
tion de G = Gj X]Rn+1 sur D. Il n'en est pas de méme pour les opé-
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rateurs Aﬁ’x(il n'en serait ainsi que pour une action équivariante
convenable de G, sur des symboles a valeurs vectorielles, mais le
prix en longueur a payer pour ces satisfactions esthétiques est trop
grand) . Quoiqu'il en soit, il suffit, comme dans la preuve de la
proposition 6.9, de donner pour f € Symb(m) et ses dérivées des esti-
mations convenables aux points (w,n) (ou méme (w,0) seulement). Pour

ce qui concerne l'opérateur (de convolution sur les fibres du cotan-

ot - -
gent) i&z(chggi)i(n 1)j“21, il opére dans 1'espace Symb(m) puisque
la démonstration de la proposition 6.9 s'applique sans aucune modi-

fication.

D'apres (5.13), on a
r(y) < 24(6+(y,y’))2r(y')
et comme 6+((r(y))_1y, ((xy'n Ty = 8 (y,y'), la fonction

(y,n)»+ r(y) est une fonction-poids. De plus, la fonction r(y) est

un symbole de poids r(y). En effet, soient B =} B. o et

J ooy,
j
§:yj by deux vecteurs tels que HaH HyHy = 1 pour un certain
point y = Mm €C : cela s'écrit aussi lM 8| = \M_1y[ = 1. En écri-
vant
% B (r) = <Jy,p> = <IMw,g> = r(y) <w,M 'g>
et
1 _ _ -1 _ -1 =1
7y(ghﬂ) = <Jy,p>=<JMM 'v,B> = r(y) <JM vy,M 8>,
on voit que l'on a |pg(r)| < 2r(y) et |v(B(r))l < 2r(y). Par suite,

pour tout p € R, la multiplication par (r(y))“l opére de Symb(m) dans
Symb(m') avec n'(y,n) = m(y,'ﬂ)(r(y))Ll : les estimations obtenues
sont aux points (w,m) les mémes qu'en l'absence du facteur (r(y))Ll ’

ce qui est suffisant d'aprés ce qui a été vu plus haut.

Il reste a examiner les opérateurs

39 3
(9.23) ¥ 2 ZT( 2k yk)‘f” ai

2 bq

avec (y,2) = (mif(s,t),s-t) et
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(2.13)  mii(s,t) = 278 [<s,Tt>+ (x(s)r (£)) 777 ((x(s) ¥ £r(r(t))¥s).

D'apres (2.6), la norme en y du vecteur §§— est
k

1

- =1 (2y2- . 3yl
lﬁg—ll = (T yr () S -

On a vu plus haut que r(y) est une fonction-poids, et 1'inégalité
|yl < 211/2(6+(y,y'))2[y'\ établie en (5.16) montre qu'il en est de
méme de la fonction |y\. L'opérateur %;— transforme un symbole de

k

poids m(y,qm) en un symbole de poids m(y,n) ; ce qui ne change

r(y)
rien en y =w. Avec

A = <s,Jt>+(r(s)r(t))%

on obtient, en dérivant (2.13), la relation

w, dy i z,
cT:*oT]; = -2n) 20} L (e Fey e Fe Ts vt vs s (e ifi;)]
-3 3 y ) sjtk tjs
+(28) TP L((x(s)) 3+ (x(£))?) 6., +{3) +{3} 1.
ik (r(s)) (r(t))?

On a, d'apreés la preuve du théoréme 4.2, les relations

(9.24) r(s) = r(y)eoz+B [; r(t) = r(Y)e_(o{+B)r
o8 o8
A = 2<Y,Jt> = 2e 2 ChT .
r(t)

Par ailleurs la formule d'inversion du lemme 4.1 peut s'écrire

2 ch TB
(9.25) t = - +
e @By chﬂiz'i
cho?
s z _7—

(“+3)+1 + Cha+5 Yy -

La continuité séquentielle (de l'espace Symb(m) dans un espace

Symb(m') approprié, avec m' = m aux points (w,m)) de l'opérateur
TF ( 3. =) y s'obtient alors par une combinaison des remarques
j
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développées plus haut et des méthodes de la proposition 6.9, apreés
avoir observé la derniére inégalité suivante : si y = Mw et z = Mz',
alors zé = shy + shp , r(z') = 4 shg shg, d'ou \z'\= 2%|sha —shpl
et, d'apres (6.3),

|z| = |Mz'| < 2|y |sha-shp].

THEOREME 9.9. Soit m une fonction-poids telle que

N

Y(x) < ¢, Fx') (6, (X,%x)) |

1

pour tout couple (X,X'). Soit N % O arbitraire. Soit x22N+8O(N1+n+2L

Il existe un entier k > O et une constante C > O ne dépen-

dant gque de n,N,N1 et ) vérifiant la propriété suivante : pour tout

symbole f de poids m et tout couple (X,X') de points de 11 , on a

|5Df(Y)W(w§,¢§.)(Y)dy\ < CC1Hﬂtm;gﬁkx)(6+(x,x'))'N,

ol la norme intervenant au membre de droite a été définie dans la
définition 6.4.

Preuve. Soit v un entier > O et supposons )\ > 2y . En utilisant
1'identité du lemme 9.5 et en appliquant v fois la formule d'inté-
gration par parties fournie par le lemme 9.7 on obtient, pour tout
symbole f ¢ K (D), 1'identité

Sf(y>w<w§,w§<.>(y>dy S 16,5510 ) jq(Y)W(Q 2V NN ay

4(r(X)r(x ))

avec g = B! f. D'aprés le lemme 9.8, le lemme 9.3 et

r-2v B Bloo
la propriété d'approximation des symboles par des éléments de J{iD)
fournie par la proposition 6.8, la méme identité reste valable

1 Si

lg(Y)|g C2m(Y) pour tout Y€ D, on a en outre, d'aprés le lemme 9.3,

quelle que soit f € Symb(m) pourvu que l'on ait A>2V+N

\Sf(Y)W(¢§,W§.)(Y)dY\§ cc,C, W) (8, (X,x'))?[1+ (log 5, (x,x')) 7]

avec

1 13
a = z[x-2v+n+1 ]+ [2n+2+)-2v+N, ] (112 + ) -v.

Le théoréme 9.1 est alors démontré pourvu que A soit tel que 1l'on

puisse trouver v entier » O tel que X—N1 >2v et a< -N, i.e.
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17, =1 .1 .13
ANG > 20 > (1IVZ ) [N+§(X+n+1)+(2n+2+X+N1)(11V2+jr)}.

C'est possible si le membre de gauche de cette double inégalité

dépasse le membre de droite de plus de 2, i.e. si l'on a

x>2N+(44V§+15)N1+(44V7+14)(n+1)+44v5+17.

X - LA CONTINUITé DES OPéRATEURS PSEUDO—DIFFéRENTIELS.

DEFINITION 10.1. Soitdftl'algébre d'opérateurs sur les fonctions

sur C engendrée par les opérateurs différentiels a coefficients po-

3
lynomiaux et par la multiplication par (r(t)) %, on désigne par 3RC)

1l'espace des fonctions ue€ c”(c) telles que Au appartienne a
H = L2(C,dm(t)) pour tout A ejﬂi

Remarques : 1) L'espace SHC) reste invariant aussi bien sous 1l'ac-
tion des éléments de G que sous celle de la symétrie o définie par
(ow) (£) = u(St) = u((r(t)) 'at).

2) Les fonctions W; introduites dans la définition3.2 n'appar-
tiennent pas a g%c). Cependant, soit E un sous-espace vectoriel de
dimension finie dej&fet soit Sg(c) l'espace des u € C”(C) telles
que Au € H pour tout A €E. Alors les fonctions W§ appartiennent a
s;(C) si )\ est assez grand.

3) Munissons 1l'espace S%C) de sa topologie naturelle d'espace
de Fréchet. Alors son dual topologique 6“(C) s'identifie a 1'espace
de distributionsdans C engendré par celles des la forme Au (A Gjﬁ
u €H). Il est clair que toute distribution v € ﬁ“(C) se prolonge,
pour E bien choisi, en une forme linéaire continue sur S%(C), ce
dernier espace étant muni de sa topologie préhilbertisable naturelle.

Par suite on peut définir (v,w§) si A est assez grand.

THﬁORﬁME 10.2. Soit u € Hhc) et soit v un entier » O. On a alors

(10.1) yﬁmmbﬁ(nmmn%@mwm
: (

si ) > 2v+max(0,n-1). Réciproquement, soit v 63‘(c) et supposons que,
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pour tout v, la condition (10.1) soit vérifiée pour ) assez grand.

Alors v appartient a 9%C).

Preuve. En partant de la définition 3.2, on vérifie les identités
({} défini en (2.9))

t.
AN _r _;sq D 1 J IS
(10.2) 2mX sy =[ -{3} ?E; *z (e gy vy
qui permettent de trouver un opérateur A Ejf tel que

S

(10.3) o)yl =[1+2x +r () 19} = 2, v)

pour tout X € I . Comme par ailleurs on a l'identité

5 2 ) 5 A-2
vV, = —— (r(t))* ¢
x e X

(10.4) (r(x))"

et que y%%st une algébre autoadjointe d'opérateurs sur H, on peut

donc trouver un opérateur Bk Ejtpermettant d'écrire les identités

r (w+X)
4(r(x))

wk—2 .

(10.5) (u,wﬁ) = (Bu 4y ")

Ceci prouve la premiére partie du théoréme 10.1 grdce & (2.27) et a
la proposition 3.4.

LEMME 10.3. Soit v € R et soit k = 0,1,...,n . Il existe C > O tel

que, pour toute fonction f holomorphe sur 11 , on ait

S\S%k 12 (s, (0,%) 2Van(x) ¢ CS\f(X) 128, (w,3) 2 am(x) .
Preuve. Compte tenu de 1'inégalité élémentaire
(10.6) lr(x)-rix) ] < |x-x'1%+2)x| |x-x'| ,
on voit que la condition
lx-x'| < inf ‘g_(l_:W)“ , —;—(r(x))%)
entraine (;it?))i L & 2 ainsi que
(10.7) r(x+x') ¢ r(2x)+|x'—xl2+4\x\ k'-x | ¢ 5r(x).
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Notons également que

2| x

(10.8) T (x

2
+2r (x) % < %%£T +2r (x) " 141 < 29(6+(w,x))2

d'aprés (5.10) et (5.11). Enfin, sous la condition indiquée, on a
(10.9) |t (X+X ') | = |r (x+x")=r (g- €)+21 <T(x+x'),5-E'>|

< 5T(x)+|emg' | e x| [g-g'| +2|x" x| |g-¢'|

et
(10.10) 5, (x,x) ¢ 27372 lex+xn)|
r(x)
¢ 27325, 3|x-x']°2 , 4lx| |x-x]
r (x) r(x) ] °

I1 résulte alors de (10.8) que, pour C1 > O bien choisi, la condi-
tion |X-X'|g C;1(6+(w,x))-2 entrafne & (X,X') < C,. Pour tout X €1,

soit DX le polydisque de centre X et de rayons tous égaux a p =

p(m=C;1(n+1)-%(5+(w,x))-2. D'aprés ce qui précéde et les lemmes 5.2
6 (w,X") 1

et5.3, le rapport (fiTa—iT‘) reste borné, de fagon uniforme, lors—
+ 4

que X' parcourt DX . La formule de Cauchy et 1'inégalité de Schwarz

fournissent 1'inégalité

(10.11) I 12 < 2w'“'1o'2n_4,/ |£(x") | 2ax az"
3%, 5
X
et comme
(10.12) f o ()72 s (u,x)%VaxdE ¢ ¢ 5, (w,x) 2",
' IX-X"1<p (X)

la preuve du lemme 10.3 est terminée.

LEMME 10.4. Soit v e‘g'(c). Pour tout A assez grand, il existe une

constante kx > O telle que 1l'on ait

f (voyR) Whowan () =k (v,u)
I
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pour toute u ¢ SP(C).

Preuve. Lorsque ve€ H, c'est une conséquence de la proposition 3.4.

Sinon, on se raméne par la remarque n° 3 consécutive a la défini-

tion 10.1 au cas ou v = Aw avec A e?%bt w € H. Il suffit de montrer
que l'intégrale (Aw,w§)(¢§,u)dg(x), considérée comme forme sesqui-
linéaire du couple (w,u), est continue sur H><§%C). D'aprés (10.2),

n+1

on peut trouver des polyndmes Pa j(u €N ;J € N) en nombre fini, a
7

coefficients ne dépendant que de n, de )X et de A tels que

(10.13) Aty =T xR S0 (e (k) T2y

On a

(10.14) (r(t))_i‘#);( = CC* r(x)/%ll));_z
=2

et, avec X§ = (r(x))—%(k+n+1)¢; , les relations

(10.15) th; = -(Zn{K})_1 %X; x;

Puisque X;‘t) est une fonction holomorphe de X, le lemme 10.4 se
déduit de la premiére partie (déja prouvée) du théoréme 10.2 et de

1l'application & la fonction f(X) = (w,xﬁ) du lemme 10.3.

Fin de la preuve du théoréme 10.2.

La proposition 3.4 et le lemme 10.4 montrent que si v € E?'(C) véri-
fie
2
S\ (v g} | “am(x) <

pour ) assez grand, alors v € H. Pour démontrer la deuxiéme partie
du théoreéeme 10.2, on peut alors se servir & nouveau des identités
(10.13), (10.14), (10.15) et du lemme 10.3.

Nous sommes enfin en mesure de donner la définition de Op(f)
pour des symboles f assez généraux. En raison du fait que les fonc-
tions w; n'appartiennent pas a 9%C), il est nécessaire d'introduire,
pour les sous-espaces vectoriels E de dimension finie de J%C 1l'es-
pace 9E(C) défini dans la deuxiéme remarque consécutive & la défi-
nition 10.1 : on désigne en outre par u ** HuHE la norme sur cet
espace naturellement associée au choix (arbitraire) d'une base de
E.
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PROPOSITION 10.5. Soit m une fonction-poids. Il existe un sous-es-

pace vectoriel E de dimension finie deJ%'vérifiant la propriété

suivante : pour toute paire (u,v) d'éléments de fPE(C), la forme

linéaire f+ (Op(f)u,v) initialement définie, pour f € CZ(D), par

la définition 3.6, se prolonge en une forme linéaire séquentielle-

ment continue sur l'espace Symb(m) des symboles de poids m. Ce pro-

longement est unique. En outre, si on le désigne par (Opm,E(f)u,v),

ce prolongement est, pour f ¢ Symb(m) donné, une forme sesquiliné-

aire continue sur ,9%(C)x{5%(c). Celle-ci définit donc un opérateur

linéaire continu Opm-E(f) de SQ(C) dans S%(C), ce dernier espace

étant muni de sa topologie faible de dual de 3;(C).

Preuve. Soit kx la constante définie dans la proposition 3.4, telle

que

- I
(10.16) (w,v) = k| j(u,wxx) (¥g,v)dm(x)

quelles que soient u et v ¢ H. Pour tout symbole f € L1(D), définis-

sons, pour tout A> max(0O,n-1) et toute paire (X,X'), l'expression
Ao
(10.17) {£:x,X" } = ) £(N)W(y,¥y,) (Y)Y,
D

D'aprés la définition 3.6, cette intégrale n'est autre, pour
f € L1(D), que (Op(f)w;,WQ,) et 1'on a donc, quelles que soient u
et v€H, 1l'identité

2

(10.18) (Op(f)u,v) = kj jS(u,W;) {£:%, %'} (4, ,v) dm(X) dn (X*)

Nous allons maintenant utiliser (10.17) et (10.18) pour définir le
prolongement (Opm;E(f)u,v) qui est l'objet de la proposition. Avec
les notations du théoréme 9.2, on peut trouver Xo et k ne dépen-
dant que de n et du poids m, vérifiant ce qui suit : pour tout

x> Xo il existe C > O telle que

(10.19) [{£:x,X'}] g C IQme’k'rﬁ’(X)

pour tout symbole f € Symb(m).

LEMME 10.6. On a
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J (8, (0,x) 7" am(x) <=
i m

Sin>»1ety>2n, oubienn =0et pu> 1.

Preuve. Ce résultat a été démontré dans la proposition 2.4 de [31]
a 1l'aide de la décomposition de Cartan de I' : on peut bien entendu

en donner une preuve plus élémentaire, mais c'est plus laborieux.

Fin de la preuve de la proposition 10.5.

Avec les notations du théoréme 9.9, on a

N
(10.20) W(X) € Cq Wlw) (6, (0,%)) '

Compte tenu de la premiére partie du théoréme 10.2 et de 1l'inégalité
de Schwarz, l'intégrale au second membre de (10.18) a donc un sens
pour u et v € QE(C) si E est bien choisi : par définition, sa va-
leur est le prolongement (Opm;E(f)u,v) cherché. Pour C bien choisie,

on a ainsi
(10.21) | op . g (F)u,v) | < CllEll Lyl (vl

ce qui démontre la proposition 10.5, 1l'unicité du prolongement ré-
sultant de la proposition 6.8 (l'approximation des symboles par des

symboles a support compact).

PROPOSITION ET DEFINITION 10.7. Pour u et v appartenant a E?U:), la

définition que 1l'on vient de donner de (Opm.E(f)u,v) ne dépend que
1

de f. On notera Op(f) l'opérateur linéaire continu de E?(C) dans

S?'(C) (faible) ainsi défini. Dans le cas ol f est intégrable, cette

définition coincide avec celle initialement donnée dans la défini-

tion 3.6. Enfin, dans 1l'un quelconque de ces deux cas, on a les

égalités

(10.22) (O (£) ¥y, ¥50) = S £ (Fy, ¥, ) (¥)dY
D

8i )\ est assez grand : il est entendu gqu'au premier membre de cette

relation figure le prolongement de Op(f) en un opérateur continu de
&%(C) dans E?'(C) pour E bien choisi.
E

93



A. UNTERBERGER

Preuve. Il est clair que le choix de E n'est pas intervenu dans la
définition de (Opm;E(f)u,v), sous la seule réserve de la convergence
de (10.18). Par ailleurs, l'indépendance de cette définition a 1'é-
gard du choix de la fonction-poids m est également évidente si 1l'on
remarque que max(m1,m2) est une fonction-poids lorsque m, et m, le
sont. La deuxiéme partie de la proposition se déduit d'une approxi-
mation banale de f € L1(D) par troncature et régularisation si 1l'on
observe que

(10.23) lw(w}(,v&.) ()| ¢ 2"

quels que soient X et X' €11 , et YED : or (10.23) est une consé-
quence immédiate de la définition 7.1. La formule (10.22), enfin,
est valable par définition si f € L1(D). Si f est un symbole de
poids quelconque, la formule reste valable grice au théoréme 9.9
dont la preuve implique également, pour ) assez grand, la continuité
séquentielle, sur l'espace Symb(m), de 1l'intégrale au second membre
de (10.22).

THEOREME 10.8. Soit f un symbole de poids m. L'opérateur Op(f) est

un opérateur linéaire continu de ﬁhc> dans Yo).

Preuve. Le théoréme 10.2 montre que, lorsque v décrit W ( ) étant
choisi de fagon arbitraire tel que X\ > 2v+ max(0O,n-1)), les semi-

normes
(10.24) ue [ S\ (w950 1208, (0,%)) Y an)1® =llully

constituent un systéme fondamental de semi-normes continues sur S%CL
Avec A = Op(f), on a, ainsi qu'il a déja été remarqué, A* = op (£)

puisque les symétries o, sont des opérateurs autoadjoints. Par

Y
suite, pour ) assez grand et pour tout Xe€ 1 , le lemme 10.4 permet

d'écrire, pour toute fonction u € S%C), les relations
A X -1 A )Y .
(Au,\l' X) = (UIA*‘I’X) = kx S‘(u,w Xl) (AWXI IW X)dll (X').

D'aprés le théoréme 9.9 et(10.2OL pour tout N on a, pour A et k

assez grands, l'inégalité
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YN Ny -

(10.25) | Aygub) | < ClHEN L (8, (w, X)) (8, (X,X"))
N1 N1—N
(6, (X,X')) ,

N
< Clifll L, (8, (0, X))

la deuxiéme inégalité résultant du lemme 5.2. On peut alors écrire

\(au, ¢ 5 M IRINeY oy N )
W) L < ClE L (8, (,X)) ady 0l (8, (x,%)) m
N, —aov 2N, -2N
< CHET L oy (o)) il [S(a+(w,x')) (8 (X,X'))
dg(X')]%
N1—\) 2\)+2N1—2N P
< clifll oy Coytw,x)) 0 Ty o DHCe (%)) dm(x*)]*.

Pourvu que l'on choisisse d'abord v , puis N, assez grands, enfin X,
le théoréme 10.2 et le lemme 10.6 (joint & la I'-invariance de la

fonction S+) permettent d'obtenir le théoréme 10.8.

THEOREME 10.9. Soit f un symbole de poids m = 1. L'opérateur
A = Op(f) se prolonge en un opérateur linéaire continu de H
= L2(C,dm(t)) dans H

Preuve. L'inégalité (10.25) devient, puisqu'on a maintenant N1 = 0,
(10.26) la h a0l < clisl (5, (x,x)) N
. XI Xl <X ‘l;k + r

et (10.18) fournit, pour u et v € g%c),

(10.27) [(aw,v) | < clig| L] e, ox,x ) ™ |02, L v) om (%) am (x)
: VIS 1,k AP UL xt +v) | om (X) dm (x1).

Il suffit alors, grdce a la proposition 3.4, de prouver que

(s, (x,x)) "
né sur L2(H,du), ce qui résulte du lemme 10.6.

est, pour N assez grand, le noyau d'un opérateur bor-

La derniére proposition de cette section, sans intérét parti-
culier, n'a d'autre but que de justifier une affirmation utilisée

dans la preuve du théoréme 4.2.

PROPOSITION 10.10.81i f € GGD), l'espace (introduit dans la section
4) des fonctions de fﬁ]Rn+1><]Rn+1) dont le support a une premiére
n+1

projection sur 1R qui est une partie compacte de C, alors 1l'opé-
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rateur Op(f) est un opérateur a trace sur H.

Preuve. Pour tout N f est un symbole de poids m avec

17

~ -N1
R(x) = (b, (w,X) | .

Le théoréme 9.9 montre alors que, pour tout N, il existe C > O telle
que, quels que soient X et X' €Il , on ait, pour A assez grand,

-N
(10.28) lop (£) v} ko | < cls, (w,x) s x,x N

La formule (10.18) est une décomposition de Op(f) comme intégrale

d'opérateurs de rang un du type

AL A

(10.29) u “‘(u,WX)WX..

Ceux-ci ont évidemment une norme-trace égale a 1, et la proposition
10.10 est donc une conséquence du fait que la fonction au second
membre de (10.28) est intégrable par rapport a dm(X)dm(X') si N et
N1 sont bien choisis.

XI - LA RéCIPROQUE DE L'ESTIMATION FONDAMENTALE.

Le théoreéme 9.9 et (10.22) montrent que si f est un symbole de
poids m, alors on a pour tout N, pourvu que A et C soient assez
grands, les inégalités

lop (£ 45450 | < ¢ ) (s, (x,x) 7.

La présente section établit une réciproque de ces inégalités.

LEMME 11.1. Soient m une fonction-poids,c1 et N1 tels que
~ ~ N1
m(X) < Cq M(X') (8, (X,X"))
pour tout couple (X,X'). Pour tout A> n+1+N1, il existe une cons-

tante C > O ne dépendant que de (n,N1A) vérifiant ce qui suit :
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supposons

N > 2n+%(l&n+1)+(2+k+N1+n)(11V7+%§)

et soit a une fonction mesurable sur NI X[ vérifiant, pour une certai-

ne constante C2 > O et pour tout couple (X,X') 1l'inégalité

la(x,x") | ¢ ¢, ®(x) (5, (x,x')) 7",

Alors la fonction f définie sur D par

£(¥) =”a(x,x')ww§,w§.)(Y)dm(xmg(x-)

vérifie 1'inégalité |£(Y)| ¢ CC,C, m(Y) pour tout Y € D.

Preuve. D'aprés le lemme 9.2 (déja utilisé pour prouver (9.7) mais
ici on opére en sens inverse) on a
1

~ 2. N Ny
(11.1) m(X) < CC1m(Y)(1+\T\ ) ' (r(x)r(y))

avec une constante C ne dépendant que de N1 . On a posé

T = r(y)M-1(X+i Jn) avec M€G, y = Mw, et 1l'on utilise l'estimation
de la fonction de Wigner écrite entre (9.11) et (9.12). Pour com-
mencer, traitons l'exponentielle intervenant au second membre

pour tout N, > 1, on a

2
13
3

13
st N2(11\/§+T)
. .

- N -
(11.2) exp-(c™ " |T |8, ) <(vy0) 21+ Iz )

Le nombre N, sera choisi plus tard mais ne dépendra que de X et N1 :
dans la suite, on désigne par C une constante inconnue ne dépendant
que de n,N, et A . On suppose également n » 2 , le cas n = 1 ne

nécessitant que de trés légéres modifications et le cas n = O ayant

été traité dans [48].

On a alors

X

e ) (0 1€ Cr )z (y))

b
(11.3) W (y %‘*+n+1’s+

(1+log 6+)

1-n
|

-N
7)™ (1+ |2l ) 201+ |10gTl + [Log (r (x)r (y) )]
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avec

1
b = §(X+n+1)+(N2+n—1)(11V§+%§).

Puisque

T = r(y)M_1x +i r(y)M_1(§+Jﬂ),

on a, en désignant par dT la mesure de Lebesgue sur mn+1 = IR2n+2,
(11.4) ar = (x(y) ™ ax @z = (rxr ) anx) .
Par suite
(11.5) [£(Y) | < cC,C, m(y) I,T,
avec
(11.6) T.= | (s, (x,x1)) PN ' '
. 1= (X X")) [1+log &, (X,X"')]dm(X")
et

' L _ N N
(11.7) 1, =S(r(x)r(y))5‘A e e PAE B CPA L

[1+[log|fT| f |log(r(x)r(y))] ] aT.
La seconde intégrale est bornée pourvu que l'on ait

(11.8) X—n—1—N1 > 0

et, compte tenu de 1l'inégalité (r(x)r(y));i <|Tl, que l'on ait aussi

1.8 bis) N, > 2+)‘+N1 .

On choisira N, = 3+X+N1. D'aprés le lemme 10.6, l'intégrale I, est
alors bornée pourvu que l'on ait N > b+2n, ce qui est la condition

indiquée dans le lemme 11.1.

Nous allons maintenant estimer les normes Hﬂlm°k introduites
’

dans la définition 6.4. Compte tenu des relations de covariance

PPN -1 X A
W #3000 B) T0Y) = WOV g ¥y ] )(Y)
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(laquelle résulte des propositions 3.3 et 3.7) et
-1 -1 -1, PN ,
£((M,b) .yY) = \la(lM,b] X, IM,b] XIWHLV ) (Y)AMX)dm (X'),

il suffit d'estimer les dérivées de f aux points Y = (g,m) ou méme
(w,0); revenant a la définition de f donnée dans le lemme 11.1, on
voit que ce sont les dérivées par rapport a (y,m) (évaluées en y =y,
m = 0) de la fonction W(wQ,W;.)(Y) qu'il s'agit d'évaluer. On re-
prend les notations du théoréme 7.3, c'est-a-dire que l'on pose

y = Muw UdEGO),

(11.9) T = r(y)M_1(X+i Jn), T' = r(y)M_1(X'+i Jn) .

On a alors

(11.10) (T (T') = (r(y))r(x+i gn)r(X'-i Jm)
et comme la formule (2.16) peut s'écrire
(MM')—i = (r(y))_1[-Jx+2(r(y))—1<x,Jy>Jy],

on a aussi
(11.11) <T,T'> = -r(y)<J(X+iJn),X'-iJn>+2<Jy, X+idn><Jy, X" -idn>.
. , =, ¥ =% N
Rappelons enfin que p(T,T') = <T,T'>+r(T) " r(T')°. Le théoréme 7.3
et les formules (11.10) et (11.11) permettent 1'évaluation des déri-
vées souhaitées. Pour tout entier k » O, on désignera abusivement
par Dk n'importe quel opérateur de dérivation partielle par rapport
aux coordonnées (y,m), d'ordre total k. Avec les notations du lem-

me 9.1, on pose p= p(T,T') et

(11.12) «a = D_%<T,'f"> , B= p'%(r(T))%r(’T")%
i
d'ou a+3=pz. Avec
v 1-n © -1 —ﬂ
(11.13) gl(a8) = (o+B) 2 S Tl s -2Tas K (2185 )s 2 as,
o

on a alors

(11.14) ww;,'w;,)(y) - z“”cf[r(x) (r(y)) 2e () T g (g 0y
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Considérons maintenant 1l'effet sur une dérivée Dj(W(w§,w§.)) d'une
dérivation d'ordre 1 supplémentaire, sans oublier qu'a la fin on
n'évaluera Dk(W(WX,Wé.)) qu'au point y =w. Pour commencer, la déri-
vation d'une fonction de Bessel K (z)ne dégrade pas le comportement
de celle-ci pourlz\ grand, mais multiplie par 2_1(é une constante
prés) ou bien 2—1(log z)_1 le terme principal du développement de
la fonction en z = O. Par ailleurs, les résultats du lemme 9.1 con-

duisent, pour tout W réel, & 1'inégalité

@ -1
(11.15) Je'm’(s"zs V" T (141109 s|)ds
(o]

__Y _
£ Ce 2 v ‘u\[1+(1ogy)2].

En l'occurrence, y=:Rep%et le remplacement de u par g+ 1 n'est pas
susceptible d'affecter le second membre de (11.15) par un facteur
plus grand que y+~f1. Si 1'on examine les différents termes produits
par les dérivations successives de g(o,8) définie en (11.13) et si
l'on part de (11.3), on obtient, avec la méme valeur de b, 1'inéga-
lité

1
)é(x+n+1)6?

(11.15) 105 (45 450 (0,00 < Clr(x) (1+10g%s,)

-N
\T\_1-n(1+\T\) 2[1+log2\T\+logz(r(x) )] ek,

pourvu que la fonction 6 =6 (T,T') permette d'obtenir, avec des

constantes C ne dépendant que de n et de j, les inégalités

(11.16) (\Djoz\ +\Djs\ )(Y+Y_1)j\< ce’ ’ 3>

ainsi que (avec C ne dépendant que de n)

J ] ]
(11.17) l%;%L + L%E%L £ Co .

Si nous posons

(N

1
(11.18) u=<T,T'> , v =r(T)r(T")?,

d'ou
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(11.19) b= utv , a=p fu, B=p v,

on vérifie les inégalités

(11.20) IpIul < c1+ [T]) (1% o)),

(11.21) \Djv[ < Clr(T)l% |r(T')\% [H\r\ﬂq)‘ + ‘,‘:T(:f\.)\ ]j
et

(11.22) PIp | < c1+lT]) (147 )[1f‘]l'1(“l1|)\+\]}_(;‘\')‘]j.
D'aprés la proposition 8.5,

(11.23) lel 3 ¢zl | 6+-2v§

et par suite (11.17) sera vérifiée pourvu que 6 3» 8 _ avec

(@]
22

(11.24) 8 =%

aslrh asled ey, 7]

o lr 3.
Il fre| M T Je(TH]
3 2%lTl%

En se servant de 1'inégalité évidente Re(p°) (

\Tﬂ% et du

théoréme 8.11, on obtient

(11.25) vy g o el1VZ2 Grlh el
|T|® T )%

D'aprés (11.17) on a

(11.26) 03 (p7%)| < Clpl—%eg

et (11.20),(11.21) et (11.19) fournissent alors
(11.27) \DjoA+|Dj Bl € C [pl_%(1+\Tl)(1+[T'] ) eg

ca??\a T |m| E (e o)) (el el

IA

Les inégalités (11.27) et (11.25) montrent que (11.16) sera a son
tour vérifiée si
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(11.28) 6 = 90612v§+2[T\_1\T'l-1(1+[T\)2(1+\T'\)2
- R0 2 2 )3 e ) e Eh 2.

+
En utilisant le théoréme 5.7 pour majorer ( ;ﬂ )"1

et (9.10) pour minorer |r(T)| et|r(T')| on obtient

= 23
14\2+== 6
2 (1+|7]) ||
5 + .
(11.29) 8¢ C &, \T\4 L1 r(x)r(y)]

ainsi que (9.9)

L'inégalité (11.15) fournit enfin

hS

(11.30) P (ep i) (0,00 | ¢ ¢ ri) 2263 (1110675 )

6k-N
Ir l1—n~4k(1+ ) 214 (r(x)) K| k][1+1og2 | T) +1og2r(x)],

avec

= l - 5 ll Lt —-ZE
(11.31) a = 2(x+n+1)+(N2+n 1)(11\/2+4 , 14V2+2)

ou, rappelons—le,N2 peut étre choisi comme on le souhaite mais ne
doit dépendre que de (n,x,N1,k). En procédant comme dans la preuve

du lemme 11.171 on a

(11.32) |(0%f) w,0) | < cc,c, m(w)I,I,

avec C ne dépendant gue de (n,X,N1,k) et

(11.33) I, = J(6+(X,X'))a_N£1+log26+(X,X'ﬂ dm(x'),

i
6k-N

’ ¥(A-n-1-N,) e
(11.34) 1, - J(r(x)) i U TR ey 2

N k
(1+\T\2) 1[1+__EL__E][1+1og2\T\+log2r(x)] aT.
(r(x))

L'intégrale I, est bornée pourvu que l'on ait

(11.35) x—n-1~N1—2k > 0,
(11.36) x> N1+5k—2 ’
(11.37) N2 > 2+X+N1+2k
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la relation (11.36) exprime la sommabilité de 1'intégrale I preés
de T = 0, aprés majoration de r(x);E par |T|: elle n'était pas appa-
rue précédemment car lorsque k = O c'est une conséquence de (11.35).
Pour ne pas compliquer inutilement ces majorations assez grossieéres,

on remplira (11.35) et (11.36) simultanément en exigeant
(11.38) A D> N1+5k+n+1.

Puis on prend N2 = 3+X+N1+2k : alors I1 est finie pourvu que
N > a+2n. Armé d'une calculatrice de poche, on parvient finalement

au résultat suivant :

LEMME 11.2. Soient m une fonction-poids, C1 et N1 tels que

N

Rx) < o Fx') (8, (x,x7)) |

pour tout couple (X,X'). Soit k un entier » O. Pour tout

A n+1+N1+5k, il existe une constante C > O ne dépendant que de

(n,N1,k,x) vérifiant ce qui suit : soit

N = 35(N1+x+n+2k+2)

et soit a une fonction mesurable sur [ xII vérifiant, pour une cer-

taine constante C, > O et pour tout couple (X,X'), l'inégalité

la(x,x")| < ¢, Bx) (s, (x,x)) V.

Alors la fonction f définie sur D par

£(v) = Ha(x,x')w<w§(,w§.)<Y)dg(X)dg(x')

est de classe Ck et vérifie 1'inégalité

Hﬂlm;k § cCC,

au sens de la définition 6.4.

Observons que dans le théoréme 9.9 le nombre ) doit étre net-

tement plus grand que 2N : ici N doit, au contraire, étre grand par
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N

rapport 4 A . C'est la raison de lagééralisation qui suit de la

proposition 3.4 et du lemme 10.4.

PROPOSITION 11.3. Soient X et v deux nombres réels strictement su-

S

périeurs a max(0O,n-1). 1l existe un nombre kx > O tel que, quelles
Y
que soient u et v ¢ H, on ait

f(u,v@ (hyov)dm(X) =k _(u,v).
H ’

De plus, pour toute distribution u € g“(c), si 1l'on choisit en outre

A assez grand, alors la formule reste valable pour toute V(ES%C).

Preuve : D'aprés la proposition 3.4 et 1'inégalité de Schwarz, 1l'in-
tégrale converge et peut s'écrire (Au,v) pour un certain opérateur
linéaire continu de H dans H : d'aprés la proposition 3.3, celui-ci
commute avec les opérateurs V(M,b). Le lemme de Schur fournit alors
la relation indiquée puisque V est irréductible, mais il faut encore

montrer que k est réel > O. Choisissons u € H a support compact

)L,\)
dans C, et posons v(t) = r(t))%(x_v)u(t). Alors
1 _ C 1 _
(al) =(u, (@) FOTVY) =C~\;:(r(x))z(\) Mt

c Lo
S(u,w§(> (yy,v)dm(x) = C—Vj\(u,wﬁ()\z(r(xn M amx) >0,
- A

ce qui permet de conclure puisque dans le cas examiné on a (u,v) > O.
La deuxiéme partie de 1'énoncé se prouve comme le lemme 10.4.

THEOREME 11. 4. Soient m une fonction-poids et A un opérateur liné-

aire continu de QRC) dans S%C) : d'aprés les résultats de la sec-

A .
tion 10, on peut alors définir (wa,¢§,) pour tout couple (X,X') si

A\ €st assez grand. Supposons que pour tout N > O il existe XO > 0

et, pour tout A > XO, une constante C > O pour laquelle on ait 1'i-

négalité
~ -N
(11.38) Iy ek 1< c T (8, (6,x"))
pour tout couple (X,X'). Alors A peut s'écrire Op(f) pour un cer-

tain symbole f wunique de poids m. De plus, pour tout nombre réel

v assez grand, on peut trouver ) tel gque, avec la constantek .,
- r
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introduite a la proposition 11.3, le symbole passif h de A défini par

h = Ff (cf. prop. 6.9) soit donné par

_ .2 P v v
h(y) = kx,vSS;A‘#X'WX')WWX"WX) (Y)dm (X)dm(X') .
Preuve. D'aprés la proposition 11.3, on a, si A est assez grand et
si v > max(0,n-1), l'identité suivante, valable quelles que soient
uet v e S%C) ou méme Sz(c) avec les notations de la section 10 et
un choix convenable de E

-2 v A v
(11.39) (Au,v) = kvajS‘u'Wx)(wa’wx')(¢X"V)dﬂ(X)d9(X')'
Il suffit en effet de développer sous la forme fournie dans cette

proposition le produit scalaire (A u,v), puis de développer a son

A * A . * 3
tour (Au,wx-)=(u,Aﬂk.) de la méme facon puisque A by esh(c).Posons

-2 A vV .
xﬂ)jJ(AWx,¢xu)W(qur¢X)(Y)QE(X)QE(X ).

(11.40) h(y) = k
Soit k un entier » O arbitraire. D'aprés le lemme 11.2 on peut af-
firmer, si y et )\ sont bien choisis, que h est un symbole de poids
m jusqu'a l'ordre de différentiabilité k : ceci signifie bien enten-
du que h € Ck(D) et que Hh“m;k <o . En effet on est dans les condi-
tions ol ce lemme peut s'appliquer pourvu que v> n+1+N1+5k et que
(11.38) soit remplie avec N assez grand (une fonction de N1,v,n,k):
a son tour cette inégalité est satisfaite si A est assez grand.

La proposition 6.9 montre alors que la fonction f = F_1

h est, pour

k assez grand, un symbole de poids m jusqu'a l'ordre de différentia
bilité k', ol k' peut étre rendu arbitrairement grand pourvu que k
soit assez grand. Nous allons montrer que A = Op(f), les méthodes
développées dans tout ce travail rendant naturellement la définitim
de cet opérateur acceptable dés que f est un symbole de poids m
jusqu'a un ordre de différentiabilité fini mais assez grand. Il suf-
fit de prouver que 1l'on a (0p(f)¢§,¢§.) = (A¢;,W;.) pour tout couple
(z,2'), X ayant été augmenté si nécessaire (ce qui ne nuit en rien

a ce qui précede) pour que les fonctions w; appartiennent a un es-
pace SE(C) tgl que Op(f) se prolonge en un opérateur continu de

;) dans £ (o).

LEMME 11.5. Fixons Z et Z'e€ 1 . Quels que soient k, a et b € N, 1la
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fonction w(w%,wé.) est, pour ) assez grand (ne dépendant gue de k,
b

a et b) un symbole de poids (r(y))a(1+|Y\2)_
différentiabilité k.

jusqu'a 1l'ordre de

Preuve. avec y = Mw, M€G, Z = z+il et T = r(y)M_1(Z+iJn), choisis-

sons N € G tel que z = Nw. D'apres (9.5) et (6.3), on peut écrire
\T\Z =\r(y)M_1z\2+|r(y)M_1(g+ J'n)\2
ey P Dy 2@ Zleran |2
Le lemme est alors une conséquence immédiate des inégalités (11.3)
et (11.30), étant entendu qu'aucune uniformité par rapport a Z ou

Z' n'est requise pour notre propos.

Fin de la preuve du théoréme 11.4.

D'apreés le lemme 11.1 (dans la preuve duquel seules des majorations
de la valeur absolue de la fonction de Wigner ont été utilisées),

on a

(11.47) Jj.HAWQ,Wé.)\ 1 (b0 ¥ (V)] dm (X) dm (X ")

£ C m(Y).

# A A

- A
Considérons la fonction W (WZ,WZ.) = F 1(W(¢Z,W2.)) qui n'est autre

que le symbole actif de 1'opérateur ut (u,w;,)wz : la proposition
6.9 et le lemme 11.5 montrent que pour a et b€ IN arbitrairement
grands elle est, si A est assez grand, un symbole de poids
(r(y))a(1+\Y|2)'b jusqu'a 1'ordre de différentiabilité O. Comme

m(Y) C1m(w,0)(5+(w,7_1Y))h1, cela suffit, vu (11.41), pour assurer

la convergence de l'intégrale
JU(AQMX. WY %) (W50 (Da (0 dn (x1) ay,

D'aprés la relation (4.0), on a

v

x) -

D SN v v v A X
(11.42) JGW (wzrwzu)(Y)W(¢X.,¢X)(Y)dY = (wx.,wz.)(wz,w
Enfin 1l'opérateur F_1, décrit dans le théoréme 4.2, est son propre

transposé : c'est une conséquence de la formule de Parseval, et un

argument identique a déja été utilisé dans la preuve du lemme 9.7.
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la formule (10.22) permet alors d'écrire
(11.43) (©p (£)¥),4%0) =Jh(Y)W#(W)%,‘¥XZ.)(Y)dY
D

et en partant de (11.40) et se servant de (11.42), on obtient

(11.44)  (op(E)yh k) = kfvﬂ““&'ﬁv’ (430 gl o) (0 3) dm(x) dm(x"),
ou enfin, a l'aide de (11.39),
(11.45) (Op(E)¥h4%0) = @y,

Ceci montre que A = Op(f). Il reste a prouver que si A = Op(f1) pour
un certain symbole f1 de poids m, alors h1 = Ff1 est identique a h
défini pour A et v assez grands par (11.40). C'est bien le cas si

£
1l'opérateur & trace A, développé & l'aide de (11.39). Or, le théo-

€ Cz(D) car alors (11.40) exprime que h est le symbole passif de

réme 9.9 et le lemme 11.1 montrent la continuité séquentielle du
second membre de (11.40) relativement a f1 : une application des
propositions 6.8 et 6.9 termine alors la preuve du théoréme 11.4.
Remarque. On peut dans 1'énoncé du théoréme 11.4 remplacer la pre-
miére hypothése par celle que A opére continlment de EQE(C) dans
ﬁg'E(C) pour E bien choisi : si 1l'on part, pour u €_&%C), de 1l'ex-
pression du produit scalaire (Au,wg) fournie par le lemme 10.4, cela
résulte en effet du théoréme 10.2, du lemme 5.2 et d'une application

de 1'inégalité de Schwarz.

XII - LA COMPOSITION DES OPKRATEURS PSEUDO—DIFFE'RENTIELS.

DEFINITION 12.1. Soit m une fonction-poids. On appellera opérateur

pseudo-différentiel de poids m tout opérateur de la forme Op(f),
ou f est un symbole de poids m.

Remarque : le théoréme 11.4 montre qu'alors f est unique (c'est le
symbole actif de Op(f)), et le symbole passif de Op(f) (c'est par
définition h = Ff) est aussi un symbole de poids m.
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THEOREME 12.2. Soient A et B deux opérateurs pseudo-différentiels

de poids m, et m, respectivement. Alors le composé AB est un opéra-

teur pseudo-différentiel de poids m,m,.

Preuve. Notons d'abord que, d'apres le théoréme 10.8, AB est bien

z 0y . z /
défini en tant qu'opérateur de H%C) dans ﬁ%C). Pour )\ assez grand,
et tout couple (X,X'), le lemme 10.4 permet d'écrire

A

@By %, pha) = (BN and,) = k{1X(Bw’;(,w"znmxz.w);(.)dm(z»

D'aprés le théoréme 9.9 et la formule (10.22), on a pour tout N,

avec des constantes C indépendantes de (X,Z,X'), les inégalités

‘ (M;,W?{.)\ < C R (x") (8, (z,x)) N
et
|k eh) | g o Ry (s, (x,2) N
d'ou
(12.1) lamy,ox ) | ¢ ¢ ® (O, (x') 1
: x'¥xr) 1S 2 1
avec, par application du lemme 5.2,
-N ' -N
I-= J(6+(X,Z)) (8,(z,x')) "dm(2)
1y ~N+n+1 -2n-2
g cla (x,x)) 0" [S(mx,z)) "~24m(z) 1?
t(ts, (z,x)) "2 2an(2)7
< C(6+(X’X|))_N+n+1,

la derniére inégalité provenant du lemme 10.6. Par suite

(12.2) [@By, vk | < Ty (0T, (x1) (8, (x,x1)) T
et comme

~ ~ Ny
(12.3) R (x') < Cp T (%) (8, 05,%")

le théoréme 11.4 permet de conclure.

L'estimation qui suit sera utilisée plus tard.
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LEMME 12.3. Sous les hypothéses du théoréme 12.2, supposons (12.3)

vérifide ainsi que 1'inégalité

N
R, (x') ¢y BN (6, (x,x7)) 2

pour tout (X,X'). Soient f,g9 et £ o g les symboles actifs respectifs

de A,B et AB. Soit k un entier » O. Il existe un entier k'» O ne

dépendant que de n,N.I,N2 et k, et une constante C > O ne dépendant

que de n,N1,N2,k,C1 et C2 tels qu'on ait en outre

£ o gl o<l el

m1m2,k m1,k m2,k
Preuve. Soit h = F(f o g) le symbole passif de AB. D'aprés la pro-
position 6.9 on a

If o gl < CCiCylihl

m1m2;k 1m2;k"

si k" et C (dépendant de n,N1,N et k) sont bien choisis. D'apreés

2
le théoréme 11.4 et le lemme 11.2 (dans lequel ) doit étre rempla-
cé par v ), on peut trouver N,C et Ao De dépendant que de (n,N1,N2k)

telsqu'on ait alors

2

CC1

I odl fn € 2 K

pourvu qu'il existe 3 > X o permettant de réaliser les inégalités

l@By L 4kl < K B (O, (0 (5, (x,x7)) N,

Si 1'on se refeére a (12.3) et a la facon dont nous avons obtenu
(12.2) en partant du théoréme 9.2, on voit que 1l'on obtient finale-

ment 1'inégalité
43
I o gHm1m2;k < CC1C2Hf”m1;k'Hg”m2;k’

avec des constantes C et k' ne dépendant que de n,N1,N2 et k.

Dans le reste de cette section, nous allons établir une formule
intégrale exprimant la composition des symboles. Celle-ci est en
effet susceptible d'intéresser certains lecteurs ; elle apporte en

outre des faits de structure inhabituels (zones d'influence). En
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revanche, la méthode que nous employons rend l'utilisation de cette
formule inutile, voire nuisible, en vue de la recherche du dévelop-

pement asymptotique du composé de deux symboles (voir section 1).

Les calculs qui suivent sont formels mais pourraient, au prix
de longueurs, étre aisément justifiés en partant de symboles dans
la classe'} (D) introduite & la section 4. Rien ne nous obligeant a
choisir 1'une plutdt gque l'autre des deux espéces de symboles (ac-
tif et passif) utilisées jusqu'a présent, nous allons en choisir

unetroisiéme ! La formule de composition y gagnera en simplicité.

DEFINITION 12.4. 5i f eX(), 1le nouveau symbole g de 1l'opérateur
Op(f) est la fonction g € K(D) définie par

(¥,'9) (v,2) = (Scha + chp)) ' "M(F ) (v, 2)

oll « et g sont les fonctions de (y,z) définies dans le lemme 4.1.

PROPOSITION 12.5. Pour toute fonction-poids m, l'application f ~ g

que 1'on vient de définir,de méme que l'application inverse, se pro~

longe en une application séquentiellement continue de Symb(m) dans

Symb (m) .

Preuve : Il n'y a presque rien a changer a la preuve de la proposi-
tion 6.9.

Remarques : 1) pour tout opérateur pseudo-différentiel A de poids

m, le nouveau symbole g de A se définit sans ambiguité gréce a la

proposition 12.5 et a la remarque qui suit la définition 12.1.

2) si h est le symbole passif de A, rappelons que le

théoréme 4.2 fournit la relation

(% 'h) (v,2) = (F(cha+ ch8)) ' (cha chp) (K £) (v,2) -

LEMME 12.6. Le noyau k d'un opérateur et son nouveau symbole g sont

liés par la relation

1

- E L .n-1
k(s,t) = 21 n((r(s))2+(r(t))2)n (r(s)r(t))
(F3'9) (mid(s,£) 58
Preuve. Si f est le symbole actif de 1'opérateur, on a, d'apreés
(4.3),

[Nl
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—_

n/2 (1-n)

DY 1L =
k(s,t) = 2 P (r(s)r(t))™? [cs,Tt>+ (r(s)r(t)) 12
(F 5 Exmit(s, ), s-t) .
Si 1'on utilise la définition 12.4, il ne reste plus, pour prouver
le lemme, qu'a extraire de la preuve du théoréme 4.2 (avec s = Syt)
les relations

(12.4) r(s) = riy)e®P , r(t) = r(ye @),

N 2 -
<s,Jt>+(r(s)r(t))? = 2—?&—5% = 2r(y)ch? el

d'ou
(12.5) (c(s)) 2+ () P = 2(r(y)) ch 2B
et, pour mémoire,

r(s+t) = 4r(y)cho chp

Le calcul du composé de deux symboles va nécessiter un change-

ment de variables compliqué.

LEMME 12.7. Pour tout couple (x,y) de points de C, définissons la

transformation linéaire Ai surIRn+1 par la relation

Aiz = (r(y))_T[—<z,Jx>y + <x,Jy>z + <y,Jz>x].

Elle est réguliére et a pour déterminant (r(y))—n(<x,Jy>)n—1r(x).

Si X,y et z sont trois points de C, on a les identités AZZ = Agx

et Ai(syz) = Aiy. Définissons la fonction 1 sur Cx Cx C par la re-
lation ((x,y,z) = (r(y))zr(Aiz). Alors 71 est symétrique en (x,y,z)

et, de plus, la fonction g définie par 6(x,y,z)

= (r(x)r(y)r(zi)—YT(zhy,z) est invariante par l'action du groupe GO

sur x,y et z.
Preuve : On commence par vérifier (c'est immédiat) que 1l'on a
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M_§11

M4

(12.6) M_1A§M = A

pour toute M€ Go' On peut en particulier choisir M telle que

M_1y =w et M_1x = x' = (xé,x%,o...,o) : dans ce cas, il suffit
d'expliciter la matrice Ai, pour vérifier que son déterminant est
xén_1r(x'). Comme xé = <M—1x,Jw> = r(y)-1<x,Jy> et que r(x"')
= r(y)_1r(x), la premiére formule est vérifide. La deuxiéme est tri-
viale. Si 1l'on pose z' = M_1z, il est facile de vérifier 1'identité
de

Ai, Sz' = =<Sz',Jx'>w + xé Sz'+ (Sz')ox'
et de

Az'w = (r(z'))_1[—x'z'+ <xpJz'>w +z' x'].
x! o ! o
On en déduit la relation Ai(syz) = Aiy en se servant de (12.6) et
1

de la formule SV = MSM

. En développant, on obtient
T(x%,y,2) = <X,Jy>2r(z)+<y,Jz>2r(x)+<z,Jx>2r(y)~2<x,Jy><y,Jz><z,Jx>
ce qui prouve la derniére partie du lemme.
Remarque : si l'on développe
2 ,2(2,2 ,2)]

8 (w,x',2") = (r(xr(z) Ix?rzn)-x% (22}

(sous les hypothéses de la preuve qui précéde) et si 1l'on utilise
l'invariance de groupe, on voit que l'on a 6(x,y,z) < 1 , avec éga-
1ité si et seulement si x,y,z sont linéairement dépendants : ce

dernier cas est bien sfir le seul lorsque n = O ou 1.

LEMME 12.8. Soit y € C. L'application Yy : CXC —> C xXC définie
par

YY(S,t) = (x,2) =(mi£(s,t),mi£(sys,tﬁ
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est un difféomorphisme dont 1l'image est la partie Ay de Cx C carac-

térisée par la condition 6(x,y,z) >0O. La transformation

éy : (x,2) » (s,t) définie par les formules

s = (e(x,y,Z))-%Aiy , t = (e(x,y,z))_%Azx

.

est l'inverse de Yy . On a également Sys =6 “A”z. Enfin, le jaco-

X
Yy

bien de ces transformations est donné par

D(s,t) _ 2n+1

n
D(x,z) .

(8(x,y,2)) M (<x,Ty><z,3y>) " e (%) (r (y3) TP (x(2)) "

Preuve. Une application de (12.6) et des formules (avec y = Mw)

1 1

M_1mi2(s,t) = miQ(M_1s,M_1t), M miz(sys,t) = mif(SM~ s,M_1t)

permet de se ramener au cas ou y =w , ce gue nous supposerons désor-

mais. Nous écrirons & , ¥ pour %n’ Y, A, pour Ai et 6(x,z) pour

w
8(w,x,z). En développant, on obtient

(12.7) 8(x,2) = (r(x)r(z))” [xr(z)+z’r (x) ~<x,2><x,325] .
Posons

(12.8) s = (r(s))_%s, £t = (r(t))—%t,

d'ol r(s) = r(t) = 1. Si (x,z) = ¥(s,t),(2.13) fournit

(12.9) x = a(s+t), z = b(Js+t)

avec

(12.10) a = 2_%(<§,JE>+1)-%r(s)r(t))%,

b = 2'%(<§,E>+1)_%(r(s))_%(r(t))%-

On vérifie les relations

(12.11) <S+t>, Js+t> = 2EO(§O+EO),

<S+t,s+Jt> = 25 (5 +t
s+t,s+Jt> ZSo(sO+tO)
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qui conduisent a

Tso.

(12.12) 8(x,2) = 4a’b’ (5_+E )% (r(t))~
En utilisant la définition de Ai , puis (12.8) et (12.9), on obtient
(12.13) Azu)= (r(z))_1[—xoz+<x,Jz>gp+zOX]

= 2ab(r () (x ()" 25, +E )5,

relation qui, avec l'aide de (12.12), fournit la premiére des deux

égalités exprimant que ¢ oY est 1'identité : l'autre s'obtient de

méme.
Dans l'autre sens, supposons vérifiéde la relation
(s,t) = &(x,2),i.e.
_ -3 -1
(12.14) s = (8(x,2z)) 2(x(z)) [<x,Jz>w +zox—xoz]

o+
"

(eo(x,z)) %[—<X,J2>w +zox+xoz].

En se servant de (12.7) et en développant r(s) et r(t), on vérifie
les relations r(s) = r(x)(r(z))_1 et r(t) = r(x)r(z); il en résulte
aussitbét, également, que Ss est bien donnée par la formule indiquée,

a savoir
(12.15) ss = (8(x,2)) ¥ (r(x) [<x,2> v-z_x+x_z ] .

Il est clair que So > o, et comme 2xoz - <x,Jz> = <x,z2> >0, on a

o
aussi to>0 : 1l'application % prend donc ses valeurs dans CXC. En

développant tout, on vérifie les relations

(12.16) <s,Jt>+(r(s)r(t)) 2= 2r(x)(r(z))'1(e(x,z>)'1z§
et
- -1
(r(s)) ¥t (r(£))Fs = 20c(x)* (x(2)) 770 (x,2)) Pz x,
d'ol mif(s,t) = x; la relation mif(Ss,t) = z s'obtient de méme.

Ainsi Y o @ est la transformation identique de p .
w
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Dans le laborieux calcul qui suit, on désigne par la méme nota-
tion la matrice jacobienne d'une transformation et le déterminant
jacobien : identifiant un vecteur y e]Rn+1 a la matrice colonne qui
lui correspond, on désigne par y' le transposé de cette derniére.

Un premier lemme est nécessaire.

LEMME 12.9. Soit f une fonction C” : R" - R. Le jacobien de la

transformation X = Y = f(X)X est

of
54

DY — (g(x))™ 7 (£(x) +<x,

DX >)-

Preuve. Soit B l'application linéaire (de R™ dans R™) de rang un
telle que BZ = < Z,%§>X : la matrice jacobienne de la transforma-
tion donnée est f(X)I+B. Or B a m-1 valeurs propres nulles, la der-

niére étant <x,%§>.

Fin de la preuve du lemme 12.8

C'est la transformation &:(x,z) = (s,t) que l'on va étudier. Posons

(12.17)

Q
1}

< > + -
X,Jz>w zox xoz

EY
]

r(z)[—<x,Jz>¢u+zox+xoz].

D'apres (12.10) et (12.12), la fonction 6(xX,z) est homogéne de

degré O en les variables (s,t); il en est de méme de la fonction

r(z) = (r(s) *(x(e)¥. comme le passage de (s,t) a (¢,T) se fait en
multipliant par (6(x,z))"r(z), le lemme 12.9 fournit
(12.17) g_:_)s{_% = (o(x,2)) ™ (r(z)) 202 gg;,;;

On vérifie aisément les relations

(12.18) AJx = JAx J
et
-1 [ -
(12.19) 2(r(x)) xx AJx = AX + JAJX '

la valeur commune des deux membres de la derniére égalité étant
l'application z = 2zox. En écrivant les matrices par blocs, on ob-

tient
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A A J
D(o,T) Jz X
(12.20) —T—L—~ =
D(x,z) < r(z)Az r(z)Ax+B

ol la matrice B (qui provient des dérivées du facteur r(z) de la

deuxiéme ligne de (12.17)) est donnée par

(12.21) B = sz(Jz)'.

TR

On peut écrire

-1

D(o,T) AJZ (0] _ I I
12.22)  §5x,z2) -1 = -1 -1
r

(o] JAX r(z)AzAJz (r(z)Ax+B)JAx

et une soustraction de colonnes fournit
D(og,7) _ _n-1

(12.23) D(x,2) zg r(z)dét D
avec

_ _ -1
(12.24) D = r(z)Ax+B r(z)Az AJz AX J.

En se servant de (12.19) et de (12.21), on obtient

(12.25) D

- ]
r(z)AX+B 2zz AXJ+r(z)AJx

] - [
2[r(z)on + szz J zz AxJ].

Pour calculer le déterminant de D, notons que pour toute matrice

g € {1} x SO(n) (une rotation en les n derniéres coordonnées), on a
la relation g Axg"1 = AgX : comme g commute avec J, il en résulte
aussitdt que le déterminant de D est invariant par la transformation
(x,2) + (gx,gz). On peut alors se ramener au cas ou X =(xo,x1,0,...,0}

et z = (20’21’22’0""’0)' ce qui fournit
_ n-2
(12.26) dét D = (2x0r(z)) dét Do

ol la matrice Dy est le 3 x 3-bloc supérieur gauche de D. En dévelop-

pant, on a
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0 x1(z2—z$) X,242,
(12.27) % DO = xor(z)I+ x1(zo—zf) 0 -x,2.2,
—x1z1z2 x1zoz2 0
a'ou
(12.28) 27306t _ = (x_r(z)) -x_r(2)x (z2-27)x (2)

xo(r(z))2[x§r(z)—x$(zg-z?)].

En examinant (12.7), on voit que l'on peut écrire

(12.29) dét D, = 8x_r(x) (r(z))>6(x,z)

la fonction au second membre étant invariante par le groupe{1}xSG(n}.

Cette formule, jointe a (12.26),(12.23) et (12.17), achéve de prou-

ver le lemme 12. 8.

/
THEOREME 12.10.Soient 9179, et g les nouveaux symboles des opérateurs

A,B et AB. Rappelant les notations du lemme 12.2, posons

=-1-n n-1

vix,y.2) = (8(x,v,2)) P(r(y)) 2 (r(x)r(z)) (r(x)+r (y))
(£(z)+r (v 277 [z -r (0) 244 (alx, 5,200 T Tex, 3257,

C'est une fonction invariante par le groupe Gy symétrique en (x,z).

On a l'identitd

gly,m =4 | vx,y,2)9, G, )T e g, (2, aY) 7o) ax az ag ac

exp-2im (8(x,y,2)) T—<x—Syx,g—(AZ)'n>+<z—Syz,§—(A§)n >7 .

n+1)4

le domaine d'intégration étant 1'ouvert de (IR caractérisé par

la condition 6(x,y,z)>0.

Preuve. D'apreés le lemme 12.¢6,
F3'0 v = 2" e +(r(Sys))%)1_n(r(y))_1k(s,SYS) si

s—Sys =x . D'aprés le lemme 4.1,
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\%2\ = (x () P () +r () T L (y) -r (s)) 2racy, T552]
d'ou
gly,m = 2" T T | e TN ey —r(s)) 2racy,as>2]
e_21ﬁ<s_sys'n>k(s,Sys)dm(s).
Soient k1 et k2 les noyaux des opérateurs A et B.
Si 1'on pose (x,z) = Yy(s,t) conformément au lemme 12.8 et que 1l'on

applique deux fois le lemme 12.6, on obtient, en notant que

(12.30) r(x)r(z) = r(t)rly), r(x)(x(z))"" = r(s) (x(y) ",

la relation

2-2n n-1

ks, 80k, (£,5,8) = 2 (r(y)) "Pr(x)r(2) (r(x)+r (v)) ™ Tz (z) +r (v))

(Tf;1g1)(x,s—t)(TF;1g2)(Z,t—SyS)-

On a

k(s,Sys) = k1(s,t)k2(t,sys)dm(t),

expression que l'on substituera dans 1l'intégrale donnée plus haut
permettant 1l'évaluation de g(y,n).
D'apreées le lemme 12.8,

-n-1

dm(s)dm(t) ds dt

(r(x))

= 2n+1(e(x,y,z))—n(<x,Jy><z,Jy>)n“1(r(x)r(z))_n
(r(y)) "Max dz.
Cela conduit a
- . 2ima

(12.31) gly,n) = 4}i(x,y,2)9,(x,8)g,(z,0)e dx dz dg 4¢
avec

a = <s—t,g>+<t-sys,§>+<sys—s,ﬂ>
et
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-2n 1

j(x,y,2) = (r(y)) (r(x)) Pr(2)) 2 P (<x,dy><z,Iy>)

(r(x)+r (w21 +r (v P (e (s) - (y)) Zracy, 3852 ] .

On transforme le dernier facteur de j(x,y,z) en se servant de (12.30)

et de la relation

-%

z
<y,Js> (e(x,vy,2)) <Jy,Agy>

1

-1 -
(8(x,y,2) *<x,Jz>r(y) (r(z))

qui conduit a

(r(y)-t(s)) 2+d<y,ds>% = (x(y)) 2 (x(2)) 2[(x(z)-r(x))°+
4(e(x,y,z))_1<x,Jz>2].

Par ailleurs, avec 8= 06(x,y,2z), les lemmes 12.8 et 12.7 fournissent

%y
= 2 =
s = 8 Axy = 6 AX(Syz)

%

A¥x = 67 °aY;
z

X
X 3

= = 872 a¥y = 877 Y

Sys ) Ayz Azy AZ(Syx)

5. _ <aY _aY Yo_aY Y —aY
6%a = <Ax(syz) sz,§>+<Azx Az(Syx),g>+<Az(Syx) AX(Syz),ﬂ)>
ou, si l'on rappelle que Agx-Azz = 0,

L
6%a = <A§(Syz-z),g—n>+<AZ(x-Syx),g4n>.

Il ne reste plus, pour obtenir le théoréme 12.10 qu'a effectuer dans
(12.31) le changement de variables gh‘(Az)'-1 £, Q'-*(Alz,)'_1 C; le
jacobien de cette transformation linéaire est, d'aprés le lemme 12.7,
égal a

(r(y)) 2P (<x,3y><z,dy>) " Mr(x)r(z)) T,

ce qui remplace dans l'intégrale le facteur j(x,y,z)dx dz d§ 4
par v(x,y,z)dx dz dE dcC.
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Remarques : 1) Lorsque y,x et z sont proches, la fonction 6(x,y,z)
est proche de 1, y(x,y,2z) est proche de 22n, les transports paralle-
les Az et AZ sont proches de 1l'identité ; de plus %(x—syx) et

%(z-Syz) sont proches de x-y et z-y respectivement, et par suite

% [—<x—Syx,Q~(A§)'n>+<z—Syz,§— (Ai)'n>]

1 1

est proche de la forme symplectique canonique deIRn+ % R gva-
luée sur le couple des vecteurs (x-y,€-n) et (z-y,l-7). En ce sens,
toute la formule de composition est proche de celle, connue, relative

au calcul de Weyl, y compris le coefficient de normalisation 22n+2.

2) il apparalt ici une "zone d'influence" lorsque n > 2 : si

G(XO,yo,zo) < 0, alors g est nulle dans un voisinage conique de
1'ensemble des points (yo,n) si 94 (resp. gz) a son support dans
un petit voisinage conique de 1l'ensemble des points (xo,g)(resp.

ZOIC))-

XIII - LES OPéRATEURS DIFFERENTIELS

Nous explicitons dans cette section la formule de composition

des (nouveaux) symboles des opérateurs différentiels.

DEFINITION 13.1. Soit M un entier » O. Nous appellerons symbole dif-

férentiel d'ordre U toute fonction f sur D de la forme

fly,n) = E a (y)n%
FIET

ol, avec les conventions de la section 6, les coefficients ad sont

des fonctions COo sur C vérifiant les estimations

ey werey 2 ) 12 < crsytwy)) ™

34071570

(N fixe quelconque, C dépendant de k).

Remarques : 1) Soit M ¢ G, tel que y = Mw : ainsi qu'il a déja été

remarqué dans la proposition 6.3, la norme au-dessus de y du vecteur
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e =X Vj %%r est |M'y|. Or (6.3) et la relation Sy = SMw = M'_1w
J - -
fournissent || M’ 1HQZ%(r(y)) 1]yl . Il résulte aisément de la que f

est un symbole de poids (cf. (2.22))

_ 2 W2
Y = (8, (w7 )N [—Lﬂ—z * \nlzJ .
(r(y))

On pourra comparer ce poids a celui introduit dans la proposition
6.2.
2) Un symbole différentiel de poids m peut étre approché par une
suite de symboles a support compact (dans l'espace Symb(m)) par la
méthode de la proposition 6.8. On peut aussi l'approcher par la suite

(fv) avec

vyl /!

(13.1) f, (ysm) = f(y,n)x(v—16+(w,y))exp-ﬂ v |ﬂ|§ P

ol y est la fonction introduite dans la preuve de cette proposition,
et ol 1'on a posé |n|_ = |M'y] siy = My : les fonctions f appar-

tiennent a 1l'espace D).

PROPOSITION 13.2. Soit f un symbole différentiel, considéré comme

symbole actif. Le nouveau symbole g qui lui correspond est le symbole
différentiel

v -_—
gly,m) = 57 (3 £) (v,m) [(— i %) (h(charchs)) TP | (z=0)

ol o et B sont les fonctions de (y,z) définies dans le lemme 4.1.

Preuve. Soit u € EPCmn+1). L'approximation (13.1), la proposition
12.5 et la définition 12.4 permettent d'écrire, au sens des distri-

butions en les n+1 derniéres coordonnées,

(%39 viziu(zraz = |gly,m (F ) (myan

- 3 L
= 1imxj;(z)(%(ch o+ ch B))1 o e2nT<n 'Z>fv(y,ﬂ')dz an’
\

=ff(y,n')df\' /u(z)ezm“"”(%(cha + ch8 )) '"TPaz,

autrement dit
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—~

(F3'9) (vo2) = (F'6) (v,2) (Gchasch p)) '™

n

au sens des distributions. Il suffit d'écrire le développement

Fly,m') =zgp (370 (y,m) (v -m)"

1
yT
pour obtenir la proposition 13.1.

On peut noter que la fonction z#= chg + chf est paire, et par

suite seuls peuvent &tre non nuls les termes avec |y| pair.

THEOREME 13.3. Soit

gly,m) =za ly) n

un symbole différentiel. L'opérateur A qui admet g comme nouveau

symbole est l'opérateur différentiel défini par

- L
(au) (s) = 2" (x(s)) 7% DHa_ (mif(s,t)) ((r(s)) b+ (x(t)) 5]

-n/2

(r(t)) u(t)} (£ = s),

\d\b“.

o _ 1
avec Dt = (fﬁ?) .

Preuve. Lorsque g ej{jD), le lemme 12.6 permet d'expliciter 1'opé-
rateur A de nouveau symbole g sous la forme

21w<n,s—t>u(

(Au) (s) = 2" ™ (r(s))?|gmis(s,t),n)e t)

(s ¥+ (e(e)) )P (x(e)) /2

dt dm,
valable pour u € S%c). Par des arguments analogues a ceux de la pro-
position 13.2, on étend cette formule (au sens des distributions
tempérées relativement am) au cas des symboles différentiels, ce qui

conduit aussitét au théoréme 13.3.

Remarque . Posons
_ 1 v ¢
P(s,D) =% aa(S)(EIF EE)
si

Ply,m) = % ay(y)n%.
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Le théoréme 13.3 exprime alors que A = P(s,D) si

(13.2) x(s,t) = (s + @) ) > iz (e (x(e)) /2
et
(13.3) P(y,m) =T gy |Df(x(s,t)ofg(mit(s, &) ) (s=t=y).

I1 suffit en effet d'employer la formule de Leibniz et la relation

B .oy _ ol a-
o] (ﬂ) - (d_B)!T\

On voit qu'il existe donc des opérateurs différentiels Qg(y’b/by)

4 coefficients C  tels que (13.3) s'écrive

= > 8
(13.4) P(y,m) § Qp (y,by)(b,q g) (y,m).

On notera que le degré de Q_ (en tant qu'opérateur différentiel) est
< |g| . En outre, Qo(y'%§) se réduit a l'identité et, si l'on désigne

par N l'opérateur g e P-g, la formule (13.4) s'inverse sous la for-

g = zz: (—1)k Nk P.

k>0

me

L'opérateur N est nilpotent lorsqu'on le considére comme défini sur
l'espace vectoriel des symboles différentiels de degré p moindre
gu'un entier donné. Par suite, il existe des opérateurs différen-
tiels R (y,%y) 3 coefficients C tels que l'identité (13.4) soit
équivalente a

- ° g
(13.5) gl(y,mn) gRﬁ(y, /by)(°n P)(y,m).

Ici encore, le degré de l'opérateur différentiel Ra(y,tbe) est
< |gl et Ro(y’b/by) est l'opérateur identique.

Si l'on développe g somme de termes homogénes, i.e.

Mo ghthe e g©

g g
avec
k
g (ym) = a (y)n®
lol=x @

123



A. UNTERBERGER

et si 1l'on écrit de méme

p = B+ pM T L 4p0

alors (13.3) s'écrit

(13.6)  PXiym =z gp [focts o) 2 18l (nin(s,0) ) (s=t=y) .

On a bien entendu Pu = g}‘l ; calculons Pu-1.

La formule (2.13) qui donne le milieu mig(s,t) fournit sans dif-

ficulté la relation

3 . I
5{; (mlﬁés,t))(t—s)— > bjk

et par suite

%t—-[a(miﬁ(S,t))((r(S))}é+(r(t))%)n_1(r(t))_n/2] (t = s)
j o

n-2 3 2 (s) n-2 -3/2 ..
= 222 (x(s)) bg—) - 2272 (n+1) (x(s)) {1553, (s) -

Si 1'on désigne par (j) le multi-indice de longueur 1 dont la

j-&me composante est égale a 1, on peut alors écrire

P _oE-1 ST > at baa(s)_ {j}sj
P (s,D) = dJ (s,D)+ I ﬁﬁT?ﬁ 3 (a‘(j))![ bsj (n+1)~?T§T ad(s
Dot—(j)

en ne retenant dans la somme que les couples (¢,j) tels que o-(3)

soit un multi-indice. Cela peut encore s'écrire

2 H
(13.7) p* 1(y,‘ﬁ)= qrLl 1(y,'n)+ ﬁ}:—b—g—— - ot <S8y, —bi>

: 5 T A
1 byj Th 4im om
avec
o, -1 o
Sy, > = (x(¥)) Tz {d} Yy EE; .
THEOREME 13.4. Il existe une famille unique (P ° ° ),

V1IY2(y,S§ ’—D—Z_
n+1 <
, possédant les

dépendant du couple (y1,y2) de multi-indices € N

propriétés suivantes

(i) pour tout (Y1,\é),Py y (y’%E'%E) est un opérateur différentiel
12
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1 1

.
x R"

1'ordre de cet opérateur est au plus |y1\+\y2\ et ses coefficients

a coefficients constants sur les fonctions de (x,z)elen+

sont des fonctions C du parametre y € C.

(ii) quels que soient les symboles différentiels 94 et 9y v le sym-

bole 9409, (composition des nouveaux symboles correspondant a la

composition des opérateurs) s'écrit

( y(y,m =z [P 1,22 g (oo 5.2, ¢ ))] (x=2=y)
940 9y) ¥y, = EI-V1,V2 Y13z % ng1 Xsm) B9, (2, | X=z=y) .

De plus, le terme au second membre correspondant a Y1 = vp =0

se réduit au produit g1(y,n)g2(y,ﬂ); la somme des termes tels que

\V1\+|v2\= 1 s'écrit (4in)_1{g1,g2}, ot le crochet de Poisson est
défini par
¥, ¥, %9y %,
9109} =2 o w7 ~ 3. o,
J J j 3

Preuve. Compte tenu des formules (13.4) et (13.5) qui permettent de

passer du nouveau symbole g & la forme P(s,D) et réciproquement, la

formule est une conséquence de la relation familiére

P, (s,D)Pz(s,D) = P(s,D)
si

1 B
(13.8) Ply,m) = % g7 0 P1(y,n)D§P2(ym).

A chaque manipulation utilisant 1l'une des formules (13.4),(13.8) ou
(13.5), on dérive toujours au moins autant par rapport & m gu'on ne

le fait par rapport a y, ce qui justifie (i). L'unicité des opéra-

teurs différentiels a coefficients constants P (y, E— ’ o
Y1’VZ dx vz

résulte de ce que la valeur au point y du résultat de l'action de

cet opérateur sur la fonction a(x)b(z) doit coincider avec la va-

Y. Y.
leur au point (y,0) du symbole (7%T al(y) “1)O(W;T b(y) ﬂz).
noter aussi que la régle de covariance fournie Par la proposition

On peut

3.7 (qui s'étend bien slr aux nouveaux symboles) fournit certaines

régles d'invariance relatives au systéme des PY v.' il n'est pas
14
indispensable de les expliciter. 12

Pour prouver la derniére assertion du théoréme 13.4, il suffit
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de le faire dans le cas de deux symboles différentiels honocénes.

M v
(i.e. 9, = g11 et g, = 922), auguel cas la somme des termes du dé-
veloppement de g = 9,° 9, qui correspondent a une valeur donnée de
|y1l+|y2| est aussi homogéne. Soit A (resp. B) l'opérateur différen-

tiel de nouveau symbole g1(resp. gz) et posons

My UTT
A =P, (s,D)+P1 (s,D}+...,
My My =1
B = P2 (s,D)+P2 (s,D)+ ... ,
Mo+l Mo =1
aB = P ' %(s,D)+P | % (s,D)+ ...
On a alors, d'apres (13.8),
H, +H U M
2 2
Pl Pty =y Ny mey iy, m)
et
Mo+ =1 W= M= o
1772 H1 1 2
P (y"ﬂ) = P] (Y,'ﬂ)Pzz (YI“)*'P»I (Yl'n)Pz (YI“)
vl
1 d Hq ? 2
+ 52— % —=— (P, (y,m)) = (P, (y,m))).
2 ~ om. 1 . 2
oy oy oY

Si 1l'on se sert trois fois de la relation (13.7), on obtient apres

un calcul trés simple la relation

HirHmt
g = a3 191:9,1

Ceci prouve le théoréme 13.2.

Remarque. Les termes au second membre de la formule de composition
des symboles différentiels correspondant a ‘Y1|+ \Vz\ < 1 sont exac-
tement ceux que l'on pouvait attendre et ne sont pas liés spécifi-
quement au calcul symbolique employé : le crochet de Poisson est
celui qui correspond a la forme symplectique canonique de 1l'espace
de phase T*(C). Si l'on veut se faire une idée du développement com-
plet, on peut faire appel au théoreme 12.10 & condition de justifier
son extension aux symboles différentiels : comme cette justifica-
tion n'est ni intéressante ni courte, contentons-nous de décrire le
résultat (nous n'en aurons pas l'usage). On effectue le changement

de variables défini par
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13.9 X = x-S _x Z =2z -85S .z .
( ) y ’ y

Le jacobien de ce changement est fourni par le lemme 4.1

n

(13.10) 122 ) ™™ e +r ) " L (v) - (30) P+ a<x,3y> 7]

et 1'on a une formule analogue pour \g%\
Simultanément, on effectue le changement
5 5
g = (D) "+ (8(x,y,2)) €, C=(AL)'m+ (8(x,v,2))°C.

On obtient finalement

—2im[=<X,(>+<2,8>]
13.11 ) = X, 2,8, )
( ) (g; 0 9,) (y,m) (X,2,8,L)e dxdzdedc,

intégrale dont le domaine st, pour ce qui concerne (X,Z), un cer-

tain voisinage de (0,0).

On a
- 3 ay)t-l
(13.12) F(X,2,8,0) =elx,y,2) g, (x,n +(8(x,y,2))" (A)) 78)
g,(z, 1 +(9(x,y,2)ﬁ (Ag)'—1€)
avec
(13.13) elx,y,z) = 4(r(y)ﬂ[e(x,y,z)(r(z)—r(x))2+4<x,Jz>2]

[(r(y)'r(x))2+4<x,Jy>2]_1f(r(y)—r(z))2+4<z,Jy>2]—1.

Dans le cas de symboles différentiels, la fonction F est, relative-

ment aux variables & et {, un polynéme, et (13.11) fournit le déve-

loppement v
- 2l vy, v,y
(13.14) (910 92) (y,m = % W ( b§ bg DX DZ F) (0,0,0,0).
(~(3) _ 1D (3;r_ 1. o
On a posé DX T 325 ’ DZ = i ?Eg , les opérateurs 3?; et
bv étant liés par (13.9) (cf. lemme 4.1) aux opérateurs 0 et
buj 5xk
%%— : 1l'évaluation des dérivées se fait en X = 2 = O, c'est-a-dire
Xx = 2z =y. Si 1l'on veut se servir effectivement de ce développement,

N

il y a avantage a remarquer que la fonction 6 est invariante non
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seulement par le groupe G (lemme 12.7) mais également par la symé-
trie S. En conséquence, §(x,y,z) = e(Syx,y,Syz) est, pour y fixé ,
une fonction paire des variables X = x—Syx et 2 = z-Syz. Un dévelop-
pement de Taylor au premier ordre, en x = z = y, de la fonction
e(x,v,z), montre alors que celle-ci coincide , a O(|X|2+|Z|2)

=0 (lx—yf2+|z—y|2) prés, avec [r(y)<x,Jz>(<x,Jy>)“1(<z,Jy>-1] :

en développant a nouveau, on voit donc que ¢(x,y,z) = 1 a des termes
d'ordre » 2 preés. Ceci permet de retrouver, sous la version (13.14)
de la formule de composition, le début du développement tel qu'il a

été indiqué dans le théoréme 13.4, a savoir
g, 09 =9g+(4in)'1{ Ls
1 2 192 Fqedpgte--

Pour terminer cette section consacrée aux opérateurs différen-

tiels, voici quelques opérateurs et leurs nouveaux symboles :

Symbole Opérateur
2im<y,M> e = ¥ s, S%_
I %
2dn [ - fk}y M+ 13} v 4] ay = -iklss 52 +ilsy 52
ik L jk 3 a5y, kasj
~an’r(y)r(n) r(s)d +(1—n)e—(i'_]_)%_ﬁ)
'4”2|ﬂ|§ 2e2—r(s)[]+(n—1)e + cte.

Pour vérifier les deux premieéres formules, on remarque que l'appli-
catibn de (13.7) conduit dans ces deux cas a Po(y,n) = 0. Si A est
l'opérateur dont le nouveau symbole est —4n2r(y)r(ﬂ), le théoreéme
13.3 fournit

) (o) = 2" grs) @0 20 (e @ en B uw jie = 9

et il n'y a qu'a effectuer le calcul : si l'on ne tenait pas a la
valeur du terme constant, on pourrait appliquer le théoreme 13.4 et

la formule
r(s)l+(1-nje = &%+ = {j}ajk

j<k
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de vérification aisée : on pourra noter que les opérateurs du pre-
mier ordre figurant dans cette liste sont tangents a 3C aux points
de 3¥C ,i.e. y annulent la fonction r. La derniére formule résulte
de (6.1), de la troisiéme formule et du théoréme 13.4 : l'opérateur
d'ordre zéro résiduel est une constante vu son invariance par le

groupe Go .

Si l'on écrit, avec des notations classiques, la métrique rie-

mannienne (2.6) de C sous la forme

d52 = ¥ g..

13 ay; dy.

J

. s ij
et si 1l'on désigne par (g™ -)
(2.20) fournit

la matrice inverse de (gij), alors

zgijdﬂid“j =2 <y,dn>2—r(y)r(dﬂ)'

soit ..
g™ = 2y.y.-6. . {3ir(y).
it %3

La formule usuelle donnant l'opérateur de Laplace-Beltrami

- L
Au = (A€t g) ° ¢ a—a— ((adt g)% i3 Bu)

N

jointe & la relation dét g = (r(y))—(n+1),

fournit

2
Ju
= + . e u _
Au (1+n) Yy 3y, +2 % Yy, 1Yy ayay r(y)l:]u,

autrement dit

A = 2e2—r(y)[]+(n—1)e.

Ainsi que 1l'on pouvait s'y attendre, l'opérateur de nouveau symbole

2 . . N
—4n2rn|y coincide avec A & une constante additive prés.

Remarque. Quelle espéce de symbole choisir ?

Soit g une fonction C% surIlR2 telle que q(0,0) = 1 et telle que
gq et q-1 aient toutes leurs dérivées majorées par le produit d'un
polyndme fixe par une constante dépendant de 1'ordre de dérivation.
On peut alors définir une espéce de symbole gq 1ié au symbole actif

f d'un opérateur par la relation
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(f‘?‘;1gq) (y,z) = g(sha, shB) (‘3”‘;1f) (y,2z)

ol a et B sont les fonctions de (y,z) définies dans le lemme 4.1.

1 1-n

Lorsque g(sha ,shB) = (cha chg) (% (cha+ chB)) , on retrouve

le symbole passif d'apres le théoréme 4.2; la définition 12.4 montre

1-n

que le choix q(shqg, shp) = (% (cha + chRg)) conduit au nouveau

symbole.

Dans tous les cas, le calcul symbolique 1ié au choix du symbole
gq reste covariant a l'égard des actions déja utilisées gu groupe G,
puisque 1l'opérateur ff—)gq commute a l'action de G sur T (C) : c'est
en effet un opérateur de convolution relativement a la variable n,
et de plus al(y,z) et Biy,z) sont invariantes par l'action de GO sur
T(C). En revanche, si S est définie comme en (2.17), de sorte que
(prop. 3.7) le symbole actif de oOp(f)g est Op(f ovg), on a

(‘3‘;1 (£ 0 ) (y,z) = r(yy” ) (¥ (Sy,-(MM") %)

or, sous la transformation (y,z)k~9(Sy,-MM')_;),q et R deviennent
-B et -a . Ce n'est donc que si g(sha,shf) = g(-shpB,-sha) que le
symbole gq reste covariant sous l'action du groupe complet Pc (voir

fin de la section 3).

Quelle que soit g, le symbole gq de 1l'opérateur de multiplica-
tion par une fonction a(y) n'est autre que cette fonction, d'apres
un cas particulier du théoréme 13.3. Si 1l'on souhaite qu'en outre
les opérateurs différentiels a coefficients constants aient les

mémes symboles que dans le calcul de Weyl sur Rp+1, il faut prendre
n+1
_ _. —5—(a+B)
g(sha,shB) = (%(chowchB))1 % (ch a;B)n ! 2

comme on le voit en utilisant le théoréme 13.3, (12.5) et la rela-

-(a+8)’

tion r(t) = r(y)e On voit qu'il n'y a pas dans ce cas cova-

riance par rapport a Fc

Pour tous ces choix d'une espéce de symbole, les propriétés
essentielles (caractérisation via les fonctions ¢§ , continuité,

calcul symbolique) établies dans ce travail restent valables.
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XIV - DéVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES.

On étend aux symboles classiques, tels qu'ils onts été intro-
duits dans la définition 6.5, les développements asymptotiques éta-

blis dans la section qui précéde pour des symboles différentiels.

LEMME 14.1. Soit f un symbole classique d'ordrep . Pour tout

ﬂoeimn+1 , et tout entier N>»1 , posons f = T2;1(f)+R§O(f) avec
N-1 1 oyY (Y o
T (£) (y,M) = E — (M-1") "(3 4 £) (y,N7).
1° lye=1 Y "
Soit m _ la fonction sur D définie par
il
_ lnom® 12)2
m O(Y,ﬂ) = (1+IM-7 ly)
n

(cf. prop. 6.3). Alors, pour toute paire (p,q) d'entiers >» O , il

existe une constante C (f) ne dépendant gque de (n,N,p,q) et de f

N,p,q -
telle gque, quels que soient ﬂo et Y = (y,M), on ait les inégalités

N-1 N-1+ |u] B
llTﬂo (£ pra,y $ CN'p’q(f) (mﬂo(Y)) (mg (Y))
et
N N+ |,-N| -N
lano(f)np,q,Y < Cy,p,q!f) (M o (¥)) g, @

En outre, on peut supposer C (f) invariante par l'action de Gy

N,p,q
sur f.

Preuve. Quels que soient Y ef Y' € D, on a 1'inégalité (cf. (6.7))
(14.1) m () < 226, (« Ty, e Ty ) T2 ey,

il Ll
ce qui montre pour commencer que la fonction nho est une fonction-
poids : la preuve de la proposition 6.3 s'applique sans aucune mo-

dification, et ce point jouera un rbéle essentiel plus loin. Rappe-

lons (2.14) que GO opére sur D par la relation M. (y,T) = (My,M'_1n):
quels que soient TPE HJH4 , YED et M EGO, il est immédiat que 1'on
a
(14.2) mo M. (y, M) =m _(y,M).

M 1ﬂo 1 o

Comme on a aussi, a 1l'évidence,
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(14.3) ™l om =1 (6) om
M Mt
st 1'on pose (f o M) (y,n) = f(My,M'_1n), on voit que l'on peut se

borner a établir les estimations énoncées dans le lemme 14.71 aux
points Y de la forme (w,n) : ceci permet de remplacer les champs de

vecteursconstants €yre--1@ ceer€y figurant dans (6.10) par les

nleol
opérateurs de dérivation canoniques pour les coordonnées standard
sur D. La définition des classes de symboles classiques conduit, avec
une constante C ne dépendant que de n,N et f, & 1'inégalité
OIZ)%(N—1 olZ)u/Z

[T ) (oMl < eI " (141

il
et,si 1l'on se sert de 1'inégalité élémentaire (appelée souvent
"inégalité de Peetre")

(14.4) (e 10 272 ¢ 2 /2 2 2 (g L0 2) el /2
on obtient

N-1 N-1+
|T o B lem|< C (m (wm)) el w0
o o
n U

Les dérivations de cette partie réguliére du développement de Taylor
par rapport aux variables yj ne changent rien aux inégalités, et
celles par rapport aux variables WE n'apportent que des satisfactiors.
On voit que la premiére des estimations affirmées dans le lemme 14.1

est valable avec

N-1+g
= S Y TR R L
(14.5) “N.p.q'F) = Cx 4 °F lmg (YD) E1 5 0}

la constante CN ne dépendant que de (n,N), Pour tout point 7' appar-

tenant au segment joignant ﬂo an, (14.4) fournit

(a.e) (e Iy 12) 50D o3 oNE ) 2) 5 ) gy po 2) % e

et la formule de Taylor permet d'écrire pour n' bien choisi
1/ —
(14.7) [’ (6) (ol < celn=1PI 3N 2 (1e '] 2) 2 (47N

<c (1+ m_noiz)‘é(mm -n1) (14171 2) 26 -N)

- utN . N
avec C = sup {(mo(Y)) H nf“O,N,Y}' L'opérateur R o commute avec les

opérateurs de dérivation par rapport aux variables yj. Enfin, on a
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N _ .
a%(Rno(f)) = a% £ silg] » N
et
B (rY LIRS
2B (R'_(£)) = R (28 f)
non° m° i

dans le cas contraire : la derniére assertion du lemme 14.1 est donc

une conséquence de (14.7).

PROPOSITION 14.2. Soit f un symbole classique d'ordre p , et soit g

le nouveau symbole de 1l'opérateur A = Op(f). Soient o et B les fonc-

tions de (y,z) définies dans le lemme 4.1. Pour tout entier N > 1,

le symbole dont la valeur en (y,T) est

N 1 y 13 .y 1 1-n., _
gly.n) - F (anf) (y, M) [ (- 5im a—z)y (E(Chot +chg)) 1(z=0)

ly {N=1

est un symbole classique d'ordre p-N .

Preuve. Soit G l'opérateur f *~ g : d'aprés la proposition 12.5 cet
opérateur est, pour toute fonction-poids m, séquentiellement continu
de Symb(m) dans Symb(m). Un examen attentif de la preuve (en fait,
celle de la proposition 6.°) montre gue, quel gue soit 1l'entier k3O

et quel que soit N, »0, il existe un entier k'>0 et une constante

1
C>0 ne dépendant que de (n,N1,k) vérifiant ce qui suit : soit m une
fonction-poids telle que (cf. déf.6.1)

N

(14.8) W)€ ¢ WX (6, (X,X')) |

1

pour tout couple (X,X') de points de I . Alors, pour tout symbole
f €Symb(m), on a

(14.9) |\Gf||m;k < ccy \lf“m;k. .
On voit que cette estimation présente une grande part d'uniformité

relativement a la fonction-poids m, qui n'intervient que via N, et

1
C1 dans le lemme 12.3 nous avons pris soin de donner un énoncé du
méme genre, relatif & la composition des symboles.
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Posons, pour tout multi-indice vy ,

ayly) = (=517 52 )V (F(cha+ chp)) ' "I(z=0)
et, pour tout entier N > 1 ,
1 ¥
(14.10) (Gf) (y,M) = — (3, f) (y,N).a, (y).
N Wew=1 Y+ T R

Il s'agit de montrer que si f est un symbole classique d'ordrewun,

N+1f_GNf
est a l'évidence un symbole classique d'ordre u-N, il revient au

alors Gf—GNf est un symbole classique d'ordre p-N. Comme G

méme (pousser les développements plus loin pour 1l'étude des dérivées)
de montrer que Gf -G,,f est, pour tout N, un symbole de poids

(v, = O+ fal g 2)5W-N)

on est donc ranene a prouver, pour tout couple (&,¢) de multi-indi-

En se servant d'un argument d'invariance,

ces, l'existence d'une constante CN 6 e(f) ne dépendant que de
4 4

(n,N,s,¢) et de £ , invariante par l'action de G_ sur f, telle que
o q

(14.11) |35,32 (GE-Gf) (w,17) | € € (£) (1419 © p 7N

T] N,&6,¢
1

pour tout no EJRn+ .

A l'aide de la décomposition du lemme 14.1, on écrit

o N-1 N
(14.12) Gf = GT ° (f)+ GRnO(f).
Posons
(14.13) n() = (0¥ RN g gy e
1

D'aprés (14.1), 1'inégalité (14.8) est vérifiée si

212(N +2‘H—N|) ’

(14.14) c,
N, = %(N +2lp-ND).

Le lemme 14.71 montre que RNo(f) est un symbole de poids m; enfin, on

notera que i

(14.15) m(w1°%) = (1+ 11013 260
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L'inégalité (14.9) permet donc d'écrire

N (o) -N
(14.16) 2% 27 (GRﬂO(f))(w,n )l < cy u
et il reste a obtenir la méme inégalité pour les dérivées, évaluées
en (m,no), de la différence GNf-GTN;1(f).
il

La proposition 13.2 permet de calculer 1'image par G des sym-

,6,e(f) (1+ lnol)

boles différentiels : se servant aussi de la définition de TN;1(f)

donnée dans le lemme 14.1, on obtient M
- A -

(14.17) (GTNO1(f))(Y:Tl) = Yi. { -1 Y1 m-1)Y Y

m Tl YNt PY YOS

Y'E) (v, 10) .
(aﬂ ) (y, M) ay(y)

d'ou, pour tout multi-indicee¢ ,
(1a.18) GLer™ (0 (v, 10 = D LY (v, 1) (v).

m il IyIsN=T=Te| V° ﬂ Y
Par ailleurs, (14.10) fournit

1 + e o

14.19 ¢ G f) (y, 1) = % — @Y ) (v, 1) .2 (y).
( ) (aﬂ N Yr = v!(on VAl aY y
Comme on a
(14.20) g (Y™ 6) (v, T)oa, (v) (y=0) | < € o (6) (x| FTY

lorsque |y|+ |e| >N , la comparaison de (14.18) et (14.19) achéve de
prouver la proposition 14.2.

Bien entendu, des développements asymptotiques du méme genre
expriment la relation entre deux quelconques des trois types de
symboles introduits : en fait, 1'intérét de la proposition 14.2 a
été, avant toute autre chose, de nous préparer a la preuve, a peine

plus complexe, du théoréme de composition suivant.

THEOREME 14.3. Soient 94 et 9, deux symboles classiques d'ordres T

ety, respectivement; soient A et B les opérateurs dont les nouveaux
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symboles sont g1 et Iy et soit g le nouveau symbole de AB. Pour tout

entier N>1, posons, avec les notations du théoréme 13.4,

hy (Y, M) = (e (v, 2,20 a9, (x, Moy 2a, (2,1)) T (x=2=y).
lyy THY S Tem=1 - Yy 7 73xiezs o o "

Alors g—hN est un symbole classique d'ordre u1+uq—N.

n+1

Preuve.Pour tout noeIR , décomposons g = g,0 g, comme somme de

1

N

quatre termes a l'aide des décompositions
N-1 N N-1 N
g,l= T o (91)+R 0(91) ’ gzz T o (92)+R O(gz)'
il il il il
Une démonstration identique & celle de 1'inégalité (14.16) de la pro-
position précédente, sauf que l'on y emploie le lemme 12.3 au lieu

de (14.9), permet d'obtenir

(14.21)|a§a%(RNO(g1)o R (9,)) (w1 I< ¢y , (96,5, (92
il ll e

W+ ,—2N
(elahy 12

A condition de se servir également de l'estimation de la partie ré-

gulieére TN;1(gi) donnée dans le lemme 14.1, on obtient pour

N N-1 N-1 N . .
Rﬂo(g1) Q Tﬂo (gz) et T o (g1)o R O(gz) des estimations analogues a
(14.21), pourvu que l'on y remplace 1l'exposant u1+p2‘2N par p ,+ ,-N.
Il ne reste plus qu'a évaluer les dérivées, au point (w,no), de 1la
différence h ~T" ' (g.)o T - '(g.).

N ﬂo 1 no 2

J—
Si l'on part de l'expression des symboles différentiels T%O1(gp
et TN;1(92) définie dans le lemme 14.1 et que l'on effectue leur

composition a l'aide du théoréme 13.4, on obtient

(14.22) (TN;1(g1)o TN;1(g2))(y,ﬂ)
M Ul

1 3 3

) P (YI_I—_—)

Iy T<N=1 VYo (Y"Y1)!(Y"-Y2)! YqrY2 dx'dz
Iy <N=1

‘Y’_Y +'Y“ _Y2 ' "
{(H'T]O) 1 (a}(] g1)(x'no).(a\’ﬁ 92) (z’no”
(x=2z=y)
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et par suite

(14.23) %(Tno (gq)o Tﬂ Yy (v, 1)
¢! d 93
= e E— P 1] n ( 14 4 )
j?<N_1 >i o o SEU S (3.7
tY l\ q 62 Y 1 Y 2
Iy" | <N-1

{(a%g)) (x, 1) . (3 9,) (2,70 } (x=2=y) .

Par ailleurs on a

(14.24) (v %)= > D S R g

n o |Y1PIY2lsN—1 e Fe,=¢ €l Y11y, 3xX' 3z
Y +te v +e
(o o 61 (a® ey (2,100 (=)

Si, dans (14.23), on pose «' BAZRAL et y"-vy H+€ o7 le champ de sommation
est défini par |y1|SN 1- |e1|,lyZl<N 1-Ie2], et tous les termes qui
correspondent a des 4-uples (e1,e2,y1,y2) de multi-indices tels que
ly1+e1|+|v2+e2|<N-1 se trouvent simultanément dans les deux sommes

qui définissent (14.23) et (14.24) : une inspection des termes rési-
duels achéve de prouver le théoréme 14.3, & condition d'utiliser une
fois de plus l'invariance de l'application (g1,g2) — hN sous l'ac-
tion du groupe G (une conséquence de la covariance et de l'unicité
des Poqryp)-

XV. LE DOMAINE D'UN PROBLEME MIXTE.

+
Lorsque n = O , C coIncide avec la demi-droite IR, , et la dé-

finition 3.6 du calcul de Fuchs devient

(15.1) Op(f)u(s)=2)§f f(y,ﬂ)u(yz/s)exp Zinﬂ(s—y2/s)dy an
y>0

ou encore

(15.2) Op(f)u(s)= j§~ f((st)f,T)eZi”‘s't’Tu(t)(%)%dt ar.
t>0

Ce calcul a été détaillé également dans [48] : renvoyons & l'avertis-
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N

sement a la fin de la section 3 concernant le changement de notation
effectué. Compte-tenu de ce changement, les opérateurs e1et e, de
[48] deviennent respectivement t_1a/aw et ta/at si £ = f£(t,r): ils
constituent la base de champsde vecteurs utilisée en (6.8) pour défi-

nirles classes de symboles.

Considérons le demi-espace M =IR: xm@, ensemble des points
(t,x) avec t > O. On peut représenter les opérateurs sur les fonc-
tions sur M aimoyen de symboles f = f(t,x;T,£) vivant sur M x]Rn+1,
via un produit direct du calcul de Fuchs par le calcul de Weyl. La
formule obtenue est

1

(15.3) (Op (£)u) (s,x) =J;f((st>é, Y 0,

exp Zin[(s—t)7+<x—y,ﬂ>]u(t,y)(%)%dt dy dtdn.
La norme d'un covecteur (r7,£) au point (t,x) est donnée par
(15.4) e | = (2% g B2,

t,x

Vu les théorémes 1.1 et 9.9, nous laissons au lecteur la preuve

du résultat suivant.

THEOREME 15.1. Appelons symbole de poids 1 toute fonction f de clas-
n+1

, telle que la fonction
k

se C¥ sur M x R

(tga'g)j(t_1aa—¢) (%)a(aa—g)sf(t,x;m £)

soit bornée pour tout (j,k,x,p). La formule (15.3) étend 1l'applica-

tion Op en une application linéaire séquentiellement continue de

l'espace des symboles de poids 1 dans l'espace des opérateurs bornés
]
sur L2(IR+ xIRn ; t 'dt dx).

La notion correcte de symbole classique d'ordre p est caracté-

risée par les inégalités

Il k2o 2, ;
(15.5) 5~ (0 597 ()% (59) F £(exir,g)]

2\1’\ %(M—k_‘a\).

< Clik,a,8) [1+ td71 %+ el
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s

En particulier figurent dans l'algébre des opérateurs a symboles

classiques les opérateurs différentiels tg% ’ S%— et les opérateurs

de multiplication par ¢(log t,x), ou ¢ eC“(]Rn+1) est une fonction
a dérivées de tous ordres bornées. Ces opérateurs sont encore trop
généraux pour bénéficier de propriétés de traces analogues a celles
du calcul [29] de R.B. Melrose. lNous donnerons des indications a ce
sujet dans la prochaine section, aprés avoir introduit la notion
convenable de symbole totalement caractéristique : mais 1'étude

de problémes aux limites dépasse le cadre de ce travail.

Revenons au cdne C pour n quelconque. Pour faciliter la manipu-
lation des classes de symboles, il est utile de spécifier une base
orthonormale de Ty(C), y € C : une telle base est constituée par le
systéme des vecteurs ej = bia/ayj , ou M EGoest une matrice choisie
telle que y = Mw . Utilisant l'application exponentielle Exp rela-

tive & l'espace symétrique C, on est invité a rechercher M sous la

forme
M=exp(§ a};')’aém’bemn‘
On obtient
(15.6) M = ( o Mi ) )
Ye TYVI+H(y +r(¥)®) y.vi

il est d'ailleurs plus simple, partant de (15.6), de constater que
My = y et de vérifier directement 1'égalité M'UM = MIM = r(y)J, qui
exprime que M¢ 95 Avec ej = Ma/ayj , on est conduit a la définition

suivante.

DEFINITION 15.2. Les champs de vecteurs ej sur Csont définis par

)
vy 73y

(]
1
omMmB

- % 5 -1 3 , 3 5 -1
e = (x(y)) [y *r(y)®) 'y —a-f,—o+ayk 1+ yo*rr(¥)*) ype .

Remarque : on aura noté dans le calcul de ey l'utilisation de la

relation
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- 3
I Yizo- Te-y 5 -
- ° 3y
o

On remarquera que ej n'a pas ici la méme signification qu'en (6.8),

ou ej représentait un champ de vecteurs constant : cette derniére

notation est désormais abandonnée. Il importe de distinguer 1'opé-

rateur différentiel produit e. ...e. de l'opérateur, que nous note-
rons e. .... , obtenu par compgsitio§ en gelant les coefficients

pour éV<'1lluerk(ej1'”jk
constants colIncidant avec ej au point y , et 1l'on calcule

f) (y), on désigne par éj le champ de vecteurs

(e....e. f)(y). La compréhension des classes de symboles est facili-
I JE

tée par la comparaison de ces deux opérateurs, ce qui est plus

pénible qu'on pourrait le croire a premiére vue.

LEMME 15. 3. Soient 7 € R™"

On a

, et £ la fonction linéaire ym— <y,T>.

ey -reyB iy I < € Il

ol C est une constante ne dépendant que de k et ol lnly a été défi-

ni dans la proposition 6. 3.

Preuve : on a, avec y = Muw,

(15.7) <y, m>1 = l<w,M'> | < M7

lng-

L - -
D'aprés (6.3), on a |M; ¢ 2°|yl|, et comme M' - r(y) 1JMJ, on a aus-—

si

-1 - 5
(15.8) It e TN = e ) T |l <2 ;Q%%Inly-

Les opérateurs e. étant trop compliqués, on effectue le changement

de variable (il jouera un r&le important plus loin) défini par

(15.9) Yo

2
to (1 [t [ )

1.

WV

Vi = 2t t, , k

Le domaine de la variable t est caractérisé par t_ > O, [t,|<1 :

on a

r(y) *=t (=165, ygrr(v)® = 2t
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Une vérification immédiate (partir du membre de droite) conduit aux

formules suivantes

(15.10) e =+t

Y
N

3 1 2 3
ek = tktO BTO + 7(1‘\t*| ) E , k

En se servant de (15.8) et de (15.9), ainsi que de 1'inégalité

L
ly | < 2%y , on obtient

e (= le 152 Il .

FNIN

(15.11) Inly >

Enfin on a , avec f(y) gl(t),

(15.12) g(t) = £ [0 (el 1542 < T,y £ 7,

- _ 2 .
(15.13) (e59) (£) = tyg(t) + t (1 e, %) (g £5*15) 4 3 >

et il est immédiat, par récurrence, que l'image de g(t) par un pro-

duit des opérateurs ej(ij) est toujours une fonction de la forme

P(t pﬂt)+;—-p (t)t_(1-1t |2)(n t.+Ms)+ Ot )t (1-]t l2)2
* e i ) * o575 *x) Ty * Mo

>

ou P,Pj,Q sont des polyndmes sur IR". Se rappelant que [tel< 1, on
voit que ,d'aprés (15.11), le troisiéme terme est majoré par Cln\y ;
il en est de méme du premier d'aprés (15.7). Pour majorer le terme

du milieu, on choisit, conformément a (15.6), M sous la forme

2
(15.14) M=o o= | 1 Ex] 2t} )
2ty (-, |2 T2t £

ce qui donne, pour j > 1,

2
(M'n)j = to[2notj+(1—lt*] )nj+2tj<n*,t*>]
soit, en utilisant (15.12),

, _ _ B 2
(M n)j tjg(t) =t 0 [ )(Tbtj+“j)'
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Par suite

2
(15.15) b (=le, D) Ingegrmyle 2 Inly

ce qui termine la preuve du lemme 15.3.

*
LEMME 15.4. Soit E l'espace des symboles de poids 1 sur T (C), qui

ne dépendent en fait que de y€ C. On peut écrire des identités

e. ...e. = e. .+ a. . e.
I Jx Jqe-e0y z 11...1r(y) i,

4

e. . = e. ...e. + T b, . (y)e;, ...e.
BRI I 34 Ix i..01, Y i, i,
ol les sommessont étendues a r ¢ k-1 et aux r-uples tels que

. et b, . appartien-
qeoerip 0.3

1

nent a E.

i, <... <ir , et ou les coefficients a;

Preuve. L'existence et 1l'unicité de ces décompositions linéaires est

évidente, mais il faut majorer les dérivées des coefficients. Soit

Vix,y) = (Vr S(x,y)) la matrice qui fait passer de la base (ej(x))
I

a la base (ej(y)). La conséquence principale du lemme 15.3 est 1'i-

négalité

(15.16) lce. (3)...e. (3,)V, S(y,x)) (x=y)| < Cy

I % Ix

N

ou la notation ej(ax) précise la variable par rapport a laquelle
les dérivations s'effectuent ; en inversant la matrice, on voit que

(15.16) reste valable si V (y,x) est remplacé par V (x,y).
r,s r,s

Ecrivant

e (x) = § Vs'r(x,Y)eS(y)

et appliquant (15.16), on vérifie les inégalités
(15.17) le. ...e. a. R
Le lemme 15.4 se déduit de (15.17) et d'une récurrence sur k.

Avec M définie en (15.6), on a

v s ry) T lomg = r(y) T

Yo Yk

]
L L -
ve T P Ir (0 D Ty,
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et 1'on obtient la base duale (ej) de la base (ej), au point y, en
posant €. = M-‘1a/anj : on désigne également par e le champ de

*
vecteurs sur T (C) ainsi défini.

*
DEFINITION 15.5. Les champs de vecteurs €5 sur T (C) sont définis
par

e, = (x(yN™" <y, 2/ >

A
2

- L L

PROPOSITION 15.6. Soient m une fonction-poids, u un nombre réel,

© *
f €C (T (C)). La fonction f est un symbole de poids m si et seule-

ment si on a les inégalités

ey -..e e ...e; £)(Y)| g Cm(y),
1 p

ou C ne dépend que de f et de k+p. La fonction f est un symbole

classique d'ordre u si et seulement si on a

2. 5(u-p)
\(ej1...ejk ei1...eipf(Yrﬂ)i< C(1+Inly)

avec C ne dépendant que de f et de k+p.

Preuve. C'est une conséquence du lemme 15.4, si l'on observe aussi

que (15.16) reste valable lorsqu'on y remplace la matrice V = V(x,y)
. =1
par la matrice V .

Remarque. Les opérateurs ej ; au contraire des opérateurs

ce. €Ll

1 Ik

ej ey se transportent par difféomorphisme : c'est le seul in-
1 k

térét de la proposition 15.6.

DEFINITION ET THEOREME 15.7. On appellera domaine mixte le domaine

Mc ™! constitué des points t tels que t > O et |t*|< 1 : il est

. P . . . 2
muni de la métrique riemannienne dont le ds” est donné par

5 dt_  2<t,,dt,> 4lat, |2
(15.18) ds” = [ = - ——— ] 73
o 1-1t, | 1€)

2
(1-le,
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Le difféomorphisme § :M - C défini par

=
1
o+
(e]
=
+
t
*

est une isométrie (riemannienne) gg.mtsur C

Preuve . Rappelons que, d'apres (2.6), le d32 de C est donné par

as? = (r(y)) % (2<Jy,dy>2-r (y)r(dy)) .
On a par ailleurs
ryn 2 = et a-le, 15T

I1 suffit d'écrire

(1+lt*|2)dto+ 2 ¢ t_t.dt

dy ’
k31 ok 'k

@)

dy, = 2(t dt,+t,dt ), k>1,

k
et de développer pour obtenir la formule indiquée.
On peut aussi, si 1'on préféere, vérifier que le systéme de vecteurs

(ej) défini en (15.10) est orthonormal pour le ds? @éfini en (15.18).

Remarques. Le domaine M est le domaine naturel pour 1l'étude des
problémes mixtes dans la boule B de R, si t, (resp. t,) est inter-
prété comme la variable d'espace (resp. de temps). La transformation
$ (essentiellement un éclatement) est bijective de M sur C, mais pas
defﬁisur C : la partie lisse du bord de M a deux composantes, qui
correspondent respectivement aux données au bord (resp. initiales)
du probléeme mixte. Le groupe G, opere de facon isométrique sur nm.,
les formules étant birationnelles mais non linéaires en général.
Cependant, avec a > o et Q ¢ SO(n), les transformations linéaires

(to,t*)'d (ato,(it*) figurent dans ce groupe.

On constatera que le d52 de M est plus maniable que celui de C,
puisqu'il apparalt d'emblée comme somme de carrés. Nous allons main-
tenant transférer le calcul de Fuchs de C vers M. Le difféomorphis-
me ¥ de M sur C s'étend en %J: T*()]U - T*(C) avec (y,M) ='5J(t,e) si
et seulement si y = ¥(t) et ZTjdej = (Da(t))" znjdyj . Les formules

*
(15.10) fournissent 1l'image sur T (M) des opérateurs e de la dé-
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finition 15.2 : on écrira simplement ej pour (¢—1)* ej, et la méme
convention s'applique pour ce qui concerne le transfert des opéra-

teurs e¢. de la définition 15.5 : comme <ej,ek> = %k' on a

_.=1 3 _ _ 2. -1 o)
(15.19) s, = tg £ 201- 1t [9) " <ty Se.
_ 2,-1
e = 201=1t,[%) 38, k1

~
On pose ITIt =|nly si (y,m) =8&(t,6). La forme quadratique @~ldi

est duale du dsz, et les formules (15.10) fournissent donc

2. 2 1 2, .2
(15.20) lelf = (£ 87+ k>z1[tkt090 L TSE RSN

*
L'espace T ()f() est lui aussi riemannien, son ds? étant la somme de

celui défini en (15.18) et de Ideli : de cette facon, EJest une iso-
métrie pour la métrique sur C définie en (2.20). Désignons, si

T = (t,8) et T' = (t',0') appartiennent a T*(JK,), par 4(T,T') la
distance riemannienne de T et de T'. Alors une fonction m > 0 sur
T*(mt) est une fonction-poids si et seulement si il existe C1 > 0

et N1> O tels que

N1d(T,T')
(15.21) m(T) < C1m(T')e

*
quels que soient T et T' ¢ T (M() : cette notion résulte par trans-
port de celle déja connue, en raison du lemme 5.1 et du fait que  ,
*
défini en (2.22), est une isométrie de I sur T (C). Si l'on pose

pour simplifier

2 2
(15.22) el = t2 g2 + (1—|t*|2) leg |
t o "o *

on vérifie qu'il existe C > O (C = 9 convient) tel que
-1 2 2 a2
(15.23) c ey < lelg < clei
On définit maintenant, par transfert, la notion de symbole de
*
poids ou d'ordre donné vivant sur T (M). D'aprés la proposition

15.6, un symbole de poids m est une fonction C° ui reste bornée
q

par m aprés application d'un élément gquelconque de 1'algébre d'o-
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pérateurs engendrée par les champs de vecteurs ej et €5 définis en
(15.10) et (15.19). Dans les coordonnées t, il y a un analogue
du lemme 15. 4 qui, cette fois, ne présente aucune difficulté. On est

N

alors conduit a ce qui suit.

*
DEFINITION 15.8. Soit m une fonction-poids sur T (JH) : un symbole

*
de poids m sur M est une fonction f de classe C* sur T (M) véri-

fiant les inégalités

. . lgl-lel
i 3 \k, 3 k-3 2
52007 (52 (550 e e, c c gl - le, 5 m(t, )

avec des constantes C ne dépendant que de (j,k,«,B) € N x IN xZNn x V"

Si p est un nombre réel, on appelle symbole classique d'ordre p

*
sur Jf{ toute fonction f de classe C” sur T (JM) vérifiant

3,8

“_5_)j(_§_)a( 2 )k( )Tf(t,8) | € C tk'j(1-|t*]2)lﬁl‘\d|
at ' ot o8 7 '3E, o

(1+ 8] i)%(“-k_lel)

avec la méme hypothése sur les constantes C , et la définition de

HICHTI donnée en (15.22).

D'aprés (15.18) ou un calcul de jacobien, la mesure (Go-invarian—

te) sur)K,qui correspond a la mesure dm(y) est

n

(15.24) am(t) = 2™ 21 (1- Je, 1?) ae.

La transformation u— u o & | est une isométrie de L2(m1,dﬁ) sur

L2(C,dm). Nous noterons également EPO%) 1'image réciproque de l'es-

pace gRC) par cette application : on vérifie immédiatement que
u € ng) si et seulement si u € Cm(m() et si de plus Du est une
fonction bornée chaque fois que D appartient a l'algébre d'opéra-
teurs engendrée par les opérateurs différentiels a coefficients pcly-
nomiaux sur Met par les opérateurs de multiplication par t;1 ou
(-1t 1H 77

Enfin, en tenant compte du théoréme 10.8 , on peut donner la défi-

nition suivante.

DEFINITION 15.9. Soit f un symbole de poids m sur M. on désigne
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par ©(f) : POy - POM) l'opérateur défini par

o(f)u = (Aluo 5 1)) o3

ou A est l'opérateur de SRC) dans QRC) dont le nouveau symbole

~1

(au sens de la définition 12.4) est f o 3

Remarques : 1) il n'est pas tres agréable d'expliciter g (f) dans
les coordonnées de T*(mt) : si 1'on se refére a ce qui a été dit
dans la section "perspectives" de 1l'introduction, on se rappellera qe
les opérateurs de symétrie ne dépendent que de la géométrie intrin-
séque de.ﬂlou de C, et se transportent donc immédiatement; en re-
vanche, les opérateurs de translation sont 1liés au plongement dans

:mp+1 , et il est indubitable que la représentation V(I,b) (cf.déf.

3.1) se décrit mieux via le plongement de C dans H{n+1.

2) outre 1'intérét que peut présenter le domaine M dans 1'étude des
problémes aux limites mixtes, on aura bien sfir remarqué que, surjnq

la définition des classes de symboles est plus maniable.

D'apres les théorémes 10.% et 12.2, et la proposition 12.5, g (f)

est un opérateur borné sur LZ(JK,dﬁ) si f est un symbole sur)ﬂ,gg

poids 1; si f et g sont des symboles de poids m, et m, , fog,

1
défini par @(f o g) = ©(f) ®(g), est un symbole de poids m,m,.

Soit tOEJK,tel que tg = 1 et tg = 0, de sorte que §(to) = w
et désignons par m1(t) la fonction exp d(@,t)au sens de la distance
riemannienne (15.18) sur JI{: la fonction (t,8)+— m1(t) est une
fonction-poids. Si y est un entier > O, on appellera symbole diffé-

*
rentiel d'ordre yu sur M toute fonction f sur T N0 de 1a forme

(15.25) f(t,0) = ¥ a (t)e?%,
lor < *

N

ol les a, sont des symboles sur M de poids m,

pour N bien choisi,

ne dépendant que de t.

L'équation (y,Tn) = ¥(t,6) signifie que y = 2(t) et que o= A’
en désignant par Ay la matrice jacobienne dérivée de % au point t

explicitement on a
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(15.26) Mo = (1—|t*| Teat,e>

-1

N, = e )" e -t (- e, P T o, oot

Il résulte de 1la que le symbole g sur C tel que
(15.27) gly, M = (0T Hiy,m = za (57 (v) @y®

est un symbole différentiel au sens de la définition 13.1. L'opéra-
teur différentiel A qui lui correspond s'écrit A = P(y,Dy) avec,
d'apres (13.4),

Ply,n) = ZQ (v, &) (a%g)(y 1)

Dans cette expression Q est un opérateur différentiel d'ordre
< lgl, indépendant de P, et de plus Qo = 1 . Enfin on a
1 1 -1

(15.28) D = —— %3y = — ar

3
y 2im 2im Ty /3t

puisque A§ est également la matrice de passage de la base (a/ayj)j>o

a la base (a/atj). Il résulte de tout cela que ® (£f) = P1(t,Dt),
avec

- 2 B
(15.29) P1(t,e) =z Rﬂ(t' atl( aef>(t,e),

ou RB est un opérateur différentiel (ne dépendant que de g) d'ordre
<[gl » et Ry = 1.

Enfin, on transporte l'énoncé et la preuve du théoréme de compo-
sition des symboles classiques sans difficulté, vu que celui-ci est
basé sur la formule de composition des symboles différentiels et sur
des développements de Taylor par rapport aux seules variables grec-

ques. Le résultat obtenu est le suivant

THEOREME 15.10 Il existe une famille unique (R (t, 2 , jL))
Y1I'Y o8 dw

dépendant du couple ( ¥y ry,) de multi-indices € N, possédant les

propriétés suivantes

(i) pour tout (y1,y2), RY1'Y2(t' g% , é%) est un opérateur différen-
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><]RnH:

l'ordre de cet opérateur est au plus ly1[+ 'V2l et ses coefficients

tiel a coefficients constants sur les fonctions de (S,w)éifp+1

sont des fonctions C° du Earamétre t € D.

(ii) Si f1 et f2 sont deux symboles classiques sur M d'ordres B et

o et si ®(§)®(f2) = 0(f), alors f est un symbole classique

d'ordre p,+, ; de plus, pour tout N1, si 1l'on pose
_— "2

3 3, Y2 y
Ry v, (Eragray) (3554 (50805, £, (ws6))]

h, (t,g)
NS 10Y2

- <N -
|Y1‘+\Y 2‘ N-1
(s=w=t),

le symbole f—hN est _un symbole classique d'ordre p .+ ,~N

. ~ e =T
(1ii) on a h, = f£.f, et hy-h, = (4in) {f1,f2} .
Nous allons maintenant caractériser les opérateurs sur M dont

les symboles sont des symboles différentiels classiques.

LEMME 15.71 Au sens de la définition 15.4, le symbole de 1'opéra-

1 3 : T
tO EE; est la fonction toeo ;i si k>»1, le symbole de

teur (2im)

1'opérateur (Zin)—1ek est la fonction

1 2 n-1
tto btz (1= ltu 1Py~ T3 £y

Preuve .La formule (13.7) montre que, sur C, le nouveau symbole de

1'opérateur (2im) "] £ a(y) =2 est
J ayj
da.
= - _1_ _J n+1 . -1
gly,m = Laj(y)ﬂj Tin = ayj + Ain i} yjaj(y) (r(y))
La définition 15.1 fournit les opérateurs (Zhw)—1eo et (2in)_1ek

dans les coordonnées y : il est plus commode d'écrire ici

1 1
z 9 2, -1 3
e =y +r(y)” oy (Y T (y) D) T iy, >
k k ayo Byk ko 4 Y Y,
Dans le cas de e,r on obtient gl(y,m) = <y,n> ; dans le cas de €, s un
calcul sans grice fournit
925 5 -1
Za—yj = (n=1) (y *r(y) ") Yy
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ainsi que T i{jly J ](y) = O : on en déduit le résultat annoncé par
*
transfert de T (C) vers T (M), & 1'aide des formules (15.26) .

THEOREME 15.12 La correspondance ® établit une bijection entre l'es-

pace des symboles différentiels classiques sur M et 1'algdbre engen-

drée par les opérateurs ty Bt ,(1—\t*[2)_§— pour k1, et les opéra-
teurs de multiplication par les fonctions ake c®” (M) vérifiant

3 a =3 2, -
Kat )3( )“a(t)l <0y, t03(1—lt*| )"l

Preuve. D'aprés la définition 15.8 et (15.22), les symboles classi-

ques d'ordre p sont les fonctions de la forme
(15.30) £(£,8) = gt ty,t 8y, (1= Ity |2
telles que

___J_Ot__ __B =3 (1= 2= lal
I )75 Tlag ) Tiag) Ta (BB < Gy y g B T U lt,

L k-
(1+]6|?) 2 wk=lo D)
D'aprés le lemme 15.17et (15.10), l'opérateur (2im) e 2
2 n-1
I 3t k28 W

Le théoreme 15.12se prouve alors par récurrence sur l'ordre de 1l'o-

(Zin)_1(1—lt* ) =29) a pour symbole t_g_ (resp. (1-lt*|

pérateur, a l'aide du théoréme 15.10.

Remarque. On constatera la différence entre les deux composantes de
la partie lisse de 3)(: pour tO = 0, tous les vecteurs tangents
sont permis, alors que pour ,t*l =1 seuls sont permis les vecteurs

portés par la génératrice du cylindre.
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XVI - UTILISATION DU CALCUL DE FUCHS DANS LES E.D.P.

Cette section effectue de trés bréves incursions dans le domaire
des applications de la théorie. Celles-ci sont au moins de trois na-
tures différentes. Les plus simples, dont nous donnerons un exemple
ici, concernent l'existence d'estimations elliptiques dans des
chaines d'espaces de Sobolev avec poids dont la théorie classique
n'autoriserait pas l'utilisation : elles sont une conséquence immé-
diate de l'existence d'un calcul symbolique. Les secondes concernent
les problémes aux limites dans le cbne ou le domaine mixte3ﬂ/; le
cas plus simple dudemi-espace M = R: « R" doit étre également con-
sidéré. Nous nous bornerons dans cette direction & des indications
sommaires concernant (dans le cas de M) les propriétés de traces des
opérateurs totalement caractéristiques ainsi gque le lien entre notre
calcul et celui de Melrose [29. Les applications effectives aux pro-
bléemes aux limites, qui nécessitent des développements importants,
attendront encore un peu, notre intérét s'édtant au cours de la ré-
daction du présent travail déplacé vers les applications de la troi-
sieme espéce. Ces derniéres, briévement évoquées dans la section 19
et développées dans des articles séparés ([49 I[51]), concernent le
calcul de Klein-Gordon, analyse pseudodifférentielle sur Rr" qui
joue par rapport au calcul de Weyl le rbdle que joue la mécanique re-

lativiste par rapport a la mécanique classique.

Rappelons que la formule (15.3) attache a un symbole f

= f(t,x;7,8) vivant sur M xIRrl+1 l'opérateur Op(f) de symbole actif
f défini par

1
(16.1) (Op (£)u) (s,%) = Jf((st)z » 5L i)

L
exp 2in[ (s-t)7+<x-y,n>] ul(t,y) (%)2dt dy dt dn .

L'espace de Hilbert au centre des considérations est H

= L2(M;t_1dt dx). Une définition analogue a la définition 3.6 permet
d'introduire le symbole passif g de l'opérateur Op(f) : comme dans
le cas du calcul de Weyl les notions de symboles actif et passif
coincident, le théoréme 4.2 appliqué avec n = 0 (ou bien la proposi-

tion 1.2 de [48 ]) montre que
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-1

(16.2) glt,x;7,8) = [oplos 7125 21 *(t,x:7,E).

2im

Insistons une fois de plus sur le fait que le calcul ainsi défini

IS

n'est pas 1lié uniquement a la géométrie intrinséque de M (lagquelle
P q g : 9 o
n+

n'est pas distincte de celle de IR par le difféomorphisme (t,x)

h~9(xo,x) = (log t,x)) mais dépend également du plongement de M dans
1Rn+1. Certaines classes d'opérateurs différentiels, cependant, cor-
respondent aux mémes classes de symboles dans ce calcul et dans

celui que l'on obtiendrait, a partir du calcul de Weyl, en composant
avec ce difféomorphisme. Ainsi, l'analogue (plus facile) du théoréme

15.12 montre que les symboles f de la forme
(16.3) f(t,x;7,8) = h(log t,x;t7,8),

ol h(xo,x;io,g) est un polyndme en (EO,E) dont les coefficients sont
des fonctions C~ de (xo,x) a dérivées bornées, sont exactement les
symboles des opérateurs dans l'algébre engendrée par les opérateurs

) 3 3 < . . .
tﬁf’ 3;-,...,5§; et par les opérateurs de multiplication par des

fonctions C & dérivées bornées de (log t,x) : on voit donc que la
relation (16.3) établit pour la classe d'opérateurs différentiels
considérée une bijection entre leurs classes de symboles pour 1'un
et l'autre calculs symboliques.

Pour tout nombre réel k, la fonction (t,X;T,g)F+tk est une fonc-
tion-poids pour le calcul défini en (16.1), d'une importance capita-
le dans 1'étude des opérateurs du type de Fuchs (voir W.Schulze [36]);

si A est un opérateur de poids m sur M, le théoréme 12.2 montre que

-k

1'opérateur (tk)A(t ) est également un opérateur de poids m : nous

allons déterminer sm symbole. Rappelons qu'au contraire, dans le cal-

X
© n'est pas une fonc-

cul de Weyl en une variable x la fonction e

’
tion-poids (elle est réhabiliiée en tant que telle dans le calcul de
N. Dencker [17]: cependant ce dernier, défini au moyen de noyaux
tronqués prés de la diagonale, est une version non intrinséque du
calcul de Weyl dans laquelle les propriétés de covariance ont été

perdues) . En outre, toujours dans le calcul de Weyl en une variable,
2ﬂkxo —2ﬂkxo
le symbole de l'opérateur (e )Op () (e ) est fk(xo,go) =

f(xo,£o+ik) lorsque f est un symbole différentiel : cette formule
montre que fk ne peut avoir de sens pour des symboles généraux f.

k/2)

THEOREME 16.1. Soient k un entier > 0 et (t 1'opérateur de mul-
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k/2

Hplication par la fonction t+ t . Soient A = Op(f) au sens de

(16.1), g le symbole passif de A, et fk(resp. f_k) le symbole actif

de 1l'opérateur (tk/z)A(t-k/Z -k/2)A(tk/2)).
= —aim e 2

) (resp. (t Soit D

, opérateur agissant sur les symboles. On a

p+1
) (1+p%) 2 pK7Pg

£ = 3 %) (1+p2)P/2pkPe

K (%

p pair p impair 'p

et la méme formule vaut pour f~k a condition de remplacer D par -D

au second membre.

k/Z)A(t_k/z)u] (s,x) & partir de (16.1) en

Preuve. On obtient [ (t
k/2

ajoutant le facteur (%) sous le signe intégral au second membre.

1
Avec o= (st)? et B = s~t, on a

L lﬁ 2 L2 _1
Eyz = (1+ ¢ ) e - e By - 8y
4u2 2a 4u2 2a

Si l'on désigne par ﬁ§;1f la transformée de Fourier inverse de f

par rapport a la variable 7, on voit donc que 1l'on a

2 %
B™ %, B k-1, X4y,
[(1+ :1;—2) + '271] (73 £) (a, fxrBrﬂ)

=1 X+y.
(73 fk) (OLI_ZXI Blrl)

wtrement dit

(16.4) £ [ (1+D%)%+p 15

k

Il suffit de développer par la formule du binbme et d'utiliser (16.2)

pour obtenir le théoréme 16.1.

COROLLAIRE. Si f est, au sens de (15.5), un symbole classique d'ordm

u , il en est de méme, pour tout entier k, de fk

Preuve. Cela résulte d'un développement asymptotique analogue a
celui de la proposition 14.2, exprimant cette fois le lien entre les
symboles actif et passif d'un méme opérateur. Bien que nous n'ayons
pas l'usage de ce fait, signalons que le corollaire (ainsi que (16.4),
mais non le théoréme 16.1) restent valables si k n'est pas entier

il suffit, partant de (16.4), d'établir un développement (fini)
valable pour des symboles différentiels, puis d'étendre la validité

asymptotique de celui-ci par les méthodes de la section 14. Bien
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entendu, le développement qui intervient dans le théoréme 16.1 est
fini, ce qui va simplifier le trés bref examen des propriétés de

traces qui suit.

Dans 1l'étude des opérateurs agissant sur des fonctions sur M
susceptibles d'avoir des traces sur {O}xjmn, l'emploi de l'espace
LZ(M,dt dx) est plus naturel que celui de H, ce qui conduit a rem-

placer Op par Q, défini par
1
(16.5) (Q(H)u) (s,x) = J.f((stw, i)
exp 2im[(s-t)t+ <y,n>lu(t,y)dt dy dt dn
Il est naturel d'examiner Q(f) lorsque f est un symbole appartenant

aux classes introduites par R.B. Melrose [29] : appelons ainsi symbole

totalement caractéristique d'ordre p tout symbole f de la forme

(16.6) £(t,x77,8) = glt,x;t7,¢)

ol g est la restriction & t > O d'un symbole classique surIIRn+1

d'ordre y au sens du calcul de Weyl sur IRn+1 . On voit que si

tel est le cas, et si u est la restriction &8 M d'une fonction appar-
n+1

S

tenant a cz(nz ) , alors (Q(f)u) (s,x) admet quand s—+0O une limite

donnée par

i - >
(16.7) (Q(£f)u) (0,x) = g(O,%X;O,n)ezlmx Yr"y(0,y)dy dn
Autrement dit l'application u 8M+~>Q(f)u IM est, au sens du calcul

de Weyl sur oM = {0} x R" , 1'opérateur de symbole
(x,8) = g(0,%;0,8).

Pour les symboles totalement caractéristiques,le calcul défini en
(16.5) bénéficie donc également de la propriété de restriction es-
sentielle dans le calcul de Melrose, et qui est l'objet de la pro-
position 5.23 de [29]. On notera que l'hypoth&se de lacunarité, né-
cessaire dans le calcul de Melrose, ne l'est pas ici. Il reste a

examiner les traces d'ordre supérieur. En posant

) f
uj (s,x) = %(s,x) et f;(t,x;r,i) = %g(t,x;r,i) ’
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on obtient, en partant de (16.5) et en intégrant par parties,

L 3 - %
(16.8) (Q(f)U)i = Q(f)u + —(t )Q(f{)(tgu)+ %(tz)Q(fi)(t ).
D'aprés le théoréme 16.1 valable aussi bien pour la régle Q que pour
la régle Op donnée en (16.1) et le lien (16.2) entre les symboles

actif et passif, on obtient
2

o

(16.9) (@(E)u) s = Q(F)ul+((1+D%)7 £1)u.
Or, si l'on pose
-2 ¥ 5
(16.10) ht,x;7,8) = [1-(4m) % Z517%g(t,x57,8),
a2
on a
(16.11) (1+D2)§f1'(t,x;r,£) = h!(t,x;tT,E).

I1 est facile de voir (par une preuve analogue, quoique considéra-

blement plus simple, a celle de la proposition 6.9) que h, défini

par (16.10), est encore la restriction a M ><]Rn+1

n+1

d'un symbole clas-
sique 4d' ordre pu sur IR , au sens du calcul de Weyl, et par suite
que (1+D ) ? ' est un symbole totalement caractéristique d'ordre y

si f en est un.

Les formules (16.7) et (16.9) permettent, pour tout entier k3O,
d'exprimer la k-éme trace sur 9M de Q(f)u sous la forme
Aouo+. +Akuk, ou uj est la j-éme trace de u et ou Aj est un opéra-
teur pseudo-différentiel sur 3M dont le symbole de Weyl est expli-
cite.

Il est utile de remarquer que le symbole f totalement caracté-
ristique d'ordre u défini par (16.6) est un symbole classique d'ordre
u au sens de (15.5) si 1l'on suppose valable la famille d'inégalités
]j 8 o, d,k, 9

() * ) () Pa (e xir, £) g c U lnieie ) H TR

|[(1+t ey

avec C dépendant de (j,o,k,B). Pour t borné, cette hypothése ne dif-
yp
fére pas de celle que g est la restriction a M ><]Rn+1 d'un symbole

de Weyl classique d'ordre yu

Ainsi qu'on le verra dans un instant, le calcul défini en (%.5)

et celui de Melrose (dans le cas du demi-espace) conduisent dans le
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cas des symboles totalement caractéristiques aux mémes opérateurs,

pourvu que l'on ajoute dans le cas du calcul de Melrose une hypo-
thése de lacunarité. L'article [29] va plus loin dans de nombreuses
directions : description précise des espaces de distributions sur
une variété a bord, invariance par difféomorphisme, opérateurs inté-
graux de Fourier... En revanche, rappelons que le calcul présenté
ici n'est pas limité aux symboles totalement caractéristiques, ni
méme aux symboles classiques. Enfin, signalons que puisque seule la
version "n=0" du calcul de Fuchs intervient ici, le théoréme 8.2 de
[481 permet d'obtenir une forme tout a fait explicite de la formule
asymptotique de composition des symboles qui est 1l'objet du théo-

réme 14.3.

Nous allons maintenant effectuer la comparaison entre un opéra-
teur totalement caractéristique Q(f) défini par (16.5) et (16.6) et

un opérateur de Melrose Op_(a) défini par
o P

(16.12) (0p_ (¥)u) (s,%) = Y(s,x;0,£)e2tT(80+<X/E3) 4 () a0dt.

On suppose que 3 est un symbole totalement caractéristique d'ordre

N a3 ~ z .
u, c'est-a-dire que 3 s'écrit

(16.13) ¥(s,x;0,8) = a(s,x;s0,8)
N . . s ' 2n+2 .
ou a est la restriction a s>0 d'un symbole sur IR classique
n+1

d'ordre u au sens du calcul de Weyl sur IR . On supposera en fait,

avec L. Hormander ([22],p.113), que a appartient a SE , classe un peu
plus restrictive caractérisée comme suit : a € SE si a € Cm(HXLRn+B
et si, pour tout entier v et tous indices ou multi-indices j,a,k,B,

il existe une constante C>o telle que

(16.4) |ajaaak36 al(s,x;0,8) 1 < C(1+s)'v(1+|o|+|g|)U‘k'|3|.
S'X 0 &

On suppose enfin que a est lacunaire au sens de Melrose, c'est-a-

dire (cf.R.B. Melrose [29] ou L.HO6rmander [22],p.114) que la transfor-

mée de Fourier inverse q;;1a, définie pour s>0 par 1l'intégrale os-

cillante

(q§;1a)(s,x;r,g) = a(S,X;o,g)eZi“rOdo

’
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N

est a support dans rgl1. Cette condition assure que, pour s>0O, 1l'in-
n+1
) .

que de la restriction de u a M et permet de regarder Opo(g) comme

tégrale au second membre de (16.12) ne dépend, pour u € E?CR

opérant dans les fonctions définies seulement sur M.

THFOREME 16.2. Il yv a identité entre la classe des opérateurs Q(f)
(c£(16.5)) ok g, 1lié a f par (16.6), appartient a s} , et celle des

opérateurs Opo(g)(gg.(16.12)) ol a, 1ié & 3 par (16.13), appartient

E Sf et est en outre lacunaire.

Preuve. Rappelons [41] que 1'opérateur
5 - 32

(16.15) J = exp(4im) % §§T§§T

J 73]
connecte le symbole "standard" d'un opérateur pseudo-différentiel
sur R™ (i.e. celui du calcul dans lequel les convolutions ont la
priorité sur les multiplications) et son symbole de Weyl. Ici, fai-
sons-le agir sur f(t,x;7,£) dans les seules variables tangentielles
(x,&8) : désignant par q;zu la transformée de Fourier de u(t,x) re-

lativement a x, on peut alors écrire (16.5) sous la forme

1 L
(16.16) (Q(f)u) (s,x) = ~S(J‘f)((st)z,x;r,g>

exp 2in[(s-t)t+<x,£>] (Fou) (t.6)dt dr de

On sait que les classes de symboles classiques sont stables par J%
ici cet opérateur, agissant dans les seules variables tangentielles,
commute a l'opérateur g+— f défini en (16.6) et conserve 1'appar-
tenance de g a SE

La comparaison de (16.12) et de (16.16) montre que 1l'identité
de Q(f) et de Opo(33 équivaut a 1l'identité entre intégrales oscil-

lantes

i L X ; —) -
(16.17) {yg(s,x;o,é)eZlﬂ(s )05 =\ (37F) ((st) %, x;7,8) 21T 878 T
Tenant compte du lien entre a et ¥ d'une part, entre f et g d'autre

part, et de ce que (qﬁg1a)(s,x;r,g) = Opour r » 1 , on résoud ai-

sément (16.17) sous la forme
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i L i
(16.18) als,x;0,8) = v{~ (T%g) (s8%,x;10°%,£)
6>0
24 (1-8) (1=0) 30 4.

on note immédiatement que cette identité impligue que a est lacunaire.

En sens inverse, (16.17) fournit

2
1
(16.19) Sa(s,x;so,g)exp 2im(s- EE—)o do

L
= t'—1 Mg(ng)(t',x;T',i)exp Zin(gi-%g)r' art!

d'ou, en posant t'=t, p= %(% - %) et effectuant le changement 0h+£40:

5 4imp(o-1)
(16.20) (3%g) (t,x;7,8) = 2 | e**+MPlo7T

2, % 2. %
alt(p+(1+p7) ) x50 (p+(1+p7) %) ,&)do dp
ou encore
L L

(16.20 bis) (3%9) (t,%;7,8) = + a(t8?,x;0,¢)

8>0

1
1 ]

) - ) 5 -
e21ﬂ(1—e )o e~21ﬂ(9 -0

)T 67 (1467 ") a6 do
Il s'agit a présent de montrer que les transformations (16.18)
et (16.20) (ou (16.20 bis)) conservent la classe des restrictions a

M ><]Rn+1 2n+2

des symboles sur IR classiques d'ordre p au sens du
calcul de Weyl sur IRn+1 : il est entqndulqu'en outre a est supposé

lacunaire dans (16.20). On pose 2p =8 -8 7 dans les deux cas.

On coupe l'intégrale au second membre de (16.18) en deux mor-

en insérant les facteurs X (p) et 1-x(p) de classe Cw,
-3/2

h

ceaux I1 et I2

le premier ayant son support dans [plg % et le second dans |[pi>2
on a donc % <6< 4 sur le domaine d'intégration de I, et max (6,6

> 2 sur le ddmaine d'intégration de I2 . Pour I1 , on effectue un
grand nombre de fois 1'intégration par parties relativement a é%
qui sort le facteur 1-0 , utilisant pleinement (16.14) y compris le
v 2)—N obtenu & la suite de cette

facteur (1+s) le facteur (1+(T-0]

opération assure d'une part la sommabilité en 1, et permet d'autre
part la comparaison de 1+02 et de 1+12 grice a 1l'inégalité

"de Peetre" rappelée en (14.4). Pour étudier I on l'écrit apres

2’
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changement de variable sous la forme

(16.21) 1, - zk[[1-x(o)] (3 %) (s (o (140°) 9,57, 8)

[Slag

o 2. % 1 X
e—41ﬂpLe41np(p+(1+p ) )O(p2+1) 2[(1+02) +o] dp dr.

! d'un symbole (de Weyl)

Puisque J"% est la restriction a M ox R
classique, on voit qu'un nombre suffisant d'intégrations par parties
relativement a g% permet d'assurer la sommabilité relativement a

dp dt tout en faisant sortir une haute puissance de p-1. Des inté-
grations par parties relativement a p permettent de faire apparaltre

le facteur

-1 L -
[1+ | =1+ (p2+1) 7 2(p+(1402) %) %5127

L _L
comme p+(1+p2)2> %(pz+1) * et que l'on sait disposer des puissances

de p , 1'inégalité de Peetre permet encore de comparer les puissarces
de 1+72 et celles de 1+02. L'examen des dérivées de a défini par

(16.18) ne pose pas de difficultés nouvelles.

On écrit 1l'intégrale au second membre de (16.20 bis) sous la
forme Ii+Ié+Ié , intégrales obtenues par l'insertion de$ facteurs
supplémentaires Xj(o) avec y, =y comme plus haut,et 6¢ 5 (resp.6 » 2)
pour o € supp(),) (resp. supp(x3)). La premiére intégrale I se traite a
l'aide d'intégrations par parties relativement a 1'opérateur 6 g% ,
lesquelles assurent la sommabilité par rapport a do tout en mettant
en évidence de hautes puissances de 06 et de 1+|ol+|&| : la comparai-
son des puissances de 1+o2 et de 1+T2 est assurée par une intégra-
tion par parties en g% et par 1'inégalité de Peetre. On écrit Ié
dans les variables utilisées dans (16.20), insérant au second membre
de cette identité le facteur supplémentaire x(p) a support dans
lplg 3/4 : cette intégrale se traite comme I, au moyen d'une inté-
gration par parties en aép. L'étude de Ié repose sur 1l'hypothese que
a est lacunaire : on part de l'intégrale au second membre de (16.20
bis) avec le facteur supplémentaire w3(6) = X3(%(9%—6_%))(ici 6> 2),

et 1'on écrit

. -1 . .
(16.22) o2im(1-6 o _ ;L(_th%)Je2lno

n-1 2in(1-z8""
e

]
+ o (=2i19) g1(1—z) )Odz
(k=1)! S °
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L'hypothése de lacunarité entraine la nullité des intégrales oscil-
lantes

. l/ .
Pa(ts’,x;0,8)e a0,

ce qui montre que les termes réguliers du développement (16.22) ne
contribuent en rien a 1'intégrale examinée. Il reste a considérer,
avec k aussi grand qu'on le souhaite et z € [0,1] , 1'intégrale (déja

transformée au moyen d'une premiére intégration par parties)

. -1 ,

(16.23) 1j(z) = | 210720 0N Ka k67, x50, 6) )
e2im(07-6" )T, 9'1)'Ne'1“k(1+e'1)w3(e)de do .
Puisque 1—26_1 > 1 , la sommabilité est déja assurée si k » 1 et

2
N-k est assez grand : de plus une haute puissance de 6 ! reste en

évidence et 1'on conclut comme dans les intégrales qui précédent a
1'aide d'une intégration par parties en g% et de 1l'inégalité de

Peetre.

Ceci termine la preuve du théoreme 16.2.

Nous revenons maintenant au cas du domaine mixte3ﬂ. Certaines
conséquences de l'existence d'un calcul symbolique sont de pure rou-

tine, telles l'inversion des opérateurs elliptiques et la définition
. ) 2 - -
de certains espaces de Sobolev. Soit H = L (3K,to1(1—lt*lz) "dt) (voir

P
(15.24)) . Pour tout entier k » O, soit Hk(JK) l'espace des u€H telles

que Du appartienne a H toutes les fois que D est un produit de k opé-
2 3
I)atj
(3 > 1). On peut identifier le dual H?k(JK) a4 l'espace vectoriel en-

gendré par les distributions Dv sur J{U, ol D est un opérateur de la

rateurs au plus, choisis parmi les opérateurs to%%— ,(1-lt*
o

forme indiquée plus haut et ol v €H. On pose qf(m@) =N Hi(m@) et
F F k20
H_m(mt) = U H_k(yn). Tant que l'on reste entre ces deux espaces,

ko
le calcul symbolique relatif aux symboles classiques introduits dans

la définition 15.8 et a la régle de correspondance de la définition
15.9 présente les aspects les plus usuels si familiers dans le cal-
cul de Weyl sur Rr". Soit @ € C*(IR) une fonction nulle au voisinage

de O et égale a 1 en dehors d'un compact : elle est destinée, comme
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N

4 l'habitude, a éliminer les singularités a l'origine des fonctions

homogénes. Ainsi, nous appellerons symbole homogéne d'ordre sur N
+1

toute fonction f(t,8) de classe c® sur ﬂ(x(n¥l \\{o}), homogéne de

degré , en 6, telle que la fonction

(t,8) — o (18 L) E(E,8)

soit un symbole classique d'ordre y . Un symbole presque homogéne

d'ordre u sera n'importe quel symbole classique f d'ordre j véri-
fiant la propriété suivante : il existe, pour tout entier j > O, un
symbole homogéne fu'j d'ordre y-j, tel que, pour tout entier k > 1,

le symbole

(t,8) — f(t,8)—al g 2) E f.(t,8)
t =1 d

soit un symbole classique d'ordre p-k. Evidemment, les f -5 sont
[N

uniques, et le symbole presque homogeéne f sera dit globalement ellip-

tigue si f_1 est un symbole homogéne d'ordre -, : par un argument
habituel, on peut alors, pour tout entier k > O, trouver un symbole
presque homogéne g, d'ordre -, , tel que les composés f o g et g o f

diffeérent de 1 par des symboles classiques d'ordre -k.

Au sens de la définition 15.9, ®(f) opére de HF(JK) dans #Y 0
F . . o @
et de H (ﬁ() dans H_ (ﬁ(, pour tout symbole classique f. Pour tout
k € IR, on définit

) igl12, k/2
(16.24) £ (t,0) = (1+]8[D) /

et l'espace Hi(ﬂl) comme 1l'espace des u € HF (ﬂ[) tels que ®(fk)u
appartienne & H : le théoréme 15. 2et l'elllpt1c1te globale de f
montrent que cette nouvelle définition de uE (}n) coincide avec 1l'an-
cienne lorsgue k est un entier pair » O . Tout opérateur A ayant un
symbole classique d'ordre ; opére de HF (Of) dans Hi o pour tout
k réel : si de plus A est globalement elllpthue, algrs u € H L)
appartient a Hy (}K) si et seulement si Au appartient a Hi_ on

un corollaire de ces faits est 1l'identité des deux deflnltlons de

Hk(JK) pour tout entier k.

Un opérateur elliptique d'ordre 2 typique est

L= (b 292 D f-1e,12) 212
3t W ) 5t
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On observera la différence entre les types de dégénérescence de L

sur les deux composantes lisses du bord deJl : si 1l'on examine pres
de |t,| = 1 le deuxidme terme de cet opérateur, on constate qu'il
évoque les opérateurs elliptiques dégénérés examinés par M.S.Baouendi
et C. Goulaouic dans [ 1] ; toutefois, la dégénérescence y est "deux
fois plus grande", ce qui change tout. Prés de (to =o,lt,l< 1, L
est totalement caractéristique elliptique au sens de Melrose [29].

Enfin, L n'est pas hypoelliptique jusqu'au bord au sens classique.

Le dernier aspect de la théorie qgue nous évoquerons concerne la

. . . . . +
microlocalisation jusqu'au bord. Dans le cas du demi-espace M=1R*XJRH

~k
on peut définir le fibré cotangent comprimé T (M) comme le complété
de M len+1 = i(t,x;T,g) : t >0 }relativement a la métrique rieman-
nienne définie par
as? = dt2+§:dx§+(d(t¢))2+§:dg? :
J

l'application (t,x;7,€)+ (t,x;t7,€) de M xIRn+1 dans MXZ]Rn+1 se pro-

a* —
longe en une isométrie de T (M) sur M x]Rn+1, au moyen de laquelle
nous identifierons ces deux espaces. On voit que cette notion de
fibré cotangent comprimé ne différe pas de celle de Melrose. Si 1l'on

pose

Tt,xir,8) = £(t,x;e7,8),
l'application fFr—7T permet d'identifier les restrictions a M x]Rn+1
~%
(identifié & une partie de T (M)) des symboles classiques d'ordre p
au sens du calcul de Weyl surIRn+1aux symboles totalement caracté-
ristiques d'ordre pu sur M (voir (16.6)).

Dans le cas du domaine J{, nous définirons un symbole totalement

caractéristique d'ordre p comme un symbole T de la forme

(16.25) E(t,0) = £lt,t 8., (1- e, 128,

1 1

d'un symbole sur r™ , classique
n+1

ol f est la restriction a M x®™
d'ordre p au sens du calcul de Weyl sur TR . Si 1l'on examine les

inégalités qui suivent (15.30), on voit que ce n'est que pour to bor-
né que les symboles totalement caractéristiques ont en particulier le

comportement exigé des symboles classiques sur )l . Cependant le cal-
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cul symbolique (théoréme 15.10)reste valable pour des symboles tota-

lement caractéristiques. Cette fois, le fibré cotangent comprimé a

1

"y + .
considérer est le complété de JﬁxiRn pour la métrique

2 2 2 | 2 2
ds® = ¥ dtj ld(t e )) ™+ ¢ (A=t | )8y )) 7

320 k21
L'identification définie par (16.25) des symboles totalement carac-
téristiques a des restrictions a 3K.an+'13m(x]Rn+1 de symboles sur
+1 ,
r" classiques au sens du calcul de Weyl, permet, pour des classes
presque homogénes appropriées, de définir une notion d'ensemble ca-

ractéristique, partie fermée conique de Jﬂ,xtmn+1\ﬁ

0}) ou s'annule
la partie homogéne principale du symbole. Par suite, on dispose d'une
(M), et 1'on peut, au

moins pour les symboles totalement caractéristiques, microlocaliser

notion de front d'onde WFF(u) pour u € Hg

@

jusqu'au bord la notion d'ellipticité.

Les applications de ces notions aux problémes aux limites néces-

sitent encore de longs développements et seront traitées ailleurs.
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/
XVII - LA SERIE DISCRETE HOLOMORPIE ET LE CALCUL DE FUCHS

Dans cette section, nous établissons le lien entre la
série discréte holomorphe de SOO(2,n+1) et le groupe complet FC (voir
(2.19)) de covariance du calcul de Fuchs du cbne C. Ceci permettra de
comprendre pourquoi toute la partie difficile (théorémes fondamentaux
9.9 et 11.4) de l'analyse pseudo-différentielle sur C a pu étre basée

sur l'emploi des fonctions ¢§ : ces fonctions, ou plus exactement les

X
X

la représentation V, introduite dans la section 3.

fonctions ¢ (voir (3.3)), jouent en effet un rdle intrinséque dans

Outre 1'intérét de faire apparaitre le calcul de Fuchs comme une
limite du calcul HX (mais, comme nous l'avons dit dans 1'introduction,
ce dernier calcul n'autorise pas de formules de composition sous
forme de développements asymptotiques), cette section mettra en lu-
miere le rb6le d'une certaine contraction de groupe. Les contractions
de groupes jouent un rb8le de plus en plus important en physique ma-
thématiqgue : dans le cas particulier qui nous occupe, les aspects
géométriques en ont été discutés par S. Sternberg [39]. Le groupe
SO0(2,4) est en effet le groupe des transformations (un peu singulié-
res) qui conservent les équations de Maxwell : il est en méme temps
le groupe qui occupe une position centrale dans la cosmologie d'I.
Segal [37] . Comme l'existence des "transformations d'échelle" X —aX
dans ce groupe n'est apparemment pas conciliable avec le concept de
masse, S. Sternberg a proposé de remplacer l'algébre so(2,4) par une

contraction, ce qui rétablirait la situation.

Bornons-nous dans cette direction a nous réjouir que 1l'un des
univers possibles selon Segal-Sternberg soit précisément 1l'espace

sur lequel vivent les symboles du calcul de Fuchs.

Soient I' un groupe de Lie, C& = %66 Q% une décomposition de son
algébre de Lie en somme directe d'espaces vectoriels, (36 étant en
outre une sous-algébre : on désigne par Py la projection sur q%
paralléelement & .

(e}
On a évidemment

(17.1) p1([x,z]) = p1([x,p1(z)]) si x ¢ q% , Z € g}
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si x, x'e%% et y, y'E€ g%', posons

(17.2) [x+y , x"+x"] = (x,x' ] + py(lx,y'] +ly,x" D).
La relation (17.1) fournit
(17.3) [x+y, [x"+y ' x"+y" ] D =0x, Ix',x" 1) + py (Ix, [x',y"1])

+ P.I([Xr (_Y',X"j]) + P1([Y,|:X',X"]] )I

d'ou il résulte que la formule (17.2) définit une structure d'alge-
bre de Lie éﬂ@ sur 1l'espace vectoriel sous-jacent a 0} : nous appel-

lerons %% une contraction de g}.

Soit dv unc représentation infinitésimale, dépendant d'un pa

ramétre > xo, de quans un espace de Hilbert H. Nous entendons
par la la donnée d'un sous-espace dense 99de H et d'une application
linéaire de de g}dans 1l'espace éf(%ﬂ&?), telle que :

(1) dvx(z) est un opérateur essentiellement autoadjoint pour
tout z € Q}

. . o - .

(ii) @VX(Z1)' oV&(zZ)] i dVi([z1,22J) siz, et zzéig}.

Un cas particulier est celui ou V., est une représentation unitaire

A
de I' dans H, et ou
d | (v, (e5%)).

(17.4) av (z) = -igo | o v,

Supposons que pour tout (x,y) € , et pour une certaine cons-

@ X
(e}
tante réelle ¢ non nulle, 1'opérateur dvx(x+a)‘_2y) admette, gquand
A = ®, une limite dV(x,y). Alors, si de plus (x',y')¢€ gk xgk , on

voit que
_2 -

av, (Ix+ ad Ty,x'+ o) y'y) - av(fx,x" Lp  ([x,y" 1+ [y,x"]))
quand )\ = «. Autrement dit, dV est une représentation infinitésimale
de l'algébre de Lie contractée 9% : 11 peut en outre arriver que
dv soit la représentation infinitésimale attachée, par une formule
du type (17.4), & une représentation unitaire d'un groupe I, ayant
%k comme algébre de Lie.

Nous allons montrer que le programme qui précéde peut étre en-
tierement rempli en partant de T = SOO(Z,n+1) ; le groupe I, sera
le groupe complet de covariance du calcul de Fuchs. Renvoyons a la
section 2 pour la définition du groupe Gy =IR: X SOO(1,n) de trans-
formations linéaires de C et pour celle du groupe C de transforma-

tions affines de C x]Rn+1.
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THEOREME 17.1. Soit FC le groupe de transformations de C x]Rn+1 en-

gendré par G et par la symétrie 'S définie en (2.17) ; soit V la re-

présentation unitaire de ce groupe dans H qui étend celle donnée

sur G par la définition 3.1, et telle que v(S) =0, et rappelons que

le calcul de Fuchs est covariant relativement a cette action et cet-

te représentation de T, . La composante connexe (Fc)o de 1'élément

N

neutre peut étre identifiée a l'ensemble des triples (M,b,c) ¢

Gox Rn+1x ]Rn+1 , avec

- -1
(My,by,cq) (M,b,c) = (MM,by+ Jm! bprcrau’ e, .

1 est donnée par

L'action de (l"c)o dans C XIRn+

1

(M,b,c) . (y,n) = (My,M'~1n + Jb-M'"~ P;1Jc),

ol 1'on a posé Py = NN' si y = No , NeG,. La représentation de

(l“c)O est donnée par

M'Jt
r(t)

Enfin, (1"C)O est engendré par G et par 1'élément (I,O,w), avec

V(M,b,c)u(t) = u(M—1t)exp 2in<Jb,t>exp 2in<Jc,

w= (1,0,...,0) er™!

Preuve . Rappelons (2.17) que
Sy,m = (Sy,=P M)
et (2.18) que

(My,M'_1ﬂ + Jb)

I

(M,b) . (y,7M)
si (M,b) €G. Définissons

(17.5) (r,0,c) = S(1,0)S :

-1 .
comme P = P on voit que
Sy vy ! q

I

(1,0,c).(y, M §(1,c>.(Sy,—Pyn) = §st,-pyn+Jc>

_ __1
= (y,PSy(Pyﬂ-JC)) = (y,M Py Jc) .
Plus généralement, posant par définition

(17.6) (M,b,c) = (M,b) (I,0,c),

on vérifie la formule donnant l'action de (M,b,c) sur C xIRn+1 : la

formule qui exprime le produit (M1,b1,c1)(M,b,c) résulte sans peine
de la. Comme Sy = N‘-1w si y = Nw, N EGO , on vérifie que P

23 MSy
= MP
y

M' pour tout Me G, ; également, SMS y = M'_1y, d'ol l'on dé-
duit que
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S(M,0)8. (y, ) = (sMsy, Pyg M' "B W) = (00 TL, M)
autrement dit
Sm,08 = " 1,0).
Comme (M,b) = (I,b)(M,0), on a par suite
(17.7) §M,b,c)§ = (1,0,b) (u'"1,0) (T,c)

= (M'_1,JMJC, JM'Jb) .

Le groupe connexe (Tc)o est donc d'indice 2 dans Fc. La représenta-

tion V s'obtient sans peine sur (Fc)o par
vV(M,b,c) = V(M,b)oV(I,c)c ,
a 1'aide de la définition 3.1, utilisant (2.5) une fois de plus.

Enfin, on a, pour tout M €GO,

1 1

(M,0,0) (I,0,w) (M ,0,0) = (I,0,JM Juw)

et JM‘1Jw est un élément arbitraire de C. Comme C engendre le groupe
additif Rn+1, la relation (17.6) montre finalement que (FC) est

engendré par G et par 1'élément (I,O,w).

PROPOSITION 17.2. Considérons les sous-groupes & un paramétre sui-

vants de (I“c)o

1) type 1 : s —(I,sb,0), b E]Rn+1

2) type 2 : s —(e°1,0,0)
JOY - {o| - 1 - - -
3) type 3 : s +=(e”%,0,0), O—(O A> E , A = A' = (ajk)

sQ

type 3 bis : s = (e +0,0), Q=(O q;)r q*E:Rn
*

4) type 4 : s~ (I,0,sc), c e RM]

Les générateurs infinitésimaux de la représentation V associés

N

a ces sous-groupes sont

- i F = 21 b,
-i% = i 2 tj ?%f ’
j%o j

- . 3

19, i a3kt 3E;
-ig. = i ° -

t 9q, * Ez:jqk‘tk st " Yo vt
- iR, = 2m<e, (x(e) e
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L'algtbre de Lie de I, s'éerit (f = gkgagh o (g est 1'algebre de

Lie du groupe G engendré par les sous-groupes du type 1,2,3,3 bis et

Qh est celle (commutative) des transformations du type 4.

On a les relations

(A »e)= - B ’ (e /G4 1 = - HAC*'
[HE’gq*] B h?cﬂq*> wt C 9y -

Preuve : Si l'on part de la définition (17.4) des opérateurs infini-
tésimaux d'une représentation et que l'on utilise 1l'expression de V
donnée dans le théoréme 17.1, on obtient ces relations sans difficul-
té : ne pas oublier, pour l'avant-dernieére, d'employer la formule

Ta = 0 , conséquence de A = - A' .

jk5%x
THEOREME 17.3. L'algebre de Lie A du groupe Fc s'obtient par con-

traction a partir de 1l'algebre de Lie g;du groupe T = SOO(Z,n+1).

Preuve. Les calculs dans l'algébre de Lie g% sont déja faits (pro-
position 17.2) puisque la représentation fidéle V permet d'identifier
(FC)o a son image par V, donc 2 a l'ensemble des produits par i

des opérateurs infinitésimaux de cette représentation. Au contraire,
les calculs dans seront faits via la représentation linéaire de T

dans ¢n+3 évoquée au début de la section 5. La formule (5.2) permet
n+3

d'entrelacer l'action linéaire de I dans C et son action par au-
tomorphismes complexes de T : enfin, la transformation 7 définie en
(2.22), gue nous rappelons,
. X
T(x+ig) = (;TET o =Jg)

entrelace les actions du sous-groupe G de I' dans I et dans C x]Rn+1.

Ceci rend possible d'identifier QLC:QL a l'algebre de Lie de G con-
sidéré comme sous-groupe de ' : nous allons a présent construire les

générateurs des sous-groupes a un parametre de I' des types 1,2,3 et
3 bis.

Type 1 : vu la relation (2.21)

[M,b]X = JM'~1Jx -ib,

la transformation de I qui correspond & (I,b,0) € (l"c)o est la trans-
formation X =X-ib. On vérifie qu'elle provient de la transformation

n+3

linéaire de € définie, dans les coordonnées (ao,ﬁo,a1,51,...,5n),

par
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"o o(g- ] -1 -
oy = (1 5 r(b))ao 5 J:‘(b)011 < B,JIb>
I 1 ;
o) = sr(b)o g+ (1+ 5 r(b))a,+ <B,JIb>
Sﬁ = Bj+ (ao+a1)b.
La matrice de cette transformation est exp fb avec
A
0O -b O b,...b
1 n
b ¢} b 0 ...0
o o
fb = 0 bo 0 -b1...—k%1
b1 @) —b1
ceececean 0]
b 0O =-b
n n
\

Type 2 : 1'élément (eSI,O,O) de (Fc)o correspond & la transformation

-s s . C
X+ve "X de 11 , qu'on reléeve en la transformation lindaire
‘o= h s + sh s
o o, C o
1
= sh s + ch s
o o o

B = By

dont la matrice est exp se¢ avec

_f0o N 2 (1 o0...0
e‘( ) - r N ‘(o o...o)’

v oo/ ne1

Type 3 ou 3 bis : (p,0,0), avec A€ SOO(1,n), correspond a X~ AX ou
encore a la transformation linéaire
)

ol =ag, o) =a,, B'= 1B .

L}
Si A = eQ,(7=( © q*) , la matrice de cette transformation est

d*x 2
0
, P' = (q; .
o]

: bien ent
a, pour go,q* ien entendu on a

exp gA,q* avec

I Ee) p‘)
Ia,q95+ = \pP a

On écrira gp Pour g, o et g
14

13w

A - - A

Enfin, on pose
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et, si g, EZRn ,

'
hoy <5, 1-(9 N e o - (F),
L'algebre de Lie 6 de G est engendrée par les éléments
fb,e,gA,gq* ; pour obtenir Q}en entier, il faut ajouter l'espace vec-
toriel 1 engendré par § et les hq*. Il n'est pas nécessaire d'é-
crire les relations dans 5 qui, par construction, ne sont évidem-
ment pas distinctes de celles dans gk considérée comme sous-algébre
de Qk . On obtient par ailleurs

[6,£,]= - b, e+ Iy, [6,e] = £, -8

[6:951 =0 (6,9, 1= h

qx D

[hq*,fb] = -<b*,q*>e + bogq*— gq*/\b*

avec

(q*/\b*)jk = quk_ qkbj ’

h = f =-nh h ==h =< >8
r .’ e] ay a, L q*’gA] Aq, ' [hq*rgr*] Aur Ty

La formule de contraction (17.2) consiste a conserver [z,z']

si z et z'¢ a le remplacer par O si z et z'€ @/, et a le rem-

ol

placer par sa projection sur (aﬁ si z € et z'¢ . Considérons

%o
' . linéaire d . ‘o f 2 ~
1 1somorphlsme lnealre e sur & dqul envoie b sur b’ € Ssure ,

g sur EA, Iq sur Eq*’ 8 sur%’='~5uJ et hq* sur ﬁ;*. Les relations

établies dans la proposition 17.2 s'écrivent

~ ~ ~ ]

[gr?bjzor [fg'?]=-ﬁgr [6lgA]=OI E\érg

[Hq*’?b] =0, [hq*le

[

~ ~
=-h_, [h 'gA] =_hA

S S q

EB q*lar*]: <q*rr*>’g .

Ceci termine la preuve du théoréme 17.3.
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THEOREME 17.4 . La représentation infinitésimale dV attachée a la

représentation V de (l“c)O définie dans le théoréme 17.1 est une con-

traction de la série discréte holomorphe dvx de représentation infi-

nitésimales de so(2,n+1).

Preuve. Pour commencer, il faut rappeler en détail la construction
classique de la série discréte holomorphe (VX). On pourra consulter
H. Rossi et M. Vergne ([32],[33]); dans le cas qui nous occupe, les

calculs ont été détaillés dans ([53], section 2). On pose

1
_ZMTn/z-x () Tz (x+1-n))

(17.8) k =2 7
* T(z(A+1))
et
N _ —
(17.9) (RK.u) (X) = kD2 u(t)e 2T X4,
X A e
Alors, si 3 >max(0,n-1), KX est une isométrie de Hx(cf.(3.2)) sur
l'espace des fonctions f antiholomorphes sur 11 , de carré somma-
1
ble pour la mesure r(x)Z(x+n+1)dm(X). Soient y € SO(2,n+1) et

[vy]la transformation complexe de II associée ; soit j le jacobien ho-
lomorphe de [y] . Il est possible (de fagon non unique) de choisir
dans I une détermination holomorphe de log j(X). On définit alors
une transformation unitaire J%;—l en posant

Ain+i

(17.10) Moo = G 20V Ey o).

A cause de l'ambiguité résiduelle,uﬁc n'est qu'une représentation
projective de T = SOO(2,n+1) en général mais l'ambiguité peut étre
levée sur les sous-groupes a un paramétre de I' (remplacgant ceux-ci
par leurs revétements universels), ce qui conduira & une véritable
représentation infinitésimale. On définit la représentation projec-

tive Vx de T dans H} par V&(y) = K;D%YKA . Enfin, pour avoir un es-

pace indépendant de ) , on désigne par w 1'isométrie de H sur HX

telle que

L (y-n—
(17.11) (o w)(e) = r(e) " T e
et 1'on définit la représentation WX de I' dans H par
. _o=1
(17.12) GO AT

Par exemple, si [y]est 1'élément [M,b ]€G défini en (2.21) par
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1

[M,b] (X) = JM' 'JX-ib,
Lo e . . _ -1 _ —(n+‘])
on vérifie successivement que j(X) = (det M) = M| ,
que .
Vx([M,b])u(t) - ‘MIé(x—n-1)u(M—1t)621n<Jt,b>
et que

Wl([M,b])u(t) = u(M_1t)e2in<Jt'b>.

On voit donc que sous 1l'identification de G < T a un sous-groupe de
(l"c)O donnée dans le théoréme 17.1, les représentations WX et V, res-
treintes a ce groupe, se correspondent. Compte tenu de la relation

& = h

L rgq*] s
pour terminer la preuve du théoréme 17.4 de prouver le résultat sui-

établie dans la preuve du théoreme 17.3, il suffit

vant. Soit A N 1l'opérateur infinitésimal de la représentation WX
correspondant au sous-groupe a un paramétre engendré par § , bien
défini a 1'addition prés d'une constante réelle. Alors, pour un
choix convenable de cette constante, et de la constante réelle o
non nulle, A_ZAK a pour limite lorsque ) — « l'opérateur —10715“
= —ia_1ﬁ(”, c'est-a-dire l'opérateur de multiplication par

-1 -1
2ma (r(t))

position suivante :

to. Le théoréme 17.4 est donc une conséquence de la pro-

PROPOSITION 17.5. Pour la représentation projective WA de I' dans H

définie en (17.12),1'opérateur infinitésimal Ax correspondant au

sous-groupe a un paramétre SO(2) € SO(2) x SO(n+1) est donné par

£ s 2 - om7! e 22
0% 2 e

+ (16n)—1[ xz-(n+1)2]

A= - (4m) "]

to
ETET +nto.

Preuve. Le générateur infinitésimal de SO(2) est la matrice & intro-

duite dans la preuve du théoréme 17.3 (on voit ici 1'intérét des

structures hermitiennes, puisque le centre non trivial du sous-

groupe compact maximal de I joue un rdle capital). La matrice e66
opére linéairement sur ¢n+3 par les formules
. _ .
al =ay cos© B031n6
L = i
BO a081n9+ aocose

wp o= S£ = 8, pour k > 1.
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On note, en utilisant (5.2) et (5.3), que

o +a ! o B &y
Sra T aray 959~ gmar sing oo
YHT¥ %™ 0" ¥1 0" %1

_ ] s : Lo
= 5(1+r(X))cose ix siné + 2(1 r (X))

. B . <]
- r(X sin 5 + 1w cos f)

Par ailleurs

P

- 1 :
W) = 57 (1+I(X)) sing+ XOCOSG .

I1 en résulte que [éeéj est la transformation complexe X = X' de Il

définie par les formules

(17.13) Xé = (r(X sin % + iw cos %))—1[ %(1+r(X))sine —Xocose]

o .8 . 6,,-1
Xi = (r(X sin 5+ iw cos 2)) Xk , ko> 1.

Si 1'on se rappelle que T est la symétrie de 1 telle que

X = (r(X))—1JX, on voit, aprés un bref développement, que
. 5] . &} . 6 . 8
v - = = —= —

(17.14) X'sin 5 iwcos 5 Z (X sin 5 + iwcos 2).

Cette formule exprime [e66

] a 1'aide de T et de transformations du
sous—-groupe G. Or, un calcul élémentaire mais typographiquement

cofiteux montre que le jacobien holomorphe de la transformation

Zw— %7 est (—1)n+1(r(Z))_n_1, et par suite le jacobien holomorphe
de [e96] est la fonction
(17.15) j(X) = [-r(X sin g + iw cos %)] —n—1.

Comme il a été vu dans la proposition et définition 7.2, r(X) n'est
jamais réel ¢ O pour X € T : lorsque O <8 <7, on choisit alors 1l'ar-
gument de -r (X sin % + iw cos g) dans 10,2n [ pour tout X € 1, et

1'on définit enfin

(17.16) ﬁ—wﬂ[e‘eé]

conformément a la définition (17.10). On vérifie la relation de

groupe
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Rovo <R,

si O < B<m, O <B'<m, O <B+B8'<m.En effet, on commence par remarquer

que l'argument de -r(X sin % + iw cos —) se prolonge en une fonction
continue a valeurs dans [0,2n[si 1'on rajoute & @I les points de la
forme iBw avec B réel, |8l < cotg 2 . Or, quand X - O, le point
[ee J(X) tend vers -i(tg g)w, et dans les conditions indiquées on
o'

a 0 < tg 5 < cotg % . Une application directe de (17.10) permet alors

de lever l'ambiguité résiduelle sur les arguments. On est maintenant

en mesure d'évaluer le générateur infinitésimal du groupe.ﬁ%, avec

"(X+n+1)
(17.18) R () = [-x(X sin & + 1w cos 977 F([e®%(x)).
On a effet
d z z 68
(17.19) ——l (R, D0 = Foenenx T & Fe®y o).
Tolg=g ~ 6 2 Blgg | © 7
De plus, les formules (17.13) fournissent
d ) o2 1 )
(17.20) ag‘e:o([ee 1 X)) = A0xg- S (1+r (X)) ] wHiX X,
d'ou
d = i s = v S
(17.21) I5 ( £) (X) = FOn+e M) X £(X) +i[X -5 (1+r (X)) ] ——
8=0 3k
(o)
v i x %, 2f
k=1 Xy
Soit
(17.22) in, =K &R (e ~0)K,

le générateur infinitésimal du groupe K_%Re - La relation 17.9
montre qu'il suffit pour obtenir 1L1de remplacer dans (17.21) XJ

par {3} (2m) -1 a/at et 2 par - {j}Zntj. On obtient 1l'opérateur

aX
infinitésimal de la representatlon VX attaché au sous-groupe SO(2)
sous la forme

E 2

-1 5 =1 o)

(17.23) L = -(4m) (2m) E t, =
A jzo o at 5] k atoatk

+ (4m) "V (en-1) a?: + oty
o
Enfin, 1l'opérateur infinitésimal AA de la représentation wx atta-

ché au méme groupe est, d'apres (17.12), AX = %:1L}A& : on obtient
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la proposition 17.5 aprés un calcul élémentaire, mais nénible.

Remargue : posons

S Ganen)
o 20" 1 .
g = e I\) ﬂT —OI{X

ou f&ia été c¢fini en (17.16); vour tout X € 1 soit

o= vx{[M,b])ox (\/X([M,b])‘1

si [M,b] £G est tel que X = [M,b]lw. Alors, pour tout opérateur a
trace A sur Hx , la fonction b) : X r-"2n+1Tr(Ao'§<) est le symbole pas-
sif de A pour'le calcul H

X
T o« I "C+iIRn+1 définie en (2.22), il est naturel de chercher le

qui a été introduit dans [53 ] . Avec

lien entre la fonction bx o T_1 et le symbole passif h, au sens du
. -1 N
calcul de Fuchs, de 1l'opérateur wX Aw . Dans le cas ou n = 0O, 1la

b

section 10 de [4§] exprime ce lien sous la forme
1
Lz 0r1-v2/3y))

3 .. -
(17.24) hiy,m = (2m) Y /2Y b (s Ty,mo .

PGy 2y

Pour n32, on peut encore expliciter (sous une forme assez com-

pliquée) le novau de l'opérateur b_ o 7_1 — h, qui bien entendu com-

N . SN+
mute a l'action du groupe G sur C+iIR ! : 1'analogue de (17.24)
n'est pas encore éclairci. I1 est intéressant de remarquer, lorsque

n = 0, la relation asymptotique

(17.25) b, (7 (y, M)~ h (G v, e

Toujours dans le cas ou n = O , il est possible (c'est un peu plus
simple) de fonder sur l'usage de (17.24) la preuve des théorémes fon
damentaux du calcul de Fuchs. On est en effet ramené & prouver les
résultats analogues dans le calcul H pour ; grand : or la fonction
de Wigner du calcul By (voir [54])) a une structure plus simple que
celle du calcul de Fuchs. L'étude de 1'action sur les classes de
symboles de 1l'opérateur qui intervient dans (17.24) ne présente

guere de difficultés.

On pourra remarquer pour terminer que 1l'opérateur LX défini en
(17.23), opérateur infinitésimal du groupe de rotations 1ié a la
structure complexe de II , joue relativement au calcul H le rdle
joué par l'oscillateur harmonique ([42 1) dans le calcul de Weyl

aucun opérateur similaire n'existe dans le calcul de Fuchs.
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XVIII - LE CALCUL DE FUCHS DU DOMAINE R'.{0}.

Remplagons le cdne C par HJL\{O} et la forme quadratique r(t)
qui le définit par ltlz. Nous nous proposons d'indiquer les grandes
lignes de la situation obtenue : plus encore que les analogies for-
melles, il sera intéressant de mettre en lumiére en guoi les deux

théories différent sur un plan plus profond.

. ‘ . n
On suppose n 2 2, et 1l'on s'intéresse au domaine ﬂ{\\{O} , sur

lequel opeére le groupe G, = IR:xSO(n) : on identifie 1'élément
(a,0) € G & la matrice M = aq , et 1l'on pose M| = a = (dét M)1/n.
L'espace de Hilbert sur lequel on va opérer est H = Lz(an). Le do-

. n . . P .
maine IR ~{0} est un espace riemannien symétrique naturellement iso-

métrique a ]RI X Sn-1. En analogie avec les considérations qui ont
permis d'obtenir (2.12), on explicite la symétrie géodésique Sy de

351\40} autour de y par

2
(18.1) st = - 1Y|2t+2<Y't2>Y:S .
Y lt] It ] Ty
. -1 _ .
Bien entendu, on a encore MSyM = SMy si M € GO .

Siy ¢ nf‘\{o} et 7 € R", on introduit la transformation uni-

tai ar
aire oy,n P

(18.2) (0. ~w(t) = |y™ ltl'“u(syt>ezi”<“'t'syt> )

VAl

Le calcul de Fuchs sur ]Rn\iO} est alors défini comme suit. Soit £

une fonction sur (Hft\{o}) x R" sommable relativement & la mesure de

Lebesgue dY = dy dTN et telle que f(y,n) = f£(-y,n) : on lui associe
l'opérateur Op(f) sur H tel que
(18.3) op(f) = 2" | £(¥) o, dy .

On fait opérer sur (R"~{0}) x R" un produit semi-direct G du

groupe Go par R" via la relation (comparer avec (2.18))
LI
(18.4) (M,b) . (y,M) = (My, M~ 'Tb).

Par ailleurs, la formule

-n/2 2im<b,t>

(18.5) V(M,b)u(t) = M| um Te)e

176



CALCUL SUR IR"~{0)

définit une représentation unitaire V de G dans H, et l'on vérifie

la relation de covariance

(18.6) V(M,b)Op (£)V(M,b) " = Op(f o (M,b) ).

On peut étendre celle-ci a un groupe de transformations comprenant

les symétries ¢ Une classe de symboles invariante sous l'action de

G est celle desYsymboles de poids 1, définie comme suit : un symbole
de poids 1 est une fonction de classe C” sur (R"~{0}) x R, bornée,
et gui reste une fonction bornée aprés application d'un élément quel-
congue de l'algebre engendrée par les opérateurs lyla/ayj :‘Y|_1a%n.

(1 € jJ < n). J

Jusqu'a présent, rien de bien nouveau n'est apparu. Tout va

changer avec 1l'introduction du domaine

(18.7) I = R: x RY = {X = (XO,X*) 2 X > o}.

C'est un espace riemannien symétrique (l'espace hyperbolique de rang

un) pour la structure telle que

(18.8) as® = x % ¢ dX? )

La distance d est donnée par

=12, 2 "2
(18.9) ch a(X,x') = (2X X)) ' [XS+ X T+ X%, 1.

Il est classique gue 1l'on peut donner une autre réalisation de 1
corme  hyperboloide de masse dans Rp+2 : le groupe de Lorentz
SO(1,n+1) opeére sur ce modéle par son action linéaire naturelle, en
préservant sa structure riemannienne. En conservant la réalisation I
de ce domaine, on notera qu'un groupe (non connexe) I’ d'isométries
de T est engendré par G et par l'inversion X — |x|7?X, a condition

de faire opérer G = Gy X Rr" (produit semi-direct) par
-1 -
(18.10) [M,b] (X, %) = (M| 'x_,m" "X, -b).
On obtient la composante connexe FO de 1'élément neutre en remplacant

l'inversion par le produit de celle-ci par une symétrie linéaire eu-

clidienne dans les variables X, .

L'emploi du domaine 71 est naturel en vue des formules de résolu-
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tion de l'identité d'un type analogue a celui de la proposition 3.4.

Soit en effet y(t) = g(|t|) une fonction de carré sommable sur R"
invariante par rotation, telle que |y ;= 1 et

© 2 d
(18.11) J lg(r) |© & = a <=,

o

et posons

n/2 e—Zin<X*,t>

(18.12) Uy (£)= X V(X )

pour tout X €  : les fonctions WX sont normalisées et, pour toute

fonction u € L2(1Rn), on a, grdce a la formule de Parseval,

fl;\(u,q;x)]zx;“”dx =S X;1dxojl¢(xot)12|u(t)\2dt
]

n/2

n
r(5)

v

o hull?.

On peut par exemple prendre ¢ = § (v> %) avec

n
-=+v

(18.13) e =k, [t 277 il

Hasardons-nous a effectuer la conjecture suivante : pour que f soit

un symbole de poids 1, il faut et il suffit que, pour tout N, on ait

(18.14) lop (€14, ¥y L < ¢ ten ate,x )™

pour tout v assez grand, et tout couple (X,X') de points de 11 . Sans
avoir d'opinion bien arrétée sur la validité éventuelle de cette con-
jecture, nous pensons gu'en tout état de cause une grande partie des

méthodes développées dans le présent travail devraient s'étendre a

cette nouvelle situation.

Pour clore cet apergu du calcul de Fuchs sur mn\{o}, nous allons

examiner l'analogue de la représentation V. qui, dans le cas du grou

e SOO(Z,n+1), a été décrite dans la sectitn précédente : bien enten-
du, le groupe Fo(localement isomorphe a SL(2,C) lorsgque n = 2) n'a
pas de série discréte, et I n'a pas de structure complexe. En suppo-
sant O< ) < n et en posant (pour des raisons qui apparaitront plus

loin)y) = = 2p(C<-p< %), introduisons cependant l'espace
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(18.15) H, ={u R ;j]t\zF‘lu(t) |2dt <o | .

A l'aide de la formule
n n
—20-7 F(D+§)

2p _ -2p-n
(18.16) CF‘(ltl J(x) =1 Ty [ x|

on voit que si u = ¥ on peut aussi écrire

-2p-3 T(p+3)

(18.17) Hullf =m IO} lx=x"|72P Py (x) T (x")dx dx’.
Posons

(18.18) at) =k lel Pk (e lel)

avec

(18.19) k= 2?40 T T T o 1R b1

de sorte que ([28], p. 101) mﬂx = 1 ; posons aussi

o,

(18.20) oy (£) = x_° P e TPt o (x 1)
=k, xg/z o 2T Ky t> |t|—pr (2mx_ |t )
pour tout X € I, d'ou \\¢X”x = 1.
Avec gij = ngéij et dét g = X;2(n+1), l'opérateur de Laplace-

Beltrami A sur II est donné par

-%

O
T = (dét g) % T ((dét g) giI a_a )
5Xj Xi

soit

~ 2 )
(18.21) o= xZa- (n-nxoyxg

ol A est le laplacien sur 1 obtenu par restriction du laplacien

euclidien de 1Rn+2; on vérifie alors 1'identité

Ty, (6) =[o°- nTdde,(t).

Par suite, si 1l'on attache a u € Hx la fonction f sur @ telle que
£(X) = (u,¢X), on voit que f est solution de 1'équation différentiel-

le '-invariante

179



A. UNTERBERGER

~ 2
(18.22) ¥E = (o= M/a)f.
Bien entendu, l'analogue de 1l'application u'— f est, dans le cas du
cbne C, la transformation de Laplace Kx(cf.17.9) de la section pré-
cédente ; dans le cas de IRn, cette application s'appelle la trans-
formation de Bargmann-Fock. Il est clair que T opére dans les solu-

N

tions de (18.22), ce qui conduit & une représentation : toutefois,

1'image de Hx par ce;te application n'est pas isométrique & un sous-
espace d'un espace L avec poids sur 11, et il faut vérifier par un
autre moyen que cette représentation est unitaire. Or, si 1l'on fait

opérer unitairement G dans H_ par

A n
-z _ .
(18.23) v, (,b)ut) = |ul 2o Ty e2imeh >
et que 1l'on utilise (18.10), on vérifie que
(18.24) V)\(M,b)cpX = %M, bX
. 1 )
Par ailleurs, x ="y ¢ est donnée par
(18.25) W (x) = cp(1+fx|2)P' n/2
avec
P-3 Tn)T(F-p)
(18.26) c, = =]
1‘(—2—)1"(§+p)
et 1'on a n
=1 Py XX,
(18.27) ‘y ?x)(X) = X x ( % )
n
Tt 2 2,732
=c) X, [xo+ Ix-x, 171 7

Attachons a l'inversion X»~|X|_2X de 1 la transformation G=TFS<F -1

de HX’ avec

(18.28) (Gv)(x) = Ix| 2p'“v(—l—xﬁ).
X

La formule (18.17) montre que ¢ est unitaire, et la relation (18.27)
permet d'obtenir sans peine
(18.29) oPy, = 9 _

X x| 2x
Il est clair que les formules (18.24) et (18.29) permettent d'obtenir
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(de facon unique) une représentation unitaire Vx de I dans H

Au moins dans le cas ou n = 2, celle-ci est extraite de la série
supplémentaire des représentations de SL(2, € ). En effet, explicitons
au moyen des relations
-1

-1 1

o5 = Urg=yq) r Xy = lrgmT) s Xy =TT T
. s - 4 2 2 2 2
1'isométrie de 1 sur l'hyperboloide de masse §T€]R :TO>O,TO—T1—T2-T3-1L
Pour tout X €11 , posons
T =1 T,=iT
(18.30) A
TyHET S T AT,
Avec z = x1+ix2, on peut écrire dans ce cas (18.27) sous la forme
-1 _ z ), o-1
(18.31) S ooy (z) = g Lz -1 Ay (_1)] .

~ *
Comme SL(2,C) opére sur [l par g.X = X s1 A_ =g Ayg , on vérifie que
la représentation T telle que T(g) =t§_1vx§gy37 est donnée par

- 2(p-1) z-
(18.32) T(g)v(z) = |-pz+s] V(%?Ef%)

si g = (% g)e SL(2,¢). Les relations (18.17) et (18.32) permettent de

reconnaitre la série supplémentaire des représentations de SL(2,c¢)([18
pl93).pans le cas ou n = 2, nous avons effectué le calcul des opéra-
teurs infinitésimaux (voir section 17) de la représentation VA . Con-

sidérons en effet la base de s« (2,C) constituée des matrices
o i : 1(0-1) <z _l(i o)
(18.33) L (i o)"’gz 201 o/ 3 7 3\0 -1

1
B -9, Bo-1(07h), Bs- i 0)

1 2\-1 © 2\ 0 1

[t}
n

N =

Par des calculs laborieux (analogues a ceux de la section qui préce-

)

de), on voit que les opérateurs infinitésimaux (opérant sur Hx =H_2p

attachés a cette base sont L1,L2,L3,B1,B2,B3 donnés par

t t
= 2023+ A 2y -
(18.34) Ly = g5 (3]-35)+ =7 3,3, + -t

2 2m
t £
= a2y . 2 o0y
Ly = (31730 % 37 243 + 5 347ty

L3 = i(—t231+ t162)
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B3 = i(t131+t232+ o +1)
L1+ B2 = - 2ﬂt2
L2— B1 = - 21Tt1 .
Soit W, 1'isométrie de L2(]R2) sur H_2p telle que
(W, w(e) = 1t ule)
~ =1 (i o ~ o~ ~ &
et posons L1 = wp L1wp,... On vérifie que L1+B2 = 27rt2,L2 B1

= - 2ﬂt1, B3 = i(t131+t232+1) et L3 = i(—t281+t132) sont les opéra-
teurs infinitésimaux, indépendants de p, de la représentation V de
G définie en (18.5). Par ailleurs, les opérateurs 0—231 et p-zfz

admettent comme limite, quand p2» ©, les opé€rateurs de multiplica-
tion par les fonctions -(4ﬂlt|2)—1t2 et - (4W|t|2)—1t1. Les quatre
opérateurs indépendants de p , et les deux opérateurs limites, engen-
drent 1l'espace des opérateurs infinitésimaux de la représentation du
agroupe complet de covariance du calcul de Fuchs sur Héz\ {0}°

Au lieu de prendre p réel, O < - p<% , on peut prendre p imaginaire

pur, sans changer (18.28) et en remplacant l'espace H, par 1l'espace
L2(1Rn). On obtient cette fois, dans le cas n = 2, une partie de la
série principale des représentations de SL(2,C). Cela ne change pas
l'écriture formelle des opérateurs infinitésimaux de la représenta-
tion : comme cette fois rien ne s'oppose & ce que l'on fasse tendre
ip vers 1'infini, on peut regarder le groupe de covariance du calcul
de Fuchs sur R'~{0} et la représentation qui lui est associée comme
une contraction de la série de représentations deFo gue l'on vient
d'étudier.

Les considérations qui préceédent rendent extrémement vraisem-
blable la possibilité de développer le calcul de Fuchs sur R ~{O}
suivant les mémes lignes que le calcul de Fuchs du cbre C, puisdgue
1'on dispose au moins des résolutions de 1'identité adaptées a ce
calcul. L'absence de structure complexe sur l'espace Il est néanmoins

susceptible de créer des surprises intéressantes.

Enfin, la version obtenue (par transformation de Fourier) en
échangeant y et n devrait étre utile également, puisqu'elle permet-
trait l'usage d'une classe de symboles stable par les opérateurs de
dérivation In|—1a/8yj et Inla/anj (1¢j<n) : on sait que l'existence

d'un calcul symbolique satisfaisant pour une telle classe (proche
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d'une classe habituellement notée S1 g voir a ce sujet le travail
4
de G. Bourdaud [8]) rendrait bien des services dans les éguations

aux dérivées partielles.
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XIX - MéCANIQUE QUANTIQUE, RELATIVITE ET ANALYSE MICROLOCALE.

Nous n'avons guere évoqué jusqu'a présent dans ce travail 1'un
des aspects les plus fondamentaux de l'analyse pseudo-différentielle,
a savoir son lien avec la mécanique quantique.

L'association d'un opérateur Op(f) sur un espace de Hilbert H
4 un symbole f, fonction définie sur l'espace des phases ¥ d'un sys-—
téme mécanique, est en effet cruciale a un double titre dans la méca-
nique gquantique des systémes a un nombre fini de degrés de liberté .
Pour commencer, la théorie de 1l'observation repose sur elle, puisque
(Op(f)u,u) représente le résultat de la mesure de 1l'observable £
lorsque le systéme est dans 1l'état décrit par la fonction d'onde nor-
malisée u. Ensuite, c'est l'opérateur Op(f) attaché a la fonction
énergie f qui permet dans le cas non relativiste, via 1'égquation de
Schrddinger, de poser le probléeme de 1l'évolution quantique du syste-
me : son évolution classique, rappelons-le, se décrit au moven des
équations de Hamilton-Jacobi liées au hamiltonien de f. Il n'y a pas
chez les physiciens de consensus sur la fagon dont il convient d'in-
terpréter les transitions quantiques subies par un systéme lors d'une
observation (réduction du paquet d'onde), ni sur la facon dont les

deux processus (observation et évolution) se complétent.

Il est remarquable que, dans le cas ot X = RZn , le calcul de
Weyl Op = Opw , qui rend tant de services aux analystes, soit en
méme temps la regle de correspondance la plus utilisée, et de loin,
en mécanique quantique. C'est sans contestation possible la plus
simple. Nous pensons cependant que 1l'importance du groupe d'Heisen-
berg en physique a été exagérément grossie parl'emploi exclusif de
la régle de quantification de Weyl. Si, & n'en pas douter, les struc-
tures symplectiques sont fondamentales en physique, rappelons qu'elles
ne sont en rien liées spécifiquement au groupe d'Heisenberg puis-
qu'elles se manifestent trés généralement, dans la théorie de
Kirillov, sur les orbites de la représentation coadjointe. D'autres
groupes, en particulier le groupe de Poincaré, sont plus fondamen-

taux.

Nous allons commencer par donner un énoncé relatif a l'analyse

. n . . - N N
microlocale sur IR , qui permettra d'introduire trés brievement la
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méthode de quantification relativiste (calcul symbolique de Klein-
Gordon) issue du calcul de Fuchs longuement étudié dans ce volume.
Il est instructif a cet effet de mettre en paralléle la mécanique

relativiste et celle non relativiste, nous autorisant d'ailleurs a

désigner par la méme lettre les notions qui se correspondent.

On suppose choisies des unités physiques telles que h = ¢ = 1 ,
et 1l'on s'intéresse a une particule libre, sans spin, dont la masse
est choisie comme unité. Il est commode, comme on le fait en physi-
que d'écrire le point courant de l'espace-temps sous la forme
x = (t,x) = (xo,§) ; également, le vecteur (ou plutdt covecteur)
d'énergie-impulsion est p = (p ,p). Il décrit dans le cas relati-
viste 1l'hyperboloide de masse Bﬂti équation p = (1+|§]2) , et dans
le cas non relativiste le paraboloide de masse:% d'éguation
Py = §|p| . Dans le cas relativiste, soit Fo le groupe de Lorentz
restreint SOO(1,n) : i1 opere surge par son action linéaire. Dans
le cas non relativiste, le groupe Ty des transformations affines qui
conservent 3 est engendré par les transformations (po,§»—>(po, K$)

avec K € SO(n) et par les transformations
> 1.2
(19.1) (PorP)—> (P -Wp + 5 W/ P1=W,Pp,...,P)

dépendant du parameéetre réel w. Rappelons, pour faciliter la compa-
raison, que le groupe de Lorentz est engendré par les rotations

(po,ﬁ)ka(po,Kﬁ)et par les transformations ([26], p.38)

Po"WP, Pq7WP,
(19.2) (p /Bl (——— ——1r Ppre--sPy) ok
(1-w?) 2 (1-w) *
les transformations conjuguées d'une transformation (19.2) par une
rotation s'appellent les "boosts" ou "velocity transformations". On
voit que la situation non relativiste est tout a fait semblable,

sauf qu'il n'y a pas dans (19.1) de contraction de Lorentz.

L'espace L2(8€) des fonctions sur 96 de carré sommable relati-
vement a une mesure convenable est invariant sous l'action du groupe
Fo : 11 faut prendre la mesure dE dans le cas non relativiste, et
la mesure p;1d§ dans le cas relativiste.

Soit 4%_1 la transformation de Lz(ae) dans les distributions

tempérées sur 1'espace-temps R x R" définie au sens des distribu-
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tions, dans le cas relativiste, par

2iT<x,p>_~1.>

(19.3) (¢%_Ho)(X) = olp)e P, dp :

4

dans le cas non relativiste, on prend la méme définition, aprés avair
;=1 > >
remplacé Py dp par dp.

2

En désignant par A le laplacien gy gﬁé et par o l'opérateur
—gz - A, on vérifie que T =~€g1 est soTation de 1l'équation de
iiein-Gordon
(19.4) OT = - 4n°T

dans le cas relativiste et, dans le cas non relativiste, de celle de
Schrddinger

(19.5) 13T - (a7 AT

L

Dans le premier cas,Be étant en réalité un feuillet d'un hyperbo-

loide a deux feuillets, il convient d'étre plus précis et d'écrire

1'équation de Klein-Gordon vérifiée par 4%;1v sous la forme

T -1 %
AR C RIS L3

(19.6) (2im) "
Composant 4%71 avec l'opérateur de restriction a t = o des dis-
tributions sur l'espace-temps, on obtient, dans le cas non relati-
viste, une isométrie de LZ(BP,dﬁ) sur l'espace de Hilbert H = L2(Rnk
dans le cas relativiste on obtient (c'est immédiat : voir par exerde
Dautray-Lions [1§, t.2, p. 402) une isométrie de Lz(ge,p;1d§) sur
l'espace de Hilbert H = Hztmn), espace de Sobolev habituel muni de

sa norme standard.

L'action géométrique précédemment décrite de T'o su;gg conduit
4 une représentation unitaire irréductible de I' j dans L (), que
1'on peut aussi regarder comme une représentation de Ty dans un es-
pace de distributiors solutioms de (19.5) ou de (19.6). On peut ad-

joindre a rb les translations d'espace-temps, qui operent par mul-
=2ig <x~,p>

7

tiplication de ¢ € L2(3€) par une exponentielle du type e
x° €IRn+1 : le groupe F1 obtenu est, suivant le cas, le groupe de
Poincaré ou celui de Galilée.

Soit, dans le cas relativiste, II le tube complexe C+iIRn+1

employé dans ce travail : dans le cas non relativiste, ce sera l'en-
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semble des points Z = z+ig E¢n+1 tels que zo>O. Dans les deux cas,
posons
- >
(19.7) 0, (p) = e 2T<EP
et

(19.8) vy, = 4%;1wz

Une fonction u € H est caractérisée par l'ensemble de ses produits

| t=0

scalaires avec les fonctions wz , en d'autres termes par la trans-
formée de Laplace de la mesure portée paréf associée a 4%u1 , ou uy
est l'extension de u a l'espace-temps définie par 1l'équation d'évo-
lution (19.5) ou (19.6). On obtient du reste facilement des formules
de résolution de 1'identité analogues a la proposition 3.4, en éten-
dant 1l'intégrale & certaines sous-variétés de II de codimension réel-

le 2 : plusieurs choix sont possibles.

Dans le cas non relativiste, le calcul de Yy, a partir de (19.3),
Z

intégrale dans laquelle on a substitué Py = %l§|2, est immédiat et

fournit

(19.9) v, (%) = Z;n/zexp— %i (%+12,) 2

avec (X)2 = EX§ si X = (X1""’Xn)° Dans le cas relativiste, on a
(19.10) (Y loy) (0 = ¥ (z-ix)

avec, par définition, pour tout Z &1l ,

1-n
(19.11) p(z) =] e 2TPr2> B = 5(r(zy) ¥ Xnoq(2nirz)) 9.
np Pq 2

Pour prouver (19.11), on rappelle que r(Z) n'est pas réel ¢ O
d'aprés la proposition 7.2 : le prolongement holomorphe permet de
ramener la preuve au cas OE Z € C, et 1l'invariance de Lorentz auto-
rise a supposer que Z = (r®,0,...0) avec r = r(2) ; dans ce dernier

cas, c'est une conséquence de la formule

1-n
2

[N

(19.12) S e7Z htigh )M Mg = 1T %3
(o)

5 (z)

T3,

2
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énoncée dans [28], p.85. D'aprés (19.8), on obtient finalement by,

sous la forme

(19.13) wz(x) = w(ZO,Z1—iX1,...,Zn—an).

Un des buts de cette section est de montrer comment la mécani-
que gquantique, relativiste ou non, conduit & une analyse microlocale
des distributions sur R". Comme nous 1l'avons déja dit, il y a trop
de fonctions wz : limitons-nous & celles pour lesquelles ZO = 1 et
posons

(19.14) Xzv = Vg, 180

pour tout E' = X +1&' € ¢® : dans le cas relativiste, pour que
(1,i%') appartienne & 1, il faut en outre supposer|g'| < 1.

Dans le cas non relativiste, on a
(19.15) Xz (%) = exp-1 (F-%'-1£") %,
ce qui montre que 2n/4eiﬂ<;|’£'>e_“|g|I2x;.+igu
est la fonction gue nous avions notée wg,lg,dans la section 1. La
description d'une fonction u sur R" via la fonction ='—s(u, X=")
sur ¢ s'appelle la représentation de Bargmann-Fock de u (voirupar
exemple Igusa [25], p. 31). Une généralisation de cette représenta-
tion, prenant en compte la possibilité de faire dépendre la norme
symplectique choisie du point de 1l'espace de phaseZ]R2r1 , a été
donnée dans [42]; voir également Cordoba-Fefferman [14]. Bros et
Iagolnitzer[®] ont basé sur des transformations de ce genre une dé-
finition du front d'onde analytique d'une distribution, dont Bony
[7] a montré 1'dquivalence avec d'autres, introduites par diverses
méthodes ; Sjdstrand a utilisé des généralisations de cette trans-

formation dans des problémes d'équations aux dérivées partielles
[38].

Nous allons montrer que 1l'analogue relativiste de la représen-
tation de Bargmann-Fock conduit immédiatement & une caractérisation
agréable du front d'onde C° d'un? distribution u E(g'ﬁmn).Soit
(- ) 4 le produit scalaire sur Hé(IRn), défini par (u1,u2)%=(Lg1,u£,

ou l'opérateur de convolution L a pour symbole de Weyl (1+|E|2)5

Soit Bn la boule-unité ouverte de R".

188



QUANTIFICATION RELATIVISTE

D'apres (19.11) et (19.13), on a

1-n
(19.16) X;'+i£'(;) s 2[Rt 1% e1-1E ik, 8] 8
1
K, (2nli%=% 12e1-1et 12-20<i-20, 2051 )
2
On voit que, lorsque [&'l =1, la fonction au membre de droite de

(19.16) est C° en dehors du point x' et reste une fonction intégra-

~

ble. D'apres (19.3), la transformée de Fourier X% est donnée

l+i£l
par

[N

(19.17) S0 = (eiel?) exp=2m[ (1+1£12) 2=<e ", £>+i<x’, £5].

N
>
XX'+i

PROPOSITION 19.1. Pour toute distribution tempérée u sur r"” , la

fonction de Bn dans Cm(ﬂfn qui associe a ¢&' EBn la fonction

§'F—>(u,x§.+i£.)% s'étend en une application continue de ﬁn dans
g (R .

Preuve. Considérée comme noyau k(§',§), la fonction X§'+i£'
un noyau de convolution. On se raméne alors au cas ou u est conti-

(%) est

nue a croissance lente, auquel cas il suffit d'utiliser 1'inégalité

- - S
i ager )1 CLIF=R 1 e o -k 117 e 72T

ce qui termine la preuve de la proposition 19.1.
On peut donc définir

(19.18) TE L) = (WX, g0y

lorsque §'+i£' cerY+i B ¢ c'est une fonction continue de g' a va-
n

leurs dans g”(IRn), que l'on peut éventuellement restreindre en une

distribution sur ®R™+i g™

s'il y a lieu.
THEOREME 19.2. Soit (x°,£°) € R" xR" avec 1£°1 = 1, et soit ue@' @),

. 20 o ' . f 8] 3
Si (x7,&7) n'appartient pas au front d'onde C de u, alors u est C

o . 20,.,0
au voisinage du point x +ig .

Preuve . Ecrivons Lu = u tu, le point %° n'appartenant pas au
support de u, et ﬁ1 étant & décroissance rapide dans un voisinage

conique W de £ : alors
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(19.19) T8 = (O, ) (g X,y e) -

N
Le deuxiéme terme est une fonction C de (x',E') pour 1&'l¢1 tant quwe

%' est en dehors du support de u,. Le premier s'écrit
. 2. -% 2.5 , 7
0,(8) (1+1E1%) Fexp-2nl(1+1£17) *~<g ", £>-icx",£>]dE
1'intégrale sur W est une fonction c” de (;',E') parce que U, est a

1
décroissance rapide dans ce cbne ; par ailleurs, pourvu que &' soit
assez voisin de go, on a <g',&> £ (1-¢) |g| pour un certain €> O lors-
que ¢ n'appartient pas a W, ce qui permet de traiter 1l'intégrale sur
Rn\ %

o) € mM« Sn—1

THEOREME 19.3. Soit (x°, et soit u ¢ €' (RrR") . suppo-

AN . on=1 . % C s
sons que la restriction d u 3 R +is soit de classe C au voisi-
©,£% n

20

nage de x +1£ : alors 'appartient pas au front d'onde c”

de u

n-1

) .. - n
Preuve. Soit U xV un voisinage ouvert de (xO,EO) dans IR X S dans

lequel u est de classe c” , et soit V, un voisinage de £° d'adhéren-

1
ce contenue dans V. Désignant par do la mesure superficielle cano-

. n-1 P
nique sur S , Oon peut écrire

N _ 2% 5. 7
(19.20) / S (%reift)ac (£ = / S(E)T(£)e 2T (T+IE19)7 20m<x",E> o
Jv, r"

avec

(19.21) I() :j e2ﬂ<€"g>d0(£|)-
V4

n-1

Soit 5610,%] tel que V., contienne l'ensemble des points &' €85

tels que <go,£'> > cos ;e , et soit W le voisinage conique de EO
engendré par l'ensemble des points & € Sn_1 tels que <go,g> > Ccos g:
alors, pour tout £ € W, v, contient 1l'ensemble des points &' € Sn_1
vérifiant <&',£> » cos € (inégalité du triangle pour la métrique

. . n-1 . . P
invariante sur S ). A 1'aide d'une rotation, on peut écrire, lors-

que £€ Wetn > 2,

2n|g|g'
(19.22) I(£) Tao (g")
g
n

izcose
_.‘I 1
2 n-3
-2 (1-t%) 2 Mt
e cose
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1-n
> cle?El g2y 4

et le résultat final reste valable lorsque n = 1. De cette égalité
on conclut que 1'opérateur pseudo-différentiel de convolution A dont

—2n(1+1812)%
est microlocale-

le symbole de Weyl est la fonction I(&)e
ment elliptique dans la direction de £°. Ccomme Au(§'), définie éga-
lement par le membre de gauche de (19.20), est une fonction de clas-
se ¢* de x' lorsque x parcourt U , on en déduit que (§O,EO) n'ap-

partient pas au front d'onde c” de u.

Les fonctions v, définies en (19.8) sont permutées entre elles
sous la représentation du groupe de Poincaré ou de Galilée F1 défi-
nie plus haut, & la multiplication prés par un facteur indépendant
de x pour ce qui concerne le cas non relativiste. C'est pourquoi,
entre autres raisons, il est intéressant de disposer d'un calcul
symbolique des opérateurs sur H covariant sous la représentation in-
diquée. Prenons comme espace de phase X 1'ensemble des points @
= (t,x;v), ol v doit &tre interprétée comme une vitesse € RrR", et
satisfaire |v| < 1 dans le cas relativiste ; chaque point { est un
observateur au sens de la physique. A tout Q correspond une décom-

position de l'espace-temps, considéré comme espace vectoriel, sous

la forme
+1
(19.23) R =spe T
ou T, est l'espace de dimension 1 engendré par le vecteur €q
= (1,v1,...,vn) ; quant a Sq o+ c'est dans le cas non relativiste

l'espace fixe des points (O,§), et dans le cas relativiste l'espace
des x €jmn+1 tels que <JeQ,x> = 0, c'est-a-dire l'orthogonal de TQ
relativement au ds2 de Minkowski. A tout observateur  on associe
la symétrie Py , transformation affine qui conserve le point (t,§)

et dont la partie linéaire préserve les vecteurs de T, €t change

Q

ceux de S, en leurs opposés : P. ne dépend que du couple (§—tv;v),

Q Q
et 1'on appelle fonction admissible sur £ toute fonction f(t,§;v)

ne dépendant que de ce couple, autrement dit satisfaisant 1'équation
différentielle
(19.24) f 4y, 2

ot 0X .
J XJ

=0 .
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Evidemment, cette équation permet de confondre une fonction admissi-
ble et sa restriction & t = O. Continuant a identifier, au moyen de
(19.5) ou (19.6), les éléments u de H & des distributions T sur l'es

pace-temps, on peut associer & tout observateur Q 1l'opérateur de

parité oq défini, dans le cas relativiste, par OQT =T o PQ (on a
ainsi étendu au groupe de Poincaré orthochrone la représentation
initialement définie sur le groupe de Poincaré restreint). Dans le
cas non relativiste, la formule est un peu plus compliquée : si Q

= (£°2,%°;v), on trouve (cf B1])

(19.25) (0. T) (t,%x) = T(t,2(x°-t%)-x+2tv)
Q
exp—4iﬂ<v,§—tv—§o+tov>.

Dans les deux cas, on peut enfin attacher & tout opérateur a trace A

sur H le symbole (passif) g de A défini par

(19.26) g@Q) = 2nTr(AoQ) :

c'est une fonction admissible surse .

Dans le cas non relativiste, H = L2(1Rn), les fonctions admis-
sibles s'identifient & des fonctions sur mZn , et 1'on retrouve,
ainsi gu'on le vérifie aisément, le calcul symbolique de Weyl (faire
t = 0 et t° = 0 dans (19.25)) : insistons sur le fait qu'a aucun mo-

ment nous n'avons considéré le groupe d'Heisenberg !

Dans le cas relativiste, nous avons introduit dans [49], et dé-
veloppé dans [50],[51], le calcul symbolique obtenu, sous le nom de
calcul de Klein-Gordon. Le lecteur n'aura pas manqgué d'observer la
similitude de la construction des calculs de Weyl et de Klein-Gor-
don : c'est évidemment 1ié au fait que cette construction a une por-
tée plus générale. I1 convient de faire remarquer cependant que le
calcul de Klein-Gordon a une structure plus riche que le calcul de
Weyl : du reste, si l'on modifie la construction qui précéde en
choisissant une unité de vitesse indépendante de la vitesse de la
lumiére, il n'est pas interdit de faire tendre c vers 1l'infini ;
on constate alors [49] que le calcul de Klein-Gordon se contracte

(i.e. dégéneére) vers le calcul de Weyl.

Pour terminer, observons que, sous conjugaison par la transfor-

mation de Fourier é%, un calcul symbolique des opérateurs agissant
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sur des solutions de (19.16) apparait comme un calcul symbolique sur
Lz(ﬁe,p;1d§). En fait, le calcul de Klein-Gordon n'est qu'une "res-
triction" (le mot est impropre, car L2(C,dm(t)) est une somme conti-
nue des espaces Lz(ﬁem,p;1d§) associés a une masse variable m > 0)

du calcul de Fuchs développé dans le présent travail, et c'est bien

ainsi que nous en avons découvert [49] 1'existence.

La présente section aura fait voir, nous l'espérons, qu'en ma-
thématiques tout autant qu'en physique les structures issues de la

relativité sont susceptibles de jouer un rdle fondamental.
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RESUME

Soit C le cbne de lumiére solide constitué des points (xo,x*)
€ IR x R" tels que x, > Ix,1. C'est un espace symétrigque pour une
structure riemannienne invariante par le groupede Lorentz et par les
homothéties de rapport positif. Egalement, 1l'espace cotangent T* (C)
admet un groupe G de transformations affines qui contient le groupe
de Poincaré. On étudie un calcul symbolique des opérateurs (le calcul
de Fuchs de C), c'est-a-dire une reégle de correspondance entre des
fonctions sur T*(C) (lessymboles) et des opérateurs sur L2(C) : le
calcul de Fuchs est covariant relativement a l'action de G sur T*(C)
dont il a été question plus haut et & une certaine représentation de
G dans Lz(c).

Le calcul de Fuchs est comparable au calcul pseudo-différentiel
classique (le calcul de Weyl) sur R" mais adapté a la géométrie du
cbne : ainsi, les espaces de Sobolev de la théorie sont 1liés a 1l'o-
pérateur de Laplace-Beltrami de C. Les faits les plus marquants rela-
tifs au calcul de Weyl (par exemple le théoréme de Calderon-Vaillan-
court sur la continuité des opérateurs) s'étendent, mais sont consi-
dérablement plus difficilesa établir. L'analyse pseudo-différentielle
sur le demi-espace ou le domaine d'un certain probléme mixte est un
sous-produit du calcul de Fuchs du cbne : dans le cas du demi-espace,

elle étend et précise l'analyse totalement caractéristique de Melrose

Les méthodes reposent sur la théorie de la quantification et
sur la série discréte holomorphe de représentationsdu groupe confor-

me SOO(Z,n+1), groupe des automorphismes du domaine de Siegel C+iIRnﬂ.

L'un des but poursuivis est de montrer que le calcul de Weyl
n'est qu'une des nombreuses analyses pseudo-différentielles possibles
que la géométrie des domaines classiques améne a construire. Restrei-
gnant le calcul de Fuchs du cbne a un hyperboloide de masse, on ob-
tient un calcul symbolique (le calcul de Klein-Gordon) qui joue rela-
tivement au calcul de Weyl le rdle que joue la mécanique relativiste

par rapport a la mécanique classique.
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SUMMARY

Let C be the forward light-cone in (n+1)-dimensional space :
it is a symmetric space for a riemannian structure invariant under
the Lorentz group as well as under the "scale transformations"

X+>a x (a > 0). Also, the cotangent space T*(C) admits a group of
affine transformations that contains the Poincaré group. We define
and study a calculus of operators (the "Fuchs calculus" of C), i.e.
a correspondence rule Op from functions on T*(C) (symbols) to opera-
tors acting on L2(C) : the Fuchs calculus is covariant under the
group action alluded to above, and a certain representation of that

group in L2(C).

The main results are quite parallel to the ones well-known in
the Weyl calculus onimn(e.g. the Calderon-Vaillancourt theorem on
the boundedness of operators), though the main estimate is conside-
rably more difficult to prove. The whole analysis is closely tied to
the geometry of the cone : thus, the relevant Sobolev spaces are de-
fined in terms of the Laplace-Beltrami operator of C. Related domains,
the pseudodifferential analysis on which is a by-product of the pre-
sent analysis, include the half-space as well as the domain suitable
for the analysis of mixed (space~time) boundary-value problems on a
ball. In the half-space case, Melrose's totally characteristic opera-

tors fit into the Fuchs calculus.

The methods rely heavily on quantization theory and on the
holomorphic discrete series of representations of the conformal
group SOO(2,n+1), which is the group of automorphisms of the Siegel

domain II = C+imn+1.

One of the major motivations at the origin of the present work
was to show that the Weyl calculus is just one of numerous pseudodif-
ferential analyses, that live on classical domains. Restricting the
Fuchs calculus on the cone to a mass hyperboloid, one gets a symbolic
calculus (the Klein-Gordon calculus) whose relation to the Weyl cal-
culus is in some ways identical to the relation of relativistic me-

chanics to classical mechanics.
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