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INTRODUCTION GENERALE 

Le présent numéro dfAstérisque est consacré à des travaux de divers 
auteurs portant sur trois sujets d'actualité : les groupes Extn des représentations 
des groupes de Lie (parties III et IV), les représentations de longueur finie des 
groupes de Lie (parties I I , IV, V), l'homologie des représentations des groupes de 
Lie (parties I, VI). On va tenter, dans cette introduction, de faire le point de 
ces diverses théories. 

1) Groupes Extn des représentations des groupes de Lie. 

Dans le cas des groupes semi-simples, on avait jusqu'à maintenant des 
résultats de deux types sur les groupes Ext" (E,F) où E et F sont des (Âf\ ,K) -modu-
les simples : à 

a) des résultats généraux, par exemple : 

- Ext*V, (E,F) =0 si E et F sont de carré integrable (Schmid [13] pour 
n = 1, Zuckêrman (non publié) pour n quelconque): 

- Ext^K(E,F) = O pour tout n strictement inférieur au rang réel de G si 
E (ou F) est unitaire et F (ou E) de dimension finie (Borel-Wallach [l4]) 

- si E et F ont des caractères infinitésimaux réguliers, et si 
Ext^ K^E,F^ ^ ° ' alors E et F sont sous-quotients d'une même série principale 
(Vogan [15]) . 

b) des résultats concernant des groupes particuliers, par exemple calcul explicite 
de tous les Ext^ (E,F) lorsque G = SL(2,]R) (Pinczon-Simon [ l6 j , Guichardet Cl?]) • 

Y 
Dans le cas des groupes de Lie inhomogènes (i .e. produits semi-directs de la forme 

n 1 G = B k A où B est distingué et isomorphe à un ]R ) , les groupes Ext ont été G 
déterminés dans un travail de Guichardet [l8] inspiré par des résultats de Rideau 
£l9] concernant le groupe de Poincaré j la partie III de ce fascicule est consacrée 
à l'étude des groupes Ext̂  dans la même situation. On obtient ici des résultats 
un peu analogues à ceux de Mackey, ramenant le calcul des Extn de G à celui des 
Extn d'un sous-groupe \ mais ce sous-groupe est produit semi-direct du "petit groupe" 
S par un sous-groupe N de B qui n'apparaît pas dans la théorie de Mackey. Par 
ailleurs NS présente une certaine analogie avec le sous-groupe G(f) de la 
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INTRODUCTION GÉNÉRALE 

"méthode des orbites" (voir partie V , n 6.2) ; d'où l'idée qu'il doit exister des 
relations entre les Ext̂  et les ExtJ^^ , G étant maintenant un groupe de Lie 
quelconque. Le cas des groupes nilpotents est étudié en détail dans la partie IV de 
ce fascicule : notons E le G-module unitaire irréductible associé par la méthode 
de Kirillov a un élément f de g , E le sous-espace des vecteurs differentiables, 
X le caractère de G(f) de différentielle if|, .On peut se demander si l'on a 

(1) Ext̂ (E°° ,E°°) ^ Ext" .(Œ , Œ ) . 
G G(f) x X 

On démontre qu'on doit en réalité remplacer G(f) par un objet plus compliqué : le 
commutant C d'un relèvement de 1({A$^/l dansfyC )̂̂ . , où I est l'annulateur de 
E dans t(WíÉÜ ; on démontre aussi que la relation (1) est vraie si l'orbite 
G.f est plate (i.e. est un sous-espace affine) ou est de dimension maximum. 

2) Représentations de longueur finie des groupes de Lie. 

On disposait jusqu'à présent d'un certain nombre de résultats concernant 
les groupes semi-simples, auquel cas "représentation" signifie " (/ù^,K)-module" . 
Notons x un caractère de z(^c) et Ia catégorie des (< ,̂K)-modules de longueur 
finie dont tous les sous-quotients simples admettent le caractère infinitésimal x • 

a) Résultats de Bernstein-Gelfand-Gelfand [ l ] , réénoncés par Khorochkin [3] : on 
construit une algèbre Q , sous-quotient àefyi/y,^), contenant un quotient de Z(><i2 ); 
on note C* la catégorie des Q-modules de longueur finie dont tous les sous-quoxients 

X 
simples admettent le caractère infinitésimal x » on peut alors construire un 
foncteur 3 > C/ qui est un fait une équivalence de catégories, mais on n'a pas de 
construction explicite du foncteur inverse. Enfin on peut décrire explicitement Q 
(par générateurs et relations) si l'on connaît la structure de certaines séries 
principales de G . 

b) Résultats de Khorochkin [2] ,[3J : on prend G = SOQ(n,l) ou SU(n,l) et x = cara
ctère infinitésimal de la représentation triviale \ dans ce cas on connait suffisam
ment la structure des séries principales pour décrire Q explicitement ^ on en 
déduit que Ç,x est équivalente à la catégorie de certaines représentations 

X X 
d'un certain graphe \ par exemple, pour G = SO (3,1), 3" est la catégorie (qu'on 

0 X 
notera dans la suite) des diagrammes de la forme 

vr 
d 
+ 

d 
V2 a 
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où et sont des espaces vectoriels complexes de dimension finie, d+ , d et 
a des applications linéaires telles que a.d+ = d .a = 0 et que d+ d et a soient 
nilpotentes; les morphismes de cette catégorie sont évidents. 

Dans le cas où G = SO (n,l) , on peut construire explicitement, par des procédés o 
combinatoires, les objets indécomposables de 3" » on retrouve ainsi des résultats 
de Gelfand-Ponomarev [6] pour S0q(3,1), et de Gelfand [9] et Nazarova-Roiter [lo] 
pour SO (2,1). Dans le cas de G = SU(n,l), i l n'existe pas de construction aussi o 
explicite, car le problème contient alors celui de la classification à équivalence 
près des paires de matrices permutables - problème dont la non-résolubilité explicite 
a été discutée par Gelfand-Ponomarev [7] . 

c) Résultats de Speh Cllj ' soient G un groupe semi-simple, et Ê  des 

C^,K)-modules simples, Ê  étant en outre de dimension finie, et Extĵ » (Ê  ,E )̂ 
non nul y on construit un foncteur pleinement fidèle de la catégorie aes (>4j.,K)-mo

dules de longueur finie a sous-quotients simples isomorphes a Ê  ou Ê  , dans la 
catégorie £ décrite plus haut, o 
La partie II du présent fascicule étudie essentiellement les self-extensions d'un 
(Àfi^fK)-module simple, noté J , d'un groupe semi-simple réel G ; on montre que celles-
ci sont des sous-modules de C/̂ ,K)-modules induits à partir de représentations d'un 
sous-groupe parabolique cuspidal P = MAN , triviales sur N . On donne également une 
borne supérieure pour la dimension de Ext^^^(J,J) (théorème 1) . Dans le cas où 
J est une série principale généralisée irréductible (induite à partir de P), les 
résultats sont plus complets : on établit une équivalence entre la catégorie des 
self-extensions de J et celle des self-extensions d'un module irréductible d'une 
algèbre de polynômes à dim A -variables (algèbre des invariants de S (3Ï) sous un sous-
groupe du groupe de Weyl de A) . Dans certains cas cette algèbre est précisément 
égale à S (SI) et, en outre, le foncteur inverse de l'équivalence de catégorie préci
tée est donné par l'induction des représentations de P à G . Enfin, grâce à ces 
résultats, on résoud complètement un problème posé par I.M. Gelfand ([9],p.97) sur 
les (>̂ tj,,K)-modules indécomposables à caractère infinitésimal généralisé "non singu
lier" , ceci pour G complexe (théorème 3). 

La partie IV contient des résultats du même type dans le cas d'un groupe de Lie  
nilpotent G : on y construit explicitement une équivalence entre la catégorie des 
C-modules de longueur finie à sous-quotients simples triviaux (où C est la sous-
algèbre de 2lG^)j introduite en 1) ) et celle des G-modules de longueur finie à 
sous quotients simples isomorphes à E ; si de plus l'orbite G.f est de dimension 
maximum, on peut remplacer C par G(f), mais l'équivalence de catégories n'est 
plus explicite. 
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Enfin la partie V est consacrée à la démonstration d'un résultat du même type dans 
le cas des groupes de Lie inhomogènes : sous certaines hypothèses concernant 
l'action du petit groupe S dans B (toujours vérifiées si S est semi-simple ou 
compact), on construit explicitement une équivalence entre une catégorie de NS-modu 
les de longueur finie et une catégorie de G-modules de longueur finie. Ici la dé
monstration est assez différente de celles des cas semi-simple et nilpotent puisqu1 
elle utilise de faç̂ on essentielle, d'une part les propriétés des groupes Ext" , et 
d'autre part un résultat d'Algèbre Homologique reliant les dites propriétés à celle 
des foncteurs (proposition 2.1). 
Remarquons que dans les trois cas (groupes semi-simples, nilpotents, inhomogènes) 
le résultat obtenu est un résultat de "réduction" analogue à celui de la Théorie de 
Mackey, mais moins agréable que ce dernier, en ce sens que dans nombre de cas consi 
dérés comme "favorables", i l ramène le problème concernant G à un problème analo
gue concernant un groupe abélien, problème non résolu (voir la remarque de Gelfand-
Ponomarev mentionnée ci-dessus en b) ) . 

Remarquons enfin que les résultats obtenus dans ces trois cas motivent une conjectu 
re (voir partie V , n 6.2) reliant les G-modules de longueur finie aux G(f)-modules 
de longueur finie, mais qui peut être vraie tout au plus pour les orbites coadjoin
tes de dimension maximum, puisque l'on connait un contre exemple dans le cas du 
groupe nilpotent G et d'une orbite de dimension non-maximum. 5 ,3 

3) Homologie des représentations des groupes de Lie. 

Les résultats connus jusqu'à maintenant étaient en gros les suivants : 
définition de 1'homologie et construction d'objets relativement projectifs [23] (le 
tout est plus délicat qu'en cohomologie, entre autres parce que le H est a priori 
non séparé) ;isomorphisme de Poincaré, dû à P. Blanc et D. Wigner [24] ; isomor-
phisme de Van Est, dû à J. Pichaud [25]. 

La partie I de ce fascicule est consacrée au lemme de Shapiro en homologie (pour 
les représentations induites au sens C a support compact modulo le sous-groupe 
induisant) ainsi qu'à la définition et à la surjectivité de l'application 
H (G ,E) ^H,,(G,E) où G, désigne le groupe G rendu discret. On y présente en réa-
lité un traitement unifié de 1'homologie et de la cohomologie. Ajoutons qu'un ré
sultat moins général que le nôtre, concernant la cohomologie, avait été obtenu dans 
[26] par des méthodes différentes,utilisant notamment les classifiants ; sur ces 
questions, voir aussi [27]. 
La partie VI contient le théorème de régularisation en homologie, c'est-à-dire 
1 • isomorphisme de H , (G ,E) et H (G,E ) lorsque E est un G-module continu préci-
sons que H (G,E) est défini ici comme le n-ième dérivé à gauche du foncteur 
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E t y Eç , où Ê  est le séparé de Ê  , quotient de E par le sous-espace vectoriel 
engendré algébriquement par les éléments g.x-x , g € G , x 6 E ; on sait, d'après 
Blanc et Wigner, que les foncteurs E»—>E et E i—>E ont les mêmes dérivés lorsque 
le G-module E est C , mais on ignore si cela reste vrai lorsque E est seulement 
supposé continu. 
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(CO)HOMOLOGIE DIFFÉRENTIABLE ET CHANGEMENT DE GROUPES 
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P. BLANC 

INTRODUCTION 

Nous étudions ici des relations entre la (co) homologie différentiable d'un 
groupe de Lie réel et celle de ses sous groupes; nous en déduisons des relations 
entre la (co) homologie différentiable et la (co) homologie abstraite. 

La partie cohomologique de ce travail ne prétend pas à 1 originalité, nous 
avons cependant traité conjointement homologie et cohomologie. La première raison 
en est qu'il apparaît ainsi clairement que des problèmes d'analyse non triviaux 
surgissent en homologie, alors qu'ils n'apparaissent pas dans les questions duales 
de cohomologie. Le passage d'un résultat au résultat dual est donc généralement 
loin d'être formel. 
La seconde raison est que les résultats du §12 utilisent les deux théories; enfin 
qu'on obtient ainsi à peu de frais conjointement les résultats duaux des §15 et 16. 

Ce travail s'ordonne de la façon suivante : 

Après quelques préliminaires topologiques §1,2,3, nous rappelons la définition 
de la (co)homologie différentiable §4,5, dont l'existence est garantie par le 
théorème fondamental du §6. Au §7, nous généralisons un résultat de [2] qui nous 
permet d'interpréter l'induction à support compact en termes d'espace de coinva-
riants §8 et 9, et d'établir le lemme de Shapiro homologique du §11; les isomor-
phismes du §12 sont alors une conséquence facile de 1'isomorphisme de Poincaré [2], 
Au §13, nous décrivons la fonctionalité de la (co) homologie différentiable par 
rapport aux groupes, cette description est bien utile pour démontrer les théorèmes 
du §15 et 16, en "suivant" les applications intervenant au niveau des résolutions. 
Nous construisons au §14 des homomorphismes naturels associés au foncteur de res
triction et de (co) induction. 
Les ingrédients des démonstrations du §15 et 16 sont en effet essentiellement la 
naturalité des morphismes considérés et l'utilisation des "théorèmes de comparaison" 
rappelés au §4. 
Enfin notons que la partie cohomologique des théorèmes du §15 et 16 sont essentiel
lement contenus dans [8] et [6] respectivement, la démonstration de [6] étant par 
voie géométrique, alors que notre démonstration est "interne" dans la théorie de 
la (co) homologie différentiable des groupes de Lie. 
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(CO)HOMOLOGIE DIFFÉRENTIABLE 

1°) La catégorie de base, rappels sur les notions fortes : 

Nous désignerons par Jfr la catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels 
topologiques localement convexes complets séparés sur le corps Œ des nombres com
plexes et dont les morphismes sont les applications (E-linéaires continues. 
Un complexe de £ est dit fortement exact si i l admet une homotopie contractante. 
Une suite de £ , 0—y A — 0̂ , est dite fortement exacte si (3°a est 
nulle et si vue comme complexe de £ elle est fortement exacte, ceci entraine évi
demment que la suite est exacte. 

a 
Un morphisme A B̂ est dit fort si l'on a les suites exactes fortes : 

0 ^Ker a > A ^ A/ker a ^ 0 
0 » Im a ^ B ^ B/Im a ^ 0 
0 } A/ker a > Im a > 0 . 

En particulier la notion d'injection et de surjection forte est équivalente au fait 
d'admettre un inverse repsectivement à gauche ou à droite. 
Une résolution forte d'un objet A de & est la donnée d'un complexe positif R* de £ 
et d'un morphisme R ^ A tel que R —.—̂  A —>0 soit un complexe fortement exact. 
Ceci équivaut au fait que R ^ A —̂.0 est exacte et que les morphismes qui la 
définissent sont tous forts. On obtient la notion de corrésolution forte en renver
sant les flèches. 

o , 2 ) Stabilité fonctionnelle : 

Soit X une variété différentiable et M dans J£ , on note C°°(X,M) l'espace des 
fonctions différentiables sur X à valeur dans M , on le munit de la topologie 
de la convergence uniforme sur tout compact des dérivées à tout ordre, qui en fait 
un espace complet L4j . 
Soit K un fermé de X , on note C°°(X,K,M) le sous espace de C?°(X,H) des fonctions 
a support dans K , muni de la topologie induite. On note Q/ (X,M) le sous espace 
de Ç, (X ,M) des fonctions a support compact, muni de la topologie limite inductive 
des £ (X,K,M), K parcourant les parties compactes de X . 
L'espace Cv(X,M) est la somme directe topologique des C, (X.,M) ou X. parcourt les 
composantes connexes de X . 
Si la variété X est paracompacte, chaque X. est dénombrable à l ' infini, 3°°(X.,M) 
est alors complet car c'est une limite inductive stricte d'espaces complets, il 
s'en suit que^T(X,M) est complet. 

c 
Notons qu'il en résulte la propriété importante que toute partie compacte de(3-c(X,M) 
est contenue pour un certain compact K de X dans (3 (X,K,H). 
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P. BLANC 

Pour nous résumer pour tout X et tout M , 3 (X,M) est un objet de £ , £, (X , 

est un objet de £ si X est paracompacte. 

3°) La catégorie des modules différentiables : 

Soit G un groupe de Lie réel, nous ne ferons aucune hypothèse sur son nombre de 
composantes connexes. 

Définition : Un G-module différentiable est la donnée d'un objet M de Jfr , d'un 
homomorphisme de groupe de G dans Aut(M), (g >(m *g.m)), où g € G et m € M , 
satisfaisant aux conditons suivantes : 

D̂  : l'image pour cet homomorphsime de tout compact de G est équîcontinue. 

D̂  ' La fonction (g—> g.m) de G dans M est différentiable. 

D̂  : L'application de M dans 3 (G,M), (m—> (g ĝ .m) ) , est continue. 

Pour plus de détails sur ces modules voir C3Ì . 

On note £ la catégorie dont les objets sont les G-modules différentiables et les G 
morphismes, ceux de qui commutent à l'action de G . 

Proposition : Soit X une variété différentiable sur laquelle G agit de telle 
sorte que l'application (x,g) ^ x.g soit différentiable de X x G dans X et soit 
M un objet de . 

Si (p est une fonction de X dans M on pose pour tout g 6 G , x £ X : 

(g.<p) (x) = g.(cp(x.g)) . 

Cette formule définit alors une structure de G-module différentiable sur C (X,M) 
00 et si X est paracompacte sur Ç, (X ,M) . —• c 

Démonstration : L'action de G sur ces espaces est le produit de l'action de G 
sur X et M respectivement. L ' isomorphisme de Ç, (G & (G,M)) avec ^ (G X G,M) , 
voir £4], ramène l'étude au cas où l'une des deux actions est triviale. 

Si l'action sur M est triviale, la proposition est montrée dans le cas où X est 
G-lui même dans [ 3 ] , cette démonstration se généralise sans difficulté à notre 
situation. 

Si l'action sur X est triviale, la condition D résulte des propriétés des topo-
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logies adoptées sur \x ,M) et ^"(XjM), cf 2° . 

Les conditions D et D sont remplies pour Ç, (X,M) du fait que l'application de M 
QQ 2 3 OO 00 . 00 

dans & (G ,M) définie pour D , induit une application de C (X ,M) dans Ç, (X (G ,M) ) 
V 00 00 00 

espace qui est isomorphisme a 3 (G,3 (X,M)). Pour C (̂X,M), l'application définie 
par D pour M , induit une application de 3°°(X,K,M) dans C^(XtKjC^ (G ,M) ) pour tout 
compact K de X , cet espace étant isomorphe à (3 (G,3 (X,K,M)) on en déduit une 
application continue de £,^{X ,M) dans 3 (G,̂ c(X,M)) ce qui montre et dans ce 
cas. 

Dans la catégorie , on introduit les notions relatives de suites fortement G 
exacte, résolution forte, morphisme fort , . . . ; elles sont identiques à celles in
troduites au § 1 , il suffit d'oublier sur les objets et morphismes de -9̂  la 
structure de G-module, les considérant seulement comme objet et morphismes de £ . 

4°) Notion d'injectifs et de projectifs dans la catégorie £ . _______________________________________________________________ G 

Soit P un objet de £ , on dira que P est relativement projectif si pour toute G o _. 
surjection forte de _> , B >C *0 , tout morphisme P *C de £ , se relève 
en un morphisme, P—_Î_> B , de Jb , à savoir |3 TZ - n . 

Dualement, I , objet de £ , sera dit relativement injectif si pour toute injection 

forte de £ , 0__>A ____yB , tout morphisme, A ——̂1 , de £ s'étend en un morphisme G G 

V—i-̂  I de Jfr , autrement dit i a = i . Rappelons ici les classiques "théorèmes de G 
comparaison" entre deux complexes, qui joueront un rôle fondamental dans la 
suite : 
Soit X* 0̂ une résolution forte du module M dans JFR , P* un complexe d'ob

jets relativement projectifs de^ : Tout morphisme, P° >M , de £ , se prolonge 

en un morphisme de coraplexesP ^ X , unique a homotopie près. 

Soit 0 ——>Y* une corésolution forte du module M dans , I * un complexe d'ob

jets relativement injectifs dans & : Tout morphisme, M ^ s 1° , de £ , se prolonge 

en un morphisme de complexes Y Y I , unique a homotopie près, 

o 
5 ) (Co)homologie différentiable d'un groupe de Lie : 
Soit £ la catégorie des espaces vectoriels localement convexes sur <E , non 

nécessairement séparés, et soit M un objet de À . 

On note M l'espace des invariants sous G de M , a savoir l'ensemble des 
m € M , tels que g.m = m pour tout g € G , muni de la topologie induite . 
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On définit le foncteur H° de Jb dans £ par H°(M) = M° . 
G 

On note M l'espace des coinvariants de M,c'est le quotient de M par le so G 
espace algébriquement engendré par (g.m-m) , (g,m) parcourant G X M , muni de la 
topologie quotient. On définit le foncteur H de Jb dans £ par H (M) = M 

Le foncteur H est relativement exact a gauche, H l 'est a droite, plus précisément 
Si, 0—^ A —> B —>C —> O , est une suite exacte forte dans Jb , 

0 * AG * BG _^ CG et A —̂  B _} C —> O sont exactes dans £ . 
G G G 

Les foncteurs (co)homologiques sont alors définis par dérivation : 
- H* (G,M) est la cohomologie du complexe H°(I#) = (lG) ' où 0-̂ M—»1 * est une coré-
solution forte relativement injective de M . 

- H#(G,M) est l'homologie du complexe Ĥ CP"; = (P^) * ou p* > M yO est une réso
lution forte relativement projective de M . Munis de leur topologie de sous quotient 
ces espaces ne dépendent que de M , ceci résulte des théorèmes de comparaisons du 
§ 4. et de ce que AG dans BG et C dans B sont facteurs directs topologiques. 
Leur existence est établie par le théorème suivant, qui entraine essentiellement que 
Jb admet suffisamment d'objets relativement injectifs et d'objets relativement pro G 
jectifs. 

6 ) Théorème : Pour tout G-fibré principal X paracompact et tout M £ Jb : — G 
- Le module (*, (X ,M) est relativement injectif dans Jb 

- Le module (3°° (X ,M) est relativement projectif dans Jb c G 

Démonstration : On construit tout d'abord sur le fibre X , une fonction ^ ¡3 (X,Œ) 
telle que l'intersection de son support avec tout sous ensemble compact d'orbites 
de X sous G soit compacte dans X et que pour tout x t X , dg désignant une 
mesure invariante à gauche fixée sur G : J X̂ x9̂  dg = 1 . 

En particulier, ceci entraine que si x reste dans un compact K de X , l'ensemble 
des g € G tels que xg soit dans le support de ^ est un compact de G -

- Soit 0 *A a \ B une injection forte de Jb , B A un morphisme de Jb inver-
r 

se à gauche de a , A—1* Q, (X ,M) un morphisme de Jb ' G 
Pour tout b € B , g € G , x € x on pose : 

i %M W = i(gag"1b) (x) x(xg) . 

00 00 
De cette formule on déduit une application B Ç (GjC' (X,M)) qui est linéaire et 
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continue. 
D'autre part si || || désigne une quelconque semi norme sur X , définissant la 
topologie de la convergence uniforme dans (X ,M) sur un compact K de X , la foncti 
composée Ili (b)|| à son support dans le compact K défini plus haut, qui est indé-

pendant de b € B . 
On en déduit que la fonction i (b) est integrable sur G par rapport à dg , et que 

— X 
l'application B Ĉ,°°(X,M), définie par la formule ci-dessus est continue : 

i(b) = f i (b) (g) dg 
X 

Il reste à vérifier que i est un morphisme de Jb et que c'est un prolongement 
de i , ce qui résulte respectivement de l'invariance à gauche de dg et du fait que 
X est d'intégrale 1 sur chaque orbite. 

- Soit B ——> C —> 0 une surjection forte dans J7 , C un morphisme de J7 in-
verse à droite de |3 , ĈCX ,M) y. C un morphisme de ^ . 

Pour tout (p € £°°(X,M) , g € G , x € X on pose : c 

<p (g) (x) = cp(x) .x(x.g) 
X 

Pour tout compact K de X l'application <p—* <p , envoie continûment £ (X,K,M) dans 

(G,K (X,K,M)) , ou K est le compact de G qui a été précédemment associé a 
X X 

K et à ^ . 

On peut alors poser : 7t(cp) = J gT g 1 |3(cp (g)) dg . 

L'application K est alors continue de £, (X ,M) dans B . De plus pour tout c 
cp 6 C (X ,M) on a les égalités suivantes : c 

(g .<P) (g) = g .(<p (g "'"g)) pour tous g© € G , g € G . 
o x ° X ° 

J* <p (g) dg = y . 
G * 

On en déduit respectivement que n est un morphisme de £ et qu'il relève K , d'où 1 
théorème , 
Remarquons enfin que pour tout M € £ on peut définir une injection forte, 
0 — — ) C (G,M) par les formules : 

19 



P. BLANC 

e(m)(g) = m pour tout m € M et tout g € G 

S((p) = <p(e) pour tout (p £C-°°(G,M). 

œ 
De même on obtient une surjection forte, (3 (G,M) >M— -̂0 pour : 

c 
e W = f (̂g) A (̂g)dg pour tout 6 <3°°(G,M) JQ G 

S (m) (g) = u(g .m pour tout m 6 M et tout g 6 G . c 

Ou ici u est une fonction de<3c(G,Œ), d'intégrale 1 par rapport a la mesure dg , et 
A, la fonction modulaire de G . Ceci joint au théorème précédent, appliqué à X = G , 
montre que £ admet suffisamment d'objets relativement projectifs et d'objets rela-G 
tivement injectifs. 
On en déduit une description explicite du complexe qui permet de calculer les es
paces de (co)homologie : 
L'espace H1(G,M) est la cohomologie en degré i du complexe : 

G ,n G <» n+1 x d œ,n+2.G 0 y C (G ,M) > . . . > £ (G ,M) ^ C- (G ,M) y . . . . 

où (dn<p) (gQ,... ,gn+1) = 2 (-1)1 fp(go,-..,gi_1,g,gi>...ign) 
i=o 

L'espace H.(G,M) est l'homologie en degré i du complexe : 

. . . _ ^ c > N + 2 ( M ) G ! ^ e > N + 1 , M ) G ^ ><(G,M)G »0 . 

n+1 
où o n + 1 + ) (g0,..-,gn) = S / +(O0, . . . ,OI .1 ,O, gi(...,9n)dg 

7 ) Caracterisation des fonctions d'intégrale nulle comme somme finie de différences 
de translatées 
On conserve les notations du 6°) , pour tout (p € Ç, (X ,M) on pose : 

' c 
(9(<p))(x) = J g.(cp(x.g)) .A (g) .dg 

G 

Proposition : Si 0(9) est identiquement nulle il existe un nombre fini g., . . . ,g ————— ——. . 1 n 
d'éléments de G et un nombre fini y. de fonctions de Q, (X ,M) telle que 

<p))(x) = J g.(cp(x. ty yy 
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Démonstration : Si X = G , et l'action de G sur M est triviale, c'est le théo
rème 2.1 de [2] . 
Si X est un fibre triviale X/G X G et M quelconque, soit X Ĝ la projection de 
X sur G . On se ramène au cas précédent de la manière suivante. Si (p € C^(X ,M) , 
on pose (p̂ x) = T(x) <p(x) , (p—tïp' est un automorphisme de C (̂X,M), la condition 
0((p) =0 devient : J (̂xg)A (g)dg = 0 pour tout x € X . 

G 

Comme C?°(X ,M) est algébriquement isomorphe à £°°(G, (cT(x/G ,M) ) on peut poser pour c c e 
tout g 6 G : (pg(x.G) = <p(g,x.G) est la condition s'écrit : (pg dg = 0 

G 
Ceci nous ramène au cas précédent où X = G et G agit trivialement sur le module 
ici C? (X/G,M) . c 
Si X n'est pas trivial, on décompose (p en somme finie de (p̂  , où chaque <p̂  est 
à support dans un ouvert saturé de X trivial sous G , ceci à l'aide d'une partie 
tion de l'unité de X/G subordonnée à un recouvrement ouvert, localement fini, tels 
que X est trivial sur chacun d'eux, on applique alors le résultat précédent à 
chacun des <p̂  . 

8°) Notons C (X,G,M) le sous espace de C (X ,M) des fonctions à support compact c 
modulo G , c'est-à-dire telles qu'il existe un compact K de X , dont le saturé K.G 
par contient le support de ^ , et vérifiant de plus l'égalité : 

A„(g) .g.Wx.g) = vj/(x) pour tout g € G et tout x € X . G 
On munit cet espace de la topologie limite inductive de SOUS espaces 
00 G C (X,K«G,M8>A ) , K parcourant les compacts de X . G 

Proposition : L'application Q induit un isomorphisme topologique de (3 (X,M)̂  
sur £°°(X,G,M) . 
1 •• c 

Démonstration : Si x désigne la fonction fixée en début du § 6 , on pose 

e"1(v|/)(x) = v|/(x).x(x) pour tout x € X . 

La proposition 4.1. de [3] se généralise facilement à un fibre quelconque, elle 

montre essentiellement que Q définit une surjection forte £°°(X ,M) _JL* ¿3, (X ,G ,M) , 
-1 c e 

d'inverse à droite Q . Il ne reste à montrer que Ker 9 est exactement le noyau de 
œ 00 la projection de Q, (X ,M) sur C (X ,M) , c'est à dire le résultat de la proposition c c G 

précédente. 

21 



P. BLANC 

9 ) Soit P un groupe fermé d'un groupe de Lie G . A tout M 6 £ on associe le 
G G 00 ^ —1 G-module induit de p à G de M noté P (M) , défini par P (M) = Q, (G,r,M8_ ) , avec les I T c G 

notations du § 8 , où ici G est vu comme un f-fibré principal pour l'action à 
droite de P , le groupe G opérant sur P (̂M) par translation à gauche. 
D'après les propositions du § 7 et 8, le module P̂ (M) s'identifie à un quotient de 

00 — ̂  OO —1 
(3 (G,M8>A ) à savoir (3 (G,M8>A ) , i l est donc différentiable. c G c G Y 
Il se décrit concrètement comme l'espace des fonctions C de G dans M , a support 
compact modulo p , vérifiant la relation : 

_p(y)'/hG(y) *y <p(9y) = T̂ S) P°ur TOUT Y ^ R ET TOUT 9 ^ G • 

G G °° F * Le module coinduit de T à G de M noté I__(M) est défini par I^(M) = (3 (G,M) , ou 
, CO 

G agit par translation a gauche, c'est l'espace des fonctions C de G dans M , 
vérifiant la relation y ^(gy) = <p(g) pour tout y 6 p et tout g 6 G . 

10°) Réciprocités : 
Proposition : J3i X est une variété différentiable sur laquelle G opère différen-

tiablement, M un p-module dif f érentiable on a un isomorphisme naturel de (3 (X,I__(M)) 

sur C°°(X,M)r . 

00 G G OO P Démonstration : A toute (p dans (3 (X,Î (M) on associe ^ dans (3 (X,M) par : 
*J>(x) = <p(x) (e) 
Réciproquement à A> on associe cp pour : cp(x) (g) = *J>(x.g). Ceci décrit 1 'isomorphis
me . 

Proposition : On a un isomorphisme topologique naturel de (3 (X,P (̂M)) sur 3 (X,M) — — — - _i c P G c P 
pour tout G-fibré principal X paracompact et G-module différentiable M de ^ . • • _____-___-___-____-__-_ ___________________________________ G 

00 00 
Démonstration : L'espace (3 (X ,(3 (G ,M) ) étant un module dif f érentiable, il s'injecte ________________ c c 

continûment dans (3°°(G ,<3°°(X ,<3°°(G ,M) ) , voir §3 D . D'autre part l'évaluation en 

l'élément neutre de G , définit une application continue de (3 (G,M) dans M . 
Par composition on en déduit une application de 3 (X ,(3 (G,M)) dans (3 (G ,(3 (X ,M) , 

qui envoi t le sous espace C<c(X,K,(3 (G,H,M)) sur (3 (G ,H ,(3 (X ,K H ,M) , pour tout 
compact K de X et H de G . 
En intégrant les fonctions de ce dernier espace par rapport à la mesure invariante 
à gauche sur G , on en déduit une application n linéaire et continue 
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de l'espace Ĉ (X ^T(G ,M) ) dans cTCXjM) à savoir : c e c 

7I(y) (x) = J <p(xg) (g"1) AG(g) d9 
G 

Cette application est une surjection forte, l'inverse est donné par la formule : 
S M (x) (g) = *Kxg) u(g) où u € <3°(G,C) choisie telle que f u(g)dg = 1 . 

Soit (p € C (X (G,M)>, son image dans Q, (X,P (̂M)) est nulle, d'après les proposi-
tions du § 7 si elle vérifie : 

Pour tout g* T G et tout x € X : 

J Y TW ! ?(xfl) (9 9'y) ÛG(9) d9 <*Y = 0 

Condition équivalente aux suivantes : 

Pour tout g' € G et tout x € X : 

-1 Ar(Y} 
J Y J G <P<X 9'g) (g Y> AG(9'g) dg dy = o 

Pour tout x» € X : 

J Y Apfy) J <p(x'y 9) (g"1) AĜ 9) dg dy = 0 . 
p G 

Cette dernière égalité exprime exactement que ^ est dans le noyau de la composée de 
K par la surjection de£,°°(X,M) sur£°°(X,M) d'après la proposition du § 7 . 

c c i 
On a donc deux surjections fortes de C (X (G,M)) sur C (X,P (M)) et C (X,M)„ c e c p G c P 
de même noyau, elles définissent donc un isomorphisme topologique sur leur 
image. 

Remarque : Compte tenu de la proposition du § 8, on peut interpréter ce résultat 
co/ G / co, 

comme un isomorphisme de 3 (X,G,P (M)) sur (X,r,M). Sur ces espaces 1'isomorphisme 
s'explicite par la correspondance : 

\|/ ̂  > (p où <p(x) = Wx) (e) 

et v|/(x) = <p(xg) AG<9) . 

Bien qu'ici 1'isomorphisme apparaisse simplement ,1a justification en est plus 
pénible. 
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On généralise en fait ici le théorème d'induction par étage de [31 .Sous cette forme 
on se convaint aisément du fait que 1'isomorphisme est naturel. 

11°) Lemmes de Shapiro en (co)nomologie : 

Théorème : Soit p un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie G , pour tout M t £ , i l ——— « — p 

existe un isomorphisme topologique naturel de H.(F,M) sur H.(G,P (̂M)) et un isomor-

phisme topologique naturel de H1 (f ,M) sur H"*" (G ,Î (M) ) . 

Démonstration : On munit l'espace G d'une structure de G-fibré principal en fai
sant agir G à droite sur chacun des facteurs, la restriction de cette action au 
sous-groupe f > définit une structure de f-fibré principal. 
On peut donc appliquer le théorème du §6 , les modules C (G ,P (M)) et C (G ,M) 

sont relativement projectifs respectivement dans ^ et Jb . 

De plus ils constituent les modules d'une résolution forte de P̂ (M) et de M respecti
vement, les différentielles étant données par la formule du §6 . L1isomorphisme de 
la deuxième proposition du § 10 étant naturel on en déduit un isomorphisme du 
complexe 

CT(G",M)r sur G™(G",P̂ (M))G 

D'où un isomorphisme de l'homologie de ces complexes, à savoir en degré i ^ 0 , de 
H (̂r,M) sur H.(G,P^(M)). Pour établir le second isomorphisme, on procède d'une 

façon analogue : Q, (G ,1 (M)) et C (G ,M) sont relativement injectifs dans Jfr » 1 G 
et Jb respectivement toujours en vertu du § 6 , d'autre part les complexes défi
nis par la formule du §6 , C (G*,Î (M))G et C (G#,M)̂  sont isomorphes d'après la 
première proposition du §10 , d'où 1 ' isomorphisme de H (T>M) sur H (G,Î ,(M)) . 

12°) Quelques conséquences de la dualité de Poincaré et des lemmes de Shapiro : 

a) On se donne ici un groupe de Lie G , ayant un nombre fini de composantes connexes, 
A désigne la fonction modulaire de G , on note n la dimension de l'espace G/K G 
où K est un sous-groupe compact maximal de G . 

Proposition : Soit f un sous-groupe cocompact de G , pour tout f-module différen- 
tiable M jde ^ , les espaces h\(r,M) _et_ H*1 "'"(TjM&Ap) sont topologiquement isomor
phes , M8>Â  désignant le module M tordu par la fonction modulaire de F . 
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Démonstration : Ce résultat signifie que 11isomorphisme de Poincaré pour G , démon
tré dans [2] se propage aux sous groupes cocompacts. Remarquons tout d'abord que 

P̂ (M) s'identifie a Î (M8> A.̂ )® 1̂ par l'application qui à une fonction (p de P̂ (M) 

associe la fonction g—̂ Aq̂ O (̂q)> Y étant cocompact i l n'y a en effet plus de 
condition de support sur l'induite. 
Il suffit alors d'appliquer successivement le lemme de Shapiro eh homologie, 1'iso
morphisme de Poincaré pour G , et le lemme de Shapiro en cohomologie pour avoir : 

H.(r,M) = H.(G,Î (M8>A XSaT1) = H ^ G ^ C M S à )) = H11"1 (r,MS>A ) . 
1 î r r G r r r 

b) Le résultat suivant relie la cohomologie d'une induite et 1'homologie d'une 
coinduite à la cohomologie et 1'homologie respectivement, du module induisant. 

Proposition : Si F est un sous groupe fermé de G , ayant un nombre fini de compo 
santes connexes, soit v l'analogue de n pour p > pour tout r-module différentiable 
M de £ on a des isomorphismes topologiques de HX(r,M) sur H* n V (G ,P̂ _(M)) et de 

H.(r,M) ^ur.Hi+n^v(G,Î (MS)Ar/AG)) -

Démonstration : Les groupes p et G ayant un nombre fini de composantes connexes on 
peut leur appliquer le théorème d'isomorphisme de Poincaré C2] , en utilisant les 
lemmes de Shapiro en homologie et en cohomologie on obtient respectivement les iso
morphismes ci-dessus. On vérifie au passage que dans le cas où r est de plus 
cocompact n et v sont égaux. 

I30) Fonctorialité de 1'homologie et de la cohomologie différentiable relativement  
aux homomorphismes de groupes de Lie : 

Proposition : A tout homomorphisme entre deux groupes de Lie, correspond canonique- 
ment une application naturelle de 1'homologie différentiable du premier groupe dans  
celle du second, et une application naturelle de la cohomologie du second dans  
celle du premier ; A 1'homomorphisme identique correspond l'application identique, 
à la composée de deux homomorphismes correspond la composée des applications. 

Démonstration : Soit \L un homomorphisme d'un groupe de Lie p dans un groupe de 
Lie G . 

A tout M 6 ̂ , , est associé un p-module de Jb^ : En tant qu'objet de £ , est 

identique à M , sa structure de p-module est donnée par : 
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y .m = u(y).m pour tout y € M et tout m € M . 

On a une injection canonique de M dans M et une surjection canonique de M sur 

MG • 
Etant donnée une G-résolution forte relativement projective de M , P*(G,M)— ^0, 
on lui associe le complexe P*(G,M) ^ M yO qui est une f-résolution forte de 
M .S i maintenant P*(M,M ) > M y0 est une Y résolution forte relativement 
projective de , le théorème de comparaison, du §4, nous donne un morphisme de 
complexe de P*(r,M )̂ dans P'(G,M)̂  dans la catégorie , d'où un morphisme de 
P'(r'Vr danS P(G,M)ur ' 

Si l'on le compose avec le morphisme de P*(G,M) dans P*(G,M) provenant de la 
surjection canonique citée plus haut, on obtient un morphisme de P*(r>M ) dans 
P*(G,M) , qui en passant à l'homologie, fournit l'application cherchée de l'homo-G 
logie de Y dans dans l'homologie de G dans M . Cette application ne dépend pas du 
choix des résolutions en vertu du théorème de comparaison. Il suffit de regarder la 
construction pour se convaincre que cette application est naturelle et que la corres
pondance ainsi étalie préserve l'identité et la composition. Pour la cohomologie, la 
construction de l'application est analogue, i l suffit de renverser les flèches. 

14 ) Soit r un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie G . 

a) Proposition : Pour tout G-module différentiable M de Jb il existe un G-morphisme 
naturel i de M dans Î (M) et un G morphisme naturel p de P̂CM) sur M , donnés 

par les formules : i(m)(g) = g 1.m , pour tout m € M et tout g 6 G 
p(<p) = J g-<p(g) -x(g)d9 p°ur tout <p ^ P (̂M) . 

G r 
OÙ x désigne une fonction arbitraire de (3 (G ,Œ) du type décrit au §6 ici pour le 
fibre principal G >G/r , le morphisme p est un fait indépendant de ^ . 

Démonstration : Le fait que i définisse un G-morphisme est immédiat. Par contre 
pour p , i l faut remarquer que la composée de la surjection canonique de C (G,M) 

G oo sur P (M) avec p est en fait le G-morphisme de <3 (G,M) où G agit par translation 
T c 

à gauche sur G dans M qui à cp associe l'intégrale : J g cp(g)dg , 

En effet : j g.J y .ù^y)/&G(y) <p(gy) dy X(g)dg = 

-1 
J g<p(g) J1 ArW} x(gy" ) <*y dg = J g<p(g) dg 
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On en déduit donc non seulement que p est un G-morphisme mais que de plus il est 
indépendant de ^ • 
Si X est un G-fibré principal, M un G-module différentiable de Jb , l'injection 

canonique de C,°°(X,M)G dans C (X,M)̂  se factorise à travers C°°(X ,IG(M) )G , via l'ap

plication induit par le G-morphisme i de M dans lĵ (M) et 1 ' isomorphisme construit 

au § 10 . La vérification se fait aisément sur les formules. 

De même considérons les applications : 

(X,M) —> d*(x,pG(M)) > <£(X,M) 

Ou la première est 1 *isomorphisme construit au § 10 , la deuxième l'application 
induite par le G-morphisme p de la proposition, l'application composée est la 
surjection canonique de C (X ,M) sur (X ,M) , en effet : 

Il suffit de considérer les deux applications de Ç, (X £, (G,M)) sur £, (X ,M) , à savoir 
co l'application TC et l'application induite par le G-morphisme p de C' (G,M) sur M , c 

intervenant respectivement au § 10 et ci-dessus et de montrer que 
composées avec l'application 0 du § 8 , elles coïncident : le calcul 
explicite nous donne respectivement ;pour tout vj> 6 cT(X >Ĉ(G >M) ) 

J* g • f g.*J>(xg',g)dg AG(g')dg pour la première 
G G 

J* g' J* ^(xg'g)(g 1) AQ(g)dg AgfgOdg» P°ur la seconde 
G G 

Ces deux expressions étant égales on en déduit le résultat : 

co G co p 00 
b) Proposition : Les applications naturelles de Q, (X ,M) dans (*, (X ,M) et (*, (X ,M)_ 

c 
dans C, (X ,M) se factorisent respectivement à travers Q, (X,I_(M)) et - c G " P ——-
<(X,P«(M))G 

15°) Théorème : Si p est un sous-groupe cocompact dans G tel que AG/Ap = 1 > 

alors pour tout M £ & f l'application naturelle de H1(G,M) dans HX(P,M) est injec-
tive, l'application naturelle de h\(r,M) dans h\(G,M) est surjective. 

Démonstration : Sous nos hypothèses la fonction ^ intervenant dans la proposition 
du §14 est à support compact, on peut la choisir d'intégrale 1 , d'autre part 
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P (M) et I (M) coincident. On déduit alors de la proposition du §13 que M est 
facteur direct en tant que G-module dans P̂ (M) (= Î (M)) puisque ici poi est l'iden
tité de M . 
L'espace H1(G,M) est donc facteur direct dans H1(G,IG(M)) et l'espace H.(G,M) est 

G r i 
facteur direct dans Hi(G,P (̂M)). Les leraraes de Shapiro du §11, permettent alors par 
composition de construire une injection de H1(G,M) dans H1(f,M) et une surjection 
de Hi(r,M) sur (G,M) qui d'après la proposition du §14 coincident avec les appli
cations naturelles définies pour l'injection de f dans G au moyen de la propo
sition du §13 . 

Remarquons en fait qu'on a démontré que Ĥ (G,M) et H1 (G,M) sont facteurs 
topologiques respectivement dans Ĥ (p>M) et H1(f,M). 

16°) Théorème : Soit G un groupe de Lie réel, supposons qu'il existe un sous-
groupe r discret cocompact dans G , alors si G ô désigne le groupe G muni de  
la topologie discrète, pour tout G-module différentiable M de J) , 1'application  
canonique de (Gô,M) dans (G,M) est surjective, l'application canonique de 

H1(G,M) dans H1(GÔ,M) est injective. 

Démonstration : Le groupe T étant discret dans G , on a le diagramme commutatif 
d'homomorphisme de groupe de Lie : 

r 
s. 

G 

JGÔ 

Appliquons alors la proposition du §13 on obtient deux diagrammes commutatifs : 

H1 (G,M) > H1(r,M) 

H (Gô,M) 

H.(r,M) . H. (G,M) 
•a 

H (Gô,M) 

Le groupe f étant discret et cocompact, = 1 puisque alors fa = A = 1 , on 
peut appliquer le théorème de §15 : Les flèches horizontales de ces diagrammes sont 
respectivement injectives et surjectives, d'où le résultat. 
La remarque de la fin du § 15 , implique de surcroit que H.(G,M) et H1(G,M) sont 
facteurs directs topologiques dans H.(Gô,M) et H1(Gô,M) respectivement. 
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§ 0 . INTRODUCTION. 

Dans cet article, nous étudions essentiellement des selfextensions de 
modules de Harish- Chandra irréductibles pour un groupe de Lie semi-simple réel conne
xe. En d'autres termes, on étudie des modules dont tous les sous-quotients simples 
sont isomorphes, qu'on appellera aussi primaires dans la suite. 

La motivation initiale était de répondre à une question de I.M. Gelfand 
([8], p. 97) qui conjecturait que pour les groupes semi-simples complexes, les 
modules de Harish-Chandra indécomposables, avec caractère infinitésimal "non sin
gulier" (au sens de [ 8 ] , p. 97 , cf. § 3, déf. 1 ) étaient tous induits par des re
présentations de Jordan d'un sous-groupe parabolique minimal. 

La conjecture de Gelfand s'avère fausse dans la généralité où elle est 
posée. Néanmoins, pour les caractères infinitésimaux "non singuliers" réguliers,la 
réponse (positive) se trouve dans un travail commun avec H. Kraljevic [5] . 
L'étude du cas général m'a amené à étudier l'image d'homomorphismes de Harish-
Chandra liés aux K-types minimaux des séries principales généralisées. 
C'est l'étude des modules de Harish-Chandra indécomposables qui m'a permis de 
déterminer l'image de ces homomorphismes [4] .En quelque sorte, je viens au
jourd'hui payer mes dettes au problème initial, les résultats de [4] ayant déjà 
eu un certain nombre d'applications à des théorèmes de type Paley-Wiener. 

Avant d'étudier la question sur les groupes complexes du § 3 (th. 3), 
nous établissons des résultats sur les self-extensions d'un module de Harish-
Chandra irréductible d'un groupe de Lie semi-simple réel connexe. En utilisant 
essentiellement la "conjecture" d'Osborne (cf. [ 9 ] ) nous montrons que toute 
self-extension d'un module irréductible J est sous-module d'une induite à par
t i r d'un sous-groupe parabolique cuspidal, P = MAN , de G , Ind a g> V ® 1M , où 

P t G 
V est primaire de type avec a € M, et J un sous-module de Vogan de 
Ind (O ® e ® 1 ) (th. 1) . On en déduit que Ext (J,J) est de dimens ion inférieu
re G N g,K 
re ou égale à la dimension de Lie A . 

D'autre part, on détermine précisément les self-extensions d'une série 

32 



AUTOEXTENSIONS ENTRE SÉRIES PRINCIPALES GÉNÉRALISÉES 

principale généralisée irréductible en termes de représentations indécomposables 
d'une algèbre de polynômes. 

Pour répondre à la question de I.M. Gelfand, il suffit alors de mon
trer que pour un groupe complexe, lorsque toutes les séries principales de carac
tère infinitésimal donné sont irréductibles (i.e. ce caractère infinitésimal est 

"non singulier"au sens de [8] ) , des extensions entre deux de celles-ci sont t r i 
viales à moins que ce ne soit une selfextension. Ceci se fait en utilisant le 
théorème du sous-module de Casselman (cf. [2]) qui permet de plonger ces exten
sions dans des induites à partir d'un sous-groupe de Borel. 

Pour terminer, mentionnons que les résultats de [ 3 ] permettraient de 
traduire nos résultats en terme de représentations de G grâce à des complétions 
canoniques. 

Toute ma reconnaissance va à I.M. Gelfand qui, en me suggérant cette 
question, m'a mis sur la route des résultats de [4] . C'est avec plaisir que je 
remercie H. Kraljevic, puisque notre travail commun [5] est à l'origine du § 3 
de cet article. La réduction de la question de I.M Gelfand à la question des 
self-extensions (i.e. la réduction du th. 3 au théorème 2) peut d'ailleurs être 
considérée comme un travail joint. Enfin je remercie D. Vogan pour m'avoir montré 
comment on pouvait se servir de la conjecture d'Osborne dans ces questions. 

§ 1. NOTATIONS, DEFINITIONS, RAPPELS. 

1 .1 - Si E est un espace vectoriel sur HC = IR ou Œ on notera E* son dual 
et S(E) l'algèbre symétrique de E que l'on regardera comme l'algèbre des fonc
tions polynomiales sur E* . Si E' est un autre espace vectoriel sur Ht , on 
notera Hom(E,E') l'espace des applications 3K-linéaires de E dans E' et 
1_ 1'endomorphisme identité de E . 

Si H est un groupe localement compact, on notera H l'ensemble des 
classes de représentations unitaires irréductibles de H et pour y £ H on dési
gnera par (y,E ) un représentant de y . Si en outre H est compact, pour tout 

^ y • H-module I on désignera par I la composante isotypique de type y de I . 

Si H est un groupe de Lie réel, on désignera par ĥ  son algèbre de 
Lie réelle, par h l'algèbre de Lie complexifiée de ĥ  , par U(h) l'algèbre 
enveloppante de h et par Z(h) le centre de U(h) . On identifiera U(h) à 
l'algèbre de convolution des distributions sur H , de support l'origine. 

Soit V un module (sur un groupe ou une algèbre) et L un module sim-
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pie (sur ce groupe ou cette algèbre). On dira que V est primaire de type L si 
V est de longueur finie et si tous les sous-quotients simples de V sont isomor
phes à L . 

Soit A un groupe vectoriel d1 algèbre de Lie â  . Pour X G a* on 
notera a -» â  le quasi-caractère de A dont la différentielle est X et 
le A-module de dimension 1 correspondant. 

Si V est un a-module (ou ce qui revient au même, un S(a)-module), 
on notera le sous a-module de V formé de ses vecteurs de a-poids généra
lisé X . Si V est de dimension finie, V est la somme directe des (X € a*) 
et est primaire de type 

1.2 - Dans la suite G désignera un groupe de Lie semi-simple, connexe, de centre 
fini, 6 sera une involution de Cartan de G fixée une fois pour toute. Soit K 
l'ensemble des points fixes de G . On noter parfois U au lieu de U(g) l 'a l -
gèbre enveloppante de g_ et l'on désignera par U la sous-algèbre des éléments 
de U invariants sous Ad K . Si P est un sous-groupe parabolique de G , la 
donnée de 0 définit une décomposition de Langlands de G , P = MAN , avec 
MA = P H 9P , qu'on appellera "la" décomposition de Langlands de P , MA étant 
"le" sous-groupe de Levi de P . On note pp la demi-somme des racines de a. 
dans n . Regardant a* comme un sous-espace réel de a* on désignera pour 
X € _a* , par Re X et Im X les éléments de tels que X = Re X+ ilm X . 
On note Cp la chambre de Weyl positive définie par n et Cp sa fermeture. 
On note W(a) le quotient du normalisateur dans K de a_ par son centralisateur. 

1.3 - Nous adopterons la définition suivante d'un module de Harish-Chandra pour 
G (on devrait dire pour (&,K) ) : c'est un U(g)-module, V , muni d'une action 
de K tel que : 

(a) V est de type fini sous U(j|) 
(b) V est U(k) - localement fini 
(c) les actions de £ et K sont compatibles 
(d) chaque K-type est de multiplicité finie. 

Comme K est connexe, si V , V sont deux modules de Harish-Chandra 
pour G ,on notera Hom (V,V) (au lieu de Hom (V,V) ) l'espace des appli-
cations linéaires de V dans V commutant aux actions de g et K . 
Soit P = MAN la décomposition de Langlands d'un sous-groupe parabolique cuspidal 
de G et (a,H^) € M̂  une série discrète de M . Soit ("iïjV̂ ) un A-module de 
dimension finie. On définit alors sur : 
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Ip (CT,TT) = {cp : G -* Ha ® Vjip est C°° , (p(g man) « a P(a(m~1 ) ® irCa"1 ))<p (g) , 

V g € G , V m € M , V a e A , V n € N} , 

une représentation r de G par : 

V g , x € G , V<p €l" (a,7T) , ( r ^ (g)<p) (x) = tpCg"1 x) . 

Alors rP est l'induite C°° de P à G de a ® ïï ® 1 T . On notera I„(a ® TT) 

le sous-espace des vecteurs K-finis de I (a,ïï) . Alors I (CJ,TT) est stable 
sous l'action de U(g) qu'on notera encore r , et i l est ainsi muni d'une 
structure de module de Harish-Chandra. Cette structure ne dépend pas du plongement 
de E dans H . Pour a fixé, V I_((Jfïï) est un foncteur exact. D'autre 
part, soit 

I°°(a) = {tp : K-» Hal(p est C°°,ip(km) = a(m_1)cp(k) , VkGK, Vm€K^} 

et 

1(a) - { cp :K-+ Ĥ lcp est K-finie, cp(km) - adn'S^Ck) ,Vk€K ,V m € K^} 

où = K H M . 
L'espace I(cr) est l'espace des vecteurs K-finis de I (a) pour l'action 
naturelle de K sur I°° (a) . Comme G = KP , l'opération de restriction de G 
à K des éléments de Ip(a,7r) (resp. Ip(a,ïï)) est un isomorphisme de K-modules 
sur I°°(a) ® (resp. 1(a) ® V̂ ) où K agit trivialement sur . Alors par 
transport de structure on obtient une représentation de G (resp. ) encore 
notée r ^ sur I (a) ® (resp. 1(a) ® V ) ainsi qu'une structure de module 
de Harish-Chandra sur 1(a) ® v . 

Dans le cas où TT est un quasi-caractère de A de différentielle 
p P 

X € a* , r,__ est noté r , , 1^(0,1*) est noté I_(a,X) . 
— On OA r r 

1.4 - Dans ce numéro, on se fixe MA un sous-groupe de Levi de G et l'on notera 
W au lieu de W(a) le groupe de Weyl correspondant. On suppose que M admet 
des séries discrètes. Alors W qui agit sur M laisse stable l'ensemble 
des (classes de) séries discrètes de M . S i O € (resp. X € ja*) on notera 
W (resp. W,) le stabilisateur dans W de a (resp. X) . Enfin on pose a A 
w , = w n w, . 
a,x a X 

Nous allons introduire le R-groupe selon Vogan. Soit MA un sous-
groupe de Levi de G tel que ^ 0 . On notera P(MA) l'ensemble (fini) 
sous-groupes paraboliques de G dont le sous-groupe de Levi est égal à MA . 
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Si a € Md , on désignera par A(a) l'ensemble des K-types minimaux de I(a) 
(cf. [ 10] déf. 5.1 ou [ 12 ] déf. 5.4.18) . On a A(a) = A(wa) pour w 6 W . 

1.5 - Théorème (Vogan) ( [ 10 ] , [ 1 1 ] , [ 12 ] ) : 

(i) Soit O € et y € A(a) . Alors y est contenu avec multiplicité un 
dans I(a) . 

(ii) Pour y € A(a) et P € |(MA) soit Jp(a,À)(y) l'unique sous-quotient 
simple de Ip(a,A) contenant le K-type y . Alors, à isomorphisme près, 
Jp(a,A)(y) ne dépend pas de P et sera noté J(a,X) (y) dans la suite. 
D'autre part si Re À € Cp (resp. - Cp) , Ip(a,À) se décompose de manière unique 
(à l'ordre près) en : 

IP(G,À) = lp (a,À) © . . . © î a»A> (a,A) 

de telle sorte que pour tout i = l,...,r(a,X) , Ip (a,À) a un unique quotient 
(resp. sous-module) simple Jp (a,A) . De plus 

{Jp (a,À)I i = 1,...,r(a,X)} = {J(a,X)(y) I y € A(a)} 

En particulier, pour tout y € A(a) , J(a,X)(y) est un quotient (resp. un sous-
module) de Ip(a,X) et (J(a,X)(y) ly € A(a)} est l'ensemble des quotients 
(resp. sous-modules) simples de Ip(a,X) . 

(iii) Il existe un sous-groupe distingué W° de et un sous-groupe R̂. 
de Wa tels que : 

le groupe est le produit semi-direct de et W° comme groupe d'au-
tomorphismes de ji , W° est engendré par des réflexions et R̂  est un 
produit de copies de Z/2 Z 

(iv) Notons le quotient Ŵ /W° (qui est isomorphe à R̂ ) , w •> w la 
projection canonique et R̂  le dual de R̂  . 
Alors i l existe une action simplement transitive de R̂  sur A(a) telle que : 

V a , a' € Md , V X , X' G a* , V y € A(o) , V y' € A(a') , 

J(cr,X)(y) est isomorphe à J(a',X')(y') si et seulement si (a,X) est conjugué 
de (a',X') par un élément de W et si y' € ^(X) .y , où Rg(*) est l'ortho
gonal dans R̂  de 

Ra(X) = {w e Ra I w e wQ , w x G w° x} . 

Dans [5] nous avons démontré l'unicité de W° et de l'action de Ra vérifiant 
le théorème 1 .5 .On conserve les notations de 1 .4 et on se fixe P € P(MA) . 
Il résulte des définitions que : 
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1(a) = © iu(a) 
y € к 

où Î (cr) est la composante isotypique de type y du K-module I(cr) . 

Pour y € K , on notera la projection de 1(a) sur I^(a) parailé-
lement à © I (a) . On définit alors, pour tout 6 , Y G K : 

y1 € K 
y' * y 

Vu€ U(A) , PrJï<u) - pf rP (u) € Hom(IY(a) , IÔ(a)) 
aÀ lîY(a) 

et 
Vu € U(£) , Prî!(u) = (pj * 1 ) / (u) € Hom(IY(a),IÔ(a)) * End V 

OTT 7T llY(a) ®V 71 

Alors, on a 

Proposition ([ 4 ] , prop. 1,2) : 

Soient 6 y 6 K . Soit u € U(̂ ) . Alors : 
P P 6Y 

(i) l'application À-** r ^ (u) (resp. r J(u)) de a* dans End (1(a)) 
Y 6 aA (resp. Hom(I (a) , I (a)) est polynomiale en X et définit un élément de 

S(a) ® End(1(a)) (resp. S(a) ® Hom(IY(a) , IÔ(a))) noté rP(u) (resp. ?r^Y(u)) . 

(ii) Notant v - TT ® 1 : S(a) ® End(I(a)) + End(V ) ® End(I(a)) 

(resp. TT = TT ® 1 : S(a) ® Hom(IY(a), T.Ô(a)) + EndCV̂ ) © Hom(IY(a) ,IÔ(a) )) , 

on a : r^(u) = *(rP(u)) (resp. Pr^(u) = ÎT(Pr^Y(u))) 

Rappelons maintenant le résultat principal de [ 4 ] 

Théorème ([4] , th. 3) : 

Soient a € Md , 6 y €. A(a) des K-types minimaux de 1(a) . Identi
fions I(a)Y et 1(a)6 à Ey et E6 et notons PF̂ Y = {Pr^Y(u)|u € U} . Alors: 

VY - (S(a)Wa)r(Ô'Y) ®Hom(Eô,EY) . 
^ ( (S ) Ici Ŝ a) a est regardé comme module sous et (S (a) a) désigne sa 

composante de type r(ô,Y) € R̂  . 

§ 2. AUTOEXTENSIONS D'UN MODULE DE HARISH-CHANDRA IRREDUCTIBLE. 

2.1 - Avec les notations de 1.4 et 1.5 , soit J(a,X)(y) un module de Harish-
Chandra irréductible. Soit H(J(a,X)(y)) la sous-catégorie pleine de la catégorie 
des modules de Harish-Chandra dont les objets sont primaires de type J(a,X)(y) . 
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L'objet de ce paragraphe est d'étudier cette catégorie. 

On se fixe P € P(MA) tel que Re X € -Cp . On sait, d'après [5] 
prop. 6 (ii) et prop. 7, que X est un exposant directeur le long de P de 
Ip(a,X) et J(a,X)(y) . Alors il en est de même pour tout objet V de 
H(J(a,X) (y)) (cf. [9] lemme 8.4.6) .En outre, grâce à [4] prop. 6 et prop. 7 
et le théorème de W. Schmid sur les extensions de séries discrètes on voit que 
H (n,V), est semi-simple sous l'action de (m>*0 • 

O À + Pp M. 
Notons V = Homw(E ,H (n,V), ® E ) . C'est un S(a)-module primaire de Ma o — A + pp -pp — 
type . Comme HQ(n,V)̂  + p est semi-simple sous l'action de (m,!^) , 

E © (V ® Œ ) est un facteur direct du (m (& a , IC_)-module H (n,V), , (ici a Pp — — M o— A + Pp 

Ê . est l'espace des vecteurs K^-finis de H ) . Par composition avec la projec
tion canonique , V •+ H (n,V), on en déduit une projection canonique 

° — A + pp 
V -> E ® (V ® C ) . Grâce à la réciprocité de Frobenius, celle-ci détermine a Pp 
un homomorphisme de modules de Harish-Chandra : V Ip(a,V) que l'on notera (pv 
dans la suite . 

Le lemme suivant est dû à D. Vogan (communication orale) : 

Lemme 1 : Pour tout V primaire de type J(a,X) (y) , cp̂  est une injection. 

Démonstration : 
On raisonne par récurrence sur la longueur de V . Lorsque V est de 

longueur un , le lemme est vrai. En effet, V est non nul d'après [ 5 ] , th. 2, 
et i l en est de même de cpv . Comme V est alors irréductible, cpv est néces
sairement injectif. Par ailleurs, i l résulte du fait que X est un exposant direc
teur de J(a,X)(y) que le foncteur défini sur H(J(a,X)(y) par V + H (n,V), 

~ o — A + Pp 
est un foncteur exact (cf. [9]) donc aussi le foncteur V -> V . Soit alors 
0 -* Vj + V2 -> + 0 une suite exacte dans H « H(J(a,X)(y)) On a le dia
gramme commutatif suivant : 

0 -* Vj v2 -* v3 + 0 
+cp *cp 4-cp 

Vl V2 V3 

0 + Ip(a,V1) -lp(a,V2) ^lp(a,V3) + o . 

Le lemme en résulte immédiatement. • 
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Corollaire du lemme 1 : 
Soit V un objet de H . Alors l'action de U(g) sur V se factorise 

à travers l'homomorphisme U(j>) S(jï) ® End(1(a)) défini dans 1 .5 (proposition) . 

Démonstration : 
En effet, d'après 1.5 , proposition ( i i ) , l'action de U(g) sur 

Ip(a,V) se factorise selon 1'homomorphisme voulu. Comme d'après le lemme 1, V 
est un sous-module de Ip(cF,V) , cela achève la démonstration du corollaire. • 

2.2 - Ce corollaire va nous permettre d'utiliser le théorème rappelé en 1 .5 . 
Soit V € H(J(CF,X) (y)) . On identifie, comme en 1.5, Ip(a,V)y et E © V . 
Alors, le sous-module <p..(V) de I^(a,V) détermine un sous-espace de E,, ® V 
stable sous End(E )̂ ® S (a) 0 , d'après l'égalité f£ ~ End Ey ® S(a)w^ 
rappelée en 1 .5 , théorème. Ce sous-espace est de la forme E ® Y(V) où ¥(V) 
est un sous-espace de V stable sous 1 action de S (a) 0* . 

Lemme 2 : 
Avec les notations ci-dessus, pour tout V objet de H(J(CF,X) (y)) : 

(i) y(V) est stable sous S(a) 0 et S(a) a»A . 

(ii) Notant Ĉ  (resp. D̂ ) la catégorie des S(^) 0-modules (resp. S (a) ' -mo
dules) primaires de type , la correspondance V -* ̂ (V) est un foncteur exact 
de H dans Ĉ  (resp. D̂ ) . En outre, la dimension de (̂V) est égale à la lon
gueur de V . 

Démonstration : 
(i) D'après 1.4 , théorème, pour tout y' € A(cr) , tel que y' £ R (X) et 

tout V primaire de type J(a,X) (y) on a V • {0} . Alors, i l résulte du lem-
me 1 et de 1.5 que Ey ® H'(V) est annulé par ?F̂ y pour tout y' € A (a) 
vérifiant y' £ R (X) . Alors, i l résulte de 1.5, théorème, que ¥(V) est sta-
ble sous A = ® (S CJ) , où H est un sous-groupe supplémentaire de R (X) 

r € H 
dans . Or d'après [4] , lemme 4 , pour tout S (a) -module primaire de type 
X , l'injection canonique : 

0 + Horn TTo (Œ, ,X) -* Horn. (C, ,X) swa A A 

est un isomorphisme. 
Alors, i l résulte de [41 , prop A.l , que tout Absous-module de X est un 

W H yo 
S â) a-sous-module, ce qui permet de conclure que ¥(V) est un S (a) O-sous-modu-
le . Il résulte alors de [4] , prop. A.2 , que ¥(V) est stable sous 
S â) cr,A , ce qui achève de prouver (i) . 

39 



P. DELORME 

(ii) La fonctorialité de la correspondance V ¥(V) est immédiate ainsi 
que l'assertion sur la dimension de ¥(V) , car la multiplicité de y dans V 
est clairement égale à la longueur de V . • 

2.3 - Lemme 3 : 
Pour tout Vj,V2 dans H , l'application naturelle : 

<F: Kxt̂ K(V,,V2) - a x t ' ^ ^ f f C V , ) ,<F(V2)) , 

est injective. 

Démonstration : 
Il suffit de voir que si une suite exacte dans H: 0 V. V V~ 0 , 

TJO ~" 
est telle que la suite exacte de S (a) a, A-modules : 0 + V{V^ + ¥00 + ¥0^)+ 0 
soit scindée, alors elle est elle-même scindée. Mais, si la suite exacte : 
0 + ¥(V ) + (̂V) ¥(V9) + 0 est scindée, on a Hom__(E ,V) = f(V) qui se décom-\ £- K y 
pose en somme directe Y(V) ¥(V ) © ^(V-) avec H^V.) , i = l,2 , stables 

K ^ 1 W W° A sous l'action de U (grâce à 1 .5 , théorème, et à l'inclusion S(a) ° a S(a.) °9 ) 
Mais alors, identifiant Vy à ® ¥(V) , on a (U(Ê  ® ¥0^))) n VP = E ® ¥0^) 
(i=l,2) , grâce à [6] 9.1.7, 9.1.10. Comme tout se passe dans H , on a : 

V - U(Ey ® V(V,)) © U(Ê  ® V(V2» , 

pour des raisons de longueur et la suite exacte 0 + Vj V 0 est alors 
scindée dans H . • 

Lemme 4 : 
Soient Vj , deux objets de H . V} et sont isomorphes si et 

Wo . Wo 
seulement si les S (a) a>A-modules (resp. S(ji) a-modules) ¥(Vj) et VÇV^) sont 

isomorphes. 

Démonstration : 
Le lemme est vrai si la longueur commune de V. et V_ est égale à 1 . 

En effet, on a alors V} ^ a* J(a,X)(y) . Pour l'assertion sur les S (a) a»A-
modules, un raisonnement par récurrence et l'utilisation du lemme 3 conduisent 
immédiatement au résultat voulu. On passe à l'assertion sur les S(a) a-modules 
en utilisant [4] prop. A.l , A.2 . • 

2.4 - Théorème 1 : (cf. Note à la fin de l 'article). 
Soit a € M, , X € a* et y € A(a) . Alors : a — 

(i) dim Ext1 fJ(a,X)(y) , J(a,X)(y)) < dim a . 
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(ii) Le foncteur V réalise une équivalence de catégories entre H(J(a,X)(y)) 
et une sous-catégorie pleine de la catégorie des S (a) <3, A-modules 

de dimension finie primaires de type . 

Démonstration : 
D'après le lemme 3 , la partie (i) du théorème résultera de l'égalité 

dim Extg^w°^ (Ê ,Œ )̂ = dim a. . Mais W° ̂  est un groupe engendré par des 

réflexions, comme stabilisateur de X dans W° qui est engendré par des réfle-
xions (cf. 1.4, th.) Donc S(a.) cr»A est une algèbre de polynômes avec dim a va
riables, ceci d'après un théorème de Chevalley. L'égalité voulue en résulte et 
cela prouve (i) . 
Montrons (ii) . Au vu des lemmes 2 et 3 , il suffit de montrer que si V, et 

sont des objets de H et si 1 on a un morphisme de S(a) o,A _modules entre 
¥(Vj) et (̂V )̂ i l provient , par ¥ , d'un morphisme dans H entre Vj et 
V0 . En considérant les graphes des morphismes, on se ramène à montrer que pour 
tout objet V de H et tout S(a) a»A-sous-module de (̂V) , X , X est de la 
forme ^(V') avec V sous-module de V . Mais, en utilisant! 6] 9.1.7 , 9.1.10 , 
et le théorème rappelé en 1 .5 , on voit facilement que ¥(V) = X si l'on pose 
V = U ( Ey © X) . • 

2 .6 - Théorème 2. 

Soit P = MAN un sous-groupe parabolique cuspidal de G . Soient 
a 6 M̂  , X € a* tels que Re X € - Cp . On suppose que Ip(a,X) est irréduc
tible; comme pour tout y € A(o) , J(a,X)(y) = Ip(a,X) on notera H(a,X) au 
lieu de H(J(a,X)(y)) . Alors : 

(i) Le foncteur ¥ est une équivalence de catégorie entre H(I (a,X)) et la 
catégorie (resp D̂ ) des S (a) <J, A -modules primaires de type . 

(ii) Si (et seulement si) Ŵ>̂  est réduit à un élément, le foncteur 
X Ip(a,X) est une équivalence de catégorie entre la catégorie des A-modules 
de dimension finie primaires de type Œ, et H(I (a,X)) . 

A — P 
Démonstration : 

Comme Ĉ  et D̂  sont canoniquement isomorphes, i l suffit d'établir 
l'équivalence de catégories entre Ĉ  et H(a,A).On va construire le "foncteur 
inverse" de ¥ . Soit X un objet de . Comme W° ̂ (resp W°) est un groupe 
engendré par des réflexions, S(_a) est un S (a.) ^ S , A - module libre. Par conséquent 
l'application canonique x 1 ® x de X dans Y = S(j) ® X est injective. 

S(a) a,A 
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Notons A(X) l'image de X par cette application. C'est un S (a.) ™o> X - sous-modu
le de Y . D'autre part, Y est un -̂module primaire de type . Identifiant 
Ip(a,Y)U à ® Y , i l résulte de 1.5 et [6] 9.1.7,9.1.10 que si l'on note 
$(X) = U(E ® A(X) , <I>(X) est un objet de H vérifiant $(X)n Ip(a,Y)̂ =E ® A(X) . 
Clairement, la correspondance X •> $(X) est un foncteur de C (resp. D ) dans 
H = H(ff,X) que l'on a aussi noté H . En outre , par construction , on a 
¥($(X) ^ X . De même, pour tout objet V de H , ^(^(V)) ^ V (grâce au lemme 
4) . Ceci achève de prouver (i) . Pour (ii) remarquons que W° ̂  = {e} 
implique S ( ji) cr,X = s (a) et A(X) = Y . D'où la partie si de (ii) . Récipro
quement, i l est facile de voir que X = S(a) © 0 ty , qui est de dimension 

Card W , , est tel que I (a,X) est semi-simple comme objet de H , alors que u, A P — 
X est indécomposable comme â -module (avec un unique quotient simple) . D'où la 
partie seulement si de (ii) . • 

Corollaire du théorème 2 : 
Sous les hypothèses du théorème 2 , 

dim Ext^K ( Ip(a,X) , Ip(0,X)) = dim a 

Remarque : Comme nous l'avons signalé dans l'introduction, la partie (ii) du 
théorème avait été démontrée dans des cas particuliers en collaboration avec 
H. Kraljevic. 

§ 3 . MODULES DE HARISH-CHANDRA A CARACTERE INFINITESIMAL (GENERALISE) "NON SINGU 
LIER" POUR UN GROUPE DE LIE SEMI-SIMPLE COMPLEXE. 

3.1 - Désormais, on suppose que G est un groupe de Lie semi-simple complexe, 
connexe, simplement convexe . Introduisons quelques notations propres à cette 
situation. L'algèbre de Lie %o est donc munie d'une structure complexe. On 
note X •> X la conjugaison par rapport à une forme réelle déployée de go telle 
que l'involution de Cartan 8 commute à cette conjugaison. On notera P = MAN 
la décomposition de Langlands d'un sous-groupe parabolique minimal de G . Alors 
M est connexe et commutatif. On a m0 = i ao .On note h0 = m0 €) i^o • 
C'est une sous-algèbre de Cartan (complexe) de go . On a un isomorphisme cano
nique entre £ = et &° x £° û*" s,°Dtient Par prolongement Œ-linéaire 
de l'application X ->- (X,X) définie sur go • On en déduit un isomorphisme de 
h = (hQ) sur h0 x h0 tel que H -* (H,H) si H € h0 . L'isomorphisme entre 
h0 x h* et h* qu'on en déduit est noté (p,q) € h0 x hG -» (p,q) € h . 
Par définition (p,q)(H) = p(H) + q(H) si H € h0 . D'autre part h0 = me ©iac 

42 



AUTOEXTENSIONS ENTRE SÉRIES PRINCIPALES GÉNÉRALISÉES 

et donc h = m © a. . Les injections de m0 et a0 dans h0 se prolongent en 
des isomorphismes de m et a sur h0 • Pour a,X € hï on note a © X 
l'élément de h* tel que (a © X)(H + Hf) = a (H) + X(H') pour H € m0 et 
H1 € a.0 . Nous disposons ainsi de deux descriptions du dual de h . On passe de 
l'une à l'autre de la façon suivante : 

(p,q) = a © X«p + q = X , p-q = O , p - ^ (a +X) , q - y (X-a) . 

Le groupe W = W(ac) agit aussi sur h0 - (a0) . C'est alors le groupe 
de Weyl de la paire (g© , ho) • Soit A(h0) le système de racines de h0 
dans j»0 qui s'identifie à A (a) grâce à 1 'isomorphisme a_ ^ _h° • 
Soit À+(h0) l'ensemble de racines positives correspondant à l'ensemble A+(a) 
des racines de a. dans n . Pour a € A on note s^ € W la symétrie par rap
port à . On notera R le réseau des poids radiciels, Q le réseau des poids 
entiers. 

A tout a € M on fait correspondre sa différentielle notée encore 
a € h0(—m ) qui est un poids entier. Réciproquement, G étant simplement con
nexe, tout poids entier est la différentielle d'un caractère de M . L'ensemble 
des caractères de MA s'identifie donc à 

{ a © X I a € Q , X € hï (~ a) = ((p,q) I (p,q) € h ! x h ? , p - q € Q } 

Enfin on sait qu'il existe un isomorphisme u ->p^ entre le centre 
Z(j>) de l'algèbre U(g) et S(hc)W <8> S(he)W telle que, identifiant S(h0) aux 
fonctions polynomiales sur h? , on ait : V o * € M , V X € a . , V u € Z(g) , u 
agit sur Ip(a,X) par Pu(p,q) avec (p,q) - O © X . Dans la suite, on identi
fiera Z = Z(g)A à h* x _h0 / W x W grâce à cet isomorphisme. 
Pour (p,q) € hî x hï on note Y l'élément de Z correspondant et pour 
X € Z on note 0̂  l'orbite de W x W dans he x hG correspondante et on défi
nit 0X ^ = { (p,q) € 0X | p - q € Q } ainsi que Z^ = { x € Z | 0X ad 4 0 } . 
Enfin, on note Çl l'orbite de (p,q) sous l'action diagonale de W x W . 
Clairement Q c 0 et si p-q £ Q , îî c 0 , . 

p.q Xp>q p.q Xp>q,ad 

3.2 - Soit S c {(p,q) 6 h0 x hQ I p - q 6 Q} et X un MAN-module de dimension 

finie. On dit que X est de type S si tous les éléments d'une suite de Jordan-
Holder de X sont éléments de S (regardé comme ensemble de caractères de MAN 
triviaux sur N) . 

Si a € M et X £ a* , notant (p,q) = O © X on notera indifférem

ment X̂ p q) " © X ^a comPosante primaire de type O © ê  d'un MAN-module X. 

Si (po,q0) € ho x ho avec p0 - q0 € Q , on note : 
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X* - © X, x 
(Po'qo) (p,q) € (Po,q0)+RxR (p'q) 

Raisonnant au niveau des algebres de Lie, on obtient facilement que X(po qo) 
est un facteur direct de X et X est somme directe de tels sous-modules. 

3.3 - Caractère infinitésimal "non singulier". 

Définition (cf. [ 8] p. 97) : On dira que x £ Z , (cf. 3.1) est "non singulier", ad 
si toutes les séries principales de caractère infinitésimal X sont irréductibles. 

On dit que p € h0 est dominant (resp. antidominant) si pour tout 
a € A+ avec p € Z on a p € IN (resp. p € -IN) . 

Lemme 5 : Soit x € "non singulier'.' Pour tout (p,q) € 0̂  ad (cf. 1.7) et 

tout a G A+ , on a les implications 

p € Z* => q = 0 , q €2Z* -*p = 0 

• 
Démonstration : Supposons par exemple p^ € Z . Alors (p.s^q) est dans 0̂  
Ecrivons (p,q) = cr © X , (p,sa q) = a' © X' . Alors l'irréductibilité de 
Ip(a,X) et Ip(af,X!) impliquent respectivement que q^ n'est pas du même signe 
que p^ et -q^ n'est pas du même signe que p^ . (cf. [7] th. 1.4.4) . 
D'où qa = 0 . • 

Lemme 6 : Soit x € Z ,"non singulier". Soit (p,q) € 0 , Alors il existe 

(po,qo) € Q, s tel que pQ soit dominant et q0 antidominant. 
Démonstration : 

Dans l'orbite de a s p-q 6Q , i l existe un poids dominant aQ - wo. 
Posons po = wp , q0 = wq . Montrons que p0 est dominant. Raisonnons par l'ab-
surde et soit a € A avec (P°)a € " IN . Alors d'après le lemme précédent 
on a (qo)a = 0 . Mais alors (a°)a= ^P°̂ a e " K* • Une contradiction avec aG 
dominant qui montre que p0 est dominant. On procède de façon similaire pour 
montrer que q0 est antidominant. 

Lemme 7 : Soit X e ."non singulier1.1 Soient (p,q) € 0̂  ad avec p dominant 

et q antidominant , WP = {w € W I wp - p € R} , Wq = {w € W I wq - q € R} . 
Alors WP = Wq & Wj x W2 où Wj (resp. W2) est un sous-groupe du stabilisateur 
Wp (resp. Ŵ) de p (resp.q) . 
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Démonstration : 
Soient Ap = {a € A I pa € Z } , Aq = {a € A I q ^ Z } . 

Comme p - q est un poids on a AP • Aq . En outre Ap est un système de racines, 
Ap fi A+ est un système de racines positives pour AP et Wp (resp. Wq) est le 
groupe de Weyl de AP = Aq (cf. [ 1 ] Ex. l,p. 227) . Ecrivons AP comme somme 
de systèmes de racines irréductibles (A.) . Alors WP = n WA , A fl A. est un 
système de racines positives de A. . 1 
Soit £ la plus grande racine de Â  relativement à Â  . D'après le 
lemme 5 on a soit p = 0 , soit q = 0 . 

i i , 
Supposons par exemple p = 0 Comme p est dominant et A. c (A*; on en 

déduit aisément que p^ = 0 , V a € Â  . D'où c W . On en déduit que 
1 i P 

est somme de deux systèmes de racines (éventuellement vides) ,At et A0 , avec 
WA, C WP ' WA2 C "q * 

Lemme 8 : Soit X € Z , ,"non singulier1,1 (p,q) , (p' ,q') € 0 , 

Si (p-p'jq-q1) € RxR , i l existe w € W avec (p1 ,qf) - (wp , wq) . 

Démon s t ra t i on : 

Ecrivons p* - xp , q' = yq avec x,y € W . Soit t € W tel que tp 
soit dominant et tq antidominant. Un tel t existe d'après le lemme 6 . Alors 
on a : tp - txp € R , tq - tyq € R . Soit encore txt"1 € Wtp,tyt-1 € Wtq . 
D'après le lemme 7 on a : 

txp = x'tp avec x' € Wtp 
tyq = y'tq avec y' € W 

et en outre x'y' = y'x' . 
D'où : txp = x'y'tp , tyq = x'y'tq , soit encore p' = t x'y'tp , 
q' = t"1 x'y'tq . • 

3.4 - Soit X un caractère de Z(g) . Notons H C (x) la catégorie des modules 

de Harish-Chandra avec caractère infinitésimal généralisé x • 

La proposition suivante reprend essentiellement les techniques de [ 5 ] . 

Proposition 1 : 

Soit V un objet indécomposable de H C (x) avec x "non singulier". 
Alors tous les sous-quotients simples de V sont isomorphes. 
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Démonstration : 
D'après le théorème du sous-module de Casselman (cf. [2]) , V est un 

sous-module d'une induite à partir de MAN d'un module de dimension finie X . 
Notons Ind X cette induite. Comme V est un objet de H C (x) , V est contenu 
dans la composante de Ind X de caractère infinitésimal x Que l'011 note 
(Ind X)(x) . D'après 3.2 , on peut écrire : 

X = © X . v 

Il est clair que si ((p.,q.) + R x R ) n O . = 0 alors (Ind X. N)(x) = 0 • 

On peut donc supposer que tous les (p^q^) sont dans 0̂  ^ . 

Mais si (p,q), (p' ,q') € 0̂  ^ et (p,q) € (p',q')+RxR , on a, grâce au lemme 8, 

Ip(cr,A) a* Ip(a',X') , avec (p,q) = a ©À et (p',q') = a' ©X' .On en déduit 

facilement que, pour (p,q), (p' ,q')€ 0 , , 
X »a<* Hom (̂(Ind. X^pjq))(x) , (Ind X(pl>ql))(x)) = Í0} 

dès que (p,q) € (p^q1) +RxR car tous les sous-quotients du premier module sont 
isomorphes à I (o*,X) et ceux du second à I (o*',X') . V étant indécomposable, 
i l est donc inclus dans l'un des (Ind X, x)(Y) avec (p,q) € 0 , . 

Mais on vient de voir que celui-ci est primaire de type Ip(a,X) avec 
a © X = (p,q) . • 

Théorème 3. 
Soit x un caractère infinitésimal "non singulier". Soient 

un système de représentants des classes de modules simples de H C (x) • Ce 
sont des séries principales I^a^X^) , i = l , . . . ,n , pour lesquelles on peut sup
poser Re X̂  € -Cp puisque Ip(o\ ,X )̂ « Ip(wo\,wX )̂ pour tout w € W . 
Alors : 

(i) La catégorie H C (x) est égale à la somme directe © H(I (a.,X.)) . 
i = 1 

(ii) Pour tout i , H(Ip(a^,X^)) est naturellement équivalente à la catégorie 

(resp. D̂  ) des S (a) i i (resp. S (a) x)-modules primaires de type 
i i 

Œ grâce au foncteur Y (cf. Th. 2) . 
A • 1 

(iii) Si (et seulement si) W ^ est trivial, le foncteur X «* Ip(aiSX) est 
une équivalence de catégorie entre la catégorie des A-modules de dimension 
finie primaires de type et HdpiCL^)) 

(iv) Ext* V(I.,I.) = 0 si i + j et dim Ext** «tt.,1.) - dim(Ana) 
£,K 1 J i 1 
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Démonstration : 
Le théorème résulte immediatement.de la proposition précédente et du 

théorème 2. • 

Le théorème 3 répond à une question de I.M. Gelfand ([ 8 ] p. 97) , La partie direc
te de (iii) avait déjà été obtenue en collaboration avec H. Kraljevic. (cf. [ 5 ]) . 

Remarque : 
Dans (iii) la condition de régularité de X̂  par rapport à est 

nécessaire comme on lfa déjà remarqué. Pour s'en convaincre, i l suffit d 'étudier 
le cas de G = SL(2,C) et de prendre le caractère infinitésimal x correspondant 
à (0,0) £ h* x h* . Alors le foncteur X -*Ip(0,X) ne réalise pas l'équivalence 
de catégorie souhaitée. En effet, en induisant un indécomposable sous A de lon
gueur 2 (primaire de type C0), on obtient un module décomposable. Par contre, 
en induisant un module indécomposable , de dimension 3 , on obtient un 
module dans H C(x) qui est somme directe d'une irréductible et d'un indécompo
sable de longueur 2 . Ceci résulte de ce qui suit : soit J l'idéal maximal de 

2 W S(a) correspondant à 0 £ a* • Alors S(a)/J est décomposable comme S(a) -modu-
3 W le et S(a)/J s'écrit comme somme de deux modules indécomposables sous S (a) , 

l'un irréductible, l'autre de longueur 2 . 

Note concernant le théorème 1 , paragraphe 2.4 : 
Dans le cas où J = J(a,X)(y) est unitaire et vérifie Ext* VCF9J) ^ 0 

pour un module de dimension finie , F, B. Speh avait démontré un résultat beau
coup plus précis que le notre, à savoir dim Ext (J,J) < 1 (cf. [ 13] , th. 
6.16) . De plus, le principe du théorème dans le cas général est déjà implicite 
dans son travail (cf. [13] , § 4) . 

47 

http://immediatement.de


P. DELORME 

BIBLIOGRAPHIE. 

[ 1 ] N. BOURBAKI , Groupes et algèbres de Lie, Ch. 4,5,6. Elements de Mathématiques, 
XXXIV, Paris,(1964) . 

[2] W. CASSELMAN, D.MILLICIC , Asymptotic behaviour of matrix coefficients of ad
missible representations, Duke Math. J. 49 (1982) 869-930. 

[3] N. WALLACH , Asymptotic expansions of generalized matrix entries of real re
ductive groups , L.N. in Math. 1024, Springer ( 1983) 287-369. 

[4] P. DELORME , Homomorphismes de Harish-Chandra liés aux K-types minimaux des 
séries principales des groupes de Lie réductifs connexes , 
Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. 17 (1984) 117-189. 

[5] P. DELORME, H. KRALJEVIC , Congrès International des Mathématiciens, Helsin
ki (1978) Abstracts of short communications, p. 130. 

[6] J. DIXMIER , Algèbres enveloppantes, Cahiers scientifiques XXXVII, Gauthiers-
Villars, Paris (1974) . 

[7] M. DUFLO , Représentations irréductibles des groupes de Lie semisimples com
plexes, L.N. in Math. 497, Springer (1975) 26-87. 

[8] I.M. GELFAND , Actes Congrès Int. Math., Nice,(1970),t. 1 , 95-111. 

[9] H. HECHT, W. SCHMID , Characters, asymptotics and n-homology of Harish-
Chandra modules , Acta Math. 151 ( 198 3) 49-51. 

[10] D. VOGAN , The algebraic structure of the representations of semisimple Lie 
groups I, Ann. of Math. 109 (1979) 1-60. 

[11] D. VOGAN , The algebraic structure of the representations of semisimple Lie 
groups II (preprint). 

[12] D. VOGAN , Representations of real reductive groups, Progress in Math. 15, 
Birkhäuser (1981) Boston, Basel, Stuttgart. 

[13] B. SPEH , Indecomposable representations of semi-simple Lie groups. 
Trans. Amer. Math. Soc. 265 (1981) 1-33. 

* 

P.DELORME 
Faculté des Sciences de Luminy 
Dépt.de Mathématiques-Informatique 
L.A.225 du C.N.R.S. 
70 route Léon Lachamp 
13288 Marseille Cedex 9, France 

48 



PARTIE III 

SUR LES n-EXTENSIONS DES REPRESENTATIONS 
INDUITES DES PRODUITS SEMI-DIRECTS. 

par 
F. DU CLOUX 

Astérisque 124-125 (1985) 
Société Mathématique de France 

49 



F. DU CLOUX 

Introduction 

Le problème abordé dans cette thèse est l'étude des espaces Extn entre représenta
tions induites d'un groupe de Lie produit semi-direct, construites par une méthode 
analogue à celle de Mackey. Plus précisément, on considère un groupe de Lie 
G = B XI A , avec B distingue et isomorphe a un groupe M , et A quelconque. On 

•M- * note _b l'algèbre de Lie de B, _b son dual. A chaque élément de b_ , et a chaque 
représentation (E,o") du stabilisateur S de x dans A , dans un espace localement 
convexe séparé complet E , on associe la représentation (F ,K) induite au sens C 

ix 
par la représentation e 0 X a de B X| S . Malheureusement, le choix de ces représen
tations est un peu arbitraire et i l ne semble pas facile d'en donner une caractéri-
sation intrinsèque (i.e. indépendante de la décomposition de G en produit semi-
direct), d'autant plus que l'induction au sens C (sans "condition de croissance") 
n'est pas une opération très raisonnable en théorie des représentations. C'est ce 
qui donne à la présente étude un caractère un peu exploratoire. Cependant il semble 
plausible que les résultats (sinon les méthodes) pourraient subsister pour d'autres 
choix. 
Prenons maintenant deux représentations F1 , F comme ci-dessus. Dans le prolonge-
ment de l'article de Guichardet [33, où est considéré le cas des Ext , on s'intéres
se aux espaces Ext*J(F ,F ) , le but étant d'exprimer Ext̂ (F ,F ) en termes de 

G 1 2 G 1 2 
S-cohomologie à l'aide des représentations induisantes E ,E . L'outil essentiel 
est la suite spectrale de Hochschild-Serre. Pour le calcul des Ext la suite exacte 
à cinq termes était suffisante, mais dans le cas général i l faut considérer la suite 
spectrale dans son ensemble et voir ce que l'on peut en obtenir. Il est utile pour 
cela d'avoir l'expression la plus explicite possible des divers objets et morphismes 
qui interviennent ; c'est ce à quoi je me suis surtout attaché dans cette thèse. 
Le plan du texte est le suivant. Le premier chapitre contient une présentation 
"hypercohomologique" de la suite spectrale de Hochschild-Serre, qui rendra de grand 
services par la suite. Dans le chapitre II on détermine le terme Ê  de la suite 
spectrale, le résultat apparaissant comme une généralisation naturelle de celui 
donné en C3J pour la suite exacte à cinq termes ; puis dans le chapitre III on 
s'intéresse aux différentielles. On obtient une expression explicite de l'opéra
teur d , faisant intervenir d'une part la géométrie du fibre vectoriel A X E , 
d'autre part la géométrie extrinsèque de l'orbite X = AXq plongée dans _b . Enfin, 
dans un dernier chapitre sont traités quelques exemples, notamment celui du groupe 
de Poincaré généralisé S0Q(l,n) fr< JR1 * . 
On trouvera en tète de chaque chapitre une présentation plus détaillée, ainsi que 
les énoncés des principaux théorèmes. 
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Chapitre Q. Notations et rappels. 

(cf. [5] comme ouvrage de référence pour tout ceci; pour 0.6. et 0.7. on 

se reportera à [3 ] ) . 

0.1. Soit G un groupe de Lie. Dans tout ce travail je désignerai par G-module 
un espace localement convexe séparé (en abrégé ELCS) E où G opère diffeu
rent i ab lement . Cela veut dire que l'application GXE > E donnant l'action 
de G est continue, et que pour tout v 6 E fixé, l'application g > gv 
est de classe C de G dans E. 

0.2. Si E, E' sont deux G-modules, on munit l'espace Hom(E,E') de la topologie 
de la convergence compacte; c'est alors un G-module pour l'action 
(gu)(v) = g.uCg'^v). 
De même si X est une variété C ou G agit a gauche, et E un G-module, l'es-
pace C (X,E) est un G-module pour la topologie C habituelle et l'action 
(gf)(x) = g.ffg^x) . 

0.3. Si E est un G-module, on appelle résolution standard de E le complexe: 

0 —> E —» C°°(G,E) —> .. . —» C<X>(Gn+1,E) —» . . . 
» 00 n 00 n+1 ou l'application d : C (G ,E) —> C (G ,E) est donnée par : 

df(g0, . . . ,gn) - S (-1)^(90, . . . ,9^,9^, . . . ,gn). 
1=0 

Ce complexe admet une homotopie contractante s définie par : 
sf(gx, . . . ,gn) = fd,g1, . . . ,gn). 

En faisant agir G sur lui-même par translation à gauche, on voit que les 
G-modules C (Gn,E) sont relativement injectifs, et que l'on obtient une 
résolution forte relativement injective (en abrégé f.r.i.) de E (cf. [5] 
eh TTI §1) . 
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Par définition, Hn(G,E) est alors le nieme groupe de cohomologie du 
complexe : 

(1) 0 —> C (G,E)U —» . . . —» C (Gn ,E)U —> .. . 
On obtient une définition équivalente en partant de n'importe quelle 
autre résolution f.r.i . de E. Par exemple on définit la résolution stan
dard normalisée en se restreignant aux cochaînes telles que f(g , . . . ,g ) = 0 
si g.=g. 1 pour un i € {0, . . . ,n-l}. 
Le complexe (1) est isomorphe au complexe que je noterai C (G,E), dit complexe 
des cochaînes inhomogènes sur G à valeurs dans E, défini par: Cn(G,E) = 
00, n C (G ,E), et 

df(9l, . . . ,gn+1) = 9lf(g2, . . . ,gn+1) + 

E (-l)1f(g1,...,gi_1,gigi+1,gi+2,...,gn+1) + (-l)n f(g,,...fgn>. 
i=l 

On obtient le complexe des cochaînes inhomogènes normalisées en se res
treignant aux cochaînes vérifiant f(g^t...,g^) - 0 dès que l'un des argu
ments vaut 1. 

0.4. Supposons que G n'admette qu'un nombre fini de composantes connexes. Soit 
K un compact maximal de G. Soit E un G-module. On appelle résolution de 
van Est de E le complexe Ï 

0 —» E —» Q°(X,E) —» . .. —» Qn(X,E) —» . . . 
où X = G/K et où Qn(X,E) désigne l'espace des n-formes différentielles sur 
X à valeurs dans E. La différentielle est le cobord usuel; comme X est difféo-

N 
morphe a un espace JR ce complexe admet l'homotopie contractante de Poin
caré . 
Le complexe 0 —> Q°(X,E)G —• . . . —» Qn(X,E)G —> . . . correspondant 

n'est autre que le complexe C (g,K,E), complexe de (g,K)-cohomologie de E. 

0.5. Soient E,E' deux ELCS. Soit u: E —> E' une application linéaire continue. 
On dit que u est forte, s'il existe une a.l.c. v: E' —> E telle que uvu = u. 
Alors (1-uv) est un projecteur de E' de noyau Im(u), et (1-vu) est un pro
jecteur de E d'image Ker(u), donc ces deux espaces sont supplémentables et 
u induit un isomorphisme de E/Ker(u) sur Im(u). 
On dit qu'un complexe A d'ELCS est fort si sa différentielle d est une 
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application linéaire forte. Il revient au même de dire que pour tout 
q € Z, Bq(A) est fermé et supplémentable dans Zq(A), et Zq(A) est sup-
plémentable dans Cq(A). On démontre facilement que le fait d'être fort 
ne dépend que de la classe d'homotopie du complexe (cf. [5] appendice D 
lemme D.2.) . Si G est un groupe de Lie, E un G-module, cela a donc un sens 
de dire que les complexes donnant la G-cohomologie de E sont forts. 

6. Soit A un complexe d'ELC. On munit les espaces Hq(A) de la topologie quotient 
Soit (A ) _̂ une filtration de A par des sous-complexes. Rappelons comment P F̂O 
on associe à cette donnée une suite spectrale (E ) (cf. [3] ch.4). 

r rdx) On définit ZPq= {x 6 AP+q | dx € AP+q+1}, BM = dZp-r1,q+1"2, r P P+r r r-1 

Epq = ZPq/ (ZP+̂ ,q_1 + BPq). On munit EPq de la topologie quotient, 
r r r-1 r r 

On montre aussitôt que la dérivation de A passe au quotient en une application 
d : EPq —> EP+r,q r+*; si l'on considère E comme un module bigradué par p et r r r ' r 
q, d̂  est donc une différentielle de bidegré (r,-r+l). On peut démontrer 

que HPq(Er) s'identifie canoniquement à EPq̂  (en tant qu'ELC). 
, DO PQ / / P+l «Q —1 peu PQ On définit aussi un terme E*̂  = Z / (Z ' + B ) en posant Z = 

00 CD ' 00 00 ^ 00 
{x € AP+q I dx = 0}, BPq = BP+q(A) D ZPq. On voit aussitôt que EPq s'identifie v P 00 00 00 

a Hp H(A) / Hp H(A) , , si l'on note H (A) l'image de H (A ) dans H (A) par 
l'injection canonique. En d'autres termes, E est le module bigradué associé 
a la filtration de H (A) par les H (A) . 
Supposons maintenant que A soit un complexe de cochaines, par exemple, et 
que l'on ait, pour tout n £ IN fixé, A D An = 0 pour p > p(n)(en pratique 
on aura souvent p(n) = n). Alors la suite spectrale converge vers H (A) en 
ce sens que pour p et q fixes on a Ê  = Ê  pour r assez grand. 

7. Considérons maintenant le cas d'un double complexe K, de premier quadrant 
par exemple. On note d', d" les deux différentielles de K, d = d'+d" la 
différentielle totale, et on définit la graduation totale de K par 
Kn = 9 KPq. On désigne par H (K) la cohomologie de K muni de la gradua-

p+q=n 
tion totale et de la différentielle d. 
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Les deux filtrations naturelles de K sont définies par : 

•K = 9 Kkq 
P k>p,q€lN 

"K = 9 Kpl 
q l>q,p̂ IN 

(attention, dans la deuxième filtration les rôles traditionnels des lettres 
p et q sont intervertis: c'est q qui est l'indice filtrant, et p l'indice 
complémentaire). Les deux suites spectrales correspondantes sont notées 
('E ) , ("E ) . On est manifestement dans un cas où fK 0 K° = 0 pour p > n r r p 
(resp. MK fi K =0 pour q > n) donc ces deux suites spectrales convergent 

* <1 
vers H (K). 
d' (resp. d") est une différentielle de K de bidegré (1,0) (resp. (0,1)). 
On note 'HPq(K) (resp, "HPq(K)) le groupe de cohomologie de bidegré (p,q) 
correspondant. Remarquons que d' passe en une différentielle de bidegré (1 
de "H(K) ; on peut donc définir les groupes 'HPq("H (K) ) ; résultat analogue 
pour dM. Montrons que l'on a une identification naturelle 'EPq ^ 'HPq("H(K) 
(resp. "EPq ^ "HPq( 'H(K) ) ) . Faisons-le pour la première suite spectrale, 
en partant directement de la définition de 'EPq. 
Tout élément f de degré total n de K s'écrit de manière unique: 

kl f = f + f„ +...+ f avec ff Ç_ K , k+1 = n. 0 1 n k 7 
On a alors : (df)R = d«f 1 + d"f . 

La condition f € 'K^ D K" s'écrit évidemment : f̂  = 0 pour k < p. Exprimons 

maintenant que f € 'ZPq : (df) = (df) « =0, soit : 2 p P+l 

(D 
d"f = 0 

P 
d'f + d"f 4 = 0 . P P+l 

Les éléments de 'Zpq qui sont dans 'K „ sont caractérisés par f =0; poui 2 p+l p 
obtenir 'Epq il faut donc identifier k 0 les f pour lesquels i l existe g € 

•ZP tel que (f - dg) = 0; i l faut et il suffit pour cela que les deux 
1 P 

conditions suivantes soient remplies : 

(2) 
' d'g + d»g = f P-l P P 
. d»g = 0 . p-l 

(n'importe quel élément g de la forme g = g . + g +...+g . répond alors 
à la question). 
Ainsi 'EPq peut se décrire comme l'ensemble des solutions de (1) modulo 
celles pour lesquelles on peut résoudre (2). Or les deux conditions (1) 
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s'expriment encore par le fait que f € "ZPq(K), d'f £ "BP+ ,q(K), et 
P P d»f = -d'f . Donc f définit un élément de 'ZPq("H(K)) , puis un élément p-1 p p 

de 'HPq("H(K)). Montrons que l'application 'ZPQ —* »HPq("H(K)) ainsi 
définie réalise 1'isomorphisme cherché. En effet c'est clairement une sur-
jection, et par ailleurs si l'image de f € 'ZPq est 0, c'est que f̂  définit 

en fait un élément de 'Bpq("H(K)); cela veut dire qu'il existe g véri-P 
fiant d"g = 0, tel que f - d'g . soit dans "B (K): mais cela veut p-1 p p-1 
encore dire qu'il existe g tel que f -d'g „ = d"g . C'est donc bien 

P P P-1 P 
équivalent au fait de pouvoir résoudre (2). 

0.8. Soit G un groupe de Lie, et 0 —* E' —* E" —> 0 une suite exacte 
u v 

forte de G-modules. On définit alors de la façon habituelle une longue suite 
exacte de cohomologie : 

0 u* o V* 0 6 1 0 —> H (G,E') —» H (G,E) —* H (G,E") —» H (G,E') —> . . . 

. . . —» Hn(G,E») ^» Hn(G,E) ^> Hn(G,E») A Hn+1(G,E') —> . . . 
Les flèches û  et v# sont induites en cohomologie par u et v respectivement. 
Rappelons que la flèche ô ("morphisme de connexion") s'obtient comme suit. 
Choisissons une scission linéaire continue s : E"—> E pour v. Soit a € 
Hn(G,E"), z € Zn(G,E") un représentant de a. Alors s o z € Cn(G,E), mais n'est 
plus un cocycle en général. Comme v(d(sz)) = d(vsz) = dz = O, d(sz) Ç 
n+1 

C (G,E'); et i l est clair que c'est un cocycle. Alors on pose ô(a) = [dsz] 
€ Hn+*(G,E'). On vérifie aussitôt que cela ne dépend ni du choix de z, ni du 
choix de s. 
On peut encore interpréter cela en termes de cup-produit, en remarquant que 
ds € Z*(G,Hom(E",E')) représente précisément la classe de l'extension, et 
que l'on peut écrire: 

d(sz) = ds w z 
(car dz = 0) en désignant par w le cup-produit associé au couplage naturel 
d'"évaluation" : (u,v") —» u(v") de Hom(E",E») x E" vers E'. 
(Rappelons que si E. , E , E sont trois G-modules, et si w : E. XE —> E 1 2 1 2 
est un couplage G-invariant, on définit un couplage 
CP(G,E1) xCq(G,E2) —* CP+q(G,E) par: 
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flw *2(0l"**'9p+q) = fl(9l'---'9p)wgl--'9pf2(Vl'""9p+q) 
(cf. [6] ch. II n°l) et que l'on a alors la formule : 

d( f lwV = dflWf2 + (-1)Pf1^df2 
ce qui permet de définir un couplage, dit de cup-produit, en cohomologie 

de HP(G,E1) XHq(G,E_) vers HP+q(G,E) .) 
Si on désigne par B la classe de ds, B € Ext (E",E'), on a donc la formule: 

ô(a) = Pua 

Supposons maintenant que l'on ait une suite exacte longue : 
0 —* E' E, ^ . . . E E" —> 0 

On peut la considérer comme la donnée de n suites exactes courtes "mises bout 
à bout» : 0 —* E» Ex —* E» 0, 0 —* EJ —* E2 —•> Eg —* 0 , . . . 
0 —* E" „ —* E —̂  E" —> 0. Si 8, , . . . . B sont les classes de ces exten-n-1 n 1 n 
sions, B. Ç Ext?" (EV ,EV ) , avec E" = E', E" = E", alors la classe associée î G î ' î-l 7 O n 
à la n-extension (cf. [5] ch.I §10) n'est autre que P v . . . . vp = B, avec les 
couplages naturels provenant de la composition des morphismes• On a 
B £ Ext"(E»,E') . Si a £ Hq(G,E») , on dit par définition que B^a £ Hq+n(G,E') G 
est l'image de a par relèvement à travers la n-extension. 

Enfin si u î E» —> F' est un morphisme de G-modules, on peut considérer 
avec B comme ci-dessus u^P 6 Eact"(En ,F') (ici u € Ext^(E',F'))5 du point 
de vue des n-extensions i l s'agit de la classe de la n-extension obtenue 
par image directe à partir de u : 

(1) 0 —» E' —» E, •—> E0 —>...—> E —» E» —> 0 

l» iV i1 I1 i1 
(2) 0 —> F' —̂  F. —> E_ —> . . . —> E —» E" —> 0 

où F̂  est un certain G-module topologiquement isomorphe à EĴ  © F1, caractérisé 
à isomorphisme près par la condition que v induise 1 sur Ê  (cf. [5] ch.I 
§10 pour plus de détails). Si on s'intéresse à l'image de f>%s<x par u^ (on par
lera de l'image par u, par abus de langage), i l revient donc au même de 
relever a à travers l'extension (2). 
Par exemple, si Ê  est un sous-G-module de E', et si u est la projection 
canonique E' —> E'/ Ê  , la n-extension obtenue par image directe est : 

0 —> E'/ Ê  ^ V EQ ~* E2 - * • • • —> En —» 0 . 
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Chapitre I : Généralités sur la suite spectrale de Hochschild-

Serre dans le cas des groupes de Lie. 

1. Introduction. 

Dans ce chapitre on introduit quelques notions d'hypercohomologie (dans la 
terminologie de Cartan-Eilenberg [2] ch. XVII) pour la cohomologie des 
groupes topologiques. Le cadre naturel pour ces notions semble être celui des 
complexes forts ; on peut alors calquer mutatis mutandis l'exposé de [2]. 
Mais i l m'a paru utile de signaler en remarque que si l'on se limite à la 
résolution standard, la plupart des résultats restent valables en supposant 
seulement une propriété de relèvement de fonctions C . 
Comme application, on interprète dans ce cadre la construction de la suite 
spectrale de Hochschild-Serre associée à un sous-groupe distingué fermé H 
d'un groupe de Lie G (cf. [5] ch.III §5 où l'on reprend dans le cas topolo
gique la "méthode générale" de [6] ch.I). Dans le cas où G est un produit 
semidirect KKH, on peut simplifier considérablement le double complexe in
troduit, ce qui s'avérera très utile au ch.III. 

Les résultats essentiels du chapitre sont regroupés dans les deux théorèmes 
suivants : 

THEOREME 1.1. Soient G un groupe de Lie, A un complexe fort de G-modules. 

(i) La première suite spectrale d'hypercohomologie de A vérifie : 
EPq^ HP(G,Hq(A)). 

(ii) L'application d : EPq —> EP+2>̂ -1 s'obtient en relevant a Ç HP(G,Hq(A)) 

à travers la suite exacte à 4 termes de G-modules : 

0 —> Hq_1(A) —> Cq"1(A)/ Bq_1(A) Zq(A) —> Hq(A) —> 0 . 

(iii) Si l'une des deux suites exactes : 

(a) 0 - » Bq(A) —> Zq(A) -» Hq(A) —* 0 
(b) 0-> Hq_1(A) —> Cq"1(A)/Bq"1(A) —» Bq(A) —> 0 

est scindée sous G pour tout q ^ 0, alors d =0 pour tout r ^ 2. 
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Démonstration à la fin du n 6. 

THÉORÈME 1.2. Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe distingué fermé 
de G, E un G-module tel que les complexes de H-cohomologie de E soient forts. 

(i) Faisons agir G/H sur le complexe AH, où Aq = C (Gq+*,E) muni de l'ac
tion naturelle de G. Alors la première suite spectrale d'hypercohomologie 
du complexe A n'est autre que la suite spectrale de Hochschild-Serre du 
G-module E associée à H, définie en [5] ch.III §5. Elle converge vers 
H*(G,E) et d'après le théorème 1.1. (i) vérifie : EPq = HP(G/H ,Hq(H,E)). 
On peut aussi lui appliquer les autres assertions du théorème 1.1. 

(ii) Si G est un produit semidirect G = K*H, on peut dans ce qui précède 
remplacer le complexe AH par le complexe A1 défini par : A'q = C (Hq+*,E)H 
où K agit sur H par restriction des automorphismes intérieurs. On peut aussi 
passer en cochaînes inhomogènes. 
(iii) Supposons de plus H difféomorphe k un espace 1RN. On peut encore remplacer 
AH par le complexe A" défini par : At,q = Cq(h,E) , où h est l'algèbre de Lie 
de H sur laquelle K agit par restriction de l'action adjointe. 

Démonstration k la fin du n° 9. 

On obtient le corollaire suivant, en réénonçant le théorème 1.1. dans ce 
cas particulier : 
COROLLAIRE : Plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 1.2. ( i i i ) . 

(i) La suite spectrale de Hochschild-Serre relativement à H vérifie : 

EPq = HP(K,Hq(h,E)). 

(ii) L'application : EPq —» EP+2,q~1 s'obtient en relevant a € HP(K,HQ(h,E)) 
k travers la suite exacte k 4 termes de K-modules : 

0 —» H^O^E) C^Q^E)/ B^O^E) —> Zq(h,E) —> Hq(h,E) 0. 

(iii) Si l'une des deux suites exactes : 

(a) 0 —» Bq(h,E) —» Zq(h,E) —» H ĥ̂ E) —> 0 

(b) 0 -> Hq"1(h.,E) —> C^Q^E)/ B^Q^E) —> Bq(h,E) -» 0 

est scindée sous K pour tout q ^ 0, on a d =0 pour tout r ^ 2. 
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' Résolutions de complexes. 

Soient G un groupe de Lie, A un complexe fort de G-modules (cf. 0.5.)» on 
entend par là que la différentielle de A commute à l'action de G. 
Une résolution forte relativement injective (en abrégé f .r . i . ) de A est 
la donnée d'une suite exacte de complexes forts de G-modules : 

0 —» A —* A° —» . . . —» AP —* . . . 

qui soit forte, en ce sens que pour tout p ^ 0 i l existe un morphisme de 
complexes (mais non nécessairement de G-modules) sP : AP —> AP ^ (avec 
A * = A) tel que d os^= 1 p , et telle que pour tout q f Z les suites (exac
tes) suivantes : 

(1) 0 —> Cq(A) —> Cq(A°) -» . . . -» Cq(AP) —> . . . 

(2) 0 - » Zq(A) —> Zq(A°) —> . . . —> Zq(AP) -4 . . . 

(3) 0-> Bq(A) -» Bq(A°) —> . . . —> Bq(AP) —> . . . 

(4) 0—> Hq(A) —> Hq(A°) —> . . . —> Hq(AP) -» . . . 

soient des résolutions f . r . i . des G-modules Cq(A), Zq(A), Bq(A), Hq(A) res
pectivement. (Le fait qu'il s'agisse de résolutions fortes résultait déjà de 
ce qui précède; l'hypothèse supplémentaire est donc que Cq(AP), Zq(AP), Bq(AF 
q p r H (A ) sont relativement injectifs, et i l suffit de vérifier cela pour les 

trois premiers; donc la condition (4) est redondante). 
q p 

Il est équivalent de dire que les C (A ) sont relativement injectifs, et que 
Zq(AP) (resp. Bq(AP)) est supplémentable en tant que G-module dans Cq(AP) 
(resp. Zq(AP)). 

1 LEMME 1.1. Tout complexe fort de G-modules admet une résolution f . r . i . 

Démonstration. On définira plus loin la résolution standard d'un complexe 
fort de G-modules. 

A une résolution f . r . i . de A on associe un double complexe de G-modules, en 
remplaçant la flèche "verticale" dq : Cq(AP) —» Cq(AP+1) par (-l)qdq. 
On a alors la propriété fondamentale suivante, analogue au "lemme de compa
raison des résolutions" ([5] ch.I prop. 2.2.) 
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PROPOSITION 1.1. Soient A,A' deux complexes forts de G-modules, soit f : 
A —> A! un morphisme de complexes de G-modules, et A (resp. A' ) une ré
solution f .r. i . de A (resp. A'). Il y a alors un morphisme de doubles com-

Mr di
plexes de G-modules F : A —> A' au-dessus de f. 
Si F et F' sont deux morphismes au-dessus de morphismes homotopes f, f1, 
alors F et F1 sont homotopes (en tant que morphismes de doubles complexes 
de G-modules). 
Démonstration. Elle se fait comme dans [2] ch. XVII prop. 1.2.; elle n'uti
lise que les propriétés universelles des modules relativement injectifs. 

3 . Hypercohomologie. 

Soit A un complexe fort de G-modules, A une résolution f .r. i . de A. On dé-
pq q pN G » finit un double complexe K par : K = C (A ) , et les flèches naturelles 

issues de la structure de double complexe sur la résolution. 
OQ OQ Les deux suites spectrales 'E , "E (r^2) et la cohomologie H (K) du r r 

complexe total associé s'appellent les invariants hypercohomologiques de A. 
Ceci est justifié par la proposition 1.1., qui montre que si l'on remplace 
la résolution A par une autre résolution f.r. i . B , il y a un isomorphisme 
canonique au niveau des suites spectrales pour r £ 2, et donc aussi au ni
veau de la cohomologie du complexe total (cf. [3] ch.k th. 4.3.I .) . 
Elle montre aussi que deux complexes homotopiquement équivalents (en tant 
que complexes de G-modules) ont des invariants hypercohomologiques iso
morphes; et enfin qu'un morphisme f : A —> A' induit un morphisme au ni-
veau des deux suites spectrales et donc de H (K) —> H (K') qui ne dépend 
que de la classe d'homotopie de f. 

Calculons le terme 'EPq. On a 'EP = (AP)G; comme Cq(AP) admet une décom
position sous G : 

Cq(AP) = Bq(AP) 9 Hq(AP) e Bq+1(AP) 

on peut écrire : H*((AP)G) = (H*(AP))G; donc 'EPq = (Hq(AP))G. En d'autres 
termes, le complexe 'Ê  n'est autre que celui qui provient de la résolution 

de Hq(A) par les Hq(AP) . Donc : 'EPq = HP(G,h*q(A)) . 

Pour la deuxième suite spectrale on a "EPq = HP(G,Cq(A)). Le complexe "EP 
est donc celui "induit en cohomologie" par A; il ne semble pas y avoir 
d'interprétation naturelle de "EPq en général. 
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4. Une propriété particulière à la première suite spectrale d'hypercohomologie. 

[PROPOSITION 1.2. Soient A, A' deux complexes forts de G-modules. Soient f 
et g deux morphismes de complexes de G-modules de A vers A', homotopes 
en tant que morphismes de complexes d'EVT. Alors les morphismes induits 
par f et g au niveau de la première suite spectrale d'hypercohomologie 
sont identiques pour r £ 2, et donc aussi les morphismes induits de H (K) 
vers H (K'). 

Démonstration. 
Soit A (resp. A1 ) une résolution f .r. i . de A (resp. A'). Soit F : A —> Af 
un morphisme de doubles complexes de G-modules au-dessus de f. Pour tout 

, P p % p fixe, F induit un morphisme A —9 A' ; d'où un morphisme en cohomologie : 
pq Q/PN%_Q/PN , , PO. F̂ , : H (A ) —? H (A1 ) . On voit immédiatement que pour q donne, les F̂  

définissent un morphisme de la résolution de Hq(A) par les Hq(AP) vers la 
résolution de H (̂A') par les Hq(A»P), au-dessus de f̂ .. En d'autres termes 
on a le diagramme commutâtif : 

0 Hq(A) Hq(A°) E Hq(Ap) 
A L F * 0 q DQ 

0 - HQ(A') - • HQ(A.°) S HQ(A'P) 

S 

S 

De même pour G au-dessus de g. Si maintenant les morphismes de complexes 
d'EVT sous-jacents à f et g sont homotopes, on a f̂  = ĝ  ; alors le lemme 
de comparaison des résolutions ([5] ch.III prop.1.1.) dit que les mor-
phismes de complexes de G-modules F̂  et Ĝ. sont homotopes, donc induisent 
la même application HP(G,Hq(A)) —> HP(G,Hq(A')). Comme cette application 
est précisément celle induite par F (resp. G) au niveau du terme (cf. 
la détermination de fEPq au n°3), la proposition est démontrée. 

COROLLAIRE 1.1. Soient A,A' deux complexes forts de G-modules, f : A —> A• 
un morphisme. Si le morphisme de complexes d'EVT sous-jacent à f admet un 
inverse d'homotopie, alors f induit un isomorphisme au niveau de la premiè-
re suite spectrale d'hypercohomologie pour r ^ 2, et donc de H (K) vers H (K') 

5. La résolution standard d'un complexe. 

Soit A un complexe fort de G-modules. Définissons le complexe AP par : 
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Cq(AP) = C°°(GP+1,Cq(A))5 la différentielle de AP est f —» dof ,où d : 
Cq(A) —> Cq+*(A) est la différentielle de A. On vérifie aussitôt que si 
l'on définit d : Cq(AP) —> Cq(AP+S comme étant la flèche usuelle de la 
résolution standard de Cq(A) (cf. 0.3.) , et de même les scissions 
Cq(AP) , on obtient une résolution f . r . i . de A, avec Zq(AP) = C°°(GP+1 ,Zq(A) ) , 
Bq(AP) = cœ(GP+:L,Bq(A)) , et Hq(AP) = C°°(GP+1 ,Hq(A) ) . (Tout ceci ne pose 
aucun problème parce que le complexe est fort). 
On l'appelle la résolution standard de A. On définirait de même la résolution 
standard normalisée. 

Remarquons maintenant que le double complexe K correspondant, qui vérifie 
pq 00, p+1 q / % % G K = C (G ,C (A)) , est naturellement isomorphe au double complexe que 

l'on pourrait définir directement en cochaînes inhomogènes, et que l'on 
note C (G ,A) . 

On peut alors élargir un peu le cadre des complexes forts en procédant comme 
# 

suit. Tout d'abord si A est un complexe d'ELCS tel que H (A) soit séparé, X 
une variété C , on définit comme ci-dessus le complexe C (X,A) . Il est clair 
que Zq(C°°(X,A)) = C°°(X ,Zq(A) ) ; sous cette identification Bq(cœ(X,A)) est 
contenu dans C (X,B (A)). On obtient donc une application naturelle de 
Hq(C (X,A)) vers C (X,Hq(A)), mais en général cette application n'est ni in
fective ni surjective. Elle est injective si et seulement si toute applica-
tion C de X vers B (A) se relève en une application C de X vers C (A); 
et elle est surjective si et seulement si toute application C de X vers 
H (A) se relevé en une application C de X vers Z (A). 
Disons maintenant qu'un complexe A de G-modules, non nécessairement fort, 
mais tel que H (A) soit séparé, admet la résolution standard si pour tout 

* » p 00 p * p ^ 0, l'application naturelle : H (C (G ,A)) —> C (G ,H (A)) est un isomor-
phisme. (C'est le cas notamment si A est fort). On peut vérifier que cette 
notion ne dépend que de la classe d'homotopie du complexe d'EVT sous-jacent 
à A. 
Le calcul du terme 'EPq, ainsi que les propositions 1.1. et 1.2, restent 
valables dans cette situation, à condition de se restreindre partout à la 
résolution standard. De même pour la proposition 1.3. ci-dessous. 
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6. L1opérateur de la première suite spectrale d'hypercohomologie. 

j PROPOSITION 1.3. Soient G un groupe de Lie, A un complexe fort de G-modules. 
Soit 'EPq la première suite spectrale d'hypercohomologie de A. L'application 

d2 : 'EPq —> iEP+2,q~1 s'obtient en relevant a € HP(G,Hq(A)) à travers la 
suite exacte à 4 termes de G-modules : 

0 -» Hq~̂  (A) —* Cq~̂  (A)/ Bq-1(A) Zq(A) —» Hq(A) ~> 0. 
» , pq De manière équivalente on peut dire que l'on obtient l'image de a 6 'E^ 

HP(G,Hq(A)) en le relevant successivement à travers les deux suites exactes : 

(a) 0 —» Bq(A) —» zq(A) —» Hq(A) —» 0 

(b) 0 —» H^V) C^CA)/ B ^ U ) —> Bq(A) -* 0 . 

Si l'une des deux suites exactes (a), (b), est scindée sous G pour tout 
q ^ 0, on a d̂  =0 pour tout r ^ 2. 

Démonstration. 
J'ai rappelé en 0.6. la définition générale d'une suite spectrale, et en 0,7. 
j ' a i considéré le cas d'un complexe double. On a ici le double complexe K que 
j 'écris en cochaînes inhomogènes : KPq = CP(G,Cq(A)), et dont je note : 

f —» (-l)qdf f —» dof pour f € KPq 
les deux dérivations (en effet, la deuxième dérivation de K est donnée par 
composition de f avec la dérivation de A). 
Soit e un élément de 'E2 , f € 'Z2 un représentant de e. Rappelons comment 
on retrouve e à partir de f, dans l'identification 'EP<1 = HP(G ,Hq(A) ) . 
Puisque f € *ZPq, f s'écrit S f , avec f 6 Kkl, k+1 = p+q, et on a les 

k£p 
deux conditions : 

( dof = 0 
) P 

(-l)qdf + dof = 0. p p+1 

La première exprime que f est en fait à valeurs dans Z (A), donc définit 

f € CP(G,Hq(A)); alors la deuxième montre que df = 0, donc que f € P P P 
ZP(G,Hq(A)); et e n'est autre que la classe de 7 ^ dans HP(G,HQ(A)). 

Soit donc e € 'EPq. Pour obtenir d e £ iEP+2>(l-1y je dois cnoi 
sir un repre-
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sentant f de e, calculer df, et appliquer la procédure ci-dessus à (df)^^. 

Choisissons tout d'abord un représentant z de e dans ZP(G,Hq(A)); soit f 
€ CP(G,Zq(A)) un relèvement de z. Soit g +̂  = df ; alors 9p+̂  est un cocycle 
sur G à valeurs dans Bq(A), et comme le complexe A est fort, je peux écrire 
g „ = (-l)q~1dof „ , où f . est un certain élément de CP+ (̂G,Cq~̂ (A)) . Il p+1 p+1 p+1 
est clair que f = f + f . est dans 'Z q et représente e. 

Par définition [g^+^] £ HP "̂(G,Bq(A)) est l'image de e par relèvement à tra
vers la suite exacte (a). De même (-l)q "̂[df ^] £ HP+2(G,Zq *(A)) est l'image 
de [g par relèvement à travers la suite exacte : 

(b1) 0 zq_:L(A) Cq"1(A) Bq(A) —> 0, 

dont on déduit (b) en prenant l'image directe par la projection canonique 
ZQ_1(A) - » Hq_1(A). 
Or on a (df) = (-l)q *df . (qui est même déjà directement un cocycle à p+2 p+1 
valeurs dans Z(1"1(A)). Pour obtenir d e, je dois composer (df) avec la 

•ĵ  ĵ 2 p+2 
projection canonique Zq (A) —> Hq (A), puis prendre la classe du p+2-co-
cycle ainsi obtenu. Il revient au même de relever [g ] à travers la suite 
exacte (b), ce qui démontre la première assertion de la proposition 1.3-

Plaçons-nous maintenant dans les hypothèses de la seconde assertion, et mon-
trons qu'alors tout e t 'E^ admet un représentant f qui soit un "vrai cocycle". 
i .e . tel que df = 0. 
Si les suites exactes (a) sont scindées c'est clair; on pourra choisir pour 
f un cocycle dans la construction ci-dessus, donc df = 0, ce qui permet 
de prendre f . = 0, et alors f = f est bien un cocycle dans K. 

p+1 ^ p 
Si les suites (b) sont scindées, c'est un peu plus compliqué. On sait alors 
seulement que pour tout z € ZP(G,Bq(A)), on peut choisir un relèvement c 
€ CP(G,Cq"1(A)) tel que de € ZP+1 (G .B*1"1 (A) ) (alors qu'à priori de était à 
valeurs dans Zq ^"(A)), Mais cela est exactement suffisant, car on peut 
alors choisir f , tel que df , € ZP+2(G,Bq_1(A)), d'où f 0̂ € CP+2(G,Cq~2(A)) p+1 P+l p+*s 

Q-2 tel que d of = (-1)^ "df , qu'en outre on peut choisir tel que df p+2 p+1 p+2 
soit à valeurs dans B (A). Continuant ainsi de proche en proche on construit 
f = f +f „ = . . . + f tel que df =0, et qui représente e. P P+1 P+q 
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Or i l est clair que si tout e 6 a<̂ ine* un représentant qui soit un 
vrai cocycle, on a d =0 pour tout r ^ 2. En effet d'après la définition 
on a alors d = 0, ce qui permet d'identifier 'EPq à 'EPq ; mais un re-
présentant cocycle de e t 'E le représente aussi en tant qu'élément de 
'EPq, donc d̂  =0, . . . etc. Cqfd. 

Remarque 1.1. On aurait le même résultat en supposant qu'il y ait 
un sous-G-module Zq C Zq(A), tel que l'application Zq —> Hq(A) soit surjec-

tive, puis un sous-G-module Cq * ^ cq *(A) tel que l'application Cq * —> 

soit surjective (en notant Bq = Zq 0 Bq(A)). Soient Z "̂1 = C "̂1 (1 Zq_1 (A) , 

B0~i = C0-1 n 3(1-1 ̂ Â> Ho_1 = B0+1* 00 PeUt alors pour la détermination 
du d̂  remplacer les suites exactes (a), (b), par : 

(a«) 0 —> Bq —» Zq —> Hq(A) —> 0 

(b>) 0 _ * „ a - i _ C*"1/»*"1-* o. 

Si l'une des suites (a ') , (b') est scindée sous G pour tout q £ O, on aura 
encore d̂  = 0 pour tout r ^ 2. 

Démonstration du théorème 1.1. 

Le calcul du 'EPq au n°3 et la proposition 1.3. constituent le théorème 1.1. 

7. La suite spectrale de Hochschild-Serre. 

Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe distingué fermé de G, E un G-mo-
dule. On suppose que le H-module sous-jacent à E soit tel que les complexes 
de H-cohomologie de E soient forts (cf. 0.5.) (on pourrait supposer seule
ment qu'ils admettent la résolution standard; c'est l'hypothèse faite en 
[5] ch.III §5). 
On peut considérer le foncteur E —> Ê  comme composé des foncteurs E —> E** 
et (E ) —> (E ) (remarquer que G/ H agit sur E ) . Les méthodes générales 
de [2] pour l'étude des dérivés des foncteurs composés conduisent alors à 
la construction d'une suite spectrale comme suit. Soit 0 —> E —• A une ré
solution f . r . i , du G-module E, qui soit aussi une résolution f . r . i . du H-mo-
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dule E (par exemple la résolution standard du G-module E). On considère 
alors le complexe de G/ H-modules A . Il est fort puisque c'est un com
plexe de H-cohomologie de E. On démontre facilement (cf. [5] ch.I lemme 
8.1. qui se généralise sans peine au cas topologique) que les G/ H-modules 
Cq(A)H sont encore relativement injectifs. Il en résulte aussitôt que la 
deuxième suite spectrale d'hypercohomologie de AH est dégénérée, i .e . "E^ 
= 0 pour tout p > 0. Or "E?" = Hn(AG) = Hn(G,E), donc la cohomologie du 
complexe total n'est autre que H (G,E). Alors la première suite spectrale 
d'hypercohomologie fournit la suite cherchée : elle converge vers H (G,E) 
et vérifie : «EPq = HP(G/ H, HQ(H,E)). 

Il en résulte que l'on peut appliquer les résultats des n°s précédents à 
la suite spectrale de Hochschild-Serre, considérée comme première suite 
spectrale d'hypercohomologie du complexe A ; la proposition 1.1. montre 
que l'on obtient une suite spectrale isomorphe (pour r ^ 2) en remplaçant 
A par une autre résolution f . r . i . quelconque de E. 

8. Cas du produit semidirect. 

Supposons maintenant que G soit un produit semidirect G = KKH, toujours 
avec H distingué. Faisons agir K sur H par restriction des automorphismes 

00 00 q+1 intérieurs. Soit 0 —» C (H,E) —> . . . —> C (H ,E) —* . . . la résolution 
standard du H-module sous-jacent à E. On voit aussitôt que la différen
tielle de ce complexe (ainsi que la scission naturelle) commutent à l'ac-
tion de K, et que C (H ,E) est un sous-K-module de C (H ,E). On a 
donc le complexe fort de K-modules : 

00 H 00 a+1 H (1) 0—»C(H,E) -» . . . —> C (Hq ,E) -» . . . 

dont la cohomologie est H (H,E). 

PROPOSITION 1.4. Soit G = KfcH un produit semidirect avec H distingué. Soit 
E un G-module, tel que les complexes de H-cohomologie de E soient forts. 
Alors la suite spectrale de Hochschild-Serre de E relativement à H est, 
pour r ^ 2, isomorphe à la première suite spectrale d'hypercohomologie du 
complexe (1) de K-modules. 

Démonstration. 
On va construire une K-injection du complexe (1) dans le complexe : 
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(2) O —» C°°(G,E)H —> > C°°(Gq+1,E)H . . . 

(l'action de K dans (2) s'obtient à partir de son action sur G par trans 
lation a gauche). 
Pour cela, remarquons que si l'on écrit g = kh un élément de G, avec k € K 
et h £ H, l'application g —> khk ^ est un K-morphisme de G dans H qui com
mute aussi à l'action de H par translation à gauche car pour ĥ  € H : 

ĥ g = k.k *ĥ kh , donc ĥ g —> ĥ gk * = ĥ .khk * . 
00 q+1 00 q+1 Alors l'application u : C (H ,E) —> C (G ,E) définie par : 

u(f)(g .. . .g ) = f(k h k"1,...,k h k"1) O n 0 0 0 7 7 n n n 
commute aux actions de K et H, et aussi aux différentielles. On a obtenu un 
morphisme de la résolution standard du H-module E vers la résolution stan
dard du G-module E, commençant par 1 , et admettant d'ailleurs pour rétrac-
tion l'opération de restriction à H; il en résulte un morphisme de complexes 
de (1) vers (2), commutant à l'action de K, et dont le morphisme de com
plexes d'EVT sous-jacent admet un inverse d'homotopie (d'après le lemme de 
comparaison des résolutions, en considérant les deux résolutions comme des 
résolutions f .r . i . du H-module sous-jacent à E). Le corollaire 1.1. permet 
alors de conclure à 1'isomorphisme des deux premières suites spectrales 
d'hypercohomologie, pour r ^ 2. 

Remarque 1.2. Il n'y a aucune raison a priori pour que les secondes suites 
spectrales d'hypercohomologie des complexes (1) et (2) soient elles aussi 
isomorphes. Pour le complexe (2) elle est toujours dégénérée, alors que par 
exemple si le produit est direct la deuxième suite spectrale d'hypercohomolo
gie de (1) vérifie : »Ê q = Hq(H,HP(K,E)). 

9. Utilisation des algèbres de Lie. 

On se propose maintenant, dans le cas ou H est diffeotnorphe a un espace IR , 
de remplacer le complexe standard de H par le complexe de van Est (0.4.). 

LEMME 1.2. Soit G = KKH, avec H distingué et difféomorphe à IRN. Soit E 
un G-module. Alors Qn(H,E) est un G-module K-relativement injectif au sens 
suivant : si 0 —» X'^=* X est une injection de G-modules scindée sous K, 
si u: X' —> Qn(H,E) est un G-morphisme, il existe un G-morphisme u : X —> 
Qn(H,E) prolongeant u. 
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Démonstration. 
Il suffit de montrer que le prolongement défini habituellement (cf. [5] 
ch.Ili lemme 7.1.) commute à l'action de G. Rappelons que l'on définit : 
u(x)(h) = h.u(sh 1x)(l), en désignant par s une scission K-invariante de 
l'injection 0 —>Xlfe=* X. (Dans cette formule, u(y)(l) 6 Hom(T̂ H ,E) , et 
h.u(y)(l) € Hom(ThH,E) est défini par : Ç —» h.u(y)(1)(h_1Ç)) . 
Tout d'abord, il est clair que l'on a bien comme cela un élément de Qn(H,E) . 
On sait déjà (loc. cit.) que u commute à l'action de H. Reste donc à véri
fier qu'il commute aussi à l'action de K. 
Or u(kx)(h) = h.u(s(h *kx))(l) = h.u(s(k.k~*h~*kx))(1) , et comme s commute 
à l'action de K, ainsi que u : 
= hk.u(s(k *h *kx))(l) (car 1 est point fixe pour l'action de K sur H) 
= k.k"1hk.u(s(k"1h"1k))(l)= k.u(x)(k_1hk) = (ku(x))(h). 
Donc u(kx) = k.u(x), et le lemme est démontré. 

LEMME 1.3. Soit G = KKH, avec H distingué et difféomorphe à IR . Soit E 
un G-module. On considère les deux résolutions f . r . i . suivantes du H-module 
sous-jacent à E : 

(1) 0 —> E —» C°°(H,E) —» . .. —> C°°(Hq+1,E) —> . . . 

(2) 0 —> E —> Q°(H,E) —» . .. —» Qq(H,E) —» . . . 

Alors i l y a une flèche de complexes de G-modules de (1) vers (2) commen
çant par 1^. 

Démonstration. 
On vérifie facilement que les différentielles de ces deux complexes commu
tent à l'action de K, et donc qu'il s'agit en fait de complexes de G-modules. 
(Un ELCS E muni d'actions de K et H devient un G-module si l'application : 
H —> GL(E) donnant la représentation commute aux actions de K sur H et GL(E), 
ce qui se vérifie trivialement ic i ) . D'autre part l'homotopie contractante 
du premier commute aussi à l'action de K. On peut donc dire que le premier 
complexe est K-fort. 
Le deuxième complexe est formé de G-modules K-relativement injectifs, d'après 
le lemme 1.2. On démontre alors comme dans [5] ch.l prop.2.2. (lemme de 
comparaison des résolutions) l'existence du morphisme cherché. 
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Remarque 1.3« L'existence d'un morphisme de complexes de G-modules de (2) 
vers (1) ne semble pas claire en général. Elle a lieu chaque fois que 
le complexe (2) est lui aussi K-fort (car on peut vérifier aisément que 
(1) est K-relativement injectif), ce que je ne sais démontrer que lors
que H est exponentiel.(L'homotopie contractante usuelle de (2) est 1'homo-
topie de Poincaré, dont il n'est pas clair qu'elle commute à l'action de 
K en général). 

PROPOSITION 1.5. 
Soit G un groupe de Lie produit semidirect G = KKH, avec H distingué et 
difféomorphe a un espace IR . Soit E un G-module tel que les complexes de 
H-cohomologie de E soient forts. Faisons agir K sur l'algèbre de Lie h de H 
par l'action adjointe. Alors la suite spectrale de Hochschild-Serre de E 
relativement à H est isomorphe, pour r ^ 2, à la première suite spectrale 
d'hypercohomologie du complexe de K-modules C (h,E). 

Démonstration. 
Le morphisme de complexes du lemme 1.3. passe en un morphisme de complexes 

00 H 00 a+1 H * de K-modules de 0 —> C (H ,E) —* . . . —» C (HH ,E) —» . . . vers C (h,E) 
(complexes H-invariants correspondants). Toujours d'après le lemme de com
paraison des résolutions, le morphisme de complexes d'EVT sous-jacent admet 
un inverse d'homotopie. Alors le corollaire 1.1. permet de conclure. 

Démonstration du théorème 1.2. 

Il s'agit des remarques faites au n°7, et des propositions 1.4. et 1.5. 
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Chapitre II : Le terme de la suite spectrale de 

Hochschild-Serre. 

1. Introduction 

Dans toute la suite de ce travail on s'intéresse à la situation suivante. 

Soit G un groupe de Lie produit semidirect de la forme B X A , avec B dis-

N _ A 
tingue et isomorphe a un groupe IF . Soient x , x t B, que l'on identi-

* . 1 2 
fiera à b , dual de l'algèbre de Lie de B; on notera (x,b) — * <x,b> le 
couplage naturel de dualité de b Xb vers IR . Soit X. l'orbite de x dans 

* " 3 3 

b . S . le stabilisateur de x. dans A. On munit X. de la structure de variété 

- 3 3 * 3 
quotient A/ S. ; elle est plongée dans b . Soit (E.,G.) un S.-module 

3 QQ j 3 3 

complet ; soit F. = Ind f E. (au sens C ) , où B X}S. agit sur E. par : 

j B *S^. TG 3 3 3 
, / » i<x ,b> . x bs(v) = e j 7 a. (s)v 

(le fait que S, stabilise x. assure que l'on a bien ainsi une représenta-
3 , 3

 00 

tion). On peut réaliser F dans l'espace des fonctions C sur A (et non sur 

- 1 3 

G) vérifiant f(as) = s f(a) pour tous s £ S , a € A, en posant: 
3 

ba(f)(a«) = e i < a ' X j , b > f ( a " 1 a ' ) b € B, a, a» € A 
(òn identifie B à son algèbre de Lie). 

On se propose alors d'étudier les espaces Ext (F.,F ) . Cette étude a déjà 
G 1 2 

été abordée par Guichardet dans [ 4 ] , pour le cas n = 1 , et en supposant les 

E de dimension finie. 
3 * 

Notons T le sous-espace tangent en x à X , N son orthogonal dans 

b; T et N sont des S.-modules, et on a des isomorphismes canoniques 
x. x. 3 

# J J # # 
T ^ b/ N , N b / T . L e but du chapitre II est de démontrer le 

x. x. x. - ' x . 
3. *

 3 3 , , 3 

théorème suivant, énoncé de manière plus précise à la proposition 2 . 3 . : 

THEOREME 2 , 1 . 

(i) Si X. / X n , on a Ext"(F.,F 0) = 0 pour tout n £ 0 (cf. [5] prop. 5 . 4 . 
1 2 G 1 2 

pour une autre demonstration). 

(ii) Si X. = X , auquel cas on peut choisir x. = x = x , S. = S = S, il 
1 2 ± ¿ ¿ ^ . 0 1 ^ 

y a une suite spectrale (E ) ^ convergeant vers Ext (F„,F ) , avec 

r r^O G 1 2 
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EPq = ExtP(AqN ,Hom(E ,E ) ) . (il s'agit de la suite spectrale de Hoch-2 S XQ 1 2 
schild-Serre par rapport à B du B >9S-module Hom(F1,E ) ) . 
(iii) Si T admet un supplémentaire S-invariant dans b . d =0 pour 

tout r 2> 2. 

(Démonstration à la fin du n 5) . 

Ce théorème est une généralisation de la description de la suite exacte à 
5 termes de Hochschild-Serre, faite en [4] §6. 
La démonstration se fait en plusieurs étapes, comme dans [4], en partant du 
cas où X est un ouvert dans b (après avoir réénoncé convenablement le pro
blème en termes de fibres principaux, ce qui permet de considérer la situa
tion localement). Une utilisation différente du lemme de Shapiro permet 
d'alléger substantiellement les calculs par rapport à [4]. Cependant le 
passage à la n-cohomologie conduit à des démonstrations de nature combina-
toire quelquefois assez compliquées. D'autre part le fait de ne plus supposer 
les représentations induisantes de dimension finie m'a conduit à éviter l 'ut i
lisation des connexions à ce niveau (bien que je les réintroduise au chapi
tre III , au moment de l'étude de l'application d ); en outre, i l a fallu 
vérifier que les conditions pour la définition de la suite spectrale de 
Hochschild-Serre avaient lieu (cf. ch.I n°5); on a pour cela vérifié que 
le complexe C (b,Hom(F ,̂E )̂) est fort. 
Enfin il m'a paru plus clair de travailler explicitement en homologie plutôt 
qu'en cohomologie, quitte à faire une transposition à la fin; c'était impli
cite dans [4]. 

2. Position du problème. 
On s'intéresse donc aux espaces Ext^(F.,F ) . Puisque F = Ind + E_ , 

le lemme de Shapiro ([5] prop. 4.4.) ramène ce calcul à celui des 
Ext̂  (F1,E ) . L'idée est maintenant d'utiliser la suite spectrale de B ''Sg 1 2 
Hochschild-Serre par rapport à B du B >4S -module Hom(F ,E ) . 
D'après le théorème 1.2. ( i i i ) , c'est aussi la première suite spectrale 

d'hypercohomologie du complexe de S -̂modules C (b ,Hom(F̂  ,E )̂ ) , à condi-

tion que ce dernier soit fort. On va donc démontrer que C (b,Hom(F ,̂E )̂) 
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est fort, et calculer sa cohomologie; on aura alors EPq = HP(S,Ext̂ (F ,̂E )̂). 

Remarquons que b agit scalairement sur E ; donc si on pose F = Œ ®E , le 

b-module HomCF̂ Ê ) s'identifie à Hom(F,E2), avec cette fois action triviale 
de b sur E .̂ Comme je le montrerai au n 5, le résultat se déduit aussitôt, 
par transposition, de l'étude de 1'homologie du b-module F. On est donc 
conduit au problème suivant: 

(P) Soit b une algèbre de Lie commutative de dimension finie, et S un groupe de 
Lie. Soit X une variété plongée dans b , et P un S-fibré principal au-dessus 
de X; soit xQ un point de b , et si xQ € X, soit pQ un point de x (xQ), où 
71 : P —> X est la projection canonique. Soit (E,a) un S-module complet. 
Par abus de langage, notons Ind f E l'espace : 

F = {f € C°°(P,E) | f(ps) = s~1f(p) pour tous p € P, s € S} 
Faisons agir b sur F par : bf (p) = i<x - xQ,b>f (p) , où x = 7c(p) . 
Il s'agit de prouver que le complexe d'homologie Ĉ .(b,F) est fort, et de 
calculer son homologie. (Rappelons que C (b,F) = Â b ® F, et que 

q i <1 -
Ô(X.A...AX ®f) = S (-1) x„À . .. x. ,Ax Ax &>x.f , car b est 
abélienne). 

3 . Cas où X est un ouvert dans JA. . 
Le but de ce n° est de démontrer la proposition suivante : 
PROPOSITION 2.1. Considérons le problème (P) ci-dessus, et supposons X 
ouverte dans b . 
(i) Si xQ€ X, le complexe augmenté : 

0 f- E F b®F (r- . . . <— Aqb(g)F <— . . . où e(f) = f(pQ) 
est acyclique et admet une homotopie contractante continue. 
(ii) Si XQ £ X, C<M>(b,F) est acyclique et admet une homotopie contractante 
continue. 

3.1. Avant de commencer la démonstration de la proposition 2.1. on fixe quelques 
notations. Soit (e , . . . ,e ) une base de b, (e4,...,e*) la base duale de b* i n 1 n *•* 
correspondante. On note (x , . . . ,x ) les coordonnées de x dans (e„,... ,e ) . 

d œn * l n Appelons D. l'opérateur -r— de Cœ(b ,E) dans lui-même. Soit N l'ensemble 1 ox. 1 
{ l , . . . ,n} muni de son ordre naturel. 
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LEMME 2.1. Soit U un ouvert de b de la forme ÏÏ ]a.,b.[ , a. < b . . Soit 
j=1 3 3 3 3 

J C N. Soit A = { f € C (U,E) | f(x) = 0 dès que x. = x pour tout j € j} , J J Oj 
Il existe alors des applications linéaires continues f —> g. , j € J, de 

00 3 
Aj vers C (U,E), telles que : 

f(x) = T. (x.-xn.)g.(x) pour tout x € U. 

Démonstration. 
Quitte à faire une translation, on peut supposer que x^ = 0. S'il existe un 
j € J tel que 0 ]a.,b.[, la condition définissant A est vide, i .e. 

00 J J J A = C (U,E). Soit alors j le plus petit j € J tel que 0 ? ]a.,b.|_. Les J o J J 
fonctions g. définies par : 

9J(X) ^ f(x) si j = 3Q 
x . 

\ 0 sinon 
répondent manifestement à la question. 
Supposons donc maintenant que pour tout j 6 J, 0 € ]a^.,b^.[. Soit j ^ le plus 
petit élément de J. On pose : 

V x ) = -To v ( X l ' " " V 1 ' t X j i ' V 1 ' " ' " X n ) d t 

On a f(x) - x. g. (x) = f(x„,. . . ,x. „,0,x. „ , . . . ,x ) . En itérant de proche 
3X Jx 1 Jl"1 Jl n 

en proche on trouve des fonctions ĝ ., j € J, telles que : 
f - T, x . g . = f o 7 r 

D E J 3 3 J 
où x est la projection de b sur © JRe. 9 parallèlement à 9 Ke. ; et 

J " J J E J J J E J J 

les ĝ  dépendent linéairement et continûment de f. Comme par hypothèse 
f o iz = 0, le lemme est démontré. 
Remarque 2.1. Les fonctions ĝ  exhibées ci-dessus seront dites "les" fonc
tions associées aux conditions d'annulation correspondantes. Bien entendu 
beaucoup d'autres choix sont possibles. 

3.2. Démonstration de la proposition 2.1. dans le cas d'un pavé ouvert. 
n 

Supposons X de la forme ]a_.,b^[, et démontrons la proposition 2.1. 
dans ce cas. 
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a. On remarque d'abord qu'il suffit de construire des applications linéaires 
continues h : Z —> C +̂  telles que dh = 1 (q - -1 pour le cas (i) , q > 0 
pour le cas ( i i) ) . 
En effet on posera alors pour f Ç C quelconque : hf = h(f - hôf), ce qui 
a bien un sens puisque pour f f C ,àf 6 Z ., et que ô(f-hof) = ôf - dhôf = 
df - df - 0. On a bien alors : dhf - f - hdf, d'où hâf + âhf = f. 

b. Comme X est contractile, P est trivialisable au-dessus de X. Soit s une section 
de P, avec ŝ xq) Pq • 0n peut alors identifier P à X XS, et F à C (X,E) 
(par restriction de f Ç F à Xxjl)) , à condition de faire agir b sur C (X,E) 
par : bf(x) i<x-x^,b>f(x). 
Si £ X, on définit h au cran -1 par la formule : h(v)(x) = v pour v £ E, 
x £ X. Comme e s'écrit maintenant e(f) = f (x ) , on a bien eh(v) = v. 
Au cran 0, la condition f £ s'exprime par f(XQ) = 0 (elle est vide si 
x̂  f X) . Soient g. , . . . ,g les fonctions associées à f par le lemme 2.1. 0 1 n n 
(cf. Remarque 2.1.). Alors h(f) = i 2 e.<g>g. convient (noter que e. agit 

par multiplication par i(x.-x ) et que ô( Y, e.^g.) = - T, e.g.). 

c. Faisons maintenant la construction de h au cran q, q ^ 1. Pour cela on doit 
encore introduire quelques notations. Soit P (N) l'ensemble des parties à 
q éléments de N; on les munit toujours de leur ordre naturel. Pour I 6 P (N), 
soit eT = e. Ae.A ...Ae. . On ordonne P (N) par ordre lexicographique. I i, i 
Pour I C N on note d(l) le dernier élément de I . Soit w : P „(N) —> P (N) 
l'application I —V I \fd(l)}; (p définit une partition de P (N) . 
Pour tout j 6 I on note I_. = I \{ j} . Pour tout j f I, on note I = I 'J {j}. 
Enfin pour tout I c N, on note r la fonction qui à tout j f N associe le 
nombre d'éléments de I précédant j (au sens large), de sorte que ô est donnée 
par : 

Me ® f ) = V (-Dri(J)e ®i(x -x )f 

Soit f £ Z (b,F), f = 5] e ®f . La condition àf = 0 s'écrit 
q ~ l£P (N) 1 1 

q 
(*) V K £ P .(N) S (-l)rK(j)+1i(x.-xn.)f j = 0 . q-1 jj?R 3 03 K 

et le problème est de construire g = E e &g telle que : 
J£P An) j j 

q+1 
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(**) V I € P (N) f = S (-l)ri(j)+1i(x.-x„.)gTj q I j?I J Oj I 

On construit les par récurrence sur <p(J) . 
Soit IQ = { l , . . .q} . Ecrivons la condition (*) pour K = T^Q) 

(-l)q £ i(x.-x )f j = 0. 
3=q J Oj 

En particulier (x _xrk_)f'T = O dès lors que x. = x . pour tout j>q; et comme q Oq 1̂  J OJ 

l'ensemble des x tels que x = x_ est d'intérieur vide dans l'ensemble des 
x € X tels que x̂  = x^pour tout j>q, on a par continuité : 

f (x) = O dès lors que x. = x . pour tout j>q. IQ 3 03 
On peut donc écrire f, = S (x.-x^.)v., où les v. sont les fonctions as-

10 j>q 3 03 3 3 
sociées à f par le lemme 2.1.; et on posera g j = (-l)^iy. pour j>q : c'est 

le premier pas de la récurrence. 
Soit maintenant I Ç- P (N) quelconque, et supposons les g déjà construits 
pour <p(j) < I, vérifiant (•&№) pour I' < I (cela ne fait intervenir que des 
indices J' pour lesquels <p(J') < I). On va définir les ĝ  pour <p(J) = I. 

On veut que f = Y, ( - l ) r i ^ +*i(x .-x )g j . Or, pour j<d(l) , les g j sont 

déjà définis. Pour pouvoir prolonger la construction en vertu du lemme 2.1. 
i l suffira de vérifier que la fonction : 

(1) fT - S (-l)ri(j)+1i(x.-xn.)gT 
/ j<d(l) 3 03 J 

s'annule dès que x̂  = x^ pour tout k>d(l) . Or, écrivons dans les mêmes 
conditions l'équation (it) pour K = <p(l) : 

(2) S (-l)rK(j)+1(x.-x )f j + (-l)q(x -x . )f = 0. 
j<d(l),j?I 3 03 d(l) 0d(l) 1 

Dans l'expression sous le signe E on a toujours K <̂I; donc par hypothèse de 
récurrence : 

V - £ j ( -1)rKJ(k,+l i 'vV%^ • 

et comme on suppose que x̂  pour k>d(l), on peut se restreindre aux 
termes tels que k ̂ d(l) . En reportant cette expression, et après regroupe
ment des termes, (2) devient : 
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Z (-l)rK(J)+1(-l)q+1i(VX0j)(Xd(l)-X0d(l))9lJ + (-1)q(xd(l)-XOd(l)>fI 
«J \ SMSM 

xedd 
3 ,k<d(l) 

(l) , i~K(j) = r^Cj) (l) , i~K(j) = r^Cj) sdfq = 0 

Or, la dernière somme est nulle, car les termes correspondant aux couples 
(j,k) et (k,j) se détruisent. Il reste donc : 
(-l)qi(x -x )(f - S (-l)RK(d)+1(x -x )g j) = 0. 

d(i) od(i) i j<d(I)jj?I J Oj I 
Or pour j<d(l) , i~K(j) = r^Cj); par ailleurs on peut simplifier par (xd(j)~x0d(I)^ 
qui ne s'annule que sur un ensemble d'intérieur vide; donc on retrouve bien 
la condition (1 ) . Cqfd. 

3 . 3 . Démonstration de la proposition 2 . 1 . dans le cas général. 

n 
Soit (l ) un recouvrement ouvert de X par des ouverts de la forme Tf ]a..b.[. 

a 3 3 

Soit (0 ) une partition de l'unité C subordonnée. Soit Tf = n (U ) ; les ~ OL ^ a a 
U forment un recouvrement ouvert de P, et (9 ) = (0 o 7t) est une partition a a a 
de l'unité subordonnée à ce recouvrement. Soit F = Ind„ ~ E. a S tu ~ a 
Pour f f F, on pose f = f U . On réalise ainsi une injection de F dans Tî F a a ^ a a 
qui admet une rétraction, à savoir r : (f ) —> T, 0 f . Ainsi F est facteur 

a 
direct dans Tî F , comme EVT et comme b-module. a a -
Supposons que l'on soit dans le cas (i); on impose alors qu'un seul des Û  
contienne xQ, et on le note Û ; on a 9Q(XQ) = 1 » ce qui montre que r com
mute aux augmentations TT F̂  —* E, F —> E. Donc le complexe augmenté 
0 —̂ E <— C .̂(b,F) est facteur direct dans le complexe augmenté 
0 <— E <—Tî C„(b,F ) , qui est fort et acyclique comme produit direct de 
complexes forts et acycliques, d'après 3 - 2 . Or un facteur direct dans un 
complexe fort et acyclique est lui-même fort et acyclique,d'où la proposi
tion (on raisonnerait de manière analogue dans le cas ( i i ) ) . 

4. Homologie du b-module F ; cas général. 

On passe maintenant au cas où X est une variété plongée dans b quelconque. 

4 . 1 . Considérons TX comme sous-fibré vectoriel du fibre trivial X Xb . Soit q un 
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fibre vectoriel supplémentaire de TX dans X xb , de sorte que pour tout 
x € X on a : b* = © q .̂ Soit NX le fibre vectoriel conormal à X (i .e. 

Nx est l'orthogonal de dans b) < 

LEMME 2.2. Soit x un point de X. 
(i) Si x / xQ , soit U un voisinage ouvert de x dans X tel que xQ f U, et 
tel que la projection de U sur T parallèlement à q soit un difféomorphisme 
de U sur un ouvert U' de T .̂ Soit Fy = Inagfu E, où U = K (U). Alors le 
complexe Ç̂ Cb̂ F̂ ) admet une homotopie contractante; en particulier H »̂Fŷ  
pour tout q ^ 0. 
(ii) Si x = xQ, soit U un voisinage ouvert de xQ dans X tel que la projec
tion de U sur T parallèlement à q soit un difféomorphisme sur son image 

X0 ^ 3l° 
U' . Soit F = Ind_ ~ E, avec U = n~ (U) . Alors le complexe C.,(b,FiT) est fort U S TU * *• u 
et H„(b,FT) C (N ,E) . * -f U q xQ' 

Démonstration. 
Je la ferai dans le cas ( i i ); on raisonnerait de manière analogue pour la 
première assertion. Il s.fagit essentiellement d'un raisonnement de suite 
spectrale (d'homologie), mais je dois l'expliciter pour vérifier que les 
complexes considérés sont forts. 

a. Soit b̂  = q** c b l'orthogonal de q • b̂  est une sous-algèbre de b, et T *0 -xrt - -x^ -0 x_ 0 0 * 0 
s'identifie au dual de J .̂ Soit u la projection de b sur parallèle
ment à q̂  , Soit P' le fibre principal au-dessus de U' déduit de p|u (il 
suffit de°composer la projection n avec u). On peut maintenant écrire tout 
x f U de manière unique sous la forme (x',<p(x')), avec x' = u(x) f U', et 
y(x') € q̂  . L'action de b s'écrit : 

bf(p) = i<x'+(p(x')-xQ,b>f (p) si x' = u*(p) . 

En particulier si b € J> : bf(p) = i<x'-x'Q,b>f(p). 
Donc bg agit comme dans l'énoncé du problème (P), et par conséquent on peut 
appliquer la proposition 2.1. au bQ-module F .̂ Soit q ^ 0 donné. On écrit 

AQ£ = k+f-n Akb ®A*N • J'écrirai f £ C (b,FtT) sous la forme E fk suivant k+l-q 0 Xq q->U k=Q 
cette décomposition. 
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b. Soit f un élément de z tel <lue f°(po^ = °» Je vais construire g ^ 
C (b,F), dépendant linéairement et continûment de f, tel que f = ôg. q+l '" U 
On procède par "approximations successives". On commence par construire g 
toi que (f - dgQ) = O. 
Choisissons des bases (e.), (e1.) de b , N respectivement. On peut alors 

3 -O xQ 
écrire : 

lCP (M),J€P(M«) 1 J 1,J k 1 
où M = {l,..,m},m = dim(b ) , M' = {l, . . .m'}, m1 = dim(N )(cf. le début de 

"* 0 x „ 
k 0 3.2.C pour les autres notations), et . 

L'hypothèse est que f*?(p_) = 0 pour tout J € P (M'), en notant pour J £ 
J O q 

k k O 01 P (M'),k+1 = q, f = S ET<G)FT T • Soit h(fT) = E e- . T , où h est 1 J IÇP, (M) 1 I,J J i=l 1 °>X>J k 
l'homotopie contractante du complexe : 

(•*) O f— E 4— F f— bQ <g)F <— . . . AkbQ <g>F . . . 
exhibée à la proposition 2.1. 
Posons g = E e. <8>e' <8>g* . On a (Bgn)° = - E e» <S> (E e.g* . ) 

O i j 1 J 0,1,J O J i 1 ,1> 
= ̂  e;<8>f? = f°> donc (f - )° = o. 

J J o 
Posons maintenant fQ = f - ôg^ . Lorsque l'on écrit que dfQ = O, compte tenu 

du fait que f̂  = O, on voit que pour tout J € P (M1) , f* € Z ( b . F ) . 
On peut donc à nouveau lui appliquer l'homotopie contractante du complexe (•№) , 
et poser h(f* T) = E eT ®g? T T î cela définit g = T, e <g>e'(g)ĝ  + g , 

°'J I€P2(M) 1 ' ' 1 I,J 1 J ljI'J 0 

On améliore ainsi l'approximation en ce sens que (f - ôg^)° = (f - dg )̂* = 0. 
Poursuivant de proche en proche on obtient le résultat annoncé. 

c. Réciproquement, i l est clair d'après l'expression de ô" que tous les éléments 
de B (b,F ) vérifient f°(p ) = 0 . On a donc montré que B (b,F ) est exacte-q U 0 q U • 
ment l'ensemble des f £ Z (b,Fr) tels que f (p.) = 0 (ce qui montre déjà qu'il q u 0 
est fermé), et on a exhibé une scission à l'application à : C . (b,FTT) —> 

q+l U 
V b > V -
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L'application r : f —> f^(p^) passe donc en une injection continue de 
ii (b,FT) dans C (N ,E) . Je vais maintenant exhiber une application q - U q xQ' 
C (N ,E) —'f Z (b.F ) inverse à droite de r, ce qui montrera d'une part 
q *0 q - U 

que r est surjective, et d'autre part que l'application naturelle Z (b,FtT) —> 
H (b.F ) est scindée, q U 
Soit a £ C (N ,E) . En appliquant l'homotopie contractante de (•№) au cran 

q xo 
- 1 , on obtient h f C (N ,F )̂ tel que h(pQ) = a. Il s'agit maintenant de 
montrer que h peut être considéré comme le terme d'ordre 0 (au sens de a.) 
d'un certain cycle. Définissons d'abord f' par f' = h , f' =0 pour k > 0. 
Soit s l'application B (b,F T) —> C (b,F ) construite au b.i on remarque q-1 - U q * U 
que l'on a toujours s(g)° = 0. Posons alors f = f - sòf. On a f̂  = f*̂  = h, 
et d'autre part òf = òf ' - òf = 0; en outre f dépend linéairement et conti
nûment de a. Cqfd. 

4.2. Considérons le problème (P) énoncé au n°2, avec xQ € X. Soit F' = {f€F | f(pQ)=o} 
On a alors une suite exacte forte de b-modules : 

0 —> F' —> E —* 0 
où la flèche F —> E est f —̂  f(pQ), et avec action triviale de b sur E. 
(On vérifie que la suite exacte est forte en utilisant une section locale de 
P au voisinage de xQ). 
Il s'en suit une longue suite exacte d'homologie : 

(1) . . . H (b,F') H (b,F) —» H (b,E) -» H Ah,F') —* ... 
q q q ~ q-i -

PROPOSITION 2.2. Considérons le problème (P) énoncé au n° 2. 
(i) Si xQ j? X, le complexe C^(b,F) admet une homotopie contractante continue; 
en particulier H (b,F) = 0 pour tout q ^ 0. 
(ii) Si xQ € X, les trois complexes C^(b,F») , C (̂b,E) , C .̂(b,F) sont forts. 
Dans la longue suite exacte d'homologie (1), l'application H (b.F) —> H (b.E) 
est injective; son image est C (N ,E). On a donc des suites exactes : 

q X° 
0 —» C (N ,E) C (b,E)**—» H ,(b,F') -> 0 pour q 2> 1 

q q - q-i • 
(en identifiant H (b.F) à C (N ,E)), et : 

q - ' q xQ' 
HQ(b,F) = HQ(b,E) = E pour le cran q 
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Démonstration. 
On se limite à l'assertion (i i); l'assertion (i) se démontre comme en a. ci-
dessous. 

a. Soit un recouvrement ouvert de X par des ouverts vérifiant les hypothèse 
du lemme 2.2.; en particulier x appartient à un seul de ces ouverts, que 
l'on note U . Soit (9 ) une partition C de l'unité subordonnée au recouvre-o ^ a ^ ^ 
ment (U ) . Soient U = n (U ) , 9 = 9 orc, F = Ind .~ E. Comme en 3.3 .» a a a a a f a SÎU 
F est facteur direct dans TT F , comme EVT et comme b-module. Comme un facteur 
direct dans un complexe fort est fort, il en résulte que C .̂(b,F) est fort 
(compte tenu du lemme 2.2.). Pour le complexe C (̂b,E) cela est évident car b 
agit trivialement sur E. Pour C .̂(b,F') on le verra ci-après. 

b. Reprenons les notations du lemme 2.2. et considérons la suite exacte forte 
de b-modules : O —> F̂  —> F̂  —* E —> O. 

Je me propose de montrer que l'application F̂  —> E définie par f —> f(p ) 

est une injection en homologie, et que l'image de H (b,F ) est C (N ,E). 
q Uo q X0 

On a déjà vu au cours de la démonstration du lemme 2.2. que f f Z (b,F ) est 
q - U 

un bord si et seulement si f (PQ) = °« Montrons maintenant qu'en fait pour 
f 6 Z (̂b,F^ ) , on a toujours fk(pQ) = O pour k>0, ce qui fait que la condi

tion f°(pQ) = O peut s'écrire simplement f(pQ) = 0» e"t donc que l'on a bien 

l'injection annoncée, d'image C (N ,E) (car on a vu au lemme 2.2. que 
o q X° 

l'application f —> f (pQ) était surjective de Z (b,Fu ) vers C (N̂  ,E)). 
q o q X0 

Soient donc f G Z ) > e"t k>0. Ecrivons la condition de cycle, en repre-
^ o 

nant les notations de 3-2.C pour les multiindices : 

e +1 l)rj(j)+k((P.(x')-y.(xO)f^"1T + dd (-l)rj(j)+k((P.(x')-y.(xO)f^"1TJ(x')=0 
TJ ^ 0 I ,J 

pour tous I £ P „(M), J Ç P (M'), x' G U (on a simplement écrit que k-1 1 o 
(àf)*'1 = 0), où cp(x') = ((p^x') ,...,(pm((x')) . 
Lorsque l'on divise par (x.'-x^.), et que l'on fait tendre x' vers x̂  le long 
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de la droite x' + IRe. , on trouve : 

<-l>PI(%fJ<*i> 
dq 

(-l)rJ(j)+k *<PJ 

ôx.' 1 
(xà) M-l 

I,J 

Or il est clair que T̂ "?(x̂ ) = O pour tous ( i , j ) , car si on dérive la relation 

(u(x) , (p(u(x) ) ) = x pour x € U (où u : b —* T est la projection parallè-
xo 

lement à q , cf. lemme 2.2.), on trouve que (Ç, d(p(r)) = (T,0) pour tout C ~X° k £ T . Donc on a bien f _• T(x') = 0 pour k>0, comme annoncé. xQ IL>J 0 

. Il résulte en particulier de ce qui précède que la classe de f f Z (b,F ) ne 
q - Uo 

dépend que de f(p ) . Comme H„(o,F ) = 0 pour a / o d'après le lemme 2.2.(i) 0 * a 
l'injection F —> Tf F donne encore une injection en homologie par projection a a 
sur le facteur F .̂ Mais c'est aussi une surjection, car si f est un élément 
quelconque de Z (b,FfI ) , f = 9 f représente la même classe que f puisque q u o o 
9 (x,) = 1, et se prolonge à X tout entier en un élément de Z (b,F) puisque o O q 
9 a son support dans U . Comme d'autre part il est clair que l'application o o 
F —> E se factorise par f —> f , il résulte de b. et de c. qu'elle induit 
une injection en homologie, d'image Ĉ (N̂  ,E) . Dorénavant, à l'aide de cette 

application, on pourra donc identifier H (b,F) à C (N ,E). 
q ~ q xQ 

, Montrons enfin que le complexe C .̂(b,F') est lui aussi fort. En raisonnant 
comme en b. ci-dessus, on voit que si f Ç Z^(b,F') est dans F le bord d'un 
certain élément g 6 C (b.F) (un tel g existe toujours puisque f(x ) = 0), q+1 — O 
alors on a nécessairement 

(i) (-Dri k+1 
qdqd (xà) 

dddq +i 
ôx! i 

(b,F') 

pour tout I € P̂ (m) , J € P^M'), k+l=q, et i j? I. En d'autres termes, la va
leur de g au point x^ est entièrement déterminée par f, du moins à un élément 
de C (N ,E) près. Choisissons alors g = s(f), où s est la scission de 

q xo l'application bord : C .(b,F) —> B (b,F) qui se déduit naturellement du q+1 - q -
lemme 2.2. et des remarques faites en a. . On a déjà observé au cours de la 
démonstration du lemme 2.2.C que pour un tel choix de s, on avait toujours 
ĝ (p̂ ) = 0. Il est maintenant clair d'après (1) que f est un bord dans F' si 
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et seulement si *— (x ' ) = O pour tout i ? I, et si cette condition est 
àx! ° 

vérifiée, y se trouve en fait dans C .b,F'). Par conséquent on obtient une 
scission de l'application ô : C . (b,F') —> B (b,F') en restreignant à 
B (b^F1) la scission trouvée en a. ci-dessus. Quant à une scission pour 
l'application : Z (b,F') —) H (b,F'), elle résulte aussitôt de la sur-q - q -
jection scindée : 

C . ( b , ^ ^ * H (b,F») —> 0. q+1 q 
Si u est une scission de 0 —> F ' —> F —> E —> 0, il suffit en effet de 
composer o* avec l'application Z (b,E) = C .,(b,E) —̂  Z (b,F') déduite du 

q+1 Q.+ l Q. 
choix de u, pour avoir la scission voulue. Cqfd. 

. Conclusion : b-cohomologie de Hom(F ,̂E )̂. 

LEMME 2.3. Soient g une algèbre de Lie, V un g-module topologique ( i .e . un 
ELCS où g agit par opérateurs linéaires continus), V un ELCS considéré comme 
g-module trivial. Alors le foncteur L —> Hom(L,V) transforme le complexe 
d'homologie du g-module V en le complexe de cohomologie du g-module Hom(V,V). 

"~ * ~ 
En particulier, si C .̂(g,V) est fort, C (g,Hom(V,V) ) est fort, et on peut 

identifier Hq(g,Hom(V,V')) à Hom(lM g , V) ,V » ) . 

Démonstration. Vérification immédiate. 

PROPOSITION 2.3. 
Revenons à la situation décrite dans l'introduction. 
(i) Si X / X >le complexe C (bjHomÍF,, ,E )) admet une homotopie contractante 
continue; en particulier, Extq (F ,E ) = 0 pour tout q ^ 0. 
(ii) Si = x2 » on Peut supposer que x̂  = X2 = XQ* Le comPlexe c (b,Hom(F ,̂E( 
est fort, et H^b.HomÍF., ,E J ) =* Cq(N jHomÍE,,E ) ) . 

Plus précisément, plongeons le b-module trivial Hom(Ê ,Ê ) dans le b-module 
Hom(F1,E2) en faisant opérer u Ç HomÍE^E^ sur F̂  par u(f) = u(f(l))("me
sure de Dirac"). Alors tout élément de Z (̂b,Hom(F ,̂E )̂) est homologue à un 
élément de Zq(b^omÍE ,̂E^)) = Cq(b^omÍE ,̂E^)) (en d'autres termes, l'inclu
sion précédente induit une surjection en cohomologie), et un élément de 
Cq(b,Hom(E ,E )) est un cobord dans Hom(F ,E ) si et seulement si sa res-
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triction à AN est nulle; d'où 1•isomorphisme entre H (b,Hom(F ,E )) et 
xo 1 2 

Cq(N ,Hom(E ,E ) ) . 
xo 1 ^ 

Démonstration. 
Compte tenu du lemme 2.3., et du fait que tous les complexes qui interviennent 
sont forts, cela résulte aussitôt par transposition de la proposition 2.2. 
On obtient la suite exacte forte de b-modules : 

0 —> Hom(E1,E2) —» HoïïiCF^E^ —* Hom(FJ,E2> —» 0. 

D'où la longue suite exacte de cohomologie : 

. . . —» Ext^E^E^ -» Ext£(Fl(E2) -> Ext^F ' .E^ -» E x t ^ 1 ^ .E^ -> . . . 

avec maintenant les suites exactes : 

0 - 4 ExtQ_1(FJ,E2) -» Ext£(FlfE ) —» Ext^E^E^ —» 0 pour q £ 1 

et Ext^(F1,E2) = Ext̂ (E1,E2) = hWE^E^. 

Démonstration du théorème 2.1. 
Les deux premières assertions sont contenues dans la proposition 2.3. car 
dans le cas ( i ) , on a EPq = 0 pour tous p,q ^ 0 dans la suite spectrale dé-
crite au n 2. 
Quant à la dernière assertion, elle résulte de la proposition 1.3. en remar-

* 
quant que si T admet un supplémentaire S-invariant dans b , N admet un x_ — x^ 

supplémentaire S-invariant dans b, et alors les suites exactes : 

0 Cq(b,Hom(E1,E2)) —> Cq(b ,Hom(E1 ,E2> ) —> Cq(Nx jHomCE Ê̂ ) —>0 

sont canoniquement scindées sous S, en prolongeant un élément de 
Cq(N ,Hom(E ,E )) à b tout entier par 0 sur le supplémentaire en question 

X0 1 2 -
(Cq(b,Hom(E ,̂E2)) désigne l'ensemble des MI € Cq(b,Hom(E ,̂E2)) qui sont des 
cobords dans Hom(F ,̂E )̂)) . 
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Chapitre III: L'opérateur de la suite spectrale. 

1. Introduction. 

Dans ce chapitre, je me propose de reprendre dans le cas particulier qui 
m'intéresse les considérations générales du chapitre T. à propos de la suite 
spectrale d'un produit semidirect. Considérons donc la situation décrite 
dans l'introduction au ch. I I . 
D'après le théorème 1.2., l'application d̂  : HP(S,Extq(F ,̂E )̂) —> 
HP+ (̂S,Extq "̂(F ĵE )̂) s'obtient par relèvement à travers la suite exacte 
à quatre termes de S-modules : 

0 —-> Extq"1(F1,E2) —> Cq"1(b,Hom(F1,E2))/ B1'1 (b ,Hom(F1 ,E2> ) —> 

Zq(b,Hom(F1,E2)) —» Extq(F1,E2) —» O 

Le but de ce chapitre est de montrer que l'application d2 est en fait gou
vernée par deux classes de 2-cohomologie, de nature essentiellement géomé
trique . 
La première est l'image par la représentation : s —̂  End(E )̂ (où l'on 
note s l'algèbre de Lie de S) de la classe de l'extension : 

O —* s —• a —» b —» b /T —» O 

(la flèche du milieu est l'application Ç —> ^X0̂ " EHe est nulle lorsque 

T admet un supplémentaire S-invariant dans b , ou lorsqu'il y a sur F 

une connexion A-invariante (cf. n 3* c'est en particulier le cas lorsque 
s admet un supplémentaire S-invariant dans a). 

L'autre est en rapport avec la géométrie extrinsèque de la variété X plongée 
dans b . Appelons 8^ la classe de l'extension 0 —» N —* b —> T —> 0, 

et soit P = PQWPQ > avec le cup-produit associé au couplage (u,v) —* w 
* * 2 * 2 de Hom(T ,N ) xHom(T ,N ) —> Hom(S T ,A N ) défini par w(X,u) = x ' x^ x ' xrt x ' x^ 

u(X)Av(u) + u(u)Av(X), pour tous X,u € T (cf. 0.8, pour la définition 

du cup-produit). 
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Notons Q le "deuxième tenseur fondamental affine" de la variété X au point 
x , qui associe à v 6 N le Hessien au point x de la fonction (p , restric-0 xQ 0 Tv 
tion à X de la forme linéaire x —> <x,v> définie par v.(On remarque que 
ceci a un sens intrinsèque car d(p (x ) = v T = 0) . Q est un S-morphisme 

2 * * 2 2 de N vers S T . Soit Q (p) f Ext (N ,A N ) l'image réciproque de (3 par 
X „ X „ S X_ X 

Q : c'est la deuxième classe annoncée. Elle est nulle lorsque T admet un 
x 

* 0 supplémentaire S-invariant dans b , ou encore lorsqu'il y a sur le fibre 
conormal NX une connexion A-invariante (notamment lorsque l'orbite est 
plate, i .e. ouverte dans un sous-espace affine, pour chacune de ses composantes 
connexes). 
En outre Q (p) n'intervient que pour q ^ 2, donc pour les orbites de codimen-
sion 1 l'application d est entièrement déterminée par a (a); de même le 

2 1 01 . 20 morphisme de transgression, qui n'est autre que l'application d : E —? E 2 2 2 
ne dépend que de G^(à) (ce dernier point se trouvait déjà dans [4], théorème 
6.1.). 
La forne générale de 1'application d est donnée par le théorème suivant : 

2 
THEOREME 3.1, 
Considérons le couplage : <8)End(E1> XCq(N ,Hom(E ,E2>) —̂  

X0 X0 
Cq-1(N ,Hom(E ,E )) défini par "produit intérieur" : 

x0 2 
(v <8>u,u)) (v2>. •. >vq_i) = (i)(v,v2, . . . >vq-1̂  ou 

pour tous v,vrt,...,V . i € N , u € Hora(E, ,Eo) , u) € Cq(N ,Hom(E., ,Eo)) * 9 2 q-1 xQ 1 2 xQ 1 2 

et d'autre part le couplage Hom(N ,A2N ) XCq(N ,Hom(E ,E )) —> 
x X0 xo X0 2 

Cq" (Nx ,Hom(E1,E )) défini par : 
X° q'1 j+1 A 

(a,o)) (v1 , . . . ,v .) = E (-1) u)(a(v.) ,vt,. • . , v . , . . . ,v .,). 
q j=l 3 J 

Alors l'opérateur d„ : Ext̂ (AqN ,Hom(E,,E0)) —> Ext*!+2( A^N ,Hom(E ,E )) 2 S x Q 1 2 S xQ ' 1 2 
est donné pour q ^ 2 par : 

1 * d e = a (a) w e Q (P)w e , ou a et (3 sont les classes décri-2 1 2 

tes ci-dessus. Pour q = 1 on a simplement d̂ e = a^(a)we. 

(Démonstration à la fin du n° 7). 
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- - Jet d'un élément d'une représentation induite. 

Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G, E un H-module complet, 
F = lndH|ç Soit X = G/H, xq = H le point distingué de X. 

00 
Sott d = C (X) muni de sa topologie usuelle; alors d opère sur F, qui devient 
un Q-module topologique. Soit I - [a f G | a(x ) = o}; c'est un idéal ma-
x imal fermé de (I. On pose J F = F/l F , et on l'appelle espace des k-jets 

de F au point x . On note j (f) et on appelle k-jet de f au point x 1'ima-
0 k 0 

rje de f € F par l'application canonique F —> J F. Comme x est stabilisé 

par H, J F est un H-module pour la structure quotient (on verra ci-après 
xo 

k+1 , k o » que 1 F est ferme dans F donc que J F est séparé). J F s'identifie a E 
x° 

comme H-module par l'application f —>• f (1) , qui passe au quotient par j 
xo 

Donnons une autre interprétation de J F. Choisissons une scission 0" pour la 
xo 

projection canonique TZ : G —> X au-dessus d'un ouvert U contenant xQ , telle 
que o"(Xq) - 1; prenons pour U un ouvert de carte et soit <p : U —> U' une 
carte de U, avec U' ouvert dans ]Rm, m = dim(X) . 
Alors la restriction de f € F à î? = n"1 (U) s'identifie à une fonction ? : 
U' —> E, dite expression locale de f dans le repère a et dans la carte (p. 
On voit maintenant facilement que f f I F si et seulement si : 

xo 
— (XQ) = 0 pour tout multiindice a tel que |et | = 

àx ' 
a. + ... + a ^ k; cette condition ne dépend ni du choix de a ni de celui de 1 m , A k+1 la carte (p. Il est clair maintenant que I F est fermé dans F, et on a des 

xo 
suites exactes fortes de H-modules : 

0 —> Hom(SkT ,E) —> Jk F —> Jk_1F 0 . x̂  x_ 0 0 0 
k-1 , k En effet lorsque (f) = 0, on peut définir intrinsèquement d f(xQ) € 

k ^ \fT-> k k 
Hom(S ,E) comme étant d f(x^) o(d(p(xQ)) (où (d<p(xQ)) désigne la puis
sance symétrique keme de d(p(x^)). Cela ne dépend ni du choix de la carte (p, 
ni de celui de a.(Tout ceci est une généralisation naturelle de l'exposé 
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fait dans [8] pour les fibres vectoriels de dimension finie) . 

k k 
LEMME 3.1. Soient a € G, f € F. Alors j (af) - a(x )j (f) ne dépend que 

du k-1-jet de f, i .e. passe au quotient en une application de J F —) J F. 

Démonstration. 
k-1 k k Il suffit de prouver que lorsque j (f) = 0, on a j (af) = a(x )j (f). Or 
X0 X0 xo 

k k « k k dans ce cas j (f) et j (af) s'identifient à d f(x ) et d (af)(x ) respec-
xo xo 0 0 

tivement; en passant dans une carte et une trivialisation, on voit aussi-
k k tôt que l'on a bien : d (af) (x )̂ = a(x )̂d f(x^), puisque le k-l-jet de f en 

xQ est nul, 

3. Dérivations covariantes sur l'espace d'une représentation induite. 

3,1. Soient X une variété différentiable, H un groupe de Lie, P un H-fibré prin-
cipal au-dessus de X. Soit E un H-module. Comme au ch.II n 2, introduisons 
l'espace F = IndHjp E = {f € C (P,E) | f(ph) = h" f(p)}. Je me propose de 
définir dans ce cadre la notion de dérivation covariante sur F. Il s'agit 
d'une adaptation de [7] ch.III où l'on traite le cas où E est de dimension 
finie. 

Le fibre tangent TP à P est un H-fibré vectoriel, c'est-à dire un fibre 
vectoriel au-dessus de P muni d'une action de H à droite telle que la pro
jection naturelle du fibre vers P soit un H-morphisme. Notons VP (fibre 
vertical) le noyau de l'application drc, où n : P —> X est la projection; 
c'est un sous-H-fibré de TP. 
Remarquons que l'on a une trivialisation naturelle de VP en associant à 
A € h (algèbre de Lie de H) le champ de vecteurs sur P défini par A (̂p) = 
~\ (pê *) I .On identifiera dorénavant VP à PXh; l'action de H devient : dt t =0 

(p,A)h = (phjh^A) 
où H agit sur h par l'action adjointe. 

1 H 
Notons Q (P,E) l'espace des 1-formes différentielles sur P à valeurs dans 
E vérifiant la condition de covariance : a)(Ah) = h u)(A) pour tous A f TP, 
h € H. (Remarquer que la restriction de ou à VP définit un élément de 
IndHÎpHom(h,E)). 
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Par abus de langage, je dirai qu'une connexion sur F est la donnée d'une 
1 H 1-forme (i3 f Q (P,End(E)) telle que : 

UHP,A) = o(A) pour tout (p,A) € VP 
où p : h —> End(E) est la représentation de h. (L'abus de langage consiste 
à parler de connexions sur F, qui en dimension finie correspond à l'espace 
des sections du fibre vectoriel P X E au-dessus de X; on parle plutôt de 

H 
connexions sur le fibre lui-même). 
La forme (o s'appelle la 1-forme de connexion; il en existe toujours, comme 
on le verra ci-après. 
Lorsque l'on s'est donné une connexion sur F, on définit la dérivée covariante 
d'un élément f 6 F par la formule : 

9f = U)f + df G Q^PjE)". 
(Cela veut dire la chose suivante : soit A € TP un vecteur tangent au point 
p G P; alors : tff(A) = (u(A)f(p) + df(p)(A)). 
Pour faire l'analogie avec le cas de la dimension finie, remarquons que ^f 
passe au quotient par VP; en effet soit A G h et dérivons par rapport à h 
au point 1 et dans la direction A la relation : f(ph) = h *f(p). On obtient : 
df(p)(A) = -p(A)f(p) = -co(A)f (p) . Donc en fait ^f définit une application 
H-covariante de TP/VP vers E, ou encore un raorphisrae de H-fibrés vectoriels 
de TP/VP vers XXE. Or TP/VP s'identifie naturellement à K (TX) , image ré
ciproque par 7i du fibre tangent TX; lorsque E est de dimension finie il en 
résulte que l'on peut considérer Çf comme une 1-forme sur X à valeurs dans 
le fibre vectoriel P x E, et en outre on voit facilement que la définition H 
ci-dessus coincide avec la définition classique. (D'ailleurs, c'est une des 
définitions classiques). 

3.2. Rappelons (cf. [7] ch.II) qu'une connexion sur le fibre principal P est par 
définition la donnée d'un sous-H-fibré supplémentaire de VP dans TP, que l'on 
note alors HP (fibre horizontal). Un tel sous-fibré existe toujours ([7] ch.II 
§2). Compte tenu de la trivialisation canonique de VP, il est équivalent de 

1 H 
se donner une 1-forme to £ Q (P,h) telle que ci)(p,A) = A pour tout (p,A) Ç VP. 
La forme u) s'appelle encore la 1-forme de connexion. Posant oo = ou o p, on en 
déduit aussitôt une connexion sur F (ce qui montre l'existence de connexions 
sur toute représentation induite), Pour une telle connexion on a aussi : 
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*?f = df opr , où pr est la projection de TP sur HP parallèlement à VP. h h ^ 
En effet pr (A) = A - tw(A) , et comme on l'a vu : df(uj(A)) = - oj(A)f(p) si 
A est un vecteur tangent au point p; donc : df o pr (A) = df(A) + u)(A)f(p) = 

h 7f(A). 

3.3. Considérons maintenant le cas où P est un groupe de Lie G, H un sous-groupe 
fermé de G, G étant considéré comme H-fibré principal au-dessus de X = G/H. 
G agit sur TG par translation à gauche; si on trivialise TG par translation 
à gauche justement, cette action devient g(g',A) = (gg',A) pour tous g,g1 € G, 
A (: g (algèbre de Lie de G); l'action à droite de H s'écrit alors : (g,A)h = 
(gh,h *A), H agissant sur g par l'action adjointe. 
Donnons-nous une connexion sur F, et soit ou sa 1-forme de connexion. On dit 
que la connexion est invariante par G si la 1-forme oj est invariante par les 
translations à gauche de G, 

LEMME 3 »2. Il y a correspondance bijective entre l'ensemble des connexions 
invariantes sur F, et l'ensemble des H-morphismes £—> End(E) prolongeant p. 

Démonstration, (cf. [7] ch.II §11 thm.11.5.) 
1 H 

Soit a) G Q (G,End(E)) définissant une connexion invariante. On peut consi-
dérer u) comme une fonction C sur G à valeurs dans Hom(g,End(E)); alors la 
condition d'invariance dit tout simplement que cette fonction est constante. 
Or de toutes manières u)(l) prolonge p; comme u) doit être en plus H-covarian-
te à droite, i l faut en fait que u = UJ(1) soit un H-morphisme prolongeant p. 
Réciproquement, si u est un tel prolongement, la 1-forme constante définie 
par uj(g) = u pour tout g € G définit une connexion invariante. Cqfd. 

Exprimons maintenant en termes de cohomologie l'obstruction à l'existence d'une 
connexion invariante. Plus généralement, soit 0 —* V —> V V" —̂  0 
une suite exacte forte de H-modules, W un autre H-module, et u : V —̂  W 
un H-morphisme. Soit a la classe de l'extension; alors u(a) € Ext*(V",W) est 
l'obstruction au prolongement de u en un H-morphisme u de V vers W. 
En effet soit Gr(-u) le sous-module (v,»-u(v,))vlçvl de V 9 ¥. Alors u(a) 
est la classe de l'extension : 

0 —* W —» (W 9 V)/Gr(- u) —» V" —* 0 (cf. [5] d-i.I §10) 
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Supposons cette extension scindée, et soit 0" : V" —> (W9 V)/Gr(-u) une 
scission. On définit alors u(v) en prenant un représentant (w,v ) de 0"(v) 
dans W 9 V et en posant : u(v) = w - u(v-v^). Il est clair que cela ne 
dopend pas du choix de v̂  , que l'on peut faire dépendre linéairement et 
continûment de v. Réciproquement, si u : V —> W est un prolongement de u, 
Gr(-u)/Gr(-u) fournit un supplémentaire H-invariant de W dans (W S V)/Gr(-u). 

Appelons la classe de l'extension de H-modules : 0 —> h —> g —> g/h —> 0 
Alors est l'obstruction à l'existence d'une connexion invariante sur le 
H-fibré principal G (cf. [7] ch.II thm. 11.1.; démonstration analogue à 
celle du lemme 3.2.) , et d'après ce qui précède, p(cr̂ ) est l'obstruction à 
l'existence d'une connexion invariante sur l'espace F. 
On sait que pour un fibre vectoriel de dimension finie V au-dessus de X, la 
donnée d'une connexion sur V est équivalente au choix d'une scission pour la 
suite exacte de jet : 0 —> Q̂ CXjV) —> J*V —> V —> 0. Montrons qu'ici on 
a encore un lien analogue : 

LEMME 3.3. Identifions g/h à T et Hom(T , End(E)) à Hom(E,Hom(T ,E)). 

Alors l'obstruction P(°̂ ) à l'existence d'une connexion invariante sur F 
s'identifie à la classe de l'extension : 

(1) 0 —> Hom(T ,E) —> J F —» E —> 0. x ' x̂  0 0 
Démonstration. 
Soit y ia classe de l'extension (1). Choisissons une section locale G pour 
K :G —> H, au-dessus d'un ouvert U contenant x ,̂ telle que 0"(XQ) = 1» L'ap
plication linéaire tangente da(x ) donne alors une scission de la suite 
exacte 0 —> h —» g —> T —> 0; d'où un cocycle z £ Z (H,Hom(T ,h) ) 

xo xo ~ 
défini par : z(s) - sda(x )s - dc(x ) , représentant a. . 

D'autre part, le choix de G permet de définir une scission de la suite exacte 
(1) . En effet h f £ |y on peut associer f = f oC € C (U,E); alors r(f) = 
df(x ) donne la scission voulue, ou plutôt une rétraction de l'injection 

0 1 
Hom(T ,E) —> J F, ce qui est équivalent jla scission correspondante 

associe à v Ç V le 1-jet au point xQ de l'élément de F|TJ représenté par 
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la fonction constante égale à v dans cette trivialisation; on note v — u(v) 
cette scission). 
Lorsque l'on a choisi une trivialisation locale du fibre principal, l 'ac
tion de G sur F s'exprime à l'aide d'un "multiplicateur", de la manière 
suivante. Soit V = {(g,x) € G XX |g~*x Çu}. V est un ouvert de G XX conte
nant Hx{x } . Définissons le multiplicateur m sur V par la condition : 

-1 
go*(g x) = a(x)m(g,x) . 

C'est donc une fonction C sur V a valeurs dans H. Il est maintenant facile 
de vérifier que pour f € F |^ et pour (g,x) € V on a : 
(*) (gf)~(x) = mCg^fCg^x). 

On remarque que pour h € H on a m(h,x^) = h. Dérivons par rapport à x au point 
XQ la relation (*). On trouve : 

d(hff (xQ) = p(— ( h ^ h ' S h f U ^ + hdfCx^h"1 
dx 

Il en résulte que d(hu(h *v) - u(v))(x ) = p (— (h,x )h ^)v , ce qui montre 
0 dx ° 

que le cocycle £ représentant v associé à u est donné par : T(h) = p(̂ — (h,x )h *") 
dx ° 

Or m(h,x) = o(x) * .ho*(h *x) , d'où en dérivant : 

^ (ï^x^h"1 = -da(xQ) + hdcU^h"1 = z(h) 
dx 

Donc f(h) = p(z(h)), et y - p(a^), ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque 3.1. Cela ne veut pas dire pour autant que F soit isomorphe à 

l'image directe de g par le morphisme p. Par exemple, si E est de dimen
sion finie, J F et (h 9 End(E))/Gr-p) n'ont même pas même dimension en 

xo 
général . C'est le problème de la scission de ces deux extensions qui est 
le même dans les deux cas. 

4. Homomorphismes de support ponctuel et d'ordre fini. 

Reprenons maintenant la situation décrite à l'introduction au chapitre I I . 
Rappelons que d'après le théorème 1.2. on est conduit à l'étude de la pre
mière suite spectrale d'hypercohomologie du complexe de S-modules 
C (b,Hom(F1,E2)). 
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(k) k (o) Pour tout k > O, notons D = Hom(j F„,E ); en particulier D = Hom(E„ ,E ) 
(k) x° . x° x° 

Intuitivement correspond à l'espace des distributions de support {XQ} 
et d'ordre ^ k. Lorsque Ê  et Ê  sont de dimension finie, c'est encore la 
fibre au point du fibre des opérateurs différentiels d'ordre ^ k de 
A XSE1 vers A XsE2" C'est un sous_B x S-module de HomCF̂ E .̂ 

Notons Zq(b,D^ )̂ l'ensemble des éléments de Zq(b,D^ )̂ qui sont des cobords 0 - ' x o x0 
dans HomCF̂ jÊ ). Le lemme suivant montre qu'il n'est pas nécessaire d'aller 
bien loin pour trouver une primitive d'un tel élément. 

LEMME 3.4. On a des suites exactes fortes de S-modules : 

0 - * Zq(b,D(k+1)) -> Cq(b,D(k+1)) -> Zq+1(b,D(k)) - > 0. 
xo X0 0 xo 

Démonstration. 

a. Le lemme dit que lorsqu'un élément de Zq(b,D^ )̂ est un cobord dans Hom(F ,E ) 
xo 1 2 

il est en fait déjà un cobord dans D^+^ . 
xo 

Tout d'abord, soient b 6 b, u € Hom(F̂  . Soit ^(x) = <x,b> la restriction 
à X de la forme linéaire définie par b. Alors : bu(f) = icp (x )u(f) - iu(cp f) . 

'b 0 b D'après le lemme 3.1. on voit maintenant que si u Ç D , alors bu f D 
xo xo 

pour tout b € b. Donc le cobord d va bien de Cq(b,D^k+ )̂ dans Zq+1 (b,D^ ) : 
' xo 0 " xo 

tout consiste à montrer que c'est une surjection. 
•M- . 

b. Identifions à D/NXQ. Alors dtp̂ 3̂ ) = b, en désignant par b la classe de b 
dans b/N . Soit u C D^+^ et déterminons la restriction de bu à 

0 0 
k k 

Hom(S ,Ê ) = S (b/N ) ®E ; on appellera symbole principal de bu cette 
X0 """ X0 k-1 k restriction. Soit f ( F, telle que j (f) = 0. Alors j ((q\(x ) - <f>)f) = 0, 1 x̂  x̂  'b O 'b 

k+1 ° ° donc d ((œ (x ) - <D )f)(x ) est bien définie. On voit facilement à l'aide 
b 0 b 0 k+1 d'une trivialisation et d'une carte locales, que d ((<P,(x ) - ^^H*1^) = ^ ' b O b O 

- d(p (x ),d f(x ) , où le point désigne le produit symétrique des formes 'b 0 0 
multilinéaires symétriques. D'où la formule : 
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ibu(Xg)v) = u(bX<g)v) 

pour tous b € J>, u € D̂  , X € S (b/Nx ) , v € , bX désignant le produit 

dans l'algèbre symétrique de b/N 

c. Choisissons maintenant des scissions pour les suites exactes : 

0 -» Hom(SkT ,E ) -» F —> J*"1* —> 0. 

On commence par démontrer le lemme pour k = 0. Je vais construire une appli
cation f : Zq+1(b,D^° )̂ —> Cq(b,D^) telle que d($(oj)) = u> lorsque u> € 

/ i ( b D ( o ) , 
Z0 (Ê'DxQ > * 
Faisons encore choix d'un supplémentaire b^ de N̂  dans b. On a alors une dé-

composition : Aqb = © Aq bQ ®Aq . On définit le symbole principal 
" q'+q»=q X0 

de $(OJ) par la formule : 

$(OJ) (b,v,X (8>v) = ^ u)(u(X) A b,v>v) 
a ' a" 

pour tous b 6 A bQ, v € AH Nx , q'+qM=q, v G E1, où u : £/Nx —> b est 
~ xo 1xo 

la scission associée au choix de b^. Puis on prolonge $(OJ) a J^ F̂  tout en 
tier grâce au choix de supplémentaire qui a été fait. 
Soient b = (b . . . . ,b v = ( v..,...,v „) avec b. € b . v. € N . Notons : 0 q» 1 q" j -0 ' j xQ 

bJ = (b0,,,",bj-l,bj+l,,**bq') P°Ur 3 ^ {0, . . . ,q}. 
qf j 

Alors : d($(u))) (b,v,v) = £ (-1) (b .$(u))) (b*,v,v) (les autres termes sont 
j=0 3 3 

nuls) 
q' 

= - i S (-1) J$(OJ) (bA,v,b . (giv) (d'après le b.) 
j=0 J 3 1 q' j 

= S (-D JU)(b.,bA,v,v) = u)(b,v,v) 

a'+1 q" 
Donc d($(uj)) coincide toujours avec ci) sur © A J?Q® A Nx » i l reste 

q»+q'»=q X0 
à considérer les restrictions à N . Il est clair que l'on a toujours 
d(*(a)))|N = 0. Or d'après la proposition 2.3., Zq+1(b,D^° )̂ est précisé-

X0 ~* xo 
ment l'ensemble des cd 6 Zq *(b,D^) tels que oj|N =0; donc le lemme est 

X0 X0 
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démontré pour k = 0. 

d. Faisons maintenant une récurrence sur k. Pour tout k > O, je vais construire 
une application $ : Zq+1 (_b,D*R) ) —* cq(b,D^R+1̂ ) telle que tu - d($>(u))) € 

xo xo 
Zq "̂(b,D̂ k ^) pour tout eu - Comme u) € Zq ^ (b ,D̂ R̂  ) si et seulement si 

xo xo 
oj - d($(a))) € Zq+̂ (b,D̂ R on pourra conclure par hypothèse de récur-0 - x̂  
rence. 

Pour ^ J - . - ^ q , Ç J°Q> ^J-'-^qi. f Nx > «l1 + = <1> P°ur Xo>' — >\^—/Nx ' 

et pour v f E on définit : 
k 

$(u)) (b,v,X,v) = S u)(u(X ) ,b,v,XA,v) 
(k+1)(q'+k+l) 1=0 

(cf. c. pour les notations X<j et u(X^)). 
k+1 

On prolonge ensuite $(CD) à J F tout entier grâce au choix de supplémen-
taire qui a été fait. Il s'agit de démontrer que le symbole principal de 
œ - d($(u))) est nul. 

Soient t>0>...>bq, € bQ, v1,...,vq„ € Nx , q'+q» = q, \±, . . . ,XR € b/Nx , et 

v € E1. Alors : 

d($(oo))(b,v,X,v) = S (-l)J(b.$(u)))(b.,v,X,v) 

= -i E (-1)° Z *(a))(b4,v,X ,...,X ,b X ,...,X .v) 
j=0 1=1 J ±-i J 1 k 

q' J 
= -(k+l)i S (-1) f(co) (b^,v,b . ,X,v) car §(<r) est symétrique en 

j=0 J 3 
(b . ,X„ ,. .. ,X, ) . Cela s'écrit encore : 3 1 k 

1 q' i k E (-1) J[o)(b.,bA,v,X,v) + E CD(u(X ) ,bA,v,b.,Xf ,v)] 
q'+k+l j=0 3 3 1=1 ^ 

Or, 0)(b̂  ,bA,v,X,v) = (-1) Jo)(b,v,X,v) pour tout j . Ecrivons par ailleurs pour 
1 fixé la condition de cocycle : du)(u(X̂ ) ,b,v,X^,v) = 0. Cela donne : 

(o(b,v,X,v) = E (-l)Ju)(u(X ) ,bA,v,b.,X*,v) 
j=0 0 3 1 

Donc : d( $((D)) (b,v,X,v) = — ( (q'+l)u)(b ,v,X,v) + ku)(b,v,X,v) ) = fi)(b,v,X,\ 
q ' +k+l 
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Pour conclure il ne reste plus qu'à considérer le cas où tous les arguments 
sont dans N . Mais on voit aussitôt que d($(u))) (v,X,v) = 0 pour tous 

X0 
v^j...»v € N , , \ € b/N , v 6 E. ; et en écrivant la condition 0 q xQ 1 k ^ xQ 1* 
dœ(b,v,X2,... ,Xk,v) = O, on voit qu'il en est de même pour u). Cqfd. 

5. La surjection canonique Zq(b,D^) —> Ext̂ (F ,E ) . 
X0 b 1 2 

Il sera important pour la suite de connaître sous forme explicite l'applica
tion a)—* [œ] de Zq(b,D^) vers Extq(F ,E ) identifié à CQ(N ,D*°^). On 

X0 b 1 2 x0 X0 
sait (prop. 2.3.) que l'application œ —> [tu] de Cq(b,D^°^) = Zq(b,D^) vers 
Extq(F ,̂E2) n'est autre que l'application de restriction, sous cette iden
tification. Il s'agira donc de trouver un cocycle équivalent à u) et prenant 
ses valeurs dans D , puis de restreindre ce cocycle à N ; cette restriction x„ 1 x ' 
est bien sûr indépendante du représentant choisi. Soit $ : Zq(b,DX ) —> 

CQ *(b ,D^) l'application construite au lemme 3.4.d, ci-dessus; alors 
X0 

U) - d($(u))) répond à la question. D'ailleurs U)|N prend déjà ses valeurs 
(o) X̂  

dans D comme on l'a vu, ainsi que d(*(a)))|N ; on aura donc [eu] = u>|N 
X0 X0 X0 

d( $(ao) ) |N . On va expliciter le deuxième terme 
Reprenons les notations du lemme 3.4.a. Pour v € N , notons Q(v) le hessien 

au point XQ de la fonction (p̂  (remarquons que ceci a un sens intrinsèque par
ce que dcp (x ) = v T = 0) . Q est l'analogue affine du deuxième tenseur 

Tv 0 xQ * 
fondamental de la sous-variété X plongée dans b , défini en géométrie rie-
mannienne; i l traduit au moins de manière qualitative la "courbure" de la 
sous-variété au point x . On vérifie facilement que Q est un S-morphisme de 

2 * 0 N dans S T . x^ x^ 
° 0 k+1 k+3 Soient v € N et f G I F„ ; i l est clair que (cp (x) - cp)f€ I JFA , et xQ xQ 1' *v 0 *v xQ 1 

k+2 2 k l'on a comme au lemme 3,4.b. : d (((p (x ) - cp )f)(x ) = - d (p (x ) .d f(x ) . 
Tv 0 Tv 0 Tv 0 0 

(k) (k-2) Par conséquent pour v € N , u € D , vu est dans D et on a la formule 
X0 X0 X0 
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ivu(X<S>v) = u(Q(v)X0v) 

pour tous v G N , u € D , X € S (b/N ) , v € E , k > 2; et vu = 0 si u 
xo xo xo 1 

€ . On peut maintenant écrire la restriction de d($(o))) à N : 
q q 

d(f(co))(v,v) = Z (-l)J+1(v »(o)))(vvv) = . i ï (-1)3+1|(cd)(v.,Q(v.) ®v) . 
j=l 3 J j=l 3 3 

Or remarquons que la condition de cocycle entraîne d'une part que le sym
bole principal de a>|N est nul, donc que co définit une application : 

xo 
b/N (g)Aq"1N ®b/N —} D(0) 

xo xo xo xo 
et d'autre part, en écrivant duo(b̂  jb^, v ,v) = 0, que cette application est 
symétrique par rapport aux arguments dans b/N . Ainsi UJ définit un élément 

xr» 
q-1 2 * (0) de C (N ,Kom(S T ,D ) , que l'on notera u). . x_ x ' x^ 1 

En se souvenant de la définition de $, à savoir : 
(v,X1>^2>v) = -| [(juCuĈ ) ,v,X2,v) + yj(u(X2) ,v,X1,v) ] = iu^ ( v ̂ , v ) , 

il est clair que l'on a démontré le lemme suivant : 

LEMME 3 .5. L'application yj —* [ou] de Zq(b,D(1)) dans Cq(N ,D*0)) est ~ ~ ~ ~ ~ ~ — X X X 

donnée par : 
oo —> CD N - Qw ou. 

xo 1 
en désignant par Q t̂û  l'application : 

(v , . . . ,v ,v) —> Y, (-1)J oj.CvajQCv.) ,v) . 
q j=l 3 

(C'est le cup-produit de N - cohomologie associé au couplage d'"évaluation" 

s V X H « ( s V ,D<0)) -> D(0)). 

. Une suite exacte remarquable. 
Soit G un groupe de Lie, V un G-module de dimension finie. Soit V un sous-G 
module de V, V" = V/V, de sorte que l'on a la suite exacte : 

O - 4 V —> V —> V" —> O 

définissant un élément a de Ext̂ (V" ,Vf) . 
G 
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Le produit extérieur définit une application de V ®V dans A V, dont on 
note A(V',V) l'image. L'image réciproque de A V par cette application est 
V ®V, de sorte que l'on a la suite exacte : 

0 —> A2V —» A(V,V) —> V ®V» —> 0. 

Notons S(V,V») le G-module S V/S V . On a une surjection de S(V,V") sur S V". 
L'application de produit symétrique V* (g)V —> S V passe au quotient en une 
application injective V <g>Vn —> S(V,VM) , dont l'image s'identifie au noyau 

de la surjection S(V,V") —4 S V". D'où une suite exacte à 4 termes : 

(1) 0 -» A2v —* A(V',V) S(V,V") -4 S2V" —> 0. 

(on aurait avec des notations analogues trois autres suites exactes : 

0—4 S2V -4 S(V',V) —> A(V,V") —} A2V" - 4 0 

0 —> s2v -4 S(V',V) -4 S(V,V») -4 S2V" —> 0 

0 - 4 A2V - 4 A(V»,V) —> A(V,V») —> A2V" —> 0 ) . 

Je me propose maintenant de déterminer la classe de l'extension (1) en fonc
tion de a. 

LEMME 3 »6. La classe de l'extension (1) est asja, le cup-produit étant as
socié au couplage : (u,v) — uAv - vAu de Hom(V",V') XHom(V" ,V) vers 

2 2 2 Hom(S V",A V ) , en notant uAv l'application de V" <g>VM vers A V définie par : 
uAv(x®y) = u(x)A v(y) (de sorte que uA v - vAu est bien symétrique). 

Démonstration » 

On va déterminer successivement les classes des extensions : 

(i) 0 —4 Vf <8>V" —4 S(V,V") -4 S2V" —> o 

(ii) 0—4 A2v —> A(V',V) -4 V ®V" —> 0. 

Donnons-nous une scission r de la suite 0 —̂  V —) V —̂  V" —> 0, de sorte 
que dr : g —> grg - r £ Z (G,Hom(VM ,V) ) représente ce. On a alors une 
scission naturelle de ( i) , définie par : 

: (x,y) —> [r(x)r(y)] où r(x)r(y) désigne le produit symétrique, 
et [r(x)r(y)] la classe de r(x)r(y) mod S2V . 
Par différentiation on obtient : 

dR (g,xy) = dr(g,x) cg>y + dr(g,y) <g>x 
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L'application r —) est manifestement G-covariante, de sorte que le cup-
produit par [d^] de HP(G,S2V") vers HP+1(G,V» <g>V") se traduit par le cup-
produit par [dr] = a, à condition de remplacer le couplage d'évaluation 
Hom(S2V",V <g)V") x s V —> V ®V" par le couplage : (u,xy) —* ux (g)y + uy (g)x 
de Hom(V",V) X S V" —̂  V ®V" . (En d'autres termes, j'ai un G-morphisme 

2 
Hom(V",V) —> Hom(S VM,V'g)V") défini par le couplage ci-dessus, et la classe 
de l'extension (i) est l'image de a par ce G-morphisme). 
La donnée de r définit de même une scission R de (ii) par : R (x ®y) = xÀ r(y), 
D'où : dR2(g,x<g)y) = dr(g,y). Comme ci-dessus, on en déduit que le relè
vement à travers (ii) se fait par cup-produit avec a, associé au couplage : 
(u,x<8>y) —> xA uy de Hom(V",V) XV <8>V" vers A2V . 
Mettre bout-à bout les deux couplages d'évaluation Hom(S V" , V <g>V") XS V" —) 
V <g)VM et Hom(V ®V",A2V") XV ®V" —* A2V" revient donc à considérer le 
couplage Hom(V",V) XHom(V",V) x s V —> A2V" défini par : 

(u,v,xy) = (u,vx<8>y + vy <S>x) = vxAuy - vyAux = (uAv)(xy) 
Or la classe de (1) est précisément [dR ]̂w[dR ]̂ avec le couplage de com
position, donc aussi ct\ja avec le couplage du lemme. Cqfd, 

7. Dévissage général de l'opérateur . 

7.1. D'après la proposition 1.3. du chapitre I, l'opérateur d̂  : EPq—y gP4"2»1!-! 
s'obtient en relevant e € HP(S,Extq(F ,̂E )̂) à travers la suite exacte à 
quatre termes : 

O —» Zq"1(b,Hom(F1,E2)) —> C^1 (b,Hom(F1 ) —» Zq(b,Hom(F1) —> 

Extb(Fl,E2} °' 

puis en appliquant la projection Zq * (b,Hom(F̂  ,Ê ) ) —V Ex"̂  ^^l,E2^* 

D'après la remarque 1.1., comme l'inclusion C Hom(F ,E ) induit une 
xQ 1 2 

surjection en cohomologie, on peut remplacer Zq(b,Hom(F ,E )) par Zq(b,D(0)) = 
1 2 x0 

Cq(b,D^^); et d'après le lemme 3.̂ « pour k = 0, on peut ensuite remplacer 

Cq-1(b,Hom(F ,E )) par Cq_1 (b,D^) . Finalement l'opérateur d s'obtiendra 
1 2 - x0 2 

donc par relèvement à travers la suite exacte à quatre termes : 
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0 - » Zq"1(b,D(1)) -> Cq-1(b,DU)) -> Zq(b,D(0)) -> Extq(F1)E9) -> O, X „ X „ X „ D X £ o o o -
puis en appliquant la projection Zq *(b,D^) —> ExtK »Eô  • 

X0 b l 2 
Je me propose dans ce numéro d'exprimer cette opération à l'aide de certains 
cup-produits. 

7.2, On commence par considérer le relèvement à travers la suite exacte : 

(1) 0 - > Zq(b,D(0)) —» Zq(b,D(0)) -> E*t£(F1fE9) - » O. 
O - xQ xQ b 1 2 

Rappelons que d'après la proposition 2.3. Extq(F ,E ) s'identifie à Cq(N ,D^^), 
• 1 2 X0 xo 

et que Zq(b,D^) est l'ensemble des u) € Zq(b,D^) tels que 0)IN = 0. 
0 ~ X0 ^ * xo xo 

En fait, comme on le verra ci-après, i l suffira de considérer la restriction 

du relèvement à l'image (Aqb)̂ " de b®Aq ^N^ dans Aqjbj cela conduit au re

lèvement à travers la suite exacte : 
(1») 0 - 4 CQ"1(NX ,Hom(T* ,D(0)))-> Hom( ( AQb)1 ^ ) -> CQ(NX fD^0) ) -> 0, 

xo xo xo xo xo o 
le noyau de l'application de restriction étant identifié à 
Cq-1(N ,Hom(T* ,D^) ) par la formule : u)(v_,...,v ,X <g>v) = œ(R(X) ,v. , . . . , v ,v) 

0 0 0 H 
où R est une scission quelconque de la suite : 

* 
(I) 0 —> N —> b —> T —> 0 x^ — x_ O 0 
(cela ne dépend pas du choix de R car od|N = O si ou est dans le noyau) . 

xo 
LEMME 3.7. L'application de relèvement à travers la suite exacte (1') est 
obtenue par cup-produit avec l'opposé de la classe de (I), avec le cup-produit 
associé au couplage : 

(u,u)) (v2, .. . >vQ,X <g>v) = od(u(X) ,v2, . . . >vq,v) 
* a (Ci) a-1 * fÔ  de Hom(T ,N )XCH(N ,DV ') vers C4 (N ,Hom(T ,DV ' ) ) . x ' x_ x ' x^ x ' x ' x_ 0 0 0 0 0 0 0 

Démonstration. 
La démonstration de ce lemme et des deux suivants sont analogues à celle du 
lemme 3.6.; en un sens ce sont des trivialités (car de simples questions de 
langage). Je me permettrai donc une rédaction un peu elliptique, pour éviter 
les longueurs insupportables et pour démystifier un peu l'utilisation des 
cup-produits. 
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A chaque scission R de la suite exacte (i) on associe une scission r de (1') 
définie par : 

RCOR) (b,v_, . . . ,v ,v) = a(b-R(b) ,v , . . . ,v ,v) . 
On voit aussitôt que l'application R —\ r est S-covariante. Le cobord de r 
s'exprime par la formule : 

dr(s ,a) (b,v_ ,. .. ,v ,v) = - <x(dR(s,b) ,v_ , . . . ,v ,v) . 
Comme prévu cela passe au quotient par N , i .e. dr(s,a) se trouve dans le 

noyau de l'application de restriction. Avec la description que l'on a donné 
de ce noyau on obtient donc : 

dr(s ,a) (v_ , . . . ,v ,X <g>v) = - a(dR(s,X),v„,...,v >v) , d'où le lemme . ¿2 q 2 q 

. Passons maintenant au relèvement à travers la suite : 

(2) 0 - » Zq-1(b,D(1)) C^Cb.D*1') Zq(b,D(0)) -> 0. 
° " X° X° -1 

En fait on s'intéresse à la projection de ce relèvement sur Extq (F jE )̂» 
o , 

i l ressort alors du n 5 que l'on doit considérer les deux restrictions sui
vantes du relèvement : 
(a) la restriction à N 

xo 
(b) le symbole principal de la restriction à (Aq "̂b)̂ " . 

Pour un élément de Zq *(b,D^^), la restriction (a) donne naissance à un élé-

ment de Cq (̂N ,D^°^); quant à la restriction (b), elle passe au quotient 
xo xo 

par Aq C (Aq b) ̂ , et définit ainsi un élément u)1 de 
xo 1 

Cq"2(N ,Hom(S2T* ,D*°^)) (cf. n°5). On peut vérifier qu'en fait tous les 
xo xo xo 

éléments de Cq~1(N ,D^) (resp. Cq"2(N ,Hom(S2T* ,D^)) ) sont ainsi at-
xo xo xo xo xo 

teints, d'où les deux suites exactes : 

(2'a) 0 - » Cq_1(N ,D(0)) - > Cq_1(N ,D(1)) -> Cq_1(N ,Hom(T* ,D(0))) -
xo xo xo xo xo xo xo 

(2'b) 0 —» Cq_2(N ,Hom(S2T* ,D(0))) —» Hom( (Aq_1b)1 ,Hom(T* ,D(0))) —) X _ X ̂  "v" _ mm X _ X _ o o xo o o 
a-1 * (O) Cq (N ,Hom(T ,DVU;)) —» 0. 

xo xo xo 
On voit que dans les deux cas i l suffit de connaître la restriction de a) £ 
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Zq(b,D^°^) à (A^b)*, ce qui justifie le fait d'avoir considéré cette res-
° ~ xo 

triction au 7.2. 

LEMME 3.8. L'opération de relèvement à travers la suite exacte (2'a) est 

donnée par cup-produit avec l'opposé de la classe de l'extension : 

(II) 0 Hom(T ,E ) —» J1 F —> E —> 0 
X0 xo 

identifiée à un élément de Ext̂ (T ,End(E1)), le cup-produit étant associé 
s xo 1 

au couplage : 
(X ®u,a)) (v_ , . . . ,v ) = o)(v , . . . ,v ,X) ou 

£ q dà q 
de (T* <g)End(Ei)) XCQ""1(N ,Hom(T ,D*0))) vers Cq-1(N ,D(0)). x^ 1 x ' x ' x^ x ' x_ 

Démonstration. 
Rappelons comment on a construit une scission de la suite exacte (2) au lemme 
3.4. On a choisi une scission R de (I) et on a posé : 

f (u)) (v2, . .. ,Vq,X®v) = 0)(R(X) ,v2, . . . ,vq,v) 
* . 1 pour v , . .. ,v G N , \ € T , v £ E ; ensuite on a prolongé $(co) à J F tout 2 q xQ xQ 1 xQ 1 

entier grâce au choix d'une scission p de ( i l ) . En fait ici $(uo) (v ,X (g>v) ne dé
pend pas du choix de R puisque O)|N = 0; $((i)) |N n'est autre que l'élément 

q-1 * (0) X? X° de C (N ,Hom(T ,D )) associé à (« en 7.2. Il s'agit donc simplement de pro-
xo xo xo 1 

longer u)(v), considéré comme symbole principal, à F̂  tout entier, grâce 
au choix de p. ^ 
Calculons le cocycle associé a $. Pour v € Aq *N , \ € FA on a : 

d$(s,«j) (v,X) = - o)(v,dp(s,t(x0)) . 
Bien entendu cela vaut 0 lorsque l(xQ) = 0, d'où la formule : 

d$(s,oj) (v,v) = - uo(v,dp(s,v)) , pour v € Ê  . 
Reste à montrer que si l'on identifie Hom(E1,Hom(T ,E1)) à Hom(T ,End(E ) ) , 

le couplage naturel (u ,cu) (v0 , . . . ,v ) = U)(v , . .. ,v ) o u de 
cl q 2 q 

Hom(E ,Hom(T ,E,)) XCq_1(N ,Hom(T* ,D(0))) vers Cq-1(N ,D*0)) devient le 

couplage du lemme; mais cela est immédiat. 

| LEMME 3*9» L'opérateur de relèvement à travers la suite exacte (2'b) s'obtient 
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par cup-produit avec - ^ fois la classe de l'extension : 
# * o * (III) O —4 N ®T —» S(b,T ) —4 S (T ) —> 0. x_ x_ - x_ x_ 

(cf. n°6 pour les notations), le cup-produit étant associé au couplage : 

(u,(i))(v2,...,Vq_1,X1,X2,v) = au)(v2,...,vq_1,u(X1,X2) ®v) 

(où aoo(v , . . . ,v 1 ) (v ®X <8>v) = u)(v,v , . . . ,v .,)(X(g>v)), 
£ q —1 ^ q —X de Hom(S T ,N <g)T ) XC4 (N ,Hom(T ,D ')) vers (N ,Hom(S T ,DV ' ) ) . x^ X̂  X̂  X ' X ' X̂  X_ X ' x^ 

Démonstration. 
Reprenons la scission $ de la suite exacte (2) définie au lemme 3.4. On 
doit maintenant considérer : 

*((i))(b,v , . . . ,v J ( ^ v ) pour b € b, v0,...,v 1 € N , u £ T 

et v e E1. 
Choisissons une scission R de ( i ) . Alors : 
*(tt)) (b,v,u ®v) = o)(R(u) ,b-R(b) ,v,v) + - U)(R(u) ,R(b) ,v,v) 

Notons R l'application : A T —4 A b définie par \f\ |i —> R(X)A r(u). 

Alors : 
df (s,o)) (b,v,u<8>v) = to(dR(s,u) ,b,v,v) - i- u)(dR^2(s,u Ab) ,v,v) = 

- 0)(b,dR(s,u) ,v,v) + — c«(dR (s,bAu),v,v) 

Cela passe au quotient par N (par rapport à b) d'où : 

d$(s,o)) (v,X>H>v) = - U)(dR(s,u) ,v,X ®v) + — co(dR (s ,XA }i) ,v,v) 

On peut vérifier que cette expression est en fait symétrique en X et u,; mais 
c'est évident à priori car d*(s,o)) doit avoir cette propriété. Donc cela 
s'écrit encore : 

- ^ (u)(dP(s,u) ,V,X <g)v) + u)(dR(s,X) ,v,u ®v)) 

= au)(v,- -| [dR(s,X) <g>u + dR(s,|i) <8>X] (8>v) . 

Or on a vu au lemme 3.6. que l'on avait un représentant de la classe de l'ex
tension (III) par la formule : 

z(s)(X,u) = dR(s,X) <g>u + dR(s,n) <g>X. 
D'où le lemme. 
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7.4. Démonstration du théorème 3.1. 

On dispose maintenant de tous les ingrédients nécessaires au théorème 3»1« 
Le terme o\ (a)\j e provient des lemmes 3.5 •> 3.7. et 3.8. ; le terme 

- 77 Q e provient des lemmes 3.5.» 3.7. et 3.9. Il suffit de composer 

les couplages, en raisonnant par associativité. 

* 
8. Un cas de nullité de la classe Q (ft). 

Appelons la classe de l'extension : 

(1) 0 —̂  T* ®N S2b/S2N S2T* -> 0. x_ x_ X^ X 0 0 0 0 
* 

PROPOSITION 3.1. Q (P )̂ n'est autre que l'opposé de la classe de l'extension 
0 —> Hom(T ,N ) —» J1 N N —> 0 x_ xrt x^ xrt 0 0 0 0 

où J N est l'espace des 1-jets de sections du fibre NX au point x . 
X0 

Démonstration. 
Choisissons une scission r pour la suite exacte 0 —> T — b —> N —> 0. 

x^ — x^ 
Soit dr le cocycle correspondant, dr(s) = srs - r . Du choix de r résulte 
une scission de la suite exacte de jet, définie comme suit . 
Notons p la projection de b sur T parallèlement au supplémentaire défini 

par r, i ,e . p(x) = x - rx pour x € b . Soit U un voisinage ouvert de xQ dans 
X tel que p|u soit un difféomorphisme de U sur un ouvert U' de T . Soit cp : 

X0 
U' —> U le difféomorphisme réciproque. Soit u) une forme différentielle sur 
b . Alors p cp u) est une forme différentielle sur U = p (U) , et on voit que 

* * 
U) - p cp ci) est nulle sur les vecteurs tangents à U; en d'autres termes on dis
pose maintenant d'un moyen d'associer à une forme différentielle sa "partie 
normale" et sa "partie tangente". 
Soit v € N et considérons v comme forme différentielle sur b . D'après ce 

« -M- -M-
qui précède, v - p cp v est une section du fibre conormal NX au-dessus de U, 
prenant la valeur v au point x . La scission de la suite exacte de jet annon-

1 * * cée est alors v —* R(v) = j (v - p cp v) • 
X0 

Il est clair que si l'on change r en srs p est changé en sps * et donc cp 
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en seps et R en sRs En d'autres termes, la construction que l'on vient 
de faire est S-covariante. 
On a donc : dR(s,v) = j (p (p v - sp (p s" v) . Comme on a p cp (x ) = 1 * , x (j 1 

i l est clair que dR(s,v)(x^) = 0 (de toutes manières il devait en être ain
si puisque R est une scission). Donc le 1-jet en question s'identifie à un 
élément de Hom(T ,N ) que je noterai d(p (p v - sp cp s v) (x ) . 

Il faut noter maintenant que par définition p cp v(x) = vodcpodp(x) = dep odp(x) , 
où on rappelle que cp est la restriction a X de la forme linéaire x —̂  <x,v>. 

^ # 2 2 2 Or dcp̂ (xQ) = O; par conséquent d(p cp v) (xQ) = d cp^o(dp(xQ)) = Q(v) o(dp(xQ)) , 

(en désignant par (dp(x^)) la puissance symétrique seconde de dp(xQ)). 
Comme dp(x ) n'est autre que la projection p elle-même, on trouve donc fina-

^fc 2 № № 1 1 2 lement : d(p cp v) (xQ) = Q(v) o p . Et de même : d(sp cp s v) (x ) = Q(v) o (sps ) . 
On peut donc écrire : 

dR(s,v) =-Q(v) odp2(s) . 
Or a —̂  a odp (s) est précisément le 1-cocycle de (1) associé à r (cf. lemme 
3.6. suite exacte ( i) , sous une forme légèrement différente mais équivalente). 
Par ailleurs l'image réciproque d'une suite exacte 0 —4 V -—4 V -̂ 4 V" —4 0 
de S-modules par un S-morphisme u : W —̂  V" se réalise dans V S W comme l'en
semble des (v,w) tels que p(v) = u(w); alors si p est une scission pour p, : 
w —̂  (pu(w),w) est une scission naturelle pour l'image réciproque, et dp^(s) 
= (dp(s),0). On voit donc que le cocycle trouvé pour la suite de jet est pré-
cisément le représentant de • Q (p^) naturellement associé à r . Cqfd. 

COROLLAIRE 3.1. Si le fibre conormal admet une connexion invariante (en par-
ticulier si S agit trivialement sur N ) , on a Q (f3) = 0. 

xo 

COROLLAIRE 3.2. Si s admet un supplémentaire S-invariant dans a, on a d̂  = 0. 

Démonstration . 
Il y a alors sur tout fibre vectoriel du type AX Ê (ou sur toute représen
tation du type Indg jA E) une connexion invariante (cf. lemme 3.2.) , et donc 
(^(a) = Q*(0) = 0. 
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Chapitre IV : Exemples et cas particuliers. 

1. Introduction. 
Dans ce chapitre, j ' i l lus t re par quelques exemples et cas particuliers les 
résultats qui précèdent. Je traite au n 3 le cas des orbites plates (i .e. 
ouvertes dans un sous-espace affine de b ); pour ces orbites la situation 
est considérablement simplifiée. Parmi les exemples, le plus riche est 
celui du groupe de Poincaré généralisé S0Q(l,n) x]Rn traité par Guichardet 
dans [3] pour n = 3 et les 1-extensions. On y voit le rôle joué par les 
orbites coniques, les seules en codimension 1 pour lesquelles on ne puisse 
pas immédiatement écrire le résultat. A certains égards cependant cet 
exemple est encore beaucoup trop simple : en particulier, les orbites non 
triviales y sont toutes de codimension 1. 
Un regret : je n'ai pas d'exemple pour lequel la classe Q (P) définie au 
chapitre III soit non nulle; mais cela est certainement dû au fait que je 
ne connais pas sufisamment bien des groupes sufisamment compliqués. 

2. Cas des orbites non connexes. 
o , 

Je vais montrer dans ce n que l'on peut toujours se ramener au cas ou l'or
bite est connexe. Soit A la composante neutre du groupe A. Alors A x est 

o o O 
connexe, donc contenu dans la composante connexe XQ de Xq dans X. Mais Â S 
est ouvert et fermé dans A (parce que c'est un sous-groupe localement ou
vert et fermé). Donc A x^ est ouvert et fermé dans X, et par conséquent 

o O 
A x = X . o 0 0 

| LEMME 4.1. S stabilise la composante connexe Xq de x^ dans X. 

Démonstration. 
On a X̂  = A x ; donc SX_ = SA x_ = SA S *x , et comme A est distingué dans O o O ' O o O o O ' o 
A, on a bien SX = X . ' 0 0 
Notons A' le sous-groupe ouvert et fermé Â S de A, G' = B XjA ' . Pour i = 1,2, 
notons F.' = Ind , . E. . 

1 BXJSÎG' 1 
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PROPOSITION 4.1. Il y a un isomorphisme naturel de Ext (F1,F') avec 

" K W " 
Démonstration. 
D'après le lemme de Shapiro, Ext*1 (F',F') et Extn(F ,F ) sont respective-

G ' 1 2 G 1 2 ment isomorphes à Ext̂  ^g(F^ et Ext̂  ^g{¥ ̂  FE^) . 
Or, l'application de restriction à A' donne un B>4S-morphisme naturel de 
F̂  vers F ,̂ d'où une application : 

(1) Hom(F',E ) —-> Hom(F ,E ) 

Notons X„ = X\X , Â  = A\A ' . On peut considérer Â  comme un S-fibré prin-1 0 1 1 
cipal au-dessus de X̂ , et on peut définir avec les notations du chapitre III 
n 3 : F^ = Ind |̂̂  E .̂ On a d'autre part une action de S a gauche sur le 

S-fibré principal Â , donc sur FĴ  ; et l'on voit aussitôt que l'application 
f —> (f',f"), avec f = f|A', f" = f|A , est un isomorphisme de B *S-modules 
de sur FJ 0 F1̂ . Il en résulte en particulier que l'application (1) ci-des 
sus est une injection et que son image est facteur direct dans Hom(F̂ ,Ê ) 
comme EVT et comme B*S-module. 
Appliquant la suite spectrale de Hochschild-Serre par rapport à B, et compte 
tenu de la proposition 2.2.(i) du chapitre II on voit que l'injection (1) 
induit un isomorphisme au niveau des suites spectrales pour r ^ 2, et donc 
en cohomologie. Cqfd. 

COROLLAIRE 4.1. Quitte à remplacer A par A', on peut supposer que l'orbite 
X est connexe, pour l'étude de la suite spectrale qui fait l'objet de ce 
travail. 

3. Cas des orbites plates. 
Je dirai que l'orbite (connexe) X est plate si elle est ouverte dans un sous-
espace affine de b. 

LEMME 4.2. L'orbite X est plate si et seulement si le deuxième tenseur fon
damental Q au point XQ (chapitre II, n°5) est nul. 

Démonstration. 
a. La nécessité est évidente; en effet les fonctions cp sont constantes sur-X, 

2 o V donc d (p (x ) =0 (notations du chapitre II, n 5) . Tv O 

106 



Ext" ENTRE REPRÉSENTATIONS INDUITES DE PRODUITS SEMI-DIRECTS 

b. Démontrons maintenant la suffisance. En procédant en chaque point x (: X 
comme en x , on peut définir le deuxième tenseur fondamental Q f Hom(NX,Ŝ T*X), 
morphisme de A-fibrés vectoriels. Il est clair que si Q(XQ) est nul, Q est 
en fait identiquement nul à cause de la covariance. Notons R € Hom(Ŝ TX,N*X) 
sa transposée. 
Choisissons maintenant une structure euclidienne quelconque sur b , ce qui 
permet de "remonter" le fibre b /NX = N X en un fibre N'X ^ X Xb , avec 
N' = T"1 (au sens de la métrique). R s'identifie alors à un élément V de 
X 2X — Hom(S TX,N'X). Soit \7 la dérivation covariante associée à la connexion rie-

mannienne sur b (qui est ici la connexion plate, bien sûr),V la dérivation 
covariante sur X obtenue à partir de ^ par projection orthogonale sur TX 
(cf. [9] section 6.4.). Remarquons que l'on a : 

VçCH) = V (Tl) + v(ç,l)) 

pour tous champs de vecteurs §,T), sur X (cela se vérifie par exemple dans 
une carte locale), de sorte que V(§,7]) est la partie normale de ^(T]) , ce 
qui est bien par définition le deuxième tenseur fondamental (loc. cit.) de 
la sous-variété X plongée dans b (d'où la terminologie adoptée pour Q). 

On voit ainsi que Q = 0 si et seulement si ^ - V le long de X. Mais cela en
traîne que les géodésiques de V dans X sont aussi des géodésiques de ^ dans 
* 

b , c'est-à dire des segments de droite. En particulier tout point de X ad-
met un voisinage qui est convexe (au sens habituel) dans b , et qui est 
donc ouvert dans le sous-espace affine qu'il engendre. Ce sous-espace af
fine est localement constant, donc constant car on a pris X connexe. Cqfd. 

PROPOSITION 4.2. Si l'orbite (connexe) X est plate, et si en outre on peut 
choisir une connexion invariante sur F„, on a d =0 pour tout r ^ 2. 

17 r 
Démonstration. 
Reprenons dans ce cas la suite exacte : 
(1) 0 - > Zq(b,D(k+1)) -> Cq(b,D(k+1)) -> Zq+1(b,D(k)) - » 0 -

et les notations du lemme 3.4., chapitre III. 
On remarque que N agit maintenant trivialement sur Hom(F1,E ) et donc sur x 1 2 

(k) 
tous les D . Mais alors d($(u)))(v , . . . ,v ) = 0 pour tous v , . . . ,v € N 
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(alors qu'en général on a seulement nullité du symbole principal). Par une 
récurrence évidente, on voit maintenant que si eu € Zq+* (b.D̂ k̂  ) , CD|N prend 

ses valeurs dans D , et [fjo] € Extq(F„ ,E ) n'est autre que U)|N 

Donc si l'on s'intéresse à la projection sur Extq(F„,E ) du relèvement à 
travers la suite exacte (1), il suffit de connaître la restriction de u) à 
(Aqb)* (image de b <g>AQN dans Aq+1b) . Comme O)|N = 0 lorsque u) € Zq+1 (b,D^) 

X0 " xo ° ~ xo 
cette restriction définit en fait un élément bien déterminé de 
q k "M" (0) C (N ,T <g>S T ®D ) , et l'application $ consiste simplement à symétriser 

xo xo xo xo 
cet élément, puis à lui associer un opérateur différentiel dont il sera le 
symbole principal, et ce grâce au choix d'une scission de la suite : 
(2) 0 -* SR+1T OE, —> Jk+V —> Jk F. —̂  0 

(c'est à dire une différentielle totale k+leme au sens de [8] §9). Lorsque 
l'on a choisi une connexion sur l'espace F̂  et une connexion sur le fibre 
tangent, il en résulte une différentielle totale keme canonique (loc. cit. 
théorème 7), et on voit aisément que si les deux connexions sont A-inva
riantes, ces différentielles totales sont des S-morphismes. Or, dans le cas 
d'une orbite plate, il y a toujours une connexion invariante sur le fibre 
tangent (par exemple la connexion plate, définie par le fait que sa forme de 
connexion est nulle en coordonnées affines). Par conséquent si F̂  admet une 
connexion invariante, les suites exactes (2) sont scindées sous S, et l'ap
plication u) —> $((«) |N est un S-morphisme. Ce qui veut dire que la pro
jection sur Extq(F̂ ,E2> du relèvement d'une classe 9 € HP(S,Zq+1(b,Dxk )̂) 
est nulle. 
La proposition résulte maintenant de la proposition 1.3.(b), compte tenu de 
la remarque 1,1, qui suit cette proposition. 

4. Cas des orbites de codimension 1. 

Supposons que l'orbite X soit de codimension 1 dans b . Le sous-espace N 

de b est alors de dimension 1, ce qui entraîne d'après la proposition 2.3. 
que dans la suite spectrale de Hochschild-Serre seuls les termes pour 
q ^ 1 interviennent; en outre d̂  = 0 pour r ^ 3> ce qui permet d'identifier 
Ê  à EJO» D'autre part dans l'expression du do n'intervient que la classe 
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o"̂ (cr) (cf. théorème 3.1.) et on peut réénoncer le théorème 3.1. sous la 
forme simplifiée suivante : 

PROPOSITION 4.3. Supposons l'orbite X de codimension 1. On a alors, outre 
l'égalité Hom (̂F̂ ,F2)= H°mŜ El ,E2̂  ' *a longue suite exacte : 

1 1 d2 2 0 ~* Extg(E1,E ) ExtG(F1,F2) » Hom̂ N̂  ^omtE^E^) -A Ext^E^E^ -».. 

. . . - 4 ExtP(Nx ,Hom(E1,E2)) ExtP+2(E1,Ej —» ExtP+2(F1 .F^ -» . . . . 

obtenue à l'aide de l'identification Ê  = Eœ et des suites exactes 

0 - * E P ' ° ^ Ext^F ,Fj -» E*"1'1 
œ G 1 2 00 

0. 

L'opérateur est donné par cup-produit avec la classe 0"̂ (cr) du théorème 3.1« 
le cup-produit étant associé au couplage (u),v®u) —> d)(v) o u de 
Hom(N ,Hom(E„ ,E )) XN ®End(E„) vers Hom(E. ,E ) . xQ 1 2 x0 1 1 2 

La classe o" (et) est nulle si l'une des deux conditions suivantes est remplie : 
1 * 

(a) Le sous-espace T de b admet un supplémentaire S-invariant. 
xo 

(b) Il y a sur une connexion A-invariante (cf. chapitre III n 3)• 

En fait la condition (a) ci-dessus est souvent remplie, comme le montre le 
lemme ci-dessous : 
LEMME 4.3. (cf. [3] corollaire 7.4.) 
Supposons l'orbite X de codimension 1. Alors si X n'est pas un cône de sommet 
O, T admet un supplémentaire S-invariant dans b (à savoir la droite IRx ) . 

X0 0 
Démonstration. 
Il s'agit de voir que x n'est pas dans T . Supposons le contraire; alors 

x° t 
xQ = LXQ. avec L € a, algèbre de Lie de A. Alors exp(tL)xQ = e xQ, donc X 
contient la demi-droite engendrée par x ,̂ et par conséquent est un cône, ce 
qui est contraire à l'hypothèse. 
COROLLAIRE 4.2. Lorsque l'orbite X est de codimension 1 et n'est pas un cône 
de sommet 0, on a Ext"(F ,F ) = Ext"(E ,E ) 9 Ext""1(E ,E ) . 

G 1 2 o 1 2 S 1 2 
5. Exemple 1 : le groupe affine. 

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Soient A = GL(V), B = V, 
avec l'action naturelle de A sur B; G = V *GL(V) est alors le groupe affine 
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de V. 
Il ya deux orbites : V \{o}, qui est ouverte, et {o], qui est de dimension 
0. Dans les deux cas, T admet évidemment un supplémentaire S-invariant, 

xo 
1er cas : X = {o}. 
On a S = GL(V) = A, et Extn(F ,F ) = 0 Ext̂ (AqV,Hom(E ,E ) ) . On est donc 

p+q=n 
ramené à un calcul de S-cohomologie. 
e * 2 cas : X = V \{oj. 

* X 
Choisissons xQ / 0 dans V , et soit W = x^ c V. Alors W est un hyperplan 
vectoriel de V, et S s'identifie à W *GL(W); par ailleurs Ê q = O pour tout 
q > O. Donc : Ext^(F.,F ) = Extn(E ,E ) ; c'est encore un calcul de S-coho-G 1 2 S 1 2 
mologie. 
Comme S est à nouveau un produit semidirect, on est amené à prendre des re
présentations induisantes du type considéré dans ce travail. De proche en pro 
proche, on est ainsi ramené au cas où les Ê  sont toutes deux associées à 
l'orbite triviale, c'est-à dire au premier cas. 

Remarque 4.1. Si V possède une structure complexe (resp. quaternionique) 
on a les mêmes résultats en prenant A = GL (V) (resp. GL (V)). 

Q# JH 
On peut aussi prendre A = SL(V). 

6. Exemple 2 : le groupe des déplacements d'un espace euclidien. 
On prend maintenant pour V un espace vectoriel euclidien, et on prend A = SO(V), 
B = V, toujours avec l'action naturelle de A sur B. Identifions V à V grâce 
au produit scalaire. Ici les orbites sont les sphères ||x|| = p, p > 0, et 
l'origine. Mis à part cette dernière, ce sont donc des hypersurfaces. 

1er cas : X = [o}. 

Alors S = A = SO(V) . Comme S est compact, ExtP(AS^Hom^ ,E^) ) = 0 si p > 0. 
Donc : Ext̂ (F. ,F0) = Home (Anv,Hom(E., ,Eo) ) . 

G 1 2 S 1 2 
2̂ _cas_j_X t [o] . 
Traitons le cas p = 1 par exemple. Choisissons x^ € X; soit W = x^ . Alors 
S s'identifie à S0(W); c'est à nouveau un groupe compact. On a donc Ê q = 0 
si q > 1 (car l'orbite est de codimension 1) ou si p > 0 (car S est compact). 
Comme de plus l'action de S sur = lRxQ est triviale, on obtient : 
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ExtG(Fl'F2} -Homs(ElfE2) 

^Ext (F F ) » « V W 
Ext̂ CF,,F J = 0 si n > 1. 

G 1 2 

7. Exemple 3 i le groupe de Poincaré généralisé Spin(l,n) x IR n+1 

7.1. On aborde maintenant une situation plus riche, mais encore relativement 
simple, où l'on aura un exemple de non-nullité de l'application d . Le groupe 

4 2 
de Poincaré ordinaire Spin(l,3) >*IR est d'ailleurs celui qui a servi d'im-
pulsion à l'article [4]. Pour ne pas m'encombrer de cas particuliers, je 
vais supposer n ^ 3, les cas n = 1 ou n = 2 pouvant se traiter par les mêmes 
méthodes (attention, pour n = 2 le revêtement universel de SO (1,2) est à une 

infinité de feuillets; S0q(1,2) est isomorphe à SL(2,]R)). 

Soit U un espace vectoriel réel de dimension n+1, muni d'une forme bilinéaire 
symétrique non dégénérée de signature (l,n), que l'on note < , >. On iden-

tifie U à U à l'aide de cette forme. 
On choisit un vecteur e dans U tel que <e,e> = 1; il définit et oriente un 
"axe des temps". On note V = e"*; c'est un espace vectoriel de dimension n 
muni par restriction de < , > d'une forme bilinéaire symétrique définie né-
gative. On définit alors un produit scalaire sur V en posant (v|v') = - <v,v'>; 
on note !|v|| la norme de v pour ce produit scalaire. Ainsi U s'identifie à la 
somme orthogonale IR1V, et on a : < (t ,v) , (t ' ,v ' ) > = tt * - (v|v'). Soit Spin (U) 
le revêtement universel du groupe SO (U) (groupe des automorphismes de U 
conservant < , >, de déterminant 1 et conservant le sens d'écoulement du 
temps, i .e . <ae,e> > 0 pour tout a € SO (U)). Spin (U) est un revêtement à 
deux feuillets de SO (U). 
On prend alors A = Spin^U) , B = U, avec l'action naturelle de A sur B. 

7.2. Les orbites de A dans B sont de quatre typées : 
(i) une famille d'hyperboloides à deux nappes (chaque nappe est une orbite) 

définie par t - ||v|| = p, p > 0, 
(ii) une famille d'hyperboloides à une nappe définie par t' 
(iii) deux demi-cônes épointés t = + ||v|| , 
(iv) l'origine. 

;2 - ||v||2 = p, p < o. 
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Les orbites des trois premiers types sont de codimension 1, et on peut 
faire le schéma suivant : ^ 

i t 

type (1) 
type (1) 

type (1) 

type (1) 
0 

v 

On va étudier successivement ces quatre cas, le plus difficile étant de 
loin le troisième. 

7.3. Orbites de type (i) . 

On prend par exemple la nappe passant par e, et on choisit e = (1,0) comme 
point distingué. On a alors S = Spin(V) (image réciproque dans Spin (U) de 
S0(V), qui s'identifie au revêtement universel de S0(V)). 
On est dans un cas d'application du corollaire 4.2., d'où : 

Ext£(Fl,F2) = Ext£(El,E2) 9 E x t ^ E ^ ) 

ce qui donne : 

f H«.G(FlfFa) ^Homs(E1>E2) 

( E X ^ I ' V =-Homs(El)E2) 

Extg(F1,F2) = O si k > 1. 
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7 . 4 . Orbites de_type ( i i ) . 
On considère par exemple l'orbite d'équation t - v|| = 1 , que l'on pointe 
en x - (O.v ) , avec !v 'i = 1 . 
Le stabilisateur est ici SO (U ) , avec U = x = IR e 9 W où V est l'orthogo-

o o 7 o 0 
nal de v dans l'espace euclidien V, et en notant SO (U ) l'image réciproque O o o de SO (U ) dans Spin ( U ) , c'est-à dire Spin (U ) si n > 4, et un certain re-o o o o o 
vêtement à deux feuillets de SO (l! ) si n = 3 (ce revêtement est d'ailleurs 
isomorphe à SL(2,(R)). 
On a là encore Ext x (F jF, ) Ext (E ,E ) 9 Ext (E, ,E ) , ce qui ramène le G 1 2 S 1 2 S 1 2 
problème à un calcul d'extensions entre représentations d'un groupe semi-
simple, pour lequel de toutes autres méthodes seront bien entendu nécessaires. 

7 . 5 . L'orbite triviale. 

Comme toujours Ext^(F ,F ) = 9 Ext^(Aqu,Hom(E.,E )) , avec S = Spin ( U ) , G 1 2 . _. S 1 2 o 
ce qui ramène à nouveau le problème au cas d'un groupe semisimple. 

7 . 6 . Orbites de type (iii) . 

On choisit un point vQ de la sphère unité de V, et on considère la nappe du 
cône passant par x̂  = ( 1 > V Q ) » X Q

 e s t u n vecteur isotrope de U . L'espace 
tangent contient xQ et est un hyperplan dégénéré de U. Soit W = T H V 

(c'est aussi l'orthogonal de vQ dans V); notons SO(W) l'image réciproque de 
SO(W) dans Spin (U). 

a. Déterminons d'abord le stabilisateur S de x . Soit S . l'image de S dans SO ( U ) . 
Comme S stabilise T , un élément s € S possède dans la décomposition 1 xQ 1 1 
U = IRe 9 IRx̂  9 W une expression en "blocs" de la forme : 

X1 
a 0 0 
P 1 t 

w 
w l 0 a 

avec a fi € IR , w,ŵ  6 W (on note *w la forme linéaire : w' > (w'|w) définie 
sur W par w) , et a f. 0(W) . 
On sait (cf. [ l] théorème 3 . 1 7 . ) que ŝ  est entièrement déterminé par sa 
restriction à T ; donc a, p et w doivent s'exprimer en fonction de w et a . 

X0 1 

113 



F. DU CLOUX 

Et en effet, en écrivant que conserve la forme < , >, on trouve 

a = 1, Ê = i- !|w||2 , w1 =cw, 

Comme en outre ŝ  doit être de déterminant 1, on doit avoir a 6 SO(W). Réci
proquement, si a £ SO(W) et w € W sont donnés, on définit un élément ŝ  de 

en posant : 

(1) sx 
1 0 0 
1 II II2 4 t 
2 NI 1 w 
a w o a 

On voit donc que l'opération de restriction à T définit un isomor-

phisme de sur W>4S0(W), 1'isomorphisme réciproque étant donné par la for
mule (1). Par conséquent le stabilisateur S s'identifie à W *SO(W). 

b. Cherchons maintenant la classe de l'extension : 
(2) 0 —> T —* U —4 U/T —» 0. 

Prenons [e] comme base de U/T . Il ressort de la formule (1) que S agit 

trivialement sur U/T , ce qui permettra d'identifier la classe de l'exten-
X° 1 

sion (2) à un élément de H (S,T ) . Choisissons la scission [e] —> e de la 
x0 

suite (1), et calculons le cocycle associé. 
Pour plus de clarté dans les notations, notons K = S0(W) le compact maximal 
de S, k son algèbre de Lie. Alors s/k s'identifie à V, comme espace vectoriel 
et comme K-module. D'après le théorème de van Est, on a HP(S,T ) = HP(s,K,T ) 
pour tout p ^ 0. Le complexe de (s,K)-cohomologie de T est donné par : 

xo 
CP(s,K,T ) = Hom,_(APV,T ) , 

et comme ici s est produit semidirect de k par W considéré comme algèbre de 
Lie commutative, le cobord s'écrit simplement : 

P 3 A du)(w . . . . ,w ) = S (-1) w .tt)(w . . , . ,w . , . . . ,w ) . 
0 P j=0 3 0' 3 P 

Par conséquent le cocycle de (2) associé au choix de la scission ci-dessus 
(qui, comme on le constate aisément, est K-invariante), est : 

w —> ẑ (w) = we = w (d'après la formule (1), dérivée au point 

(0,1) de W*K) , 
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K 1 Comme W agit trivialement sur (T ) = JRx , on a B (s.K.T ) = 0, et on x O x 
peut donc identifier à sa classe de cohomo.logie. Dans cette identifica
tion, la classe de l'extension (2) est l'injection canonique W — T 

On poursuit le relèvement, en considérant la suite : 

(3) O —* s —* a —* T —» 0. 

L'image de par relèvement à travers cette suite exacte donnera la classe 
a du théorème 3.1.» dont il ne restera plus qu'à prendre l'image par la re
présentation . 
Comme on a vu que z1 prenait ses valeurs dans W c T , on peut en fait se 

restreindre à la suite : 

(30 0 —* k —» sp(V) —* W —> 0 . 
Une scission naturelle K-invariante de la suite exacte (31) est donnée par : 

(4) ( ° "'" ) 
V w 0 / Il faut maintenant déterminer l'action de W, considérée comme sous-algèbre 

de s, sur les éléments de la forme (4). Pour cela il sera commode de chan
ger de décomposition de U et d'écrire toutes les matrices relativement à 
la décomposition : U = IRe 3 EVQ 9 W, Dans cette décomposition, le terme 
général de l'algèbre de Lie s s'écrit : 

0 0 t 
w 0 0 t 
w w -w M 

avec w € W, M € k = so(W). 

Si on note c la scission définie par la formule (4), i l est maintenant clair 
que pour w, w' € W on a la formule : 

w . c ( w ' ) = w ^ V - w» € k. 
On peut encore noter cela w.c(w') = wAw', dans l'identification naturelle 

2 2 de k avec A W. Notons z = de € Z (s,K,s). Avec l'identification ci-dessus, 
- 2 - 2 

on a donc = 2.1̂ 2̂ » Ic*- encore on voit facilement que B (s,K,s) = 0, ce 
qui permet d'identifier à sa classe de cohomologie a. 

d. On a maintenant en main tous les ingrédients qui interviennent dans la suite 
spectrale. A cause de l'action triviale de S sur N , la longue suite exacte 

X0 
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de la proposition 4.3. peut s'écrire : 
1 1 dp 2 0—» Exts(ElfE2) —> ExtQ(F1,F2) -» Hom^E^) ExtgfE^E^ . . . 

. . . ExtP(El,E2) -> ExtP(Fl,F2) E x t ^ E ^ ) X Extf1 ^ . 

la flèche d étant le cup-produit avec [20* ] € Ext2(E ,E ) , associé au 2 1 S 1 1 
couplage de composition Hom(E ,E ) XEnd(E ) —> Hom(E1 ,E ) . 

i. 2 1 1 2 
Ce n'est qu'ici que je vais me restreindre au cas où les représentations Ê  
sont elles-mêmes du type envisagé dans ce travail, associées au produit 
semidirect S = W*K. 
* Si les Ê  ne sont pas associées à la même orbite dans W, Ext̂ (F ,̂F2) = 0 
pour tout k ^ 0. 

Si les E. sont associées à la même orbite non triviale, on a vu au n°6 que 
2 1 

Extg(E ,̂E )̂ = 0. Par conséquent, aussi curieux que cela puisse paraître, le 
cocycle 20*̂  est en fait trivial (i .e. un cobord) dans ce cas, et donc d2 = 0. 
Soit wQ £ W le point distingué de l'orbite considérée, K' le stabilisateur 
de wQ dans K (K' est donc compact), E| la représentation de K' induisant E .̂ 
Compte tenu du n°6 et du fait que d2 = 0, on obtient : 
HomG(F1,F2) - Hor̂ .CÊ Ê ) 

ExtQ(F1,F2) - Hoiî̂ .CÊ Ê ) 9 Hor̂ .CÊ Ê ) 
VExt̂ F^F^ - HomK,(Ê ,Ê ) 

Ext̂ CF,,Fo) = 0 si k ^ 3. G 1 2 

* Enfin si les Ê, sont toutes deux associées à l'orbite triviale, on peut 
les considérer comme des K-modules sur lesquels W agit trivialement. Alors 
Ext̂ (E ,E ) ^ Honi (AkW,Hom(E1,E ) ) . Si on suppose les E. irréductibles, par S 1 2 K 1 2 i 
exemple, on est donc conduit à des questions concernant la décomposition 
des produits tensoriels de représentations irréductibles de so(V) (de K si 
n=3» si n ^ 4 on peut remplacer K par son algèbre de Lie). C'est encore 
assez compliqué et je vais me restreindre à trois cas particuliers, tou
jours en supposant les Ê  irréductibles : 
(a) o1 = 0. Alors ExtG(Fx,F2) =- Hom̂ (Â W,E2) 9 Hom^A^W^) . 

(b) k = 1. Alors : 
Ext̂ (F. ,F0) Hom__(W,Hom(E1 ,E )) si 0. / 0 (car dans tous les cas l'applica-G 1 2 K 1 2 1 
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01 , 20 tion d : E —* E est alors injective). 2 2 2 ————— 
ExtG(Fl,F2} " HomK(W'E2) Si °1 = °> a2* °-
Ext̂ (F1,F2) ^ HomK(E1,E1) C si 0̂  = ô  = 0. 

(c) n = 3. C'est le cas du groupe de Poincaré ordinaire. Alors W est de dimen
sion 2, K est un revêtement d'ordre 2 de S0(W). Notons X > m £ Z, les carac-

m tères de K, de sorte que M X_ © X 0« Soit E- = X • Alors la longue suite (C ¿2 —2 i m. i 
exacte de la proposition 4.3. s'écrit (en posant m = - m̂ ) : 

1 d2 0 - > HomK(X2 © X._2,Xm) -> Bct6(FlfFa) - * H o ^ . X . ) - * H o ^ . X . ) ~> 

EXTG(Fl'F2} - > H°MK(X2® X-2>XJ - * O"» ^ G ^ l ' V " " " K W - * °-

où la flèche d̂  est l'identité si / O, 0 si m̂  = 0. 
On a donc le résultat suivant : 

Si m / 0, +2, Ext (F,,Fn) = O pour tout k £ 0. — G 1 c* 
Si m = + 2, dim(Ext^(Fi,F0)) = dim(Ext^(F.,F0)) = 1 ; Ext̂ (F1>F ) = 0 si k / 1,2. - G 1 *s G 1 *s G 1 *s 
Si m = 0 : 

si m„ = m0 = 0, dim(Ext (F ,F )) 1 2 G 1 2 \l si 0 £ k £ 3 
,0 si k > 3 

le 
si m. = mo / 0, dim(Ext (F,,F0)) = 

1 et b 1 *i 

il si k = 0 ou 3 
»0 sinon. 
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Appendice : Construction directe d'une suite spectrale de Hochschild-

Serre associée à un sous-groupe distingué fermé. 

1. Position du problème?. 

Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe distingué fermé de G, E un G-module 

C . On désire construire une suite spectrale convergeant vers H (G,E) et dont 

le terme Ê  s'exprime à partir des groupes H et G/H. 

Dans l 'article originel de Hochschild et Serre [6] on donne deux méthodes pour 

y parvenir. La première, dite "méthode générale", a été exposée au chapitre I 

n° 7. Elle a l'avantage d'être élégante et rapide, mais elle est souvent moins 

adaptée aux calculs explicites que la seconde, dite "méthode directe"; c'est 

pourquoi je vais montrer dans cet appendice comment on peut adapter cette der

nière au cas des groupes de Lie. Malheureusement, l'utilisation de sections 

locales oblige à compliquer encore les calculs par rapport à [6], ce qui n'est 

pas peu dire. 

Les deux constructions conduisent au terme E^ = HP(G/H,Hq(H,E)); mais on ne 

sait pas à ma connaissance si les termes suivants coincident en général. Je 

montrerai cependant que lorsque G est un produit semidirect G = KïXH, les deux 

suites spectrales sont isomorphes pour r ^ 2, ce qui explique que j ' a ie pu me 

contenter de la première dans ce travail. Je ne sais pas si ce résultat était 

déjà connu, même pour les groupes discrets (pour lesquels on peut faire une 

démonstration analogue). 

Dans tout cet appendice, on suppose que les complexes de H-cohomologie de E ad

mettent la résolution standard pour G/H (cf. ch. I n°5) . 
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2 . Défini tions . 

On travaille avec la résolution standard normalisée du G-module E, et on con-

sidère le complexe dos cochalnes inhomogenes normalisées, noté C (G,E) (cf. 0.3.) . 

Comme dans [6], si k et l sont des entiers, k :» 1, et si V̂ >««»*Ŷ  sont des 

éléments de G, on note y* pour (ŷ . > . . . »Ŷ ) • 

On définit une fU trat ion (C ) c de C = C*(G,E) par : 

Cn = Cn si p ^ 0 P 
Cj = [f € C" ! f W ^ Y ^ ^ , . . . , ^ ^ ) = f(Y?) pour tous Y1,...,Yn € G, 

ai,,,,,ap ^ H' P + q ~ 11 ̂  Si 0 - P ^ 

c" = O si p > n. P 
On remarque notamment que comme les cochnînes sont normalisées, f G Ĉ  s'annule 

dès que l'un des p derniers arguments est dans H. 

On vérifie aussitôt que les C sont des sous-complexes de C. Il est clair que 

la condition de convergence de 0.6. est remplie, d'où une suite spectrale tÊ ) ^ 

convergeant vers H*(G,E). 

PQ 3, Le terme E_ 0 

Par définition on a Epq = Cn/Cn . (on utilise systématiquement la convention 
O V p+1 nJ 

n - p+q). On a une application naturelle F : C —» C (G/H.C (H,E)) en posant 

F(f)(x̂ jO*q) = f(aq,Y )̂ t où y est un représentant quelconque de x_. (en d'au

tres termes F(f) est l'application induite par f par passage au quotient). 

Comme f est normalisée, on a F(f) = 0 si f € Cn ., d'où une application natu-

relie : EPq —> CP(G/H,Cq(H,E)), En utilisant une section locale pour la pro

jection n : G —> G/H au voisinage du point distingué x̂  = H, on vérifie aus

sitôt que cet homomorphisme est surjectif, et même fort. 
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D'autre part, pour f (i Cn : 
P 

cîf( q + 1 
1 

QD CF Q ( .q+i 
2 

D, q 
C4 

i-1 
(-D i f 

i-1 
1 î i + l 

.q+l 
i + 2 1-

+ (-1) q+1. 
^ ' V i V ' ' ^ 

(les autres termes sont nuls). 

Or f ( i ï ' V i v i , v ^ " r(8î'VlYï1VlYl Y2} ï1VlYlV donc on peut écrire : 

F(df) == doF(f) si d : Cq(H,E) —» Cq+1(H,E) est la différentielle 

hab.i tu elle. 

En d'autres (.ormes, si on considère le complexe C ((G/H) ,C (H,E)) (dans les nota-
o » p* tions du chapitre I n 5) > F est un morphisme de complexes de Ê  vers 

œ p -M- » C ((G/H) ,C (H,E)). D'OÙ un morphisme en cohomologie : 

Epq _ j CP(G/H,Hq(H,E)) . 

PQ 
4Xe terme Ê  

I THEOREME A.l. (Hochschild-Serre). 

L'application ci-dessus est un isomorphisme de EPq vers CP(G/H,Hq(H,E)). 

a.Avant de commencer la démonstration de ce th-orème, énonçons un lemme. Soit T 

un groupe, E un r-module. Soient k, n <E IN, n ^ k. Pour tout f C- CR(f,E), on pose. : 

ï1Vl n-k+l 
"1 

ï1Vl ï1VlYl n-k+l 
2 

n-k 

i-1 
(-Djf i-1 

1 ' 1 1+1' 
n-k+l 
i+1 

k. 1,P 

(i .e. on tronque les k-"-l derniers termes de la différentielle habituelle). 

LEMME A.l. Pour tout k 6 IN . 6, = O. k 
Démonstration. 

Ecrivons en effet .2 . n-k+2 0k. . n-kJ-2 0kN 

n-k+l 

i = l 
/ ix1* w i-l n-k+2 ök. (-1) 6. f (a. ,a.a. . ,a. n ,ß ) . к 1 ' i i+l7 1+2 ' i 
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Si on développe chacun de ces n-k+3 termes *-.n une ligne de n-k+2 termes, et 

si on écrit ces lignes l'une en dsssous de l'autre en un tableau, on obtient 

0 en ajoutant les termes de chaque "frange" dessinée ci-dessous : 

les simplifications se faisant en partant des extrémités et en convergeant vers 
le centre. En d'autres termes, si on note t ^ le j terme de la i. ligne, 

on trouve que t. . + t . = 0 (pour j fixé, i varie de 1 à j) . 
1J J + -' 9 1 

b. Démontrons maintenant le théorème A.l. La démonstration est une adaptation de 

la démonstration originelle de [6]. 

On fixe d'abord quelques notations. Soit (U ) un recouvrement ouvert de X = G/H 

par des ouverts trivialisants pour n\ on suppose que x̂  appartient à tous les 

Soit s une scission de n au-dessus de U , avec s (x ) - 1. Soit (9 ) une parce ce ce 0 ce 
œ ^ _ 1 

tition de l'unité C subordonnée à (U ) . Soient LT = K (U ) , considéré comme 
H-fibré principal au-dessus de U , et 0 = 9 o^, de sorte que (9 ) est une parce a ce ce 
tition de l'unité C subordonnée à (U ) , recouvrement ouvert de G. Soit t : 

U —> H la projection associée a s , L.e. t (y) - s (ny) .y. 

La démonstration se fait en deux temps. 

Injectivi té, 

Soit f € telle que df £ p̂+1 * Supposons (lue F(f) soit de la forme don, avec 

u f CP(X,Cq"1(H,E)); i l faut montrer qu'il existe g € c""1 telle que f - dg £ c" 
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Soi. t n = p + q. Le cas q = 0 est trivial, car alors u = O, et F(f) - f, donc f = O. 

Pour le cas q = 1 , orr a u € CP(X,F) . Soit h = i o JT . Soit 0" € H, et écrivons la 

condition df(v,o",YP) R 0 (pour y, ŷ  , . . . ,y^ £ G) : 

yf(a,\P) - f(yJ,yP) + f(y,yP) - O (en tenant compte des propriétés de f) . 

D'où : f(YOV^) -- y(a-l)h(yP) - f(Y,YP). 

Or, dh(ya;yP) ~ Y01I(Y|) "c termes indépendants de O. Donc (f-dh) (ya,yP) est indé

pendant de 0. d'où f - dh € c'* ; g -- h convient. 

Dans le cas général, on construit g par approximations successives. On pose encore 

h - uoTi, donc h £ Cq(H ,CP (G ,E) ) . On définit des extensions successives - h, 

h , • . . . ,h 1 de h comme yuitj par récurrence : 

est définie sur k q-l-k p G XH4 XGP et : 

, , k-1 q-1 p. 
a 

a 

t .a, k-1 
(P)\(P1 

q-1 
k+1' 

où P?P^»...,Pk -̂Ŷ  7 • « • ?Yp £ G> ak+l ' * * " ,(Tq ^ ̂  H> et ou n̂  est définie sur 

Gk4xï xFq"1-kx6P par : 
a 

,a, q-1 рч 
h1(P,a2 , Y p 

= за(яр)ь(та(р),а^1,уР) 
(яр)ь(та(р),а^1,уР) <DF 

si k - 1, et pour k > 1 : 
a, k-1 

V p i 
Q-1 P\ (яр)ь(та(р ),а^1,уР)XX ),а^1,уР) RRT qdk>> 

, nk , k-1 
( -D f(PX ,.B 

(та(р),а^1,уР) 

On utilise donc essentiellement la décomposition de p en produit au-dessus de ï 

On veut montrer que g = ^ convient. 

Le fait que f soit normalisée et que s (x ) =1 , entraîne que est bien un 

prolongement de h ^ , et donc aussi. Il en résulte aussi que dĥ  prolonge 

dĥ  ^ sur x ^ x Gf (remarquer que le cobord d'une cocheîne définie sur 
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k q-k-i p est bien défini sur GkXHq-kXGP; de même dhŒ est définie sur k 
Gk_1 XU XHq"kXGP , car x É U ) . a 0 a 
Les h sont elles-mêmes normalisées. Pour p = s (x) on a T (p) - i# Donc : k a a 

(D -q-k + lhk(pl -q-k + lhk(pl pmd 

On -se propose de démontrer par récurrence sur k que pour tout 0 £ k £ q-1 : 

(2) -q-k + lhk(pl ererb - 0 pou* tous P1,...,Pk,Y1>...»Yp £ G, ak+1>•••»aq ^ H. 

Pour k - 0 c'est clair. Supposons le résultat démontré pour les indices < k. 

On écrit : 

M a, k-1 -q-k + lhk(pl ezet 
1= °p-q-k + lhk(pl 

-q-k + lhk(pl df 

(-D^'b-CpJ-2, pk-ls<*(x) « 1 , , 4 xk a, k-1 
• ( - D v p i > 

-q-k + lhk(pl fd 

(les autres ternies étant nuls d'après (1) . 

L'avant-dernier terme s'écrit encore : (та(р),а , k-2 „ 
(P1 'pk-lsa 

-q-k + lhk(pl 

(car prolonge )̂ et le dernier : 
-q-k + lhk(pl zr -q-k + lhk(pl re eazera + f(pk_1>Sct(x) q PN 

D'où finalement : 

(3) / k-1 (f-dhk)(Pl 'saU)'ak+l'Yï) = "Ôp+q-k+lhk(pl ' • « « • « k l " ? 

" Ôp+q-k+lhk-l (P1 -s«(x)'ak+i'Vi>. 

Voyons maintenant ce qui se passe quand on remplace s (x) par p = s (x)T (p). 
a a a 

On exprime que : -q-k + lhk(pl s (x) ,T (p) 
OC (X 

-q-k + lhk(pl e 

(car d(f-dhf[) = df, et par hypothèse df € Cn ) . En développant cette expression, k p+1 
les premiers termes sont nuls par hypothèse de récurrence. On trouve : 
(4) , „ Jt aw k-1 (f-dlik)(p1 , Q PN 

,P,aktl,Yl) 
te. M <*X / k-1 : (f-d]lk)(P1 , (та(р),а^1,уР) rz 

q-1 
i=k+l 

(-l)i"k(.f-dh^)(pj"11 s (X),T (p) 
CE fit 

(та(р),а^1,уР) (kq = 

où dans tous les termes on a s (x) à la k6™6 place. Donc d'après (3) dans le 
a 
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deuxième membre on peut, remplacer f-dhf' par - 6 
k * p+q-k+1 On utilise alors à nouveau l'hypothèse de récurrence pour exprimer chacun des 

termes qui apparaissent. Ainsi par exemple pour i donné on écrit : 
V+q-k+2 k-l nmq 

'pipi+l 
dqd 

i +2' 
V+q-k+2 k-l V+q-k+2 k-l 

Cela permet d'exprimer la somme de tous les termes de (4) correspondant au 
, . .. ème , c (i+l) rang dans - ô . . par : p+q-k+1 

V+q-k+2 k-l kk 
'pi<Vl 

k-l 
PH2 s (X),T (p), dd V+q-k+2 

(-l)kô > h „ p+q-k+2 k-l 1 'pipi+l' 
k-l 
i+2 

's^(x) »V(P) et c wd qdf 

hk-l i-1 
Pl < 

P-P. fc1 
1 L*-l 

k-2 
i+2' 

V+q-k+2 k-l qqdfq f qfdqdf dqf pipi.+l 
k-l 

'Pi+2 
•p'au 

(avec des modifications évidentes pour les cas extrêmes). 
Et donc la somme (4) s'écrit : 

(-1)k"16 
p+q-k+2 

/ k-l 
1 

,s (x) ,T (p) , 
ce a 

dqf qd + 

( - i ) V V+q-k+2 k-l 
, k-l 
(P1 

,sa(x) ,Mp> V+q-k+2 

+ p+q-k+lhk-l 
k-2 

Pl pk-lsa(x) V+q-k+2 k-l e V+q-k+2 k-l V+q-k+2 k-l fseq 

D'après le lemme, le deuxième terme est nul. Or, on constate facilement que Î 

(f-dhk)(pk_1 V+q-k+2 k-l 
aqdfdf 

, _ ..cr. , k-1 (f-dhk)(p1 q PN 
> p ' W v 

En remarquant que dans Vq-k+lhk-l(pÏ"2; •Pk-ls«(x)'Vp)'°k.l^ on peut rem-
placer par h ^ , car il n'y a à chaque fois que les k-2 premiers termes a 
priori en-dehors de H, on écrit : 

(f-dh^Mpf1 V+q-k+2 k-l =6 h (pk~2. p+q-k+l k-2 Hl ,p, .s (x) ,T (p) +k-1 a a >«k\i>vP> * 
^p+q-k+l 

p+q-k+2 
(P1 ,SG!(X)J V+q-k+2 k-l - 6 , ,h p+q-k+l w~1 / k-1 Q Px 

(pl ' p » w n > = 
p̂+q-k+l ' \ - l (Pl V+q-k+2 rer V+q-k+2 ^p+q-k+l 

'\-l(Pl 
Et quand on applique la partition de l'unité, on obtient bien 0 par definiti or 
de lr* . ç.t de h, „ . Ainsi (2) est démontrée. k-1 k-1 
Il est maintenant facile de conclure. Soient J € H, p. ,. . .,p ,7«>•••>Y £ G. 

1 q 1 p 
On veut montrer que : (r-dh ){pj- ,P a,yp) q-1 1 q 1 = (f-dhq_1)(p^,yP). 
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Pour cela, on écrit d(f-dh^ )̂(Pq»0*,Ŷ ) = 0. Quand on développe cela, les premiers 
et les derniers termes sont nuls, il ne reste que : 

( - i ) q ( f - d h «Hp?-1^ a ,v! | ) + < - l ) q + 1 ( f - d h i)(p*,m.,vï> = o , 

et comme (f-dh^) ( pq, o\1 ,Yg) = (f ""dhq_î  Pi » on a QA9NE• 

Surjectivite. 

Soit maintenant u f- CP(G/H,Zq(H,E)). Il faut montrer que u se prolonge en g C Cn 
telle que dg t C . Pour cela, on applique la construction ci-dessus avec f = 0, p+1 
ce qui donne le résultat voulu. On voit même que l'on définit une application li
néaire continue : CP(G/H,Zq(H,E)) —> Zq(C /C .) inverse à l'application de res 
triction, donc compte tenu de 1•injectivité déjà démontrée, on a un isomorphisme 
topologique : EPq - CP(G/H,HQ(H,E)). 

5. L'opérateur d̂  de la suite spectrale. 

On peut maintenant procéder comme en [6], ch.II, §3 et 4 , qui sont de nature pu
rement combinatoire, pour arriver au résultat suivant : 

THEOREME A. 2. Si on identifie SPq à CP(G/H,Hq(H,E)) comme ci-dessus, la différen-
tielle d̂  : Ê  —f Ê  est donnée par d̂ e = (-1) de, ou d est l'operateur na
turel de C*(G/H,Hq(H,E)), considéré comme complexe standard du G/H-module Hq(H,E), 
dans lui-même. Par conséquent EPq =* HP(G/H,Hq(H,E)). 

6. Le cas du produit semidirect. 
6.1. On suppose maintenant que G est un produit semidirect G = KP<H, toujours avec H 

distingué. On va montrer que la suite spectrale construite ci-dessus est iso
morphe, pour r ^ 2, à la première suite spectrale d'hypercohomologie du complexe 
de K-modules C*(H,E) (cf. ch.I n°7), donc à la suite spectrale construite au 
chapitre I. 
Pour cela je suis obligé de revenir sur [6], ch.II, § 3. Soit n £ IN, O ^ p ^ n , 
q = n - p. On note (0q,aP) un n-uplet d'éléments de G. On définit : 

d f ( P q , a P + 1 ) = a 1 f ( a - 1 p q < v a\+i) • l (-1)lt(p*,.,}"1,a* , < £ j ) • ( - l ) q + 1 f ( p q , a 
i =1 

(i.e. la différentielle de f considérée comme élément de CP(G,Cq(G,E))), et aussi 

125 



F. DU CLOUX 

V+q-k+2 rc (£(û"j) erez q 
+ 

0=1 
(£(û"j) qdsl lll y qlql qye (k + k ) (-l)q+1f(Pq,aP) 

ce qui est la "différentielle partielle" naturelle. 
Soit N = { l , . . . ,n} , P̂ (N) l'ensemble des parties à p éléments de N. Un élément 
I de P (N) définit une unique permutation de N si on demande que P 
Q = {l , . . . ,q} (resp. P = {q+l,...,n}) soit appliqué sur N\l (resp. I) en 
conservant l'ordre. On note cette permutation. Pour i € N, on note r^(i) 
le nombre d'éléments de I précédant i ( au sens large). Pour 1 ^ k ^ p, on 
note a, = a. . . .a, . Alors on définit : k 1 k 

fi ( e > p > = f(v") où y. i a -1.= a ,.x si i € I 
ai r (i) 

la -l,.Na si i ? I . rTd)Ka d) rr(i) 
(de manière imagée, chaque fois qu'un a. saute un p., il faut remplacer (3. 

_1 1 J J 
par a. 6.ce.). Enfin on pose : 

î i i 
f = P ifP (N) P 

e(al)fi (£(û"j) désigne la signature de 0"̂ ) . 

On a alors l'identité suivante, dont la démonstration est purement combina-
toire, donc peut se faire exactement comme dans [6] : 

I LEMME A.2. Pour tout f f Cn(G,E) : (df) = (-l)q+1df + dof . f p P P 

Considérons d'autre part le complexe C (H,E), qui est muni d'une action na
turelle de G (à partir de l'action de G sur H par restriction des automorph 
mes intérieurs), donc de K par restriction. (C'est cette possibilité de fai 
agir K qui est propore aux produits semidirects). Par hypothèse, ce complex 
admet la résolution standard. Si on l'écrit en cochaînes inhomogènes nor
malisées, cela donne le double complexe : 

L** = C*(K,C*(H,E)) avec les différentielles : 

d'f = (-l)qdf de CP(K,Cq(H,E)) vers CP+1(K,Cq(H,E)) 

d"f = dof de CP(K,Cq(H,E)) vers CP(K ,Cq+1 (H ,E) ) . 

On considère maintenant l'application u : C (G,E) —̂  L définie par : 

u(f) = 
p+q=n 

f 
pq » , p q ou f est définie sur K XH par 

pq 
(£(û"j) (£(û"j) (£(û 
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D'après le lemme A.2., il est clair que u est un morphisme de complexes. 
D'autre part, supposons que f € Cp; alors f |HqxKP = 0, sauf si I = P; 
donc dans ce cas f(cr^»ß^) = f(ßj><*P) et de plus, si j < p, f\. = 0 sur 
HqxKP, donc u(f) £ 'L ,̂ si on filtre L par sa première filtration. Ainsi 
u est un morphisme de complexes filtrés. 
Il est clair que le morphisme EQ —> L déduit de u est celui considère 
au n°3, et donc que u induit un isomorphisme de EPq vers 'EPq = CP(K,Hq(H,E)) 
(théorème A.I.). 
On peut donc énoncer le : 

THEOREME A.3. 
Soit G = KP<H un produit semidirect, de groupes de Lie, E un G-module. 
Alors les deux suites spectrales de Hochschild-Serre relativement à H sont 
isomorphes pour r ^ 2, et isomorphes à la première suite spectrale d'hy-
percohomologie du complexe de K-modules C (H,E). 
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Introduction 

L'objet de ce travail est d'étudier dans le cas d'un groupe de Lie 
nilpotent G les espaces Extn entre G-raodules unitaires irréductibles, et la 
catégorie des G-modules de longueur finie à sous-quotients simples unitaires irré
ductibles . 

Citons deux autres situations où l'on possède des renseignements concer
nant ces deux problèmes : celle des groupes semi simples, avec les travaux de 
Gel fand - Ponomarev [l8]-[20] , Gelfand-Graiev-Ponomarev [21], Delorme-Kraljevic 

[11], [28], B. Speh [33] y celle des produits semidirects d'un groupe de Lie par 
un groupe vectoriel ]RN (Guichardet [22j, [24], du Cloux [9]). Les résultats obte
nus dans ces deux cas suggèrent d'essayer de traiter ces problèmes dans le cadre 
de la méthode des orbites. Disons de faç̂ on vague que pour des modules irréductibles 
associés à des orbites distinctes "suffisamment éloignées" l'une de l'autre on 
s'attend à ce que les espaces Extn soient tous nuls 5 d'autre part, pour des modules 
associés à une même orbite coadjointe, on cherchera à exprimer les espaces Extn à 
partir du stabilisateur G(f) d'un point de l'orbite. 

Le cas envisagé ici est celui d'un groupe de Lie G nilpotent connexe ; 
pour un tel groupe, la méthode des orbites marche de façon idéale (cf.[27]). Soient 
g l'algèbre de Lie de G , f € g une forme G-entière (c'est-à-dire telle que 
if soit la différentielle d'un caractère de G(f)) , et (E,7i) la représentation 
unitaire irréductible de G associée à f par la théorie de Kirillov. On constate 
assez rapidement qu'on ne peut pas espérer aboutir à un résultat satisfaisant con
cernant les espaces Extn sans remplacer E par un G-module plus lisse. Dans le 
cas semisimple, on prend les vecteurs K-finis où K est un sous-groupe compact 
maximal de G , et on travaille dans la catégorie des (cĵ K)-modules ; dans le 
cas des produits semidirects, il n'y a pas encore de choix entièrement satisfaisant 
(mais on peut s'attendre à ce que tout choix "raisonnable" conduise au même résultat). 
Ici, on remplacera simplement (E,7i) par la représentation différentiable associée, 
notée (E ,7t) . 
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Dans cette situation, A. Guichardet [23], C25j a énoncé les conjectures 
suivantes : 

(CQ) Ext^E^Ej ~Ext£(f) «Eif , <E.f) ( = h*n(G(f ) ,Œ) ) 

pour tout n £ 0 ; on note Œ.̂  la représentation de dimension 1 de G(f) de différen
tielle if . 

(Ĉ ) Extn(Elœ , E2oQ) =0 Vn £ 0 si et ne sont pas équivalentes, 

et (au moins génériquement) : 

(C2) La catégorie des G-modules admettant une suite de Jordan-Hôlder (en un sens 
qui sera précisé dans la partie III) dont tous les sous quotients simples sont iso
morphes à un même Eœ est équivalente à la catégorie des G(f)-modules de longueur 
finie à sous-quotients simples isomorphes à (par tensorisation avec Œ ^ , on 
se ramène d'ailleurs aussitôt à la catégorie analogue avec sous quotients simples 
triviaux). 
A la suite de Guichardet, J. Rosenberg C32] a fait une conjecture qui dans le cas 
des polarisations réelles s'énonce comme suit : 

(C) Soient h_ une polarisation réelle en f, un idéal de g_ contenu dans a_(f) . 
Alors Hn(h/q, Hom(Eœ ,Œif)) Hn(g(f) ,̂ ,<E) pour tout n ;> 0 . 
(noter que q̂  agit scalairement sur Ê  , par le caractère , ce qui donne un 
sens au premier membre de l'égalité). 

Comme on le verra à la partie I, n°1.3, la conjecture (C ) peut encore 

s'énoncer sous la forme suivante, qui se révèle plus souple à l'usage : 

(C) Soit q un idéal de contenu dans g(f) . Alors : 

Hn(gA, Hom(Eoo,Eœ)) =- Hn(oJf)/q , <E) pour tout n ;> 0 . 

Voici les résultats auxquels on aboutit concernant ces diverses conjectures. 

(i) Les conjectures (C) et (C) sont équivalentes ; en effet, on construit un iso-
morphisme canonique HR(g/q , Hom(E ,E )) a- }\n(h/q9 Hom(E ,Œ. J) pour tout 
n £ 0 (partie I, §5, cor.5.1.2). C'est un "lemme de Shapiro" dont la démonstration 
est rendue délicate par les conditions de croissance de type /5 qui entrent dans 
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la définition des espaces Eœ . 

(ii) La conjecture (c )̂ est vraie (partie I, n°3 , th.3.1) 

(iii) Les conjectures (C) et (Ĉ ) sont génériquement vraies. Plus précisément, si 
l'orbite de f est de dimension maximale, on obtient un isomorphisme non canonique, 
mais conservant les cup-produits, entre H**(g/g , Hom(Eœ .Ê ) ) et H (j_(f)/q_> Œ) 
(partie II, §6, cor.6.1.2.). On y parvient en montrant séparément gue chacune de 
de ces deux algèbres graduées est une algèbre extérieure, sur un espace vectoriel 
de même dimension (c'est trivial pour H*(jg(f)/çi , Œ) , vu que _9_(f)/q_ est commutative 
dans ce cas). 

Sous la même hypothèse, on établit une équivalence de catégories entre 
Ext(G,E ) et Ext(G(f),Œ ), dans les notations de la partie III, n°l.l. (partie III, 
cor.2.1.2). 

Cela nous ramène au problème de la classification des modules de dimension 
finie sur une algèbre de Lie commutative, à sous-quotients simples triviaux, qu'il 
faut considérer comme "sauvage" d'après Gelfand-Ponomarev [18"] (dès que l'algèbre 
de Lie est de dimension £ 2). Ceci dit, c'est quand même ce que l'on peut espérer 
de mieux en général, en matière de classification. 

(iv) La conjecture (C) est vraie lorsque l'orbite de f est plate (i.e. si o/f) 
est idéal dans g) ; compte tenu de (i), cela se trouve déjà dans [32] (partie II, 
cor.7.1.2). 

Dans ce cas on obtient même un isomorphisme canonique, mais qui ne con
serve pas toujours le cup-produit. On a un contre-exemple pour les orbites de di
mension 2 de l'algèbre notée g dans [15'] : pour ces orbites, ĵ (f) est commutati-
ve, donc H (g(f),Œ) est une algèbre extérieure, alors qu'il y a dans H (g,Hom(E ,E )) 
un élément a tel que a %j a ^ 0 (cf.n°8.3.). 

On voit d'ailleurs facilement que pour ces orbites, la conjecture (C^) 
est fausse. De façon générale, la conjecture (C^ implique (C) avec conservation 
du cup-produit (partie III.cor.2.3«3•)• 

(v) La cohomologie H*(g/q, Hon̂ Ê Ê )) possède des propriétés formelles qui la 
rapprochent beaucoup de i f l g l f ) / ^ ) . Plus précisément, notons d' la dimension 
de g(f)/^ . Alors on a dim Hn(g/q, HomtE^Ej) < ) (coefficient binomial) pour 
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n d ' tout n ^ 0 ; en particulier H =0 pour n > d1 .De plus, H est de dimension 1, 
et le cup-produit Hn x H** n ^ fournit un couplage non-dégénéré de Hn avec 
H (qui ont donc même dimension). Enfin, la caractéristique d'Euler-Poincaré 
vaut 0, sauf dans le cas trivial où d' =0 (auquel cas elle vaut 1). (partie II, 
th.2.1.1.) 

(vi) la conjecture (C) est vraie pour toutes les orbites de toutes les algèbres 
g de dimension < 6 . (partie I, th.6.1) 

La vérité de la conjecture (C) en toute généralité reste une question 
ouverte. 

Les méthodes que j'utilise sont essentiellement algébriques. Soient U 
1'algèbre enveloppante compléxifiée de g , I l e noyau de la représentation de U 
dans E : alors I est un idéal primitif de U , et A = U/l est une algèbre de Weyl 

00 A (<E). Le résultat essentiel de la partie I est que l'inclusion naturelle de U/l r 
dans Hom(E ,E ) induit un isomorphisme en g/q-cohomologie. 

On est donc ramené à un problème purement algébrique, à savoir le calcul 
de la g/q-cohomologie de U/l sous l'action adjointe de g, qui fait l'objet de la 
partie II. En dehors du cas des orbites plates, ou plus généralement du cas où 
U/l est isomorphe à S/J (cf. partie II, §7) je n'ai pas réussi à faire intervenir 
g_(f) dans cette question. Il m'a paru plus naturel d'utiliser des méthodes d'al
gèbre associative. Cela consiste essentiellement à montrer que A possède un relè-
vement R dans le complété I-adique de U (noté U), puis a montrer que l'on a une 
décomposition en "produit tensoriel complète" : U = R ® C , ou C est le commutant 
de R dans U . 

Compte tenu d'un lemme calculant la cohomologie de Hochschild Ĥ (AyA) d'une 
algèbre de Weyl comme bimodule sur elle-même (on trouve que Hn = 0 si n > O) on 
peut alors démontrer que 

Hn(g,U/l) =̂  Hn(C,Œ) pour tout n ^ 0 , et un résultat analogue dans le 
cas d'un idéal q̂  . 

Tout ceci nécessite une étude détaillée du complété U , du gradué I-adique 
de U et de l'algèbre C ; on trouve que C est essentiellement une algèbre de 
"séries formelles non-commutatives". Le résultat sur les orbites de dimension 
maximale provient du fait que dans ce cas on peut supprimer le "non" dans non— 
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commutâtives ; mais cela demande encore une démonstration assez compliquée, où 
l'on utilise à peu près tous les résultats connus sur le centre de l'algèbre enve
loppante, et son corps de fractions. 

Enfin dans la partie III on étudie la conjecture (Ĉ ) par ces méthodes. 
On montre d'abord que dans un contexte très général ce genre de problèmes consiste 
à décrire une catégorie abélienne finie au sens de Gabriel [16"] (i.e. où tous les 
objets sont de longueur finie). Dans le cas qui nous intéresse, on montre directe
ment que la catégorie dont il est question dans (Cg) es* équivalente à la catégorie 
des modules de longueur finie sur C (qui est un anneau local noethérien complet, 
non-commutatif en général). 

Au vu des résultats généraux de Gabriel, le fait de tomber sur une caté
gorie de modules sur un anneau de ce type n'est d'ailleurs pas très étonnant, 
l'intérêt est surtout que l'algèbre C est en principe accessible au calcul. 

Je tiens à remercier l'équipe d'Algèbres enveloppantes de l'université 
de Paris-6, en particulier Thierry Levasseur, de m'avoir initié au monde semé 
d'embûches de l'algèbre non-commutative, et de l'intérêt qu'ils ont porté à la 
partie II de ce travail. 

^ Des questions voisines sont étudiées dans M.P. Malliavin, Caténarité et 
théorème d'intersection en algèbre non-commutative,LN 740, p.408-430, prop.5.4. 
par exemple. 
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PARTIE I . 

LES ESPACES Ext£(Eœ ,Eœ) . 

§ 1. NOTATIONS, RAPPELS. 

1.1. On garde les notations de l'introduction. 
On note p le noyau projectif de n dans g , c'est-à-dire l'ensemble des Ç € _g_ 
tel que TC(Ç) soit scalaire. C'est aussi le plus grand idéal de g_ contenu dans 
gif). On note Q l'orbite de f dans ĝ" . On note _z le centre de _g_ , jz le 
deuxième terme de la suite centrale ascendante. On note q un idéal de g_ contenu 
dans p . 

1.2. On prendra [24] comme référence pour tout ce qui concerne la cohomologie des 
groupes topologiques. 
Soit A un groupe de Lie. On appelle A-module un espace localement convexe séparé 
(en abrégé ELCS) F muni d'une action de A telle que l'application (a,v) ^ av 
soit continue de A x F dans F , Si F̂  et F^ sont deux A-modules de Fréchet, on peut 
si on veut définir Ext^(F.,F ) comme étant Hn(A,Hom(F1,F )), où Hom(F1,F ) désigne A 1 2 1 2 i. tu 
l'espace des applications linéaires continues de F̂  vers F̂  , muni de la topologie 
de la convergence compacte (cf.[24]ch.III n©1.4). Si F̂  et F̂  sont des A-modules 
C™ , et si A n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, on peut appliquer 
le théorème de Van Est au A-module Hom(F̂ ,F2>, ce qui donne un isomorphisme 
Hn(A,Hom(F̂ ,F2) ) =- Hn(a,K, Hom(F̂ ,F2)) (algébriquement et topologiquement ), où jl_ 
désigne l'algèbre de Lie de A , et K un sous-groupe compact maximal (loc.cit.cn.III 
cor.7.2.) 

Soient Ê  et E^ deux G-modules unitaires irréductibles. Ici K est 
contenu dans le centre de G , donc agit scalairement sur les E. ; soit k_ son al
gèbre de Lie. Si l'action de K sur Hom(E. ,E„ ) n'est pas triviale, on a immé -

n 1» ' 2» 
diatement H (G,Hom(E1 ,E )) = O pour tout n ^ O ; dans le cas contraire, la coho-
mologie étudiée s'identifie finalement à H (g/k , Hom(Ê  1^«,̂  • En particulier, 
pour Ei = E2 ' on est dans le cadre de la conjecture (C). 

Comme cette dernière conjecture s'énonce en termes d'algèbres de Lie, 
je vais dorénavant supposer G simplement connexe (sauf au § 3 où l'on démontre la 
conjecture (C.,)). D'autre part, j'étudie les espaces H*(g/q , Hom(E ,E )) de manière 

00 00 
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purement algébrique (i.e. sans chercher à déterminer leur topologie ; on verra 
qu'ils sont toujours de dimension finie, mais ils pourraient a priori être non 
séparés, ce que je renonce à élucider ici). 

1.3. Comme on le signale à la partie II, n<>1.4., le noyau de if 1 est un idéal 
q̂  de g_ , de codimension <, 1 dans q̂  . Il est clair que pour l'étude de la conjecture 
(C) on peut passer au quotient par , i.e. supposer que = 0 ; mais alors q 
est un idéal central de g ; soit Q le sous-groupe analytique de G correspondant, 
et D le noyau du caractère de Q de différentielle if ; alors n passe au quo
tient par D , et : 

Hn(g/q , Hom(E ,E ) ) - Ext"(E ,E ) — — 00 00 G/D oo 00 

pour tout n ;> 0 ; de même H (g(f)/q , Œ) =- H (G(f)/D , Œ), ce qui prouve que la 
conjecture (C) rentre dans le cadre de (C ). Donc en fait (C) et (C ) sont équiva-

o o 
lentes. 

1.4. Le moyen d'attaque privilégié de toute question concernant les groupes nilpo-
tents est la récurrence sur la dimension. L'objet de ce n est de fixer un certain 
nombre de notations pour ces démonstrations. 

Dans cette première partie, on aura surtout à considérer le cas ou 
I fi z_ = 0. Alors z_ est de dimension 1 . Soit z l'unique élément de _z égal à 
1 modulo I ; soit y un élément de tel que f (y) = 0 . Soit g_' le centralisateur 
de y dans g et x £ g tel que [x,y3 = z . Alors g' est un idéal de codimension 
1 dans g , et on a g = l x $ g' . On note f ' la restriction de f à _gj . 

On note = g'/]Ry , tf l'algèbre enveloppante de gf , T la forme induite 
par f sur gf . Soit G'(resp.Œ) le sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie 
g'(resp. le groupe G'/exp IRy ). Soit (E',7r') (resp. (Ê', n) ) la représentation unitaire 
irréductible de G'(resp.G) correspondant à f'(resp.f). Alors E s'identifie à 
Ind^.^E' (induite au sens I?) . Soit I le noyau de rc'dans U . G' TG 

L'application (t,gf)—^exp(tx).g' est un difféomorphisme de H x G' sur 
G , qui permet d'identifier G/G' à ]R . Sous cette identification, l'espace E n'est 
autre que A (H , E ), espace des fonctions C sur TR a valeurs dans E , a décroises 00 
sance rapide ainsi que toutes leurs dérivées (noter que les représentations n' et n 
opèrent dans le même espace). La topologie de E est définie par les seminormes : 
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P« ir « ((P} = sup <1+tV q(D°V(t)) 

ou D désigne l'operateur — , n et k parcourent W et q parcourt une famille 
dt 

fondamentale de seminormes définissant la topologie de E 

Dans cette description, les éléments de U agissent par des opérateurs 
de la forme : 

N 
TC(U) = S P (t) Da 

a=o 

où les P sont des polynômes à coefficients dans Hom(E , E ) . Plus précisément, a ^ oo oo 
x agit par - -j^ , y et z agissent respectivement par multiplication par -it et 
par le scalaire i ; un élément quelconque u £ U(g') agit par multiplication par le 
polynôme : 

*(u) = TT ' (U ) - *'(adx(u)) t + -| *'((adx)2(u))t2 

que l'on peut abréger en K'(exp(-tx)u), ou simplement en exp(-tx)u. Tout ceci résul
te aussitôt de la définition des représentations induites. 

Il faut remarquer que les coefficients des polynômes P se trouvent en 
fait dans la sous-algebre U/I de Hom(E , E ) ; il résulte d'ailleurs de [13] 
ch.4 § 7 lemme 4.7.8 que l'image de U/l par n est exactement U/l[t,—] . 

1.5 Soient a_ une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps k de caracté
ristique 0 , b une sous-algèbre de j± , M un a-module. D'après [26] i l y a une suite 
spectrale convergeant vers H**(a,M) dont le terme E^ s'écrit : 

E1Q = Hq(b,CP(a/b,M)) . 

pq 
Lemme 1,5» Si 1'on a E£ = 0 pour tout q > 0 , l'application naturelle 
C (̂a,b,M) > C**(a,M) induit un isomorphisme en cohomologie (où C**(a,b,M) désigne 
le complexe de cohomologie relative). 

Démonstration. Si l'on a Ê q = 0 pour tout q > 0 , la suite spectrale est dégénérée, 
et le morphisme de bord est un isomorphisme de Ê 0 sur H*1 (a,M) ( et on déduit 
facilement de la description de Ê ° de [26], §2, remarques suivant le cor. au th.2, 
que le morphisme de bord Ê ° > Hn(a_,M) n'est autre que le morphisme canonique 
Un(^jkTH} » Hn<a,M)). 

138 



EXTENSIONS ENTRE REPRÉSENTATIONS DES GROUPES NILPOTENTS 

1.6.1. Soient A un groupe de Lie, B un sous-groupe fermé de A, a et b les 
» C algebres de Lie correspondantes, E un B-module de dimension finie. Soit F = Incl̂ ^E ; 

on considérera indifféremment F comme l1 espace des fonctions <p C°° sur A à va
leurs dans E vérifiant cp(ab) = b" <p(a) pour tous a € A , b € B , ou comme l'espace 

00 
des sections C du fibre vectoriel V = A X E au-dessus de X = A/B . 

Soit E» un autre B-module de dimension finie, et considérons le B-module 
Hom(F,E'). On a une notion évidente de support pour les éléments de F , donc pour 
les éléments de Hom(F,E1) (d'ailleurs on voit facilement que les éléments de 
Hom(F,E') sont en fait tous à support compact ; on peut les considérer comme des 
généralisations naturelles des distributions à support compact). Soit x le point 
distingué de X , et notons Hom (F,E») l'ensemble des u 6 Hom(F,E')de support {x } ; 

c'est un sous-espace fermé de Hom(F,E') stable sous l'action de B . 

Lorsque E = E» , Hom (F,E) contient un élément distingué, à savoir l'é-
valuation au point 1 de A, que l'on note ô . Il résulte aussitôt de la description 
des distributions de support ponctuel que u £ Hom(F,El) est de support {Xq} si et 
seulement si u passe au quotient par un *j F , avec k £ *J , où jj est 

l'idéal de Cœ(X) formé des fonctions nulles en x (en d'autres termes, u(s) ne 
o 

dépend que du jet d'ordre k de s en XQ)« On dira alors que u est d'ordre < k • 
En particulier les éléments d'ordre 0 sont mis en bijection avec Hom(E,E') par la 
formule 

u € Hom(E,E«) » u 6 . 
o ' o 

1.6.2. On peut faire agir U(a) à droite sur Hom(F,E') par la formule ua = u«a , 
F où a est 1'endomorphisme de F défini par a € U(a). Comme a agit sur F par F — — 

opérateurs différentiels d'ordre 1 , l'action de U(a_) respecte les supports ; donc 
Hom (F,E') est stable sous U(a), x — o 

Lemme 1.6,2, Faisons agir B sur U(a_) par l'action adjointe. Alors la formule : 

u <8>a v u 6a„ 
o 7 o F 

définit une surjection de B-modules de Hom(E,E')® U(a_) vers Hom (F,E'). 
o 

Démonstration. Comme ô est invariant sous l'action de B, il est clair que l'on 
a défini une flèche de B-modules. Montrons qu'elle est surjective. 
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Remarquons que le fibre vectoriel End(V) possède une section distinguée, 
consistant à prendre l'identité dans chaque fibre de V . Cela permet de considérer 
TX (fibre tangent de X) comme sous-fibré de TX̂ End V . Disons maintenant qu'un 
opérateur différentiel D sur V, d'ordre 1 , est à symbole principal scalaire si 
son symbole principal 0"̂  , vu comme section de TXigiEnd V , est en fait une section 
de TX . 

Soit D19...,D une famille d'opérateurs différentiels d'ordre 1 sur V i m 
à symbole principal scalaire, et supposons que les Ç . = 0" forment une trivialisa-

tion locale de TX au voisinage de x .11 est alors clair que s Ç F est dans 
o k+1 x. 

F s x o 
i et seulement si D. . . . .D. s(x ) =0 pour tous j j € {l,...,m} , 

31 3i ° 1 
et l <: k . Donc si u Ç Hom (F,E') est d'ordre <. k, u(s) ne dépend que des 

o 
D. ...D. (s) (x ) ; mais cela veut dire que u est somme d'éléments de la forme 
Ji h 

u . 6 D. ...D. avec u € Hom(E,E'). En d'autres termes, les 
o» jj_> • • • » 3^ °93^t'»'t3j^ 

éléments d'ordre O engendrent Hom (F,E') sous l'action de D^,...,D 
o 

Si maintenant Ç1, . . . , | est une base d'un supplémentaire de b dans a , i m — — 
les opérateurs Z^ possèdent les propriétés ci-dessus ; d'où le lemme. 

1-6.3« Remarque 1.6.3. On peut en fait donner une description un peu plus précise 
du b-module Hom (F,E'). Supposons d'abord que E' = <L soit le b-module trivial, 

o 
Alors a condition de la transformer en action à gauche par 1'antiautomorphisme 
principal de U(a_), l'action de â  sur Hom (F,Œ) prolonge celle de ]D . Le sous-b-

X° , * 
module fermé des éléments d'ordre O s'identifie à E ; d'où un morphisme de 
a_-modules de U(a)® vers Horn̂  (F,Œ), en vertu de la propriété universelle des 
modules induits au sens des algèbres de Lie ([13] ch.5 prop.5.1.3). D'après le 
lemme, cette application est surjective ; mais de plus, si on munit U(â )(g)̂ E de 

la filtration déduite de celle de U(a_), et Hom (F, <C) de la filtration définie par 

l'ordre, la démonstration du lemme montre qu'en fait elle est surjective en toute 
filtration. Un décompte de dimensions entraîne alors que c'est un isomorphisme. 

Donc Homx (F>Œ) s'identifie à iKa)®^ sur lequel on n'a gardé que l'ac-
o — 

tion de b . Dans le cas général Hom (F,E') peut s'écrire Hom (F,Œ)®E' ; donc il 
~~ o o 
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s'identifie à (U(a)<g> E*)<g>E« . 
— b. 

C°° oo 
1.6.4. SOIT F' = IndfîjA E' . A tout u £ Hom(F,Fl) on associe une fonction C sur 
A à valeurs dans Hom(F,Ef) par la formule : 

u(a)(s) = u(as)(a). pour tous a Ç A , s £ F . 

c00 
Cela permet d'identifier Hom(F.F') à !nd_A4 Hom(F,E'). Dans cette description, BÎA c00 
le sous-module fermé Ind_. Hom (F,E') de Hom(F,F') s'identifie a l'ensemble des BÎA x o 
u pour lesquels u(s)(x) ne dépend que du germe de s en x , pour tout x £ X ; 
ce qui est une caractérisâtion classique des opérateurs différentiels (voir par 
exemple [12] ch.17 § 13 n°17.13.1). 

c00 
On écrira donc IndBfA Homx (F,E• ) = Diff(F,F'), ou encore Diff(V,V), ou 

o 
V» est le FIBRE vectoriel Ax̂ E' . 

1.6.5. Soit maintenant E un B-module unitaire (de dimension finie), et posons 
L2 C00 -1 

F = Ind_A E . Soit A(°) =|det(Ad . b)|, de sorte que Ind A est l'espace des B T A a/ b BTA 
, 00 00 » 

densités C sur X . On sait alors que les vecteurs C de F s'identifient a cer-
3_ oo ~ "~ 2 * taines sections C du FIBRE V = AX (̂  ® E) $ a savoir, celles qui sont de carré B 

integrable après action de n'importe quel élément de U(a). En particulier, F con-
tient toutes les sections C À support compact du FIBRE V . 

On peut comme ci-dessus introduire Hom (F ,E') ; comme tout est coticen-X 00 o 
tré au voisinage de x , il est clair que la description du lemme 1.6.2. reste o 
valable. 

§ 2 MODULES ALGEBRIQUES. 

2.1. On munit G de la structure de variété algébrique réelle obtenue en identi
fiant £ à G par l'application exponentielle ; on obtient ainsi un groupe algébrique 
(précisément, il faudrait dire que G est l'ensemble des points réels d'un groupe 
algébrique défini sur ]R ). On a donc une notion de fonction régulière sur G à 
valeurs dans un espace vectoriel complexe E : ce sont les fonctions qui deviennent 
polynomiales une fois transférées sur £ par composition avec l'application expo
nentielle. On note A(G,E) l'espace des fonctions régulières sur G à valeurs dans 
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E . 
Soit E un G-module C . On dira qu'un vecteur v de E est algébrique, 

si l'application g—*gv est dans A(G,E). On note E le sous-G-module de E for-
mé des vecteurs algébriques. 

De même, soit E un g-module. On note E le sous-module de E formé des — alg 
vecteurs annulés par une puissance de U (l'idéal d'augmentation de U) , Si E 
provient d'un G-module C , il est facile de voir que les deux definitions coinci
dent. On dira qu'un g-module E est algébrique, si tous ses vecteurs sont algébri
ques. 

Enfin on dira qu'un espace vectoriel (sans topologie) muni d'une action 
de G est un G-module algébrique, s'il est réunion de sous-G-modules unipotents 
continus de dimension finie. On voit facilement que tout ç[-module algébrique peut-
être muni d'une façon et d'une seule d'une action de G qui en fait un G-module 
algébrique, et qui redonne l'action de par differentiation. 

2.2. On définit la catégorie des G-modules algébriques en prenant pour morphismes 
les applications linéaires quelconques commutant à l'action de G • Bien entendu 
cette catégorie est équivalente à celle des g-modules algébriques, mais il sera 
souvent avantageux de se placer du point de vue "groupes". On note Mod̂ ^ cette 
catégorie. On voit aussitôt que c'est une catégorie abélienne. 

Soient H un sous-groupe fermé connexe de G , E un H-module algébrique. 
On pose : 

Ind*^ E = ff £ A(G,E) I f(gh) = h-1f(g) pour tous h £ H, g € G} H|G 

et on le munit d'une structure de G-module algébrique par l'action régulière gauche 
de G . Il est clair que Ind^^ E vérifie la propriété universelle des objets 
coinduits dans la catégorie des modules algébriques. Cela veut dire que si V est 
un G-module algébrique, et u : V—>E un H-morphisme, il existe un unique G-morphis-
me u : V—» Ind^5! E rendant commutatif le diagramme 

л/ 
u ^ ^ \ V > E u 

aig E Hig 

où l'application Ind^^ E —>E est l'évaluation au point 1 . H *G 

En particulier, prenant H = {1}, on voit que A(G,E) muni de l'action ré-
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gulière gauche est injectif dans Mod̂ ^ , et que E s'injecte dans A(G,E) par 
G l'application v —»f , où f (g) = g * v • Donc la catégorie Mod̂ ^ possède assez v v G 

d•injectifs. 

n 1 eme On notera H , (G,E) l'image de E par le n foncteur dérivé du fonc-alg 
teur E —>EG (où Ê  désigne l'espace des invariants de E) ; on l'appelle le nleme 
espace de cohomologie de E à coefficients algébriques. Cette appellation est jus-
tifiée par le fait que l'on peut calculer H (G,E) a l'aide des cochaines homogènes 
ou inhomogenes algébriques sur G a valeurs dans E , comme le cas continu ou C 
(cf.[24]ch.III, § 1, prop.1.2., et 1.5.). Par exemple, l'utilisation des cochaines 
homogènes consiste à considérer la résolution "standard algébrique" : 

O ^ E JL>A(G,E) > ^A(Gn+1,E) ^ 

où la différentielle d : A(Gn+1,E) y A(Gn+2,E) est donnée par : 

n+1 
df(gQ, >an+1) = £ (-1)1 f(gQ,...,gi,...,gn+1) 

i=o 
et l'augmentation e par e(v) (g) = v pour tous g € G , v f E . On fait agir G 

1 1 —1 sur A(G ,E) par la formule (gf) (g , . . . ,g ) = g.f(g g , . . . ,g g ) ,• on montre o n o n 
comme dans le cas continu que l'on obtient bien un objet injectif dans la catégorie 
Mod*lg . 

G 
On démontre sans mal un "lemme de Shapiro" : 

H* (G, Ind*^ E) - H* (H,E) j alg HtG alg 

on peut par exemple utiliser la méthode d'induction des résolutions ([24*] ch.I, §5, 
remarque 5.2.) 

2.3 On veut maintenant démontrer un "théorème de Van Est" : H* (G,E) = H*(g,E) pour 
alg 

tout G-module algébrique E . 
Cela résulte immédiatement de [17] prop.2.7. : en effet cette proposition 

entraine que l'enveloppe injective (comme ĝ -module) d'un -̂module algébrique E est 
encore un ̂ -module algébrique (cf. partie II, lemme 5*2.2.); c'est donc encore 
l'enveloppe injective de E vu comme g-module algébrique, et par conséquent 
Halg(G,E) et H (ĝ ,E) peuvent être calculés par un même complexe. 

Si on préfère, on peut calquer la démonstration de [24] ch.III,§ 7,prop, 
7.2. en considérant la résolution de E par les formes différentielles sur G 
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à valeurs dans E , et à coefficients algébriques ; le lemme de Poincaré correspon
dant est classique, et on voit que H* (G,E) se calcule par le complexe standard 

C*(g,E). 

Ceci nous permet de réécrire le lemme de Shapiro sous la forme utile par 

la suite : 

H*(g, Ind*^ E) - H*(h,E). 

2.4. Lemme 2.4. Soit E uri H-module algébrique muni d'une topologie d'ELCS dans 
laquelle l'action de H est continue (de sorte que E est aussi un H-module C°° ). Alors Ind^r! E = (ïnd^^ E) par l'inclusion naturelle. HÎG HtG alg ¥ 1 J 

Démonstration : C'est évident, car dire qu'une fonction C°° de G vers E est algé
brique (pour l'action régulière gauche de G) revient à dire qu'elle est dans A(G,E). 

§ 3 CAS DE DEUX ORBITES DISTINCTES. 

Rappelons que dans ce paragraphe on suppose G connexe, mais non néces
sairement simplement connexe. On se propose de démontrer la conjecture (C )̂. 

Théorème 3» 1 « Soient Çl^Çl^ deux orbites coadjointes G-entières distinctes. 
(E.,7t.) la représentation correspondant à Q. . Alors Ext̂ (E„ ,E„ ) =0 pour tout j j j _ G le» 2e» 
n £ 0 . 

Démonstration. 

«it ° a) On doit calculer H (g,K, Hom(E1 ,E )), dans les notations du n 1.2 . Soit À. loo 2OO j 
le caractère de k donnant l'action de k dans E. . Si À1 / À , le résultat est — ~~ ^ J°° 1 2 X 
évident : le complexe de cohomologie relative C (g,K,Hom(E1 ,E )) est déjà réduit 

— loo 2OO 
à 0 . On suppose donc dorénavant que \^ = = ̂  > et on doit montrer que 
Hn(g/k , Hom(Ei ,E0 )) = 0 pour tout n ^ 0 . — — loo 2OO 

% Q 
b) Introduisons l'algebre U comme au n 1.4. de la partie II, et notons M le U -

À À bimodule Hom(E1 ,E ) ; d'après le lemme 1.4.1. de la partie II, la cohomologie leo 2OO 
étudiée s'identifie à la cohomologie de Hochschild H (U ,M) (voir le n 1.2. de la 

A 
partie II pour les conventions de notation). 
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Remarquons que M est annulé a gauche par l'idéal J de U , à droite 
par l'idéal , où J\. désigne le noyau de l'action de dans Ê . . Donc M est 

annule par l'idéal J = J0(̂ )U + U ®J1 de U (J. étant vu comme idéal de U_). 2 A À 1 A 1 A 

Il est clair que l'idéal J est engendré par une suite centralisante. On 
voit alors comme dans le lemme 5*2.2. de la partie II, c'est-à-dire essentiellement 
par application de [17] prop.2.7., que le U -module M admet une résolution injec-
tive : 

О } M > X 

ou chaque terme de X est localement annulé par une puissance de J . 

Comme le passage de Q à I est injectif (cf.[13], introduction), les 
idéaux et sont distincts. Alors contient un élément u congru à 1 mod. 
(car l'image de dans Û /Ĵ  est ^ O, et tous sous-g-module non nul de 

contient les constantes). Mais alors chaque H°(Û ,Xn) est nul. En effet si 
x Ç H°(U ,Xn), on a u*Sc = (ufal̂ x^O pour k assez grand, puisque x est an-
nulé par une puissance de J . Alors on a aussi x u = O ; mais x est annulé a 
droite par une puissance de , et u est inversible dans modulo ; 

donc xu =0 entraine x = O , comme annoncé. 

Comme le complexe H°(U , X) = Hom (U_ ,X) calcule la cohomologie À e À 
A 

étudiée, le théorème est démontré. 

Remarque 3*2. La démonstration ci-dessus n'est pas tellement dans l'esprit de cette 
première partie ; on peut d'ailleurs,si l'on veut,faire une démonstration par ré
currence sur la dimension de £ , comme pour le th.4.1. Mais elle a l'avantage de 
rester valable en remplaçant E. par n'importe quel G-module C annule par I. 

* 3œ 3 
(ou même localement annulé par une puissance de I ) ; par ailleurs elle reste 
valable aussi en algèbre, c'est-à-dire en remplaçant le Hom considéré ici par l'es
pace de toutes les applications linéaires, disons de M1 vers M , où M. est un 

l 2 j 
-̂module annulé par I. . 
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§ 4 ALGEBRISATION DU PROBLEME. 

4.1. L'objet de ce paragraphe est la démonstration du théorème suivant : 

Théorème 4.1. L'application n : U/l \ Hom(E ,E ) induit un isomorphisme : 

Hn(£/q,U/l) Hn(£/q,Hom(Eœ,Eœ)) pour tout n ^ 0 . 

La cohomologie de U/l sera étudiée systématiquement au cours de la deuxième partie, 
et on en tirera les résultats annoncés dans l'introduction concernant la conjecture 
(C). 

4.2. Supposons le théorème démontré pour = P_ > et passons au cas général. On 
considère la suite spectrale de Hochschild-Serre par rapport à l'idéal p/q de 
g/q • Comme p/q agit trivialement sur Hom(E ,E ), on obtient : 
—" — — —" 00 00 

EP<1 = HP(g/p,Hq(p/q,Œ) ® Hom(E ,E )) H*(g/q,Hom(E ,E )) . 

On procède de même pour U/I. Il est clair que la flèche induite au niveau Ê  par 

7t n'est autre que la flèche induite en g/j>-cohomologie par : 

1<8>;T : Hq(p/q,Œ)<8>U/l » H p̂/qjŒ^HomfÊ Ê ) . 

Or Hq(p/q,<C) est un g/p-module nilpotent de dimension finie. Alors une récurrence 
sur la dimension de Hq(p/q,(D) et un argument de lemme des cinq montrent que si n 
induit un isomorphisme en g/p-cohomologie il en va de même pour l'application 
1®TT ci-dessus. Donc n induit un isomorphisme au niveau du terme EPq de la suite 

spectrale, et le théorème est démontré. 

4.3. Supposons donc que ci = £ . On raisonnera par récurrence sur la dimension de 
^ , et on supposera donc le théorème démontré pour toutes les algebres nilpotentes 
de dimension plus petite. Comme l'assertion à démontrer passe au quotient par 
p fi I , on peut supposer £ ( 1 1 = 0 ; cela entraine que est de dimension 1 et 
que z fi I = 0 (on a même £ = £ en fait). On introduit donc les notations du n 1.4. 

Notons de la même façon les images de x et y dans g/p , et soit m 
la sous-algèbre commutâtive de dimension 2 de g/p engendrée par x et y . La pre
mière étape de la démonstration est le lemme suivant : 
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Lemme 4.3 : L'application canonique ^(¿/p^HomíE^E^) ) • ̂ (¿/p.jHomíE^E )̂ 
induit un isomorphisme en cohomologie. 

e 
D'après le n 1.5. i l suffit pour cela de montrer que dans la suite spectra-

» pq 
le de Hochschild-Serre relativement a m on a Ê  = 0 pour tout q > 0 . Or ce terme 
Ê q s'écrit Hq(m,CP(g/£,Hom(Eoo,Eœ)) , en notant r_ la sous-algèbre ja®]Rx$]Ry de £ . 
Comme g/r_ est un m-module nilpotent de dimension finie, par des raisonnements de 
longue suite exacte, on est ramené à prouver que Hq(m,Hom(EœjÊ )) = O pour q > 0 . 

4.4. Commençons par étudier la 1R y-cohomologie. Notons Hom (E ,E ) l'espace des 
O oo co 

morphismes de la forme : 
u(cp) (t) = u(t) <p(t) 

où t —>u(t) est une fonction Cœ sur ]R à valeurs dans Hom(E ,E ), avec la proprié
té de multiplier À (1R ,E ) dans lui-même (on dira qu'une telle fonction est 
"à croissance lente" ; lorsque E est de dimension 1, c'est l'espace (V de 

oo M 
Schwartz (cf.[23] §3 lemme 3.1.)). 

Lemme 4.4. H°(]Ry,Hom(E ,E )) = Hom (E ,E ) 
1 00 00 O 00 00 

Ĥ  (]R y,Hom(E ,E )) = 0 . 
00 00 

Démonstration : Il est clair que les éléments de Hom (E ,E ) commutent à l'action 
———————— O 00 00 
de y . Réciproquement, soit u € H (]Ry,Hom(E ,E )). Soit t 6 1R . Comme u commute 

oo oo o 
évidemment à la multiplication par les constantes, il commute à la multiplication 
par t-t . Mais si cp f A (]R ,Ë' ) vérifie (p(t ) = 0 , elle s'écrit (p = (t-t ) v|/ o ^ » o T o avec vj/ £ />(]R,E ) ; donc u((p) (t ) = [(t-t )u(v|/)](t ) = 0 . Ainsi u(cp)(t ) ne oo o o o J 
dépend que de cp(t ), et peut s'écrire u(t ) cp(t ), avec u(t ) € Hom(E ,E ). Il est 

' O O 1 O O » oo 
maintenant facile de vérifier que t —> u(t) est une fonction C , et par définition 
elle est à croissance lente. Donc u f Hom (E ,E ). 

o oo oo 
Démontrons maintenant que H*(]Ry,Hom(E ,E )) =0 , c'est-à-dire que IRy 

00 00 
agit surjectivement sur Hom(E ,E ). Il s'agit en fait d'un problème de "division de 

00 00 
distributions". 

Soit v € Hom(E ,E ). Pour tout t € TR , on définit v(t ) £ Hom(E ,E ) 
00 00 O O 00 00 

par (p—>v(?)(t())» °n voit aussitôt que l'on obtient ainsi une fonction C°° sur 
M à valeurs dans Hom(E ,E ). On cherche à construire u € Hom(E .E ) telle que 

00 00 00 00 
yu = v . Cela s'écrit : 

- t u(t )(p + u(t )(t(p) = v(t )(p pour tout t € 1R o o T o T oT o 
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Soit encore : 

u(t )[(t-t )cp] = v(t ) cp . o o 1 O 1 

Par conséquent lorsque cp(t ) =0 , on a nécessairement : 
o 
u(t )(<p) = v(t ) (—4~ <p) 0 1 o t-t 1 o 

Il s'agit de prolonger cette définition. Choisissons une fois pour toutes une fonc
tion a € c"(]R), à valeurs dans [0,1], égale à 1 sur un voisinage de O . 

Pour cp € >i(]R,E ) donnée, on note A (t ) la fonction 
oo Cp O 

t »cp(t)-a(t-t )cp(t ). Lorsque t varie, on obtient ainsi une fonction A , qui 
o o o cp 

est C°° sur ]R à valeurs dans E : il est clair que A (t ) est nulle en t .De 
oo Cp o O plus la fonction A est bornée : en effet si p , est une seminorme définissant cp ^n,k,q 

la topologie de Ê  > on a : p . (a(t-t )cp(t )) < M(l+t2)n p 1 (a)q(cp(t )) <; M' n,k,q o T o o n,k T o 

puisque cp est à décroissance rapide. De même les dérivées de A par rapport à 
t sont bornées, o 

A (t ) 
Posons maintenant B (t ) = | ^ , et définissons enfin u(cp) par : cp o t-t 1 7 o 

u(cp) (t ) = v(t )B (t ) . 
1 o o cp o 

En écrivant B (t )(t) = ( A (t ))(t + 0(t-t ))dg on voit immédiatement que cp o Jo dt cp o o o 
que la fonction t »B (t ) est encore bornée ainsi que toutes ses dérivées, et 

o cp o 
qu'elle est de classe C 

<x> s -v Donc U(CP) est bien une fonction C sur TR a valeurs dans E . Remarquons 
' oo 

que la fonction t *v(B (t )) à valeurs dans E , est bornée puisque B l'est et 
O Cp o oo Cp 

que v est continue. Donc : 
p v(B (t )) = sup (U s2)" q(v(s)B (t )) 
n'°'q V ° s€IR ? ° 

est borné lorsque t parcourt ]R , pour n et q fixés, o 
Faisant s = t dans cette expression, on voit que : o 
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(1+tV q(u(<p)(t )) o T o 

est borné, donc que u(<p) est à décroissance rapide. Enfin en écrivant que : 

— u(<p) = TT~ (Bit )) + v(t > f̂ p_ dt 7 dt (p o o -, 1 o o 1 dt o 

on voit qu'il en est de même pour les dérivées de u((p). 

Donc u((p) Ç y£(]R,E ). Comme les applications (p_̂ u(to>(p sont manifeste
ment continues, u est continue d'après le théorème du graphe fermé ; donc 
u € Hom(E ,E ). 

00 00 
Si cp(t ) = O, on a u(cp)(t ) = v( ^ ) . Donc si (p est quelconque : 

° ° o 
(yu)((p)(t ) = u[(t-t )(p](t ) = v(t )cp , et le lemme est démontré. T o o 1 o o1 

4,5. En faisant si on veut une suite spectrale par rapport à l'idéal F y de m , 
il résulte du lemme 4.4. que Hq(m,Hom(E ,E )) s'identifie à Hq(]Rx,Hom (E ,E )), où 

— 00 00 O 00 00 x agit sur Hom (E ,E ) par - — . On identifie les fonctions constantes à ^ o oo oo dt 
Hom(E ,E ). 

00 00 
Lemme 4.5. H°(JRx, Hom (E ,E )) = Hom(E ,E ) 
—————̂—— o 00 00 00 00 

H^Ex, Hom (E ,E ) ) = O 
O oo oo 

Démonstration : La première assertion est évidente. 

Pour la deuxième, il suffit de voir que si v Ç Hom (E ,E ), et si on pose 
O oo oo 

u (t) = o v(t)dt (intégrale qui a un sens parce que Hom(E ,E ) muni de la topolo-
gie de la convergence compacte est complet), on obtient encore une fonction à crois-
sance lente. En d'autres termes, il faut vérifier que pour toute (p 6 /S(]R,E ), la 
fonction t—>u(t)(p(t) est encore dans /^(]R,E ). 

Comme -~(u(t)(p (t) ) = - v(t)(p(t) + u(t) , et des formules analogues pour les 
* , d̂  2 n dérivées ultérieures, on peut se contenter de prouver que lim (1+t ) u(t)(p(t)=0 

|t|-œ 
» 2 n pour tout n € Ji , et quitte à remplacer (p par (1+t ) (p on peut supposer n = O . 

Soit q une seminorme définissant la topologie de E 

On a : q(u(t)(p(t)) < q(v(s)cp(t))ds 
Jo 

Pour Ç £ E fixé, on va estimer la fonction s —>q(v(s)Ç) . 
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Puisque v est une application linéaire continue de E dans E , il existe une 
00 00 seminorme p et une constante M > 0 tels que l'on ait pour tout n, k, q 

v|/ Ç h(TR ,Ej et tout T £ ]R : 

q(v(%WT)) < Mp ,(v|/)=M sup (l+a2)n q'(^Í ) 
n,R,q ora*,j<k daJ 

Fixons une fonction a f (1R), à valeurs dans £0,13 et égale à 1 sur un voisinage 
de 0 , et appliquons ce qui précède à la fonction = a(i-s) Ç 

Cela donne une constante M' ne dépendant que de a , telle que : 

q(vU)a(T-s)|) M'(l+s2)n q'(Ç) 

et en particulier pour T = s : 

q(v(s)Ç) £ M'(l + s2)n q'(Ç) pour tous s £ ]R , | t E* . 
00 

Reportant cette majoration dans l'intégrale, on trouve : 

t p n 
q(u(t)cp(t)) < M' q'(<p(t)) J d+s*)n ds 

o 
et comme cp est à décroissance rapide, cette expression tend bien vers 0 quand 
|t | -»00 . 

4.6. On a donc maintenant démontré le lemme 4.3. On peut faire des raisonnements 
analogues, mais bien plus simples parce que purement algébriques, en remplaçant 
Hom(E ,E ) par U/l (cf. 2ème partie,n«2.3), de manière a obtenir un diagramme 

00 00 
commutâtif : 

Hn(c|/p,U/l) } Hn(£/p,Hom(Eoo,Eœ)) 

Hn(£/p,m,U/l) f Hn(£/p,m,Hom(EQo,Eoo)) 

où les deux flèches verticales sont des isomorphismes. On est donc ramené à démon
trer 1•isomorphisme en cohomologie relative. 

4.7. Passons à la seconde étape de la démonstration. 
Remarquons que l'idéal g_ est contenu dans £' et ne contient pas y . 
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Soit <f l'image de ]3 dans £ . On définit un morphisme de complexes 

C*(g/p,m,Hom(E ,E )) > Ĉ g/q̂ HomCÊ  ,E ) ) 

de la manière suivante. Soit ou € Cn(̂ /£,m,Hom(Ê ,Ê ) ) . La restriction de (jj à gj 
définit une n-cochaîne sur g'/p©]Ry à valeurs dans Hom(E ,E ). On peut identifier 
j£'/p©lRy à 9.AL * Par aiHeurs la condition de y-covariance s'exprime en disant que 
tu prend ses valeurs dans Hom (E ,E ), et en écrivant aussi la x-covariance on voit 
que l'on peut identifier le complexe C (g/p,m,Hom(E ,E )) à C (g/q,Hom (E ,E )). 

œ 00 JR X — — Oooœ 
Rappelons que les éléments de Hom (E ,E ) sont considérés comme des o 00 00 00 \ V fonctions C sur ]R a valeurs dans Hom(E ,E ). eo 00 

Lemme .4.7. L'évaluation en t = O définit un isomorphisme : 

e t (g/q,Hom (E ,E ) ) C*(£/£Hom(E ,E ) ) . 
JK X ~"— o 00 00 —~ 00 00 

Démonstration : Soit V.t = V 3 V__ 4 3 . . .3 V. 3 V =0 une suite de Jordan-Hdlder N N-l 1 o 
du Bx-module V = A** ][/qf ; soit ,. . •, e une base adaptée. Comme x agit par 

~ sur Hom (E ,E ), la condition de Kx-covariance s'écrit : 
dt o 00 00 

-77- U)(e.) = uo(xe.) pour j = 1,...,N . dt j J 

ce qui prouve que mie.) est entièrement déterminé par la donnée des tu(e ) pour 
k < j et par ttJ^ej) (O) t d'où 1'injectivité du morphisme considéré. 

La surjectivité est évidente, U)(e )̂(0) pouvant être pris arbitraire 
(On remarque d'ailleurs que les fonctions t—^uj(e.)(t) sont polynomiales sur R à 
valeurs dans Hom(E ,E )). D'où le lemme. 

00 00 

Procédant de même pour U/l (cf. partie II, fin du n«2.3) on aboutit à un 
nouveau diagramme commutâtif : 

Hn(g/p,m,U/l) * Hn(g/p,m,Hom(E ,E )) . 
— — — 0000 

Hn(g/ï,V/ï) > Hn(£/£Hom(E ,E )) 

ce qui permet de conclure, en appliquant l'hypothèse de récurrence à £ et à 
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§ 5 . EQUIVALENCE DES CONJECTURES (C) ET (C). 

5.1. Soit h une polarisation réelle en f, H le sous-groupe analytique de G d'algè-

L2 
bre de Lie h • Réalisons E comme Ind (L ; alors les éléments de E s'identi-
fient à certaines sections du fibre en droites complexes V = G x Œ au-dessus 

de G/H ; on peut voir en fait que dans une paramétrisation convenable de la situa
tion E s'identifie à l'espace L2(TRm), et E à l'espace de Schwartz (̂JR01) (avec 
m = dim g-dim h) (cf.remarque 5.4.1.) 

On se propose d'étudier dans cette situation un "lemme de Shapiro". 
Introduisons comme au n 1.6.5. l'espace Horn (E ,Œ. ), où x est le point distingué X oo X f O 

de G/H ; notons Diff(V,V) l'espace des opérateurs différentiels de V dans lui-

même (cf.n 1.6.4). 

Théorème 5.1.1. 

(i) L' injection canonique Horn (E ,Œ._) *Hom(E ,Œ. ) induit un isomorphisme en 
* -— x co if 7 œ if — 

h/q -cohomologie. 
(ii) Le H-module Horn (E ,Œ ) est algébrique, et le sous-module Ind^^ Horn fE ,<D. ) 

X oo il - HÎG X oo l 
de Diff(V,V) est exactement l'image de U/l par la représentation n 

Corollaire 5.1.2. On a un isomorphisme naturel 

Hn(b:q,Hom(E ,E )) Hn(h/q,Hom(E ,Œ.̂ )) pour tout n £ O . 
— 00 00 — ~~ oo II 1 1 

Démonstration : Il suffit de composer les isomorphismes : 

Hn(̂ /qt,Hom(Eco,Eco)) ^ Hn(g/qfc,U/l) (th.4.1.) -, 

Hn(g/q,U/l) Hn(h/q,Horn (E ,Œ )) (cela résulte du lemme de Shapiro pour 1'induc-
— — —• —~ X oo lf 

tion algébrique, tel qu'il est énoncé à la fin du n°2.3., compte tenu de l'asser
tion (ii) du théorème) ; 
Hn(h/q,Hom (Eœ,Œ.f)) ~ Hn(h/q,Hom(Ea>,Œif ) ) (assertion (i) du théorème), 

5.2. Les n s 5.2. et 5*3 sont consacrés a la démonstration de l'assertion (i), par 
récurrence sur la dimension de g_. Lorsque dim g_=0 , i l n ' y a rien à démontrer ; 
supposons donc dim g_ > O , et le théorème démontré pour toutes les algèbres ĝ  de 
dimension plus petite. 
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Comme pour le théorème 4.1. on se ramène au cas q = JD . Grâce à l'hypothè
se de récurrence, cela permet de supposer que est de dimension 1, et que I fi »=0. 
Introduisons les notations du noi.4., et notons q" l'image de p_ dans (remar
quer que P. CI £ ' ) . 

Suivant la position de h par rapport à CJ' , il y a deux cas à distinguer. 

a) h c £' 

Alors h contient IRy, et h = h/Ey est une polarisation de g en f . 
On démontre comme au lemme 4.4., mais beaucoup plus simplement, que 
H°(]Ry,Hom(E ,<E..)) =- Hom(E ,<E. ) (dans les notations du n°1.4., ce sont les applico II 00 il ^ 
cations qui se factorisent par (p ><p(0)), et que H (]R y ,Hom(Ê ,Œif ) ) = 0 . On note 
ô, ou ô , l'élément s — ŝ(l) de Hom(E ,Œ ), associé à la réalisation de E defili oo i f 
nie par H (il dépend de H) ; on note 6 l'élément analogue de Hom(E ,Œ.y), associé 
à H = exp(h). Il est clair que Ô((p) = ô((p(0)) pour tout cp € E . 

D'après le lemme 1.6.2. et la description de l'action de U(g) faite à la 
fin du n«l.4., Hom (E ,Œ ) est l'ensemble des applications de la forme 

X oo lf O 

(p u. f-E—. , I, avec u. 6 Hom̂  (E jŒ.v) (le fait que l'on obtienne toutes 

les applications de cette forme provient de ce que l'application naturelle 
U/l » U / l [ t , ~ ] est surjective, comme signalé au nol.4.). On voit alors immé-

o 1 diatement que H (]Ry,Hom (E ,Œ. )) Hom̂  (E ,<C.̂ , et H (]Ry,Hom (E ,<t. J) = O . J 7 X oo7 lf X œ' lf X 00 lf 

D'après le lemme 1.5 on est donc ramené à prouver que l'application 

C (h/p , l y , Hom (E , <C ) ) —*C (h/p , l y ,Hom (E ,Œ )) induit un isomorphisme 
—~ —~ X co II —" oo lf 

en cohomologie. Or y agit trivialement sur h/p \ comme h/p> Ky s'identifie 

à h/q ,̂ et H°(lRy, Hom(E ,<D )) à Hom(E ,Œ ) d'après ce qui précède, le complexe 

C (̂h/p,]Ry,Hom(E ,<C )) s'identifie à Ĉ h/q̂ Hom(E ,C .rS) ) . Faisant la même identi-
fication pour l'autre membre, on conclut donc en appliquant l'hypothèse de récurren-

x rj ru *j ce a g , f , h et q . 

b) h/a.' 

Alors, on peut supposer x Ç h , et on n'a jamais y € h ; quitte à rempla
cer x par x-f(x)z , on peut supposer f(x) = O . 
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Soit h l'image de h (| g' dans ĝ  ; il est une polarisation de g en f . 

On va maintenant relativiser par rapport à la sous-algèbre I x de h . La 
situation est duale de celle du cas précédent via la transformation de Fourier ; 
on trouve H°(]Rx , Hom(E ,<D. )) Hom(E ,<C.y) (ce sont les applications qui se 

factorisent par cp —» J cp(t)dt), et H (Ix, HomfÊ Œ )̂ ) = 0 . 

Le complexe de cohomologie relative, auquel on est ramené d'après ce qui 
précède (cf.lemme 1.5.), peut être identifié à (h7q̂ Hom(E ,Œ )). Soit 

IK X "~~ — oo II 
M = M 3 M„ „ 3 . . . .3 M. 3 M =0 une suite de Jordan-Hfllder du IRx-module « N-l 1 o 
M = An h/q , et ou € (h'/q,Hom(E ,Œ )). Puisque iu(xNÇ) = O pour tout Ç € M , 

dN 
on a U)(Ç) ( cp) =0 pour tout cp Ç E . Cela entraîne que U)(Ç) est de la forme : 

dt 

cp > x: CÎ.(ç) f -tt dt 

avec tu 2^ ̂  f Cn(h/q̂ Hom(E ,Œ^^). Et la condition de ]R x-covariance entraîne 

que les Jf. s'expriment tous à partir de UĴ  , suivant la formule : 

uAV = (-Dj y (xjç). 

D'où finalement l'expression : 

0)(Ç)(cp) = J îj£(exp(-tx)£)cp(t)dt 

où l'on considère exp(-tx)£ comme un polynôme sur TR à valeurs dans M , que l'on 
compose avec & pour obtenir un polynôme à valeurs dans Hom(E jŒ.̂ ), que l'on peut 
intégrer contre la fonction cp . 

Cela conduit à considérer l'application qui a tout 
S'f Cn(h//q,Hom(Ê  ,Œ.̂ f)) associe la cochaîne m € Cq(îi/qiHom(E ,<C )) définie par 

— — 00 lf 00 if 
la formule 

u(Ç)(<p) = J w(exp(-tx)Ç)cp(t)dt 

On vérifie aussitôt que m £ ^(^/^f^omiE^,^^ )) ; et d'après ce que l'on vient 
de voir, l'application m—> tu est surjective. On voit facilement qu'elle est în-
jective. 
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Lemme 5.2. L'application fi/ } UJ définie ci-dessus est un isomorphisme de complexes 
de Ĉ Ch/q̂ HomCE ,Œ.v)) sur C*(hAb ]R x,Hom(E ,C. J ) . 
—— — —*• oo if ~~ 00 il 
Démonstration : Etant donné ce qui précède, i l suffit de vérifier que l'application 
tu û) commute aux différentielles. Mais cela est immédiat sur l'expression expli
cite de la différentielle, compte tenu de la formule pour l'action de £' donnée 
au n°1.4. : un élément T1 € agit justement par multiplication par le polynôme à 
coefficients opérateurs exp(-tx)T] • 

5.3» Pour terminer la démonstration de l'assertion (i) du théorème, il nous reste 
maintenant à montrer que la restriction du procédé précédent a Hom̂  (E donne 

o 
encore un isomorphisme de Ĥ Ch/q̂ Hon̂  Êœ»Œif̂  vers H (jy^Honu, ^0»Œi/f^« 11 

Xo 00 1 Xo 00 l 
s'agit d'abord d'identifier, dans la réalisation de Ê  considérée au n 1.4., quels 
sont les éléments de Hom(E ,Œ. ) de support fx } . 

Lemme 5.3• Hom (E ,<C. ) s'identifie à l'ensemble des applications de la forme : 
1 X oo lf 

N 00 i 
<P_» I r — u.(cp(t))dt • 0 3 • 3 

3=0 -oo 
avec u^, •.. ,u^ £ Honu, (E >^^) (de façon imagée, ce sont les intégrales contre les Xq oo i ^ 

Eolynômes à coefficients dans Hom (E ,<L.y)). " r — — » 00 II 
o 

Démonstration : Soient h' la sous-algèbre h 0 g' © de £, H' le sous-groupe 
analytique de G correspondant ; alors h* est une nouvelle polarisation de o_ en f , 
contenue dans g_%, de sorte que E peut encore se réaliser comme Ind^2^ f et 

L2 
E' comme IndTttA„t <D. _ , (la description du n°1.4. correspond à cette nouvel-H 1 TG 1 if 
le réalisation). Soit Ĝ  le sous-groupe HH' de G, dans lequel H et H' sont deux 

sous-groupes distingués de codimension 1 . D'après le principe d'induction par éta
ges, pour établir un isomorphisme entre les deux réalisations de E , i l suffit 

d'établir un isomorphisme entre I n d ^ &if et IndHtÎG <E . Cela se fait par trans-t 

formation de Fourier. Si on identifie G /̂H' à TR grâce à la décomposition 
G1 = exp(Bx) tx H' , et de même G /H à TR grâce à la décomposition G = exp(By)J<H , 

on obtient un isomorphisme Ind U > Indu. Œ. par la formule : 
n fb̂  il HiĜ  if 

cp )ty où v|/(s) = J e1St (p(t)dt 
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L d (noter que dans (Indu._ t, ) x agit par multiplication par is, et y par - — ). HTĜ  il oo as 
En particulier, l'évaluation au point 1 de s'écrit, via cet isomorphis 

<P > J <p(t) dt 

L'application ô : (p *<P(1) de E vers Œ peut se factoriser en 
H oo if 

f-9 tfc - » »|GL(1)» OÛ *|G, €(INDÎÎTG ' i ^ . ~ (INDH>tG ' DanS Cette derniere 

description, i l est immédiat de voir que l'application de restriction a Ĝ  n'est 
autre que (p —̂ o'oçp , où ô : E ^ îf' es* 1 levaiua"tion en 1. Finalement, on a donc : 

00 
ôH(cp) = J ^((p(t))dt 

Au vu du lemme 1.6.2«, et de la description de l'action de g dans E , cela montre 
— 00 déjà que tout u £ Horn (E ,Œ. ) est de la forme indiquée. La réciproque provient x oo if o 

de la remarque faite à la fin du nol.4., qui montre que tout opérateur de la forme 
n oo tJ cp v £ f — u.((p(t))dt est de la forme ô (ucp), avec u £ U . Cqfd. 

j=o J-. jS J 
Il est maintenant facile de conclure. En effet si u 6 Horn (E ,Œ ) est 

x œ if 
l'intégration contre P(t) = £ u. — , xu est l'intégration contre - — ; on en 

j=o 3 3' dt 
déduit que H°(]Rx,Hom (E ,Œ. )) =- Hom̂  (E ,Œ.y), et H^Hx.Hom (E ,Œ )) = 0 . 

X oo if- X oo if X oo il 
Quant à 1'isomorphisme de complexes construit au lemme 5.2., il est clair qu'il 
applique C (̂h/̂ ,Hom^ (E ,̂(C )̂ ) dans C (̂h/fl, XjHom̂  (E^Œ^)) ; et c'est un isomor-

o o 
phisme entre ces deux complexes, car pour obtenir un U) £ C (h/q, IR x,Homx ^œf^if^ 

o 
donné il suffit de prendre pour S ' le w introduit au n<>5.2. ; le lemme 5 «3 • nous 

^ ° ^ assure que cet u> prend bien ses valeurs dans Honw (E ,C./y) (car les u. sont entie-o x œ il j 
rement déterminés par u)• 

On obtient finalement un diagramme commutâtif : 

Cn(h/p,Hx,Hom (E ,<D. )) y Cn(h/p, ]R x,Hom(E ,(D )) 
—~ ~• X 00 il ~~ 00 il 

s s 

Ĉ ff/q̂ Honu, (E^fl^)) > Cn(h/q',Hom(Eoo,Ci<y)) 
o 
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d'où la conclusion, en appliquant l'hypothèse de récurrence à çjf, f ^ et ^ • 

5.4. Passons à la démonstration de l'assertion ( i i ) . 

Comme l'action adjointe de H sur U est algébrique, il résulte du lemme 1.6.2. avec 
E = E' = Œ.̂ . que Hom (E 9&.J est un H-module algébrique (en fait, on a 

o 
Hom (E ,(D.„) = Hom(E ,Œ. ) , , mais nous n'aurons pas besoin de ce résultat), x oo if œ if alg o 
On peut donc définir Ind**̂  Hom (E ,<D. ), qui s'identifie à Diff(V,V) d'après HtG x oo if 7 ' alg 
le n°1.6.4. et le lemme 2.4. 

D'autre part, U agit sur E , vu comme sous-espace de l'espace des sections 
C de V , par opérateurs différentiels, évidemment algébriques sous 1'action de G . 
Il suffira donc de démontrer le lemme suivant : 

Lemme 5.4.1. L'inclusion naturelle U/l c__̂ Diff(V,V) , donnée par TZ est un isomor--r alg c— 
phisme. 

Démonstration : Montrons d'abord que H°(£,Diff(V,V)) = (D (opérateurs de multiplica-
tion par une fonction constante). D'après le lemme de Shapiro pour l'induction C , 
il suffit de montrer que H°(h, Hom (E ,<D )) = Œ ô, 6 étant l'évaluation au point 1. 

—- X oo il 
O 

Identifions Hom (E ,Œ. J à (Ufr Œ . J<8>Œ.„ (cf. remarque 1.6.3.). x oo7 if h -if if o — 

D'après [13] ch.6 prop.6.2.9. le £-module 1*8̂  ^ es* simple, donc à 
commutant scalaire (loc.cit.cn.2 prop.2.6.9.) ; en d'autres termes, 
Hom (U&Œ . _,U® Œ ._) = <C . D'après la propriété universelle des modules induits £ h -if h -il 
(au sens des algèbres de Lie ; voir |"l3]ch.5 prop.5.1.3) ceci s'écrit encore 
HOIÏL (<C . je.,UX' Œ ) = Œô , et notre assertion est démontrée. h -if h_ -if ' 

Il est maintenant facile de conclure. Soit B l'algèbre Diff(V.V) ; 
par définition B est munie d'une action de £ par dérivations localement nilpoten-
tes, et on a H (£,B) = <C . Soit U+ l'idéal d'augmentation de U , et pour tout 
n ^ O , soit B̂  = {b £ B | Û +* b = 0}. Il suffira de montrer que pour tout n ^ 0 , 
B̂  c U/I j d'après ce qu'on vient de voir, c'est vrai pour n = 0. Supposons le 
contraire et soit N le plus petit entier tel que BN (fi U/l ; soit b € BN , 
b f U/I . Pour tout Ç f £ , on a Tb,Ç] € BN_1 c U/l ; et comme £ engendre U/l , on 
a [b,u] e U/I pour tout u £ U/l . Mais alors ad b définit une dérivation de U/l , 
et d'après [13] ch.4 lemme 4.6.8. il existe a £ U/l tel que [b,uj = [a,u] pour 
tout u Ç U/I , ce qui s'écrit encore [b-a,u"l = O. En particulier b-a commute à 
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tout ! f g ; donc b-a est un scalaire X £ Œ , et b = X + a est dans U/l , ce qui 
est absurde. D'où le lemme. 

Remarque 5.4.2. Soit g = g 3 g. 3 . • . .3g = h une suite décroissante de sous-————-—— — —o —1 —m — 
algebres de g , avec g. de codimension 1 dans g. i ; pour j=l,...,m,soit e. une base — —J —J-1 3 
d'un supplémentaire de g. dans g. 1 . Alors (e1,...,e ) est une base coexponentielle —3 —J-1 i m 
à li dans o_ (cf.[2~\ ch.I n°2.5.) ; il est même facile de voir que l'application 
( t . , . . . , t ,h) *exp t*eA ...exp t e • h établit un isomorphisme de variétés algé-

1 m1 ' i l mm 
briques réelles entre K™ x H et G (il est clair que cette assertion n'a rien à voir 
avec le fait que li soit une polarisation, ce qui permet de raisonner par récur
rence sur m). Cela permet d'identifier la variété algébrique G/H à ]Rm . On vérifie 
facilement que la mesure de Lebesgue dt1...dt sur ]Rm est invariante sous l'action 
de G ; donc l'espace de la représentation s'identifie à L (IR ). Par ailleurs, les 
opérateurs différentiels algébriques sur ]Rm sont ceux qui sont à coefficients 
polynomiaux ; d'après le lemme 5.4.1. U/l s'identifie donc dans cette réalisation 
à l'algèbre de tous les opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux sur 
]Rm , et cela entraîne facilement que l'espace E s'identifie à /S(]Rm). On retrouve 
ainsi des résultats de [10] . 

5.5. Voici une application du théorème 5.1« 

Théorème 5.5.1» Supposons qu'il existe une polarisation réelle commutative en f . 
Alors la conjecture (C) est vraie. 

Démonstration : On raisonne par récurrence sur la dimension de ĝ  , Si dim ĝ  = O , 
c'est immédiat. Supposons donc dim ĝ  > O . Soit li une polarisation réelle commuta
tive en f . 

a) Supposons le théorème démontré pour <i , et montrons qu'il est encore vrai pour 
un idéal a/ de g, contenu dans q et de codimension 1 dans <q . 

Ecrivons la suite spectrale de Hochschild - Serre relativement à l'idéal 
q/q' de h/q' • On trouve : 

EPQ = HP(h/q,Hq(q/q',<r)̂ Hom(E , <C. ) ) = ^ H*(h/q ', Hom(E ,Œ. ) ) . 

On a ici Ê  = O pour q > 1 . Alors la suite spectrale donne naissance 
à une longue suite exacte : 

0^_>E*°_(h/qSHomÍE^,^.^) ^ Ê  > E*° —^H2(h/q» ̂ omÎE^Œ^ ) ) _> 
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où l'application Ê  ^ ^2*° ônnee Par cup-produit avec où P est la 
classe de l'extension centrale : 

O ^ q/q' > h/q'—> h/<̂  > O . 

2 
O est un élément de H (h/a^q/cL'), donc donne par cup-produit une application 

(h/^THomi^/^J >G)<SM) * HP+2(h/q,M) pour tout h/q-module M) (cf. par exemple 
f26] §4,th.8). Dans le cas présent, $ - O puisque h/q' est commutative, d'où des 
suites exactes : 

O —> E '̂° ^ Hn(h/q',Hom(E ,Œ. J) » E*"1'1 —* O pour tout n £ 1 . 
¿2 ' —- —• oo il ¿1 

En notant d' la dimension de g_(f)/q' , cela donne bien : 

dim Hn(h/q',Hom(E ,Œ._)) = 
— oo II 

d > - i 
n-1 

+ y) 
• M 

les cas n = d' et n = O se vérifiant facilement à part. 

b) On peut donc supposer q, = P. , dim z = 1, I f| z = O , et introduire les notations 
du n«1.4. Remarquons que si h ^ g_* , li' = ji f| g>' © l y est encore une polarisation 
commutative en f . Comme dim Hn(h/q ,Hom(E ne dépend pas du choix de la pola-

— — co il 
risation d'après le théorème 5«1.> on peut donc supposer h c ĝ ' . 

Notons q̂  l'image de JD dans Alors on a vu au cours de la démonstration 
du théorème 5 * 1 c a s a) que 1'on a : 

Hn(h/p,Hom(E ,<T )) Hn(h/̂ ,Hom(E 
— — oo il — -*• 00 il 

pour tout n ^ O . Comme par ailleurs £(f)/p = ̂ (f)/q , le théorème résulte de 
l'hypothèse de récurrence appliquée a jg, f ,h et q . 

Remarque 5»5»2. Plus généralement, la même démonstration montre que la conjecture 
(C) est vraie pour tous les idéaux ci pour lesquels on peut trouver une polarisa
tion réelle h telle que h/q soit commutative ; par exemple, si h est un idéal dans 
ĝ , on peut prendre pour q̂  le noyau dans ĝ  de la représentation n . 

§ 6. CAS DES ALGEBRES DE PETITE DIMENSION 

6.1. Le théorème suivant montre qu'un contre-exemple à la conjecture (C) ne peut 
avoir lieu que pour une algèbre assez compliquée : 
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Théorème 6.1. La conjecture (C) est vraie pour toutes les orbites de toutes les 
algèbres g de dimension & 6 . 

6.2. Faisons d'abord quelques remarques générales concernant les orbites de dimen

sion 2 (voir aussi £8]). 

Supposons Q de dimension 2 . Soit h une polarisation réelle de g en f j 
alors li est un idéal de codimension 1 dans ĝ  , et on peut choisir e Ç ĝ  tel que 
ĝ  - Fe K h , avec f(e) =0 . Soit ri le noyau de la représentation n dans g_ , et 
notons encore f la forme induite par f sur g/n . Le centre de g/ri est de dimension 
1, et la restriction de f à ce centre est non nulle. Du fait que h est un idéal 
dans ĝ , il résulte alors que h/n est une algèbre de Lie commutative, de dimension 
m + 1 avec m ^ 1 .On peut toujours choisir une base e , . . . , e de h/n telle que 

o m 
Ce»ej] = ej i pour 1 < j < m, fe>e0] = O et f = »^ ; on fixe une telle base dans 
toute la suite de ce n • L'algèbre ĝ (f) contient ri et g_(f)/n est l'espace vectoriel de base e ,e , . . . , e ; le noyau projectif p est l'image réciproque dans g de l e o m — -— o 

Soit M = Hom (E 9<L.) le h-module introduit dans le théorème 5.1.1. D'après x oo if — o 
la remarque 1.6.3 les ôe quand n parcourt ]N forment une base de M. Il sera plus 
suggestif d'identifier M à Œ[t] en identifiant ôe" à tn.0n vérifie sans mal que 

(—i)3 d̂  dans cette écriture, e agit trivialement et e. par —— —: (e agissant dans J J.' dtJ o 
E par le scalaire i ) . 

00 

En particulier, on a H°(]Rê̂ ,M) = <D , H* ( ]R ,M) = O ; donc d'après le 
lemme 1.5«, H**(h/q,M) s'identifie à H*(h/q, 1 ê ,M) . (ici ê*̂  désigne un vecteur de 
h se projetant sur ê  , et on note de la même façon son image dans h/fj) • Comme on 
a une décomposition h/q = IRe^ g_(f)/q , on voit finalement que la cohomologie 
étudiée est calculée par le complexe 

C*- (g(f)/q,M) . 

En fait il s'agit d'un complexe de dimension finie. Plus précisément, l'é
valuation des polynômes au point 0 définit un isomorphisme d'espaces vectoriels 
de C — (g(f)/q,M) sur C (g(f)/q,(D) ; malheureusement on n'obtient pas ainsi un IK ê  ~~ ~~ 
isomorphisme de complexes en général. 

Cependant, lorsque ê  agit trivialement sur g_(f)/q, tout 
(D € ^j^"^ (g.(f)AbM) prend ses valeurs dans Œ ; dans ce cas, on voit aussitôt que 

l'on a bien un isomorphisme de complexes avec C^g f̂)/q,Œ) (et donc la conjecture 
2 

(C) est vraie). De même lorsque ê  agit trivialement sur AgKf)/q (car l'action 
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de gif) sur M se fait par opérateurs différentiels d'ordre ^ 2). Dans cet ordre 
d'idées, on peut démontrer le lemme suivant : 

Lemme 6.2.1. Supposons m ^ 3, dans les notations ci-dessus. Alors si jï/fVçi est 
commutâtive, h/c[ est commutâtive. (et donc la conjecture (C) 
est vraie pour un tel q , d'après la remarque que l'on vient de faire). 

Démonstration : Il s'agit de montrer que l'action adjointe de h dans h/ĉ  est tri
viale. 

Montrons d'abord que h agit trivialement sur n/n (1 <1 . Soit a_ le noyau 
de la représentation adjointe de h dans n/n f| q .Alors a_ est un idéal de £,et par 
hypothèse a contient g.(f), puisque n/n Pi qc g (̂f)/q. On a donc £C a, et a/n contient les 
éléments e ,e , . . . , e de g/n . Mais comme a/n est un idéal de g/n , il contient o 2 m - — — — — -*-
alors aussi [e,e2] = ê  , et on a bien a * j\ . 

Soit maintenant a_% le noyau de la représentation adjointe de h, dans h/q ; 
c'est encore un idéal de g , et d'après ce qui précède aj contient ri . On peut 
donc définir sans ambigliité un crochet tel que Zey%"it pour Ç € h/q ; et cela ne 
dépend que de Ç mod. n + q . Notant encore e. l'image de e. mod n + S. » pour 
montrer que e ̂  C a_'/n • il suffit de prouver que [e_. ,6^] = 0 . (quand j / 1) . 

Comme [e ,e 3 = 0 à cause de la commutativité de g(f)/q, on a : 3 2 
re,[e3,e2]] = te^e^ + [ e . ^ ] = Ce.^3 = 0 . Donc appartient à a'/n . Mais 

alors l"e*e0] = eo e* re»e03 = ei appartiennent aussi à a'/n ; donc tous les 3 2 2 1 —- —" 
crochets [e^,e^] sont nuls, d'où f*1 = £ et le lemme est démontré. 

Remarque 6.2.2. Dans le cas où m = 1 ou 2, g_(f) peut être commutât ive sans que 
li le soit : les orbites de dimension 2 de ^ ^ donnent un exemple où 
m - 1 (avec un noyau n de dimension 2) ; les orbites de dimension 2 non plates de 

^ donnent un exemple où m = 2.(On utilise les notations de [l5l)« Mais pour 
m ^ 2 on a toujours U/l ^ S/J (cf.[8]), et donc la conjecture (C) est encore vraie 
(partie II,th.7.1.1.). 

6.3. Démontrons maintenant le théorème 6.1. Soit g_ de dimension < 6, et Q une or-
bite de G dans g . Alors Q est de dimension 0,2 ou 4 . 

Si Q est de dimension 0 , il n'y a rien a démontrer. Si Q est de dimension 
4, elle est de dimension maximale, et on peut appliquer le cor.6.1.2. de la partie 
II. Supposons donc 0 de dimension 2, et introduisons les notations du n°6.2. Si 
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m < 2 , on applique le th.7.1.1. de la partie II, comme on l'a dit à la remarque 
6.2.2. On peut donc supposer m ^ 3, c'est à dire dim 11 £ 1 • Si dim ri = 0 , est 
de la forme 1R fc ]Rm+ avec m = 4, comme on l'a vu au n«6.2 ; donc la conjecture (C) 
est vraie par application du th.5.5.1. 

Reste donc le cas ou ri est de dimension 1 ; on va montrer que ê  agit 
trivialement sur A ç[(f)/q, ce qui suffit d'après la remarque précédant le lemme 
6.2.1. On peut supposer que ]i est non-commutative. Alors h, est ou bien une algèbr 
de Heisenberg de dimension 5 , ĝ . ^ , ou bien le produit de TR avec une algebre 
de Heisenberg g_ de dimension 3 • Dans les deux cas, le noyau de l'action de 

— —2 ad ê  dans g_(f)/q_ est de codimension <, 1 . On voit alors facilement que ê  agit 
trivialement sur chacun des An(g_(f)/q) ; d'où le théorème . 

162 



EXTENSIONS ENTRE REPRÉSENTATIONS DES GROUPES NILPOTENTS 

PARTIE II 

ETUDE DE LA COHOMOLOGIE DE U(£>/l . 

§ 0. INTRODUCTION. 

Au cours de la première partie, on a ramené la conjecture (C) à un pro
blème purement algébrique : le calcul de la g-cohomologie de U(£>/l. On va mainte
nant étudier ce problème, essentiellement par des méthodes d'algèbre associative. 

Dorénavant, £ désigne une algèbre de Lie nilpotente de dimension finie 
sur un corps commutâtif k de caractéristique 0 , U son algèbre enveloppante, I 
un idéal primitif de U rationnel sur k (1"13] ch.4 n<>4.5.8). Soient £ l'idéal de 
£ formé des éléments de £ scalaires modulo I , et £ un idéal de £ contenu dans 
£ . On s'intéresse au calcul de H^(£/£,U/I), où £ agit sur U par l'action adjoin
te. 

Dans ce contexte, la conjecture (C) s'énonce comme suit : 
"Soient Q l'orbite coadjointe associée à I(["l33 ch.6 n<>6.3.3. et prop.6.3.2. ), f 
un élément de Q , £(f) le stabilisateur de f dans £ . Alors pour tout n ^ 0 : 

dimk Hn(£/q,U/l) = dimR Hn(£<f)/£ , k) . " 

On a déjà esquissé dans ses grandes lignes la démarche de cette partie 
II au cours de l'introduction générale. Je me contenterai ici de conseiller au 
lecteur de se reporter au §8 s'il ressent le besoin de voir ce que donnent les di
verses constructions dans le cas de quelques exemples simples. Le cas des orbites 
plates, traité au §7 , est lui aussi très instructif ; on y décrit un processus de 
"déformation", dont la nature profonde m'est restée mystérieuse, qui permet de pas
ser de l'algèbre H*(£(f),k) à H*(£,U/I), et du gradué de U(£(f)) en l'idéal défini 
par le caractère f|g(f) t au gradué du commutant C en £ . 

§ 1. NOTATIONS, RAPPELS, CONVENTIONS. 

1.1. Notations • Les notations et conventions de langage introduites dans le nol.l. 
seront utilisées plus ou moins librement dans toute la suite de la partie II. Le 
reste du §1 est conçu pour être consulté lorsque le besoin s'en fait sentir dans 
la suite. 
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1.1.1. On garde les notations de l'introduction. 

On note x_ le centre de g . On note Z le centre de U , K son corps de frac
tions i rappelons que K est une extension transcendante pure de k (Tl3] ch.4 
prop.4.4.8 et cor.4.7.2). 

On note r le poids de I ([13] ch.4 no4.7.10) et d = dim g - 2r la codimen-
sion de l'orbite coadjointe associée à I ; si f est un élément de cette orbite, on 
a donc dim C[(f) = d . 

On note A la k-algèbre U/l . Par définition du poids, A est une algèbre 
de Weyl A (k) ; rappelons que c'est la k-algèbre définie par les générateurs r 
Pl'*««>Pr > et les relations T P ^ P j ] = 0 , [q^^] = 0 , [p^q..] = ô_ 

(symbole de Kronecker) (cf.[l3l«ch.4, §4.6.). On en obtient une réalisation expli
cite comme 1'algèbre des opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux sur 
kr , en appliquant p. sur r-̂— , q. sur x. . 

i ^3 3 

On note U = lim U/in+* le séparé-complété I-adique de U ; on rappellera 
n̂ o 

d'ailleurs au n<>4.1. que U est déjà séparé pour la topologie I-adique, de sorte que 
l'on parlera simplement du complété de U • On note gr U = ® in/in+ le gradué 

n̂ o 
I-adique de U (avec la convention 1° = U). A partir du §4 , on désignera par R 
un relèvement de A dans U, et par C le commutant de R (cf.n©4.3.). On verra que 
C est un anneau local non nécessairement commutatif, dont on note m_ = I H C l'idéal 
maximal. 

1.1.2. Les produits tensoriels sans indice seront toujours supposés pris sur k . 
Dans une k-algèbre associative, on dira "idéal" pour "idéal bilatère". Soient B 
une k-algèbre (associative), I un idéal de B, M un B-module (à gauche). On dit que 
M est localement annulé par une puissance de I, si tout élément de M est annulé 
par une puissance de I . 

On note B° l'algèbre opposée, et Be = Bg>B° l'algèbre "enveloppante" de 
B au sens de £6] ch.IX (je n'utiliserai pas cette expression, pour ne pas créer 
de confusions avec l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie). On identifie les 

e « B-bimodules aux B -modules a gauche. 

Soit X un B-bimodule. On désigne par H*(B,X) la cohomologie de Hochschild 
de B a valeurs dans X , c'est-a-dire par définition Ext̂  (B,X) (cf.[6] ch.IX). 

Be 
Soient M un B-module a gauche, x19...,x des éléments de M . On désignera 

•i n 
indifféremment par (x, . , . . .^ ) ou par Bx +...+BX le sous-module engendré par 
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X4 a • • • a X • 
Soit z un élément central de B non diviseur de 0 . On note B 1'algèbre 

B[—1, localisée de B par rapport à la partie multiplicative formée par les puis-
" z 

sances de z (cf.[l3] ch.3, §6, no3.6.3). 

1.1.3. Soient Ô .Ĉ .C trois complexes de k-espaces vectoriels. Un couplage de com
plexes X >C est par définition une application k-bilinéaire, notée 
(u),<p) » (Jû y (p de x C2 vers C , appliquant CP x Cq dans CP+q et vérifiant 

d(u) u (p) = dm u f + (-1)P 0) U d(p pour tous «; f CP , <p £ . 

1.1.4. Soit L une extension de k . On note dim.al L le degré de transcendance 
k 

de L sur k (c'est un entier ou + œ). 

1.2. Suites centralisantes . 
1.2.1. Soit B une k-algèbre, X un B-bimodule. Par définition, H°(B,X) est l'en
semble des x £ X tels que bx = xb pour tout b f B j on dira qu'un tel élément de X 
est central. 

On dira qu'une suite (x1.....x ) d'éléments de X est centralisante, si 1 n 
pour tout j Ç fl , . . . ,nl x. est central module Bx. 1+...+Bx (noter que par une ré-
currence évidente partant de j = n , Bx. .+...+Bx est en fait un sous-bimodule 

J+1 n de X , et se confond avec x. .B+...+X B). En particulier, x est central dans X . ' j+1 n n 
Disons qu'un élément x £ X est non-diviseur de 0 si bx = 0 , ou xb = 0 , 

avec b Ç B , entraine b = 0 (c'est à dire si les applications b b̂x et b—»xb 
sont injectives). On dit alors qu'une suite centralisante (x^,...,x^) est régulière, 
si pour tout j £ f l , . . . ,nl x. est non-diviseur de 0 modulo Bx. . + ...+Bx 

L J J J+1 n 
1.2.2. Lemme 1.2.2. Soit B une k-algèbre. 

On suppose que B est un anneau local de radical r_, avec B/r_ = k, que r_ est défini 
par une suite centralisante régulière x. , . . . ,x et enfin que B est séparé et com-

' • 1 1 1 d • 
plet pour la topologie r-adique. 
(i) Soit f : k[[t^,•.•,t B̂ l'application linéaire continue définie par 

a al ad d f(t ) = x̂  "••x(i (multipliés dans cet ordre) pour tout a € fi , et prolongée par 
linéarité et continuité. Alors f est bijective. 
(ii) L'anneau B est intègre et nœthérien . 
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Démonstration : On procède par récurrence sur d • Pour d = O , il n'y a rien a 
démontrer. 

Soit B' = B/BxJ , et r' l'image de r dans B' . Alors B' est un anneau local d — — 
de radical j~' , on a B'/r_' = k, et r_' est défini par la suite centralisante régulière 

x^,...,x^ ^ , où xj désigne l'image de x̂ . dans B' . De plus B' est complet pour la 
topologie ^'-adique. 

Soit f« :k[Ct , . . . , t „]]->B' la composée de f avec la surjection naturelle 1 d-1 
B—^B' . Il est clair que f est l'application k[ft^,...,t^ \̂"\ >B' associée à 
la suite x^,...,x^ ^ • Donc, par hypothèse de récurrence, f est une bijection. 

Il en résulte aussitôt que f est surjective. Supposons maintenant f(u)=0 , 
00 00 

et écrivons u = £ u t , avec u dans kCft.. , . . . , t . +Y]. Alors f(u) = £ f(u )xj , n d n l d—1 n d n=o o 
comme on le voit immédiatement. En écrivant que f(u) = O mod (x) on obtient 

d f'(u ) =0 , d'où u = O . Mais alors on peut mettre x„ en facteur, et écrire : o o d ' 
00 n-1 f(u) = x, £ f(u ) x, . Par hypothèse, x̂ , ne divise pas O dans B . Donc f(u) = O d n d d n=l 

entraîne £ f (u )x, = O ; poursuivant ainsi de proche en proche, on voit que 4 n d n=l 
u =0 pour tout n , d'où u = O . n 

Quant à l'assertion (ii) , remarquons qu'il résulte immédiatement de ce qui 
précède que le gradué de B en l'idéal Bx̂  s'identifie à B'fx^] ; en particulier 
gr B est intègre. Donc B est intègre. Pour montrer que B est noethérien, on 

d 
procède comme pour la noethérianité des anneaux de séries formelles, en algèbre 
commutâtive (par récurrence sur d). 

1.3« Quelques lemmes sur les suites spectrales. 

Dans ce n° on établit quelques lemmes (sûrement connus, mais pour lesquels je n'ai 
pas trouvé de référence) concernant le comportement de la caractéristique d'Euler 
et du cup-produit au cours d'une suite spectrale. 

1.3*1 • Dans ce n° on appelle complexe un complexe de k-espaces vectoriels, avec une 
différentielle de degré + 1 et de dimension (totale) finie sur k . 

Si M est un k-espace vectoriel gradué sur 7L et de dimension totale finie 
on note -fW) - T (-l)n dim Mn la caractéristique d'Euler de M . 

nfZ 

Lemme 1.3.1.1. Soit C un complexe, H sa cohomologie. Alors = x̂ ĉ • 
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Démonstrat ion : 

X(H) = (-Dn |dim( Zn)-dim(Bn) 1 = 2 (-l)n |dim(zn) + dim(Bn+1) 

= %(C) car dimzn + dim Bn+* = dim Cn . 

Lemme 1.3.112. Considérons k comme un complexe en donnant à tous ses éléments  
le degré 0 , et en posant d = 0 . Soit w : Ĉ  x Ĉ  —^ k un couplage de complexes 

non dégénéré (de sorte que Ĉ  est mis en dualité avec C^1 ) . Alors le couplage 

correspondant : H(Ĉ ) x H(C2>—»k est encore non-dégénéré. 

Démonstration : immédiat. 

Lemme 1.3»1»3» JSoit u : Ĉ  x Ĉ  ? C un couplage de complexes. Supposons que 
pour un certain l € 7L , Ĉ  soit de dimension 1, et que Cn = 0 pour n > i . Suppo
sons que pour tout n £ 7L , ^ : c" x Ĉ  n .̂Ĉ  soit non-dégénéré, et que 
H'(C) ^ 0 . Alors le cup-produit induit en cohomologie donne encore un couplage 
non-dégénéré Hn(C1) x H^"n(C2)_» H*(C) . 

n » l Démonstration : Soit C l'espace vectoriel gradué © C . L'hypothèse sur H (C) 
n<t 

entraîne que C est un sous-complexe de C , et C/C s'identifie au translaté k(£) 
du complexe k défini au lemme 1.3.1.2. Le couplage Ĉ  x C^i-JL)—^.k qui en résulte 
est non-dégénéré d'après les hypotheses, d'où le résultat d'après le lemme 1.3.1.2. 

1.3.2. Dans ce n°, on appelle complexe un complexe de k-espaces vectoriels, qui 
soit un complexe de cochafnes (non nécessairement de dimension finie) et qui soit 
muni d'une filtration telle que le terme E^ de la suite spectrale correspondante^^ 
soit de dimension totale finie. On note p̂̂ p̂ Q la filtration. On suppose que la 

filtration est inférieure à la graduation, c'est-à-dire que Cn = 0 pour p > n . 
Lorsqu'il sera question de morphismes ou de couplages de complexes, on les suppose
ra toujours compatibles avec les filtrations ; en particulier un couplage 
v : Ĉ  x Ĉ  —̂  C induit un couplage encore noté v : 

Plql P2q2 Pl+P2'ql+q2 E 1(C1) X E * ^(C) » E (̂C) pour tout r £ 0 . r 1 r 2 r 

^Pour la définition de la suite spectrale d'un complexe filtré on pourra se re
porter à R. Godement, Théorie des faisceaux (3Géd.),Paris, Hermann,1973 (Ch.I,§4). 
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Quand on considererà E comme espace vectoriel gradué, on le munira de sa gradua-r 
tion totale, obtenue en posant 

E" = <» EP<1 ; r r p+q=n 

(E ,d ) devient ainsi un complexe de cochaînes, dont la cohomologie s'identifie à 
r r 

E 1 . 
r+1 

Lemme 1.3.2.1. Soit C un complexe, H sa cohomologie. Alors pour tout r ^ 2 on 
a_ x(Er) = X(H). 

Démonstration : Comme E A s'identifie à la cohomologie de (E ,d ), on a r+1 r r 
)((Er+1) = \(Er) pour tout r ^ 2 , d'après le lemme 1.3.1.1. Donc X̂ Er̂  = X̂ E2̂  

pour tout r £ 11 . Mais E = E pour r assez grand, et v(E ) = v(H), D'où le 
1emme. 

Lemme 1.3.2.2. Soit u : Ĉ  x Ĉ  ^ C un couplage de complexes. Supposons que le 
couplage induit au niveau Ê  vérifie les hypothèses du lemme 1.3.1.3. et que 

Ĥ (C) soit non nul. Alors le couplage Hn(Ĉ ) x n(C2>—» Ĥ '(C) induit en cohomo-
logie est non-dégénéré. 

Démonstration : D'après le lemme 1.3.1.3., le couplage En x Ê  n—>E^ est encore 

non-dégénéré, et comme H (C) ^ 0 , H (E (̂C)) = Ê  (C) est encore non nul. Donc on 
peut à nouveau appliquer le lemme 1.3.1.3. au couplage induit au niveau Ê  , et 
ainsi de suite pour tous les E . Comme E = E pour r assez grand, on en déduit 
que le couplage : 

E" x E*-" »E* 

est non-dégénéré. Or c'est le couplage induit au niveau des gradués par le couplage 
en cohomologie ; il en découle que ce dernier est lui aussi non-dégénéré. 

1.3« Rappels sur les cup-produits en théorie de Hochschild 
(cf.[6] ch.XI exercices 1 et 2), 

1.3.L Soient B une k-algèbre, M et M' des B-bimodules. Il est clair que l'on 
peut considérer M8LM' comme B-bimodule à partir de l'action de B à gauche sur M B 
et à droite sur M'. On se propose de définir un cup-produit: 
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O : HP(B,M) x Hq(B,M») » HP+q(B,Mg> M») . 
B 

Pour cela, considérons une résolution libre X du bimodule B (par exemple la réso
lution standard). Remarquant que B®B s'identifie canoniquement à B comme 
B-bimodule, on voit que X®X est encore une résolution libre de B . 

Or on a un couplage de complexes 

w : Hom (X,M) x Hom (X,M«) * Hom (Xg)X, m M » ) 

défini par la formule : (u u u')(x®x') = u(x)tg)u' (x• ). Le cup-produit cherché est ce
lui induit en cohomologie par le couplage ci-dessus ; on vérifie aussitôt qu'il ne 
dépend pas de la résolution choisie. 

Dans le cas où X est la résolution standard, on peut encore écrire les 
choses un peu différemment. Rappelons qu'on l'obtient en prenant pour X le 

ième n 
B-bimodule B®T (B)<g>B où T (B) est la puissance tensorielle n du k-espace 
vectoriel B . L'augmentation X —> B est l'application définie par x®y—*xy ; et 

o 
la différentielle ô" : X *X . , n ^ 1 , est l'unique morphisme de bimodules 

n 7 n-1 
prolongeant l'application Tn(B) *X 1 définie par : 

' n-l 
n-1 x.®.. .cgix » xicg)(x0cS).. .tgix )<g>l + XI (-1) lcgKx.cS).. .(goc.x. 4<g>.. ,<g)x )cg)l + 

+ (-l)n l<g>(x.,c3).. .cgtx: . )<g>x . 
(cf.[6]ch.IX §6). Le lemme de comparaison des résolutions nous dit que de toutes 
façons il y aura un morphisme de complexes de B-bimodules X —» XgJgX au-dessus de B ; 
mais dans le cas de la résolution standard ont peut le réaliser de manière particu
lièrement naturelle. En effet le coproduit de la bigèbre T(B) ([3]ch.III §11 n»l , 
exemple 5) est une application k-linéaire T(B) > T(B)®T(B) que l'on peut considérer 
comme prenant ses valeurs dans T(B)®Bg)T(B) . D'où un morphisme de B-bimodules gra
dués X—» X®_,X dont on vérifie aussitôt que c'est un morphisme de complexes au-
dessus de B . En composant avec ce morphisme le couplage défini ci-dessus, on 
obtient un couplage au niveau du complexe standard : 

<j : CP(B,M) x Cq(B,M') f CP+q(B,Mg) M') 
B 

donné par la formule : 
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tt> o (p(x1 , . . . ,x ) = Oj(x1 , . . . ,x )«) (p(x , . . . ,x ) . 1 P+ÇL 1 P P+1 P+Qi 

(ici bien sûr Ĉ (B,M) désigne Hom (X,M) qui s'identifie encore à Hom (T(B),M)). 
Be k 

Ce couplage induit donc en cohomologie le cup-produit de la théorie de Hochschild. 

1.3.2. Soit cp : B—^B' un morphsime de k-algèbres. Soit M un B'-bimodule. On peut 
construire un "pull-back" (ou morphisme de restriction, lorsque B est une 

sous-algèbre de B» et (p l'injection canonique) (p"* : H (̂B',M) > Ĥ (B,M) ([6] ch.IX, 
§5) ; on peut d'ailleurs réaliser (p*** au niveau des complexes standard en composant 
simplement les cochaînes avec (p . 

On voit alors aussitôt à 1'aide de la description du cup-produit donnée 
à la fin du n* 1.3.1 •, que (p**" commute au cup-produit. 

1 .4 .1 . Soient g_ une algèbre de Lie de dimension finie sur k, B son algèbre envelop
pante, Id un idéal de a , À un caractère de Id • Considérons la catégorie <2̂  des 
a-modules sur lesquels b agit scalairement, par le caractère À . Supposons que & 
contienne un objet non nul ; alors le caractère À est invariant sous l'action de 
a_ , et en particulier le noyau b_' de À est un idéal de a , de codimension <, 1 dans 
b . 

Notons b̂  l'ensemble des éléments de B de la forme | - À(|) avec Ç Ç b j 
c'est un sous-espace vectoriel ad a-stable de B . Notons B̂  l'algèbre B/Eh^ . Il 
est clair que la donnée d'un objet de (3̂  est équivalente à la donnée d'un B -̂module. 
Par exemple, si a_ est une algèbre de Heisenberg, b_ le centre de a_, et A un caractère 
non nul de b , B est une algèbre de Weyl A (k), où 2n+l est la dimension de a . 

— A n — Soit X un B -bimodule. On munit X d'une action de a par la formule : À -

[Ç,x] = Çx-xÇ pour tous Ç £ et , x £ X . 

Il est clair que cette action passe au quotient par t>_ . 

Lemme 1 . 4 . 1 . On a Hn(a/b ,X) =- Hn(B ,X) pour tout n £ 0 . —̂———————— — — A 

Démonstration : On fait une adaptation de 1' "inverse process" de [ 6 ] ch.X, § 6 ; 
d'ailleurs la construction qui va suivre se réduit à 1' "inverse process" pour 
l'algèbre de Lie a/b lorsque À = 0 . 

Considérons l'application f — §̂ ® 1 - 1®Ç de a dans BG , où Ç désigne 
l'image de Ç dans B . C'est un homomorphsime d'algèbres de Lie, qui passe au quo-
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tient par b , donc donne naissance a un morphisme d'algebres de B vers B , en 
— e 0 

notant B l'algèbre enveloppante de a/b • On va montrer que B considéré comme B -0 — — A O 
module à droite via ce morphisme, est libre. Soit e^,..., eg, f^,..., f̂  une base du 
k-espace vectoriel a , où f^,...,f est une base de ]d . Comme B^ n'est autre que 

Ind^a , les e = el **,es forment une base du k-espace vectoriel B̂  lorsque 

a parcourt *JS ([13] ch.5 §1. n©5.1.6.). En particulier l'algèbre est engendrée 
par e^,...,eg , ce qui permet de la considérer comme algèbre filtrée, et l'algèbre 

graduée associée est une algèbre de polynômes (commutatifs) en s indéterminées ; 
si on note T. l'image de e. dans gr B̂  on pourra écrire gr B_ = kfT. , . . .^ ]fpeut-J 3 A A 1 s ^ 
être faut-il souligner que dans cette démonstration il n'est pas question de gradués 
I-adiques, mais de gradués associés à une filtration croissante, du type de celle 
qui existe sur une algèbre enveloppante (cf.[l3]ch.2 §2.3.)). Si on munit B^ de la 
filtration associée aux générateurs e ,®1 et l®e , on aura de même 

J k 
gr B^ = k[T ,̂ . .. ,Tg]<g)k[T̂ , . . . ,Tg] ; et on a un résultat analogue pour Bq , qui 
d'ailleurs correspond au cas X = O . e « L'action de B^ sur B^ commute aux filtrations, d'où une action de gr B^ 
sur gr B^ qui n'est autre que l'action à droite déduite du morphisme 
gr B >gr BE défini par : 

o A 
T. x T.(g>l - l<g>T. . 
J 7 3 3 

t e * Il est évident que gr est un gr B -̂module libre a droite sous cette action, de 
base {Ta<g>l}, où a parcourt !NS . Donc est un B -module libre à droite, de base 

A o 
les "e°(g)l lorsque a parcourt JiS . 

Il est maintenant facile de conclure. Considérons k comme B -module trivial. 
o 

* % e Si on considère B^ comme sous-algebre de B̂  , le bimodule B^ contient le B -̂module » . e k ; d'où un morphisme de bimodules : B <g> k _*B dont on voit aussitôt que c'est A B A 
oun isomorphisme, compte tenu de ce qui précède (ce n'est autre que l'augmentation 

canonique B̂ —y B^ , qui passe au quotient). Alors la conclusion provient du lemme 
de Shapiro ([6]ch.XVI n<>5, Case 3, formule (3)^ et la remarque qui suit, ou ch.VI 
prop.4.1.3.), puisque par définition Hn(a/b,X) = Ext* (k,X), et HN(B ,̂X) = 
ExtNE(BÀ,X) . ° 

1.4.2. Corollaire 1.4.2. Soient M,M' deux BN-modules. 
————————— • ———• A • 

Alors Ext" (M,M') = Hn(a/b,Hom(M,M')). 
À 
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1.4.3. Il n'est pas difficile de montrer que 11isomorphisme ci-dessus préserve les 
cup-produits. Voici comment on procède. 

Soit F »k —̂0 la résolution standard du B -module k : en tant que B -
o o 

module gradué, F est égal à B̂<8> A a/b, où A a/b est l'algèbre extérieure du k-espace 
vectoriel a/b . Soient M et M1 deux B -̂bimodules ; il s'agit de comparer les deux 
cup-produits H**(M) X Ĥ (M') > H*(Mg) M') qui apparaissent d'une part en théorie de 

Hochschild, d'autre part en cohomologie d'algèbres de Lie. 

Comme en 1.3.1. on a un couplage de complexes. 

Homß (F,M) X Homß (F,M») > Homß (Fg)F, Mg)ß M') . 
0 0 o À 

Procédant comme en 1.3.L, mais en utilisant cette fois la structure de 
cogèbre de A a/b(|"3], ch.3, §11, n°l, exemple 7) on constate que ce couplage induit 
en cohomologie le cup-produit usuel de la théorie des algèbres de Lie (cf.[26] 61). 

e e * D'autre part, soit X = B ® F . Comme B est un B -module libre a droite, X est À B À o 
e 0 

une résolution libre du B -module B (notons en passant que l'on obtient ainsi une A À 
résolution libre bien plus économique que la résolution standard). On vérifie aus
sitôt que Xg) X est isomorphe à BJg> (F&F) (après choix d'un isomorphisme d'espaces 

B A B 
À O 

vectoriels de B sur B ) ; alors le couplage ci-dessus devient : o À 

Hom (X,M) X Hom (X,M«) > Hom (X* X,Mxu M') 
H? Be Be BA BÀ 
A A A 

qui donne bien en cohomologie le cup-produit de la théorie de Hochschild, réalisé 
à l'aide de la résolution X). 

1.5» Epinglage de la récurrence 

Beaucoup de résultats de ce travail se démontrent par récurrence sur la dimension 
de g_ . Il sera agréable de fixer une fois pour toutes un certain nombre de notations 
pour ces démonstrations. 

Il s'agira de ramener une question concernant l'idéal rationnel I de U 
à la même question pour un idéal rationnel dans l'algèbre enveloppante d'une algè
bre de Lie de dimension plus petite. On distinguera toujours deux cas : 

a) I H z ^ O . 
On choisit alors un élément z non nul dans I fl z_ . On pose jg'= g/kz , U'=U(g_') . 
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Alors U' = U/Uz j 1*idéal I1 = I/Uz est un idéal rationnel de U» noté I ' . Le quo 
tient A1 = U'/l' s'identifie canoniquement à A = U/l . 

b) I 0 _z = 0 (avec dim £ > 1) . 

Ce cas ne peut se produire que si z est de dimension 1 et non contenu dans I .11 
y a un unique z Ç _z tel que z s 1 (mod I). Soit z_2 le deuxième terme de la suite 
centrale ascendante de ^ . On choisit un élément y dans , et on note le 
centralisateur de y dans ; on pose ĝ  = ĝ '/ky . On choisit un x Ç g tel que 
[x,y] = z ; alors g = kx xg' .On note Uf (resp.U) l'algèbre enveloppante de g1 
(resp.çf), et x l'image de z dans g' . 

On note encore x et y les images de ces éléments dans g/p : elles engen
drent une sous-algèbre commutative de dimension 2 que l'on note m . 

Soit <p l'homomorphisme de U dans UcEÂ  défini par les conditions : 

(p(x) = l®p 

œ . 
<p(u) = Z — (D° u) <g> qJ si u Ç U' J • x 

J=o 
où D désigne la dérivation localement nilpotente de U' donnée par l'action adjo x 
te de x (T133 ch.4 lemme 4.7.8.). Alors cp se prolonge en un isomorphisme, que 
noterai encore cp , de sur Û/<g> Â  . 

On peut identifier les idéaux de aux idéaux de U ne contenant pas z . 
On a donc la notion d'idéal rationnel de U , et de poids d'un tel idéal. A cause 
de [13] ch.4 lemme 4.5.1., cp définit une bijection de l'ensemble des idéaux de U 
sur l'ensemble des idéaux de , dont il est facile de voir qu'elle respecte les 

idéaux rationnels. Notons 1̂  ^1^ cette bijection ; alors le poids de 1̂  est 
poids(l^)-l . On note A = U/l , de sorte que A A®Â  par cp . 

Lemme 1.5« Si I est de poids maximal dans U , I est de poids maximal dans U ; 
en particulier g_ et gf ont même indice. 

Démonstration : D'après ce qui précède, I est certainement de poids maximal dans 
, c'est-a-dire parmi les idéaux rationnels ne contenant pas z . Or les idéaux 

rationnels contenant 2̂ correspondent aux orbites contenues dans l'hyperplan 
f(z) =0 de £*̂ j comme les orbites de dimension maximale forment un ouvert de 
Zariski dans , il y en a certainement qui ne sont pas contenues dans cet hyper-
plan. En d'autres termes, les idéaux rationnels de poids maximal dans LU/sont déjà 
de poids maximal vus comme idéaux de U , et le lemme est démontré. 
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§ 2.PROPRIETES FORMELLES DE H (jj/q , U/l) . 

2.1. Soit d' la dimension de g_(f)/q . 
Le but de ce paragraphe est démontrer un certain nombre de propriétés for

melles de la cohomologie étudiée, qui la rapprochent beaucoup de la cohomologie à 
coefficients triviaux d'une algèbre de Lie nilpotente de dimension d' . 

Théorème 2.1.1. Soit d' la dimension de ĝ (f)/q . 

n d ' 
(i) On a dim H (g/q , U/l) <, ) (coefficient binomial) pour tout n ^ 0 . En par
ticulier Hn(g/qt,U/l) est toujours de dimension finie, et nul si n > d' . 
(ii) dim H°(g/q , U/l) = dim Hd'(g/q , U/l) = 1 . 

(iii) Soit x la caractéristique d'Euler du g/q-module U/l . Alors x = 0 > sauf si 
d ' = 0 , auquel cas q = g_(f ), l'orbite correspondant à I est plate, les Hn sont  
tous nuls pour n > 0 , et \ = 1 

(iv) Le cup-produit induit en cohomologie par le produit de l'algèbre U/l définit 
un couplage non-dégénéré : 

n d'-n d ' H x H > H . 

n d ' —n 
En particulier, H et H ont même dimension. 

Remarque 2.1.2. Par contre, le cup-produit ci-dessus n'est pas toujours "super-
commutatif", i.e. on n'a pas toujours a u P = (~1)P(1 P o a pour a € HP , $ € Hq . 

On peut le voir sur l'exemple des orbites plates de ^ ^ (cf.n°8.3), où il y a des 

éléments a € tels que a o a £ 0 . Ce genre de phénomène est même plutôt courant 
pour les orbites plates de dimension > 0 mais non maximale (cf.§7). Il est d'autant 
plus remarquable que la propriété (iv) ait lieu. 

2.2. La démonstration du théorème se fait par récurrence sur la dimension de g_ , en 
utilisant le fait qu'il s'agit de propriétés qui se comportent bien vis-a-vis des 
suites spectrales. Lorsque dim g = 0 , i l n'y a rien à démontrer. On suppose donc 
dim g > 0 et le théorème démontré pour toutes les algèbres g_ de dimension plus 
petite. 

Au cours du n©2.2. on va se ramener au cas <i = £ . 
Soit a/ un idéal de g_ tel que JD 3 <i' D q et que c[ soit de codimension 1 

dans c[' . Supposons le théorème démontré pour c[' , et montrons qu'il est encore vrai 
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pour q j de proche en proche on sera ainsi ramené au cas £ - £ • 

Considérons la suite spectrale de Hochschild-Serre relativement à l'idéal 
aj/q de g/q . On obtient : 

EPq = HP(£/q' , Hq(q'/q , k) <g> U/l) = ^ Н^д/д, U/l). 

(remarquer que cl' agit trivialement sur U/l). On est dans la situation où EPq = 0 
pour q > 1 ; comme on l'a déjà signalé au cours de la démonstration du th.5.5.1. de 
la partie I , la suite spectrale donne alors naissance à une longue suite exacte : 

т.", О ТТП, 7 TT/T\ „n-l,l _n+l,0 . . . >E2' > H (g/q , U/I) > Eg ' _ > Eg 9 ^ . . . 

Comme H°(£'/q k) = k , H^^'/q , k) * k , on peut identifier Ê '0 et E '̂* à 

Hn(g/q' ,U/l). 

Les assertions (i) et (ii) sont maintenant immédiates. Pour l'assertion 
(i i i) , il faut distinguer deux cas. 

a) Si q' = £(f), on a EPq = 0 pour p > 0 . On a d ' = 1 , et les espaces H°(a/q ,U/l) 

et ^(g/q^.U/l) sont tous deux de dimension 1 d'après ( i i) . Donc ^ = 0 . 

b) Si ci' / g_(f). la caractéristique d'Euler au niveau Ê  de la suite spectrale 
est nulle, par application de l'assertion (iii) à ci' . Donc ^ = 0 (cf.§l, lemme 
1.3.2.1.). 

Enfin l'assertion (iv) provient du lemme 1.3.2.2., étant donné que (dans 
les notations de ce lemme) le couplage induit au niveau Ê  de En x Ê  n ^ Ê  

n'est autre que le cup-produit de g/g/-cohomologie ; par exemple 

Hn(g/q« ,U/I) X Hd,"1"n(g/q' ,U/l) fH^^ig/^ ,U/l) 

donne le couplage En,° x Ê  1 n>* ^ Ê  (noter que la valeur de d' corres-
d« , d'-l 1 pondant a q1 est d'-l, et que Ê  se réduit au terme Ê  ' ) . 

2.3. On peut donc dorénavant supposer que <!=£,• En utilisant l'hypothèse de récur
rence, on peut alors supposer que dim _z = 1 , et que I f| _z = 0 ; on introduit les 
notations du nol.5., cas b). Soit £ l'image de JD dans gf ; on va établir un isomor-
phisme respectant les cup-produits entre H*(jg/jp, U/l) et H^g/q^U/l), ce qui donne
ra le résultat par application de l'hypothèse de récurrence à g* . 
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On procède comme dans la démonstration du théorème 4.1. de la partie I . 
Démontrons d'abord que l'injection canonique C*(g_/£,m,U/l) ^C (̂jg/£,U/l) induit un 
isomorphisme en cohomologie, et pour cela que Hq(rn,U/l) = 0 pour tout q > 0 (partie 
I , lemme 1.5.). On pourrait faire comme à la partie I , mais en fait il suffit de 
remarquer que la décomposition U/l U/l <g> fait apparaître le m-module U/l comme 
une somme directe (infinie, en général) d'exemplaires du m-module Â  , où m agit 
sur Â  par x—>adp , y—^adq . Comme la cohomologie des algèbres de Lie de dimen
sion finie passe aux sommes directes (même infinies), il suffit de montrer que 
q » H (m, Â ) = 0 pour q > 0 . Si on note h, la sous-algebre de g_ engendrée par x, y et z, 

m s'identifie à h/kz , et le résultat provient de la proposition 3.1. ci-dessous. 

La seconde étape consiste a définir un isomorphisme de complexes respectant 
les cup-produits entre C"̂ (g/p,m,U/l) et C^(£/q^U/l). Tout d'abord, on peut identi
fier (g/p)/m à g//(ky p) puis à gf/q' ; et on écrit U/l sous la forme U/l£A^ . 

Comme y agit trivialement sur g/q , le complexe de cohomologie relative 
s'identifie finalement à : 

C L ( ^ ' H°(ky> "Z1» = c L ( â / £ .fr/iM) • 

^ L'évaluation au point q = 0 est un morphisme de jj/q-modules de U/l[q3 vers 
U/l ; elle induit donc un morphisme de complexes de C (̂g/q' ,U/irq]) vers C^g/q^u/l), 

. . . d" et on voit aussitôt, du fait que x agit par — , que la restriction de ce mor-
, * ~J AJ *o ~1 dq phisme a C (g/q ,̂U/l[qJ) est un isomorphisme. Le théorème 2.1.1. est donc démontré. 

§ 3« COHOMOLOGIE D'UNE ALGEBRE DE WEYL COMME BIMODULE SUR ELLE-MEME. 

La proposition ci-après est un corollaire du lemme 1.4.1. Je lui accorde 
tout de même un paragraphe à part à cause de son importance dans toute la suite. 

Proposition 3*1 * Soit Â (k) l'algèbre de Weyl d'indice r sur k (cf.n-1.1.1.). 

Alors Hn(A (k),A (k)) = ( k si n = 0 — r r i — 
0 si n > 0 . 

Démonstration : Soit h l'algebre de Heisenberg de dimension 2r + 1 sur k , B son 
algèbre enveloppante, z une base du centre de h . On peut alors réaliser Â (k) comme 
B/B(z-1) 

D'après le lemme 1.4.1. on a donc H*(A (k),A (k)) = H ĥ/kZjA (k)). On 
r r — r 

peut compléter z en une base x^,...,x^ , y ,̂ . .. ,y , z de h , de telle sorte que 
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si p^(resp.q^) est l'image de x̂  (resp.yO dans B/B(z-1), les p̂  et q̂  forment 
un système de générateurs canoniques de l'algèbre de Weyl B/B(z-1). Alors x̂  agit 

par —â— y. par - d quand on écrit les éléments de B/B(z-1) sous la forme 
ôq£ i ôpj 

et B 
s. « R p q .On est ainsi ramené au complexe de de Rham de k[p.,q.3 (p. et 
af^Hr a,P 1 J 1 
q̂  étant maintenant considérées comme variables commutât ives ), d'où le résultat. 
Pour n = 1 , cela exprime que toutes les dérivations de A (k) sont intérieures, ce 

r 
qui est le lemme 4.6.8. de £13] ch.4 . 

§ 4.DECOMPOSITION DE gr U ET DE U . 

4.1. Préliminaires 

Dans ce paragraphe, on va étudier la structure des algebres gr U et U . Les 
raisonnements qui vont suivre relèvent essentiellement de la technique des suites 
centralisantes. Comme on aura besoin de les appliquer à des algèbres un peu plus 
générales que des algèbres enveloppantes (pour tenir compte de l'idéal q), on va 
élargir un peu le cadre. 

Dans ce paragraphe, B désignera une k-algèbre nœthérienne, et I un idéal 
de B ; on note A = B/l . On suppose que I est engendré par une suite centralisante, 
et que A est une algèbre de Weyl sur k . On introduit comme au n°1.1.1. les algèbres 

gr B = © I /1 et B = lim B/l 
n£N 

Rappelons le résultat suivant : 

Lemme 4.1.1. (propriété d'Artin-Rees). 
Soient M un B-module nœthérien , M' un sous-module de M . Alors pour tout 

~ N+n N N £ H il existe un n f K tel que I M fi M' c I M ' (en d'autres termes, la topo-
logie I-adique sur M' est équivalente à la topologie induite par la topologie 
I-adique sur M). 

Démonstration : cf.[17] cor,2.8. 

Corollaire 4.1.2. 0 in = 0 . (loc.cit.). 
n̂ o 

La topologie I-adique sur B est donc séparée. Cela entraîne que 1'applica-
A A 

tion canonique de B dans B est injective ; on dira donc que B est le complété de 
B pour la topologie I-adique. On note I l'idéal lim i/l de B ; c'est aussi 1'adhé-
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rence de I dans B . Comme I est de type fini en tant que B-module, on a I = BI ; 
on a B/î = B/l = A . 

Lemme 4.1.3» Soit u Ç B . _Sa u n'est pas diviseur de 0 dans B , il n'est pas divi-
seur de 0 dans B . 

Démonstration : Comme en algèbre commutative. Montrons que u n'est pas diviseur 
de 0 a droite dans B . Soit x £ B tel que xu = 0 . Par hypothèse, l'application 
y »yu de B dans lui-même est injective ; d'après le lemme d'Artin-Rees, c'est un 
homéomorphisme de B sur Bu muni de la topologie induite. Soit (x ) une suite d'élé-
ments de B convergeant vers x • Alors u tend vers 0 dans B , donc dans B , et 
x >0 : d'où x = 0 comme annoncé. 
n ' 

Lemme 4.1.4. L'anneau B est noethérien. 

Démonstration : cf.[29] partie II th* 1.7.(par récurrence sur la longueur d'une 
suite centralisante engendreant I). 

4 .2. Décomposition du gradué. 
Lemme 4.2.1. Soit X un A-bimodule. Supposons que X soit engendré par une suite 
centralisante (cf.n°1.2,). Alors l'application naturelle A&H°(A9X) } X est un iso-
morphisme (en d'autres termes, le bimodule X est somme directe finie de sous- 
bimodules isomorphes à A) . 

Démonstrat ion : On raisonne par récurrence sur la longueur de la suite centralisan
te. Soit (x.,,...,x ) une suite centralisante engendreant X . Si x = 0 , il n'y a 

l n n 
rien à démontrer. Sinon, comme A n'a pas d'idéaux bilatères non triviaux, le sous-
bimodule Ax de X est isomorphe à A . Soit X' = X/Ax . On a alors une suite exacte n n 
de A-bimodules : 

О » Axn ^ X >Х' » О . 

Par hypothèse de récurrence, X' «*« Ag)H (A,X') est isomorphe à une somme directe de 
copies de A • Mais d'après la prop*3*l« on a H (A,A) = Ext (A,A) = 0 . Donc la 

suite exacte ci-dessus est scindée, et le lemme est démontré. 

Proposition 4.2.2. Soit T = H°(A,gr B) le commutant de A dans gr U . Alors l'ap
plication naturelle Ag)T ^ gr B est un isomorphisme d'algèbres graduées j de plus 
T est engendrée par ses éléments de degré 1 . 
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Démonstration : Comme I est engendré par une suite centralisante, le A-bimodule 
I/I est engendre par une suite centralisante, et il en va de même pour chaque 
In/In+1 ; donc In/In+1 °- A8»H0(A,in/in+1) d'après le lemme 4.2.1., et gr B ^ AgfiT . 

Puisque le bimodule A est irréductible, tout bimodule X de la forme 
À&H°(A,X) est un Ae-module semi simple Considérons la surjection naturelle du 
A-bimodule l/l2®4 l/l2<g> .. ,<g> I/I2 (n fois) vers in/in+ , donnée par la multiplica-A A A 
tion dans gr B . L'application qui s'en déduit au niveau H est la multiplication 

.. ,(g)T. vT (en notant T = H°(A, ln/ln+*), et d'après ce qui précède, elle est 

encore surjective. Donc T est engendrée par ses éléments d'ordre 1 . 

4.3« Relèvement de A dans 6 . 
Proposition 4.3.1. L'algèbre A se relevé dans B . 

Demonstration : On procède par approximations successives. Soit p : B —̂A la projec
tion canonique. On commence par choisir un inverse à droite k-linéaire quelconque 
de p , appliquant 1 sur 1 , que l'on note p 

L'écart a ce que p soit un homomorphisme d'algebres, modulo I , s'exprime 
° 2 2 

par un certain 2-cocycle CP1 f Z (A,l/I ). Or on a vu à la proposition 4.2.2. que le 
bimodule i/l est somme directe finie de facteurs isomorphes à A . Comme par ailleurs 
2 * 

H (A,A) =0 d'après la prop.3.1. , U)̂  est un cobord. Cela veut dire que l'on peut 
corriger Q par une application linéaire a valeurs dans I , pour obtenir cette fois 
un inverse a droite p̂  de p , qui releve A modulo I • Poursuivant ainsi de proche 
en proche, on obtient une suite de relèvements (on̂ > Pn relèvement de A modulo în+*, 
qui converge dans la topologie I-adique vers le relèvement cherché. 

On choisit dorénavant un relèvement R de A dans B ; R est donc une sous-
» A A 

algebre de B isomorphe a une algebre de Weyl. On note C le commutant de R dans B ; 
c'est une sous-algèbre fermée pour la topologie I-adique ; on note in l'idéal I fl C ; 
c'est l'idéal maximal de l'anneau local C (non commutatif en général). 

A 
Proposition 4.3.2. Soit R' un autre relèvement de A dans B . Il existe alors un 

A A A 

automorphisme $ jie B appliquant I sur I , et induisant l'identité sur A , qui appli 
que R sur R' . En particulier $ donne un isomorphisme de C sur C *, compatible avec 
les augmentations. 

^ ^ On appelle relèvement indifféremment un homomorphisme d'algebres p : A—̂-B in-
* A 

verse a droite de p , ou son image dans B. 
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A , . adu A Demonstration : On remarque que pour u t I • on définit un automorphisme e de B 
par la formule : 

adu ^ 1 f , xn e = Z — (adu) ni n=o 

Soit p (resp.p1) : A >B le relèvement correspondant a R(resp.Rf). On a 
p ' (a) = p (a) + A (̂a) • °ù Ajl : A est une application linéaire ; on voit 
aussitôt que la condition d'homomorphisme entraîne que : 

^(ab) = p(a)A1(b) + Ax(a)p(b) (mod I ) . 

1 2 1 2 donc Aj définit un élément de Z (A,l/l ). Comme H (A,l/l ) = 0 , il existe û  dans 
I tel que : 

A (̂a) = Cû >p(a)] (mod I2) pour tout a £ A . 

Alors : p1(a) = eadUl p(a) (mod I2) . 

Appelons p̂  le relèvement eadU* p de A dans B . On peut maintenant écrire : 

A2 
p»(a) = D̂ â̂  + A2̂ â  • avec A2 a valeurs dans I 

Poursuivant de proche en proche, on construit une suite (p ) avec p = 
adun adU]L Â  n n 

e . . .e p , u G I , telle que p'(a) = D (a) + A i (a) , A 1 a valeurs w n , K Hn n+1 7 un+l An+1 a adû  A dans I . Si on pose $ = e . . .e £ GL(B), il est clair que la suite ($ ) 

converge dans End(B) (l'espace des endomorphismes de B muni de la topologie de la 
convergence simple) vers un automorphisme $ ayant les propriétés voulues. 

4.ft. Decomposition de B . 

Lemme 4.4.1. On a in f) C = m_n , et le gradué de C pour la topologie m-adique 
s'identifie au commutant de A dans gr B (c'est l'algèbre T de la prop.4.2.2.) 

Démonstration : Posons m = 1° f] C : la suite d'idéaux (m ) définit une filtra-—n —n 
tion de l'algèbre C . Soit T la composante homogène de degré n de l'algèbre T : 

n n n n+1 alors l'application naturelle I *I /1 définit une injection de m /m A dans 7 —n —n+1 
T , dont on voit comme au n precedent que c'est un isomorphisme (cela consiste 
à montrer que les invariants de in/ln+* se relèvent dans în) . 

Donc T s'identifie au gradué de C pour la filtration définie par les $ 
le fait que T soit engendré par ses éléments de degré 1 s'exprime alors en disant 
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n que m = m —n — 
Appelons base topologique de C une suite (e ) , telle que e soit une 

base de C modulo ni , e . , . . . ,e une base de m modulo m , et ainsi de suite. Il est 
1 ai ~ 

clair que tout élément c £ C a alors une expression unique : 

œ 
c = T, c e avec c f k (somme convergeant dans C) . a a a 

a=o 

Lemme 4.4.2. Soit (e ) - mt une base topologique de C . Alors tout élément de B a a ç ]N £ 2—2 
a une expression unique : u = £ u e , avec u t R ,* on écrira B = RgC . . 1 _— a a a a=o 

Démonstration : On construit les u de proche en proche, en remarquant que pour ——————— (x 
n 7 n+1 , , m n . n+1 a * < a < a les images des e dans m /m forment une base de T = m /m , n-l n CL — — n — — 

et en appliquant la décomposition in/in+^ = ÂT provenant de la prop.4.2. L'unicité 
n 

est claire pour la même raison. 

Remarque 4.4.3 On a ainsi décomposé le R-bimodule B en produit (fini ou dénombrable) 
de facteurs isomorphes à R . 

4.5. Structure du commutant (cas régulier). 
On suppose dans ce n que I est engendre par une suite centralisante régulière 
(y-i>«»«>yJ) de longueur d . l d 

Proposition 4.5» 1 « (i) L'anneau C est un anneau local séparé et complet pour la 
topologie m-adique. 

(ii) L'idéal m est engendré par une suite centralisante régulière (xi, . . , ,x.) de 
• — 1 d 

longueur d (cf.n 1.2.) 
(iii) L'anneau C est intègre et nœthérien. 

Démonstration : (i) Comme la topologie rn-adique sur C coincide avec la topologie 
I-adique d'après le lemme 4.4.1., C est séparé et complet pour la topologie 
m-adique. 

(iii) résulte de (i) et (ii) compte tenu du lemme 1.2.2. 

(ii) On procède par récurrence sur d . On peut supposer d > 0 . Soit 
B' = B/Byd > I' = I/By(j » et soit yj l'ima9e de Yj dans B' , pour 1 < j ^ d-1 . 
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Alors (y^,...,y^ )̂ est une suite centralisante régulière engendreant I1 . Soit R' 

l'image de R dans B' ; alors R' est un relèvement de A dans B' . On note C le com
mutant correspondant. 

Considérons la suite exacte 0 * ^ V q - —>B >B' > ^ > vue comme suite exac
te de B-modules. A cause du lemme d'Artin-Rees on en déduit une suite exacte 
0 >(By,)A —> B *B' »0 (cf.l"l] ch.10 prop.10.12), et comme By,, est de type 

A D fini, (ByJA = By . D' ou finalement une suite exacte : d d 

/.. v A A A (1) 0 > Byj » B y B' ^0 . d 

A Comme y. n'est pas diviseur de 0 dans B (lemme 4.1.3.) on a 
A D , 

C fi By, = Cy . Démontrons un lemme : d d 

Lemme 4.5.2. L'application C/Cyj » C qui se déduit de la suite exacte ci-dessus 
—————— a . 
est surjective. 

Démonstration : Faisant agir A sur B (resp.B') par l'intermédiaire de R (resp.R'), 
on peut considérer la suite exacte (1) comme une suite exacte de A-bimodules, et il 
s'agit alors de savoir si tous les éléments de H°(A,B') se relèvent dans B . L'obs
truction à un tel relèvement se trouve dans H (A,êy ). Comme y est central et non-
diviseur de 0 dans B d'après le lemme 4.1.3., le A-bimodule ByJ est isomorphe a B . 
Mais d'après la remarque 4.4.3. , B est isomorphe a un produit fini ou dénombrable 
d'exemplaires de A • Comme la cohomologie commute aux produits on a donc H (A,B) 
(prop.3.1») d'où le lemme. 

On a donc une suite exacte 0 —* Cyj—* C —>C —>0 . Par hypothèse de récur-
rence, l'idéal m' = m/Cŷ  de C est engendré par une suite centralisante régulière 
(x^,...,x^ )̂ de longueur d-1. Si on note x̂  un représentant quelconque de xj dans 
C , la suite (x^,...,x^ i»?^) répond à la question. 

4.6. Application aux algèbres U et_ . 

On revient maintenant aux notations générales du n 1.1.1. Tout élément de 
l'idéal q. est scalaire modulo I ; on définit ainsi un caractère À de q . Introdui
sons comme au n 1.4. l'algèbre U , et soit I l'image de I dans U . Soit d' = 

À A À 
d-dim ci . 

Lemme 4.6.1. L'idéal I est engendré par une suite centralisante régulière de lon-
—^————— m A • gueur d' 
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Démonstration : (voir aussi [29] th.6.) Par récurrence sur la dimension de g . On 
introduit les notations de 1.5. Si I (1 z / 0 , soit l'image de £ dans g_», À ' le 
caractère de ci' défini par I' .On distingue deux cas. 

a) I fl q / 0 . Alors on peut prendre z dans I 0 q ; dans ces conditions s'iden
tifie à U' , I à I' et on applique l'hypothèse de récurrence. 

À A A 
b) I H q = 0 . Alors ĉ  est un idéal central de dimension < 1 dans g . On a une 
surjection naturelle de U sur U' , dont le noyau est l'image de Uz dans U , c'est-

à-dire U z , si z est l'image de z dans U , Il suffira donc de démontrer que z A A 
n'est pas diviseur de 0 dans U . Pour cela, il suffit de reprendre la démonstration 
du lemme 1.4.1. on y montre que si e . , . . . ,e est une base d'un supplémentaire de q 

dans g , les produits e1 . . . . e forment une base de U ; en particulier, on a — 1 m A 
z / 0 , et l'anneau U est intègre. Donc z n'est pas diviseur de 0 dans U . 

Reste le cas où I 0 z = 0 . Dans ce cas, le centre de g_ est de dimension 1, 
et on a ci = 0 ou <i = z . Lorsque (j = _z , 1 ' isomorphisme (p : > ẑ®Al Passe en 
un isomorphisme de sur Û®Â  (avec ci = kz, A le caractère correspondant a I). 
D'où le résultat, en appliquant l'hypothèse de récurrence à Iy> . 

A 
Lorsque q = 0 , il suffit de montrer que l'idéal I/U(z-1) de U/U(z-1) est 

engendré par une suite centralisante régulière de longueur d-1, et on est ramené au 
cas précédent. 

Corollaire 4.6.2. Les propositions 4.2.,4.3.1 »,4.3.2.,4.5*1. s'appliquent avec 
B = U (et en particulier avec B = U). A — — — ^ _ 

4.7. Remarque 4.7. Il est clair que tous les résultats de ce § restent valables 
en supposant seulement que I est un idéal maximal de B engendré par une suite 
centralisante (régulière au n 4,5»), et que Ĥ (A,A) = H2(A,A) = 0 . Pour la prop.4.2. 
il suffit même de savoir que H*(A,A) = 0 . 

§ 5. L'ISOMORPHISME H*(g/g,U/l) ^ H*"(C,k) . 

5.L Les notations sont celles de 1.1.1. Soit À le caractère de défini par I , et 
introduisons l'algèbre U comme au n°1.4. Soit I- l'image de I dans U . On choisit 

un relèvement R de A dans U , et on note C le commutant de R dans U (§4,cor.4.6.2.) 
L'algèbre C possède une unique représentation irréductible, que l'on notera sim
plement k (le "module trivial") ; c'est le module associé à l'idéal maximal m de C . 
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L'objet de ce paragraphe est la démonstration du résultat suivant : 

Théorème 5« 1. Il y a un isomorphisme canonique H (g/q,A) H' (C,k), préservant les 
cup-produits (cf.n 1.3« pour la définition du cup-produit en théorie de Hochschild). 

Comme on l'a signalé au n 1.4.3., l'identification de H (g/çi, A) avec H"(Û ,A) 
respecte les cup-produits. On va donc travailler en cohomologie de Hochschild, et 
comparer les algebres H' (U ,A) et H' (C,k). 

A 

5.2. Passage au complété. 
Le lemme suivant se déduit facilement de [17] : 
Lemme 5.2.1. Soit M un U -bimodule localement annulé à gauche et à droite par I ________________ A. A 
(cf.n 1.1.2.) Soit 0 —> M une enveloppe inject ive du bimodule M (1*18] § 1 n 9 
déf.4). Alors E a encore la même propriété. 

, o e Demonstration : Il est clair que l'idéal I.,®U + U-*®1-! ae U est engendre par une ———————————————— A A A A A 
suite centralisante. Si M est annulé à gauche et à droite par I , on peut donc 
appliquer [17"\ prop.2.7. Dans le cas général, soit N = fx £ M11 x = xi = 0} . 

A A 
Alors N est un sous-bimodule de M , et comme l'extension O est essentielle, 
i .e. tout sous-module non nul de M a une surjection non nulle avec 
N , O—> N —>.E est encore une enveloppe injective de N . D'où le lemme . 

Lemme 5.2.2. Soit E un U -bimodule injectif localement annulé par une puissance de __________«_________ _____ __ ^ _________________________________________________ 
» » A I a gauche et a droite. Alors E est encoreinjectif vu comme U -bimodule. A _______________________________ /\_ • 

Démonstration : Soit O—*E une enveloppe injective du U -bimodule E . D'après 
A R A A le lemme 4.1.4., l'anneau U est nœthérien ; et l'idéal I de U est engendré par 

une suite centralisante (à savoir celle qui engendre I_ ). Comme le IL -bimodule 
E est localement annulé par une puissance de I , E a encore la même propriété, 
d'après le lemme 5.2.1., qui s'applique en remplaçant par un anneau nœthérien 
quelconque et I par un idéal de U engendré par une suite centralisante. A A 
Comme le U -bimodule E est injectif, il a un supplémentaire dans E , et on peut, 
écrire E = E&N , sous 1'action de U . Mais comme tout element de E est annule a 
gauche et a droite par une puissance de I , tout sous-U -bimodule de E est en fait 
un sous-U -bimodule. Comme E est une enveloppe injective, on a donc N = 0 , et E = E, A 
ce qui démontre le lemme. 

•$£ A # ° Lemme 5.2.3. L'application de restriction H' (U ,A)—> H (U,A) (cf.n 1.3.2.) est un 1 A A —_——-__ 
isomorphisme préservant les cup-produits. 
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Démonstration : L'opération de restriction commute de toutes façons aux cup-
produits. Il suffira donc de montrer que c'est un isomorphisme. 

Pour cela, voyons comment on peut réaliser le morphisme de restriction à 
l'aide des résolutions injectives. Soit 0 —»A —>Y une résolution injective du 
Û_-bimodule A , et 0 —>A —*X une résolution injective du U -bimodule A . Considé-A A 
rant Y comme un complexe acyclique de U -bimodules, on obtient d'après le lemme de 
comparaison des résolutions ([6] ch.V, prop.1.1a) un morphisme de complexes de U -

A 
bimodules Y—̂X au-dessus de A, d'où un morphisme en cohomologie A 

U U 
H (Y ) > H (X ). En composant avec l'application canonique de H (Y ) dans 
Ĥ Y ), on obtient donc un morphisme de Hx (U , A) dans H (U ,A), dont on vérifie 
sans mal qu'il ne dépend pas des choix faits. 

Soit F >.Û _̂ 0 (resp ,F_» ^0) la résolution standard du Û -module (resp. 
du U -module U) . Prenant X = Horn (F,A), Y = Horn (F,A), il est clair que le morphis-A A k k 
me ci-dessus n'est autre que le morphisme de restriction. 

Considérons maintenant une résolution injective minimale 0 —> A X̂ du 
U -bimodule A ; cela veut dire que 0 * A X̂ est une enveloppe injective de A , 

o 1 o 
0 —̂ .X /A —̂ X une enveloppe injective de X /A, etc. D'après le lemme 5«2.1., cha
que terme de la résolution est localement annulé à gauche et à droite par une puis
sance de I . Mais alors, d'après le lemme 5.2.2.,X est encore une résolution in-

A 
jective de A vu comme U -bimodule, d'où le lemme. A 

5.3. Démonstration du théorème. 
Le lemme 5.2.3. nous conduit jusqu'à H (̂U ,̂A). Mais 

A on peut aussi considérer U comme le complété de R8C en l'idéal Rgm ; reprenant le A 
raisonnement ci-dessus, ce qui est loisible parce que R&C est encore un anneau 
nœthérien (comme produit tensoriel d'un anneau nœthérien avec une algèbre de Weyl), 
et que l'idéal Rg)m est engendré par une suite centralisante (prop. 4.5.1. ) , on obtient 
un isomorphisme H"(U,A) =«H"(RgC,A), conservant les cup-produits. A 

Dans une telle situation décomposée en produit tensoriel, il est très facile 
de construire une suite spectrale convergeant vers Ĥ (R̂ C,A), avec : 

Ef = Hq(C,HP(R,A» . 

Il suffit de prendre comme résolution libre de RgC le produit tensoriel d'une ré-
solution libre du R -module R et d'une résolution libre du C -module C , et de pren
dre la deuxième suite spectrale du double complexe qui en résulte pour le calcul de 
H**(Rg£,A). D'ailleurs, cette construction montre aussitôt que la suite spectrale en 
question est compatible avec les cup-produits. 

D'après la prop.3.L, on a HP(R,A) = 0 pour tout p > O , et H°(R,A) = k . 
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Donc la suite spectrale dégénère, et on a bien h*n(RgC,A) E°n = Hn(C,k) avec con
servation du cup-produit, cqfd. 

§ 6 CAS DES IDEAUX DE POIDS MAXIMAL. 

6.1. On garde les notations du n 5«1» en plus de celles de 1.1.1. On note 
df = d - dim q . Identifiant les idéaux de U aux idéaux de U contenant le noyau de 
l'application canonique U .̂U , il est clair que l'on a la notion d'idéal ration-

A nel de U , et celle de poids d'un tel idéal (cf.introduction). Dans la correspon-A 
dance entre idéaux rationnels et orbites coadjointes, les idéaux rationnels de U 
correspondent aux orbites contenues dans le sous-espace affine f + £1 de g . Rappe
lons que le poids d'un idéal rationnel est la demi-dimension de l'orbite correspon
dante. 

L'objet de ce paragraphe est la démonstration du théorème suivant : 

Théorème 6.1.1. Si l'idéal I est de poids maximal (dans U ), le commutant C 
coincide avec le centre de U ; en particulier, C est indépendant du choix de R . 
— A ————̂———— 
Corollaire 6.1.2. Si l'idéal 1̂  est de poids maximal, l'algèbre H^ /̂q^U/l) est  
isomorphe à une algèbre extérieure sur un espace vectoriel de dimension d' . 

En particulier, dim Hn(g/q,U/l) = f ) si O < n < d1 

O jsi_ n > d' . 

Démonstration : Il résulte du lemme 1.2.2. (applicable à C en vertu de la prop. 
4 .5 .1 . (ii)) que lorsque C est commutatif, c'est une algèbre de séries formelles 
en d' indéterminées sur k(ce qui entraine que U est une algèbre de séries formelles 
sur une algèbre de Weyl, d'après le lemme 4.4 .2 . ) . 
Alors le calcul de H*(C,k) est classique (on peut par exemple considérer C comme 
le complété de l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie commutative en l'idéal 
d'augmentation, et appliquer le lemme 5.2.3.) et on conclut à l'aide du th.5.1. 

Corollaire 6.1.3. Si I est de poids maximal, la conjecture (C) est vraie, avec 
conservation du cup-produit» 

Démonstration : En effet, g (̂f)/q est elle aussi commutative dans cette situation. 
Pour le voir, soit ri le noyau de la représentation n dans g_ . Passant au quotient 
par q fl n , on peut supposer que ci est un idéal central de dimension < 1 . Si ci = 0̂  
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g_(f) est le stabilisateur d'un élément régulier de ^ , donc elle est commutative 
(pl3]ch.l prop.l.11.10)• Sinon, soit z ( £ tel que A(Z) = 1. Comme les orbites de 
dimension maximale forment un ouvert de jj , dont les éléments s'appellent les 
éléments réguliers de , il y a un f̂  régulier tel que f^(z) ^ 0 . Multipliant au 
besoin f̂  par un scalaire, on peut supposer que f^(z) = 1 . Donc l'hyperplan f + cj* 
contient des éléments réguliers de ĝ  , ce qui prouve que I est de poids maximal 
dans U ; alors g(f) est commutative d'après ce qui précède, et g(f)/(± à plus 
forte raison. 

6.2.Préliminaires. 
Il est clair que si C est commutatif, il coincide avec le centre 

A de U . Il suffira donc de montrer que si I est de poids maximal, C est commutatif. 
À A 

Dans les notations de la démonstration du cor.6.1.3«, on peut passer au quotient 
par q 0 n et supposer que <i f| £ = 0 • dans ce cas on a vu que 1̂  est de poids maxi
mal dans U si et seulement si I est de poids maximal dans U . On peut relever R 

%A _ A -en un relèvement R de A dans U ; si C est le commutant correspondant, on voit comme 
au lemme 4.5.2. que l'application C —»C est surjective. Par conséquent C est com
mutatif si C est commutatif, et on peut supposer q = 0 , ce que je ferai désormais. 

Le théorème se démontre par récurrence sur la dimension de £ , Il sera com
mode de dégager d'abord quelques propriétés du commutant en supposant le théorème 
démontré, que l'on utilisera ensuite au cours du pas de récurrence. 

Dans toute la suite du n , 1 est un idéal rationnel de poids maximal dans 
U et on suppose C commutative. Comme on l'a dit, C est alors un anneau de séries 
formelles en d indéterminées sur k, et d est égal à l'indice de jg ([l3],ch.l 
n 1.11.6. ; c'est la définition même de l'indice) ; de plus, C ne dépend pas du 
choix du relèvement. On note F le corps de fractions de C . On choisit une suite 
centralisante régulière (x^,...,*^) engendreant in , de sorte que C s'identifie 
à k [fx1,.. , ,x,]] (lemme 1.2.2.), et F à k((x.,. . . ,x )) . 

Puisque le gradué m-adique de C est intègre dans le cas présent, on peut 
parler de la valuation m-adique sur C , qui n'est autre d'ailleurs que l'ordre en 
0 des séries formelles, dans l'écriture ci-dessus ; elle se prolonge en une valua
tion sur F , qui devient un corps value. Les dérivations continues de F/k (i.e. 
k-linéaires) forment un F-espace vectoriel à gauche de dimension d , de base 

r • •••• r , noté A(F/k). Remarquons que toute dérivation de C/k est automati-
ox̂  "Xd 

quement continue pour la topologie m-adique, donc définit un unique élément de 
A(F/k). 

Lemme 6.2.1. On a dim.al K = d . k 
La démonstration est laissée au lecteur (par récurrence sur la dimension de jg par 
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exemple). 

Lemme 6.2.2. Soit JD un idéal premier minimal de Z , L le corps résiduel de Z en p_ . 
Alors dim.al, L = d-1 . • k 

Démonstration : C'est une propriété bien connue des algèbres de type fini sur k 
([35]ch.VI §14, lemme) ; mais Z n'est pas toujours de type fini ([l3]ch.4 § 9 n°4.9. 
20). 

Identifions Z à l'algèbre des éléments ad.g-invariants de S , où S est l'al
gèbre symétrique de l'espace vectoriel £([13] ch.4 § 8 prop.4.8.12.). On sait que 
Z est un anneau factoriel ([14] cor. au th.l) ; plus précisément, il ressort de la 
démonstration de ce corollaire que les facteurs premiers dans S de tout élément 
a € Z sont déjà dans Z . Tout idéal premier minimal £ de Z est donc de la forme 
Zp , avec p extremal dans Z , donc dans S d'après ce qu'on vient de dire. 

Comme S est intègre, on a p" S H Z = p° Z pour tout n £ ]N ; en d'autres 
termes, la valuation p-adique sur Z est la restriction à Z de la valuation p-adique 
sur S . Soit E le corps de fractions de S , E' le corps résiduel de S en Sp , 
D'après T5] ch.VI,§10, n°3 , th.l , on a dim.al^E-dim.al^ ^ dim al̂ E'-dim.al̂ L . 
Mais comme S est une k-algèbre de type fini, dim.al̂ E' = dim.al̂ E - 1 ; donc 
dim.al̂ K - dim.al̂ L < 1 , et comme l'inégalité en sens contraire est triviale, le 
lemme est démontré. 

Corollaire 6.2.3» Soit z un élément non nul de ẑ  , g_' = g/kz , Z' le centre de 
U(g_'), K' le corps de fractions de Z', et L le corps résiduel de Z en l'idéal  
premier minimal zZ. Si 1 'indice de g_' est d-1 (c'est-à-dire si z est contenu dans  
un idéal rationnel de poids maximal de U), K' est une extension algébrique finie de 
L . 

Démonstration : K' est de toutes façons une extension de type fini de k , donc de 
L . D'après le lemme, dim.al^ L = d-1 ; d'où le corollaire d'après le lemme 6.2.1. 

Remarque 6.2.4. Comme le montre l'exemple de l'algèbre notée ĝ  dans [15], on peut 
avoir L ̂  K' dans la situation du corollaire. Cependant, d'après [14] th.2 , cela 
ne peut arriver que pour des z appartenant a un nombre fini de droites exception
nelles dans _z . 

Notons A.(F/K) l'espace des dérivations continues de F , nulles sur K ; 
c'est un sous-F-espace vectoriel de A,(F/k). 
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Lemme 6.2.5. On a A(F/K) = О . 

Démonstration : Par récurrence sur la dimension de jg (notations 1.5.)• 

a) I П z = 0 . Choisissons un relèvement R de A dans (U) . Comme (p passe en un 
A , А/ л>п+1 , % ^ isomorphisme de U sur lim(U/I (g)A1 ), on en déduit un relèvement R = R5?>A1 de A 

л ~> < rxj1 л>л 1 
dans U , Soit С le commutant de R dans (U) $ alors (p donne un isomorphisme de С 
sur С , de sorte que С est encore commutatif ; par ailleurs, d'après le lemme 1.5., 
I est encore de poids maximal. D'après l'hypothèse de récurrence, A(F/K) = О . 

Mais il est clair que (p induit un diagramme commutatif : 

К ~* > К 
— ? 

П П 

F ^ » F 

et que la flèche F *F est un homéomorphisme. Donc a(F/K) = О . 

b) I H z ^ 0 . On peut toujours choisir la suite (xi,...,xj) telle que x, = z . — l d d 
Soit alors D £ A(F/K), et écrivons : 

D = a. —̂— +....+ a, —̂— avec a. £ F pour 1 < j < d . 1 ôx1 d 3 

En écrivant que D(z) =0 , on voit déjà que a, = 0 . Supposons que D ^ 0 . Il existe 

alors un unique n Ç 2Z tel que z11 D ait tous ses coefficients dans l'anneau local 
C_ , mais non tous dans zC . Soit R' l'image de R dans U' , C le commutant de R'. 

D'après le lemme 4.5.2., la suite exacte 0—} Uz——^U'—^0 se restreint en 
une suite exacte 0—^ Cz—>C — — ^ 0 . Cela entraine déjà que C est commutative, 
et de plus que le corps résiduel de C en l'idéal premier Cz est F' . 

En considérant zRD comme une dérivation de C _ respectant zC , on voit 
qu'elle induit par passage au quotient une dérivation : 

ni _ ~ t 0" . . _ t Ô 
1 ôxj d-1 ôx^j 

de F' (où x'. est l'image de x. dans C), avec des a'. non tous nuls. Comme D est 
3 3 3 

nulle sur K , D' est en tous cas nulle sur le corps résiduel L de Z en l'idéal pre
mier zZ . Mais comme z est contenu dans un idéal rationnel de poids maximal, le 
cor.6.2.3. s'applique et K' est une extension algébrique de L. Donc D' est encore 
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nulle sur Kf . Comme I1 est encore de poids maximal dans U' , l'hypothèse de récur
rence s'applique et on a D' =0 , ce qui est absurde. 

Il faut donc que D = 0 , et le lemme est démontré. 

6.3. Démonstration du théorème . En supposant I de poids maximal dans U , on a à 
démontrer que C est commutâtif. On procède par récurrence sur la dimension de g 
(notations 1.5.). Si dim g_ = 1 , U est commutatif et il n'y a rien à démontrer ; 
supposons donc dim g > 1 . 

a) I (1 z = 0 . D'après le lemme 1.5«, I est encore de poids maximal dans ĝ  ; et 
comme on l'a vu dans la démonstration du lemme 6.2.5., en prenant un relèvement R 
de la forme Rg>Â  , cp donne un isomorphisme de C sur C . Pour un tel relèvement, C 
est donc commutatif, et comme on l'a dit c'est alors vrai pour tout relèvement. 

A 

b) I 0 ,z r 0 . Soit R' l'image de R dans U' , C le commutant correspondant ; 
comme I' est de poids maximal dans U» , C est commutatif par hypothèse de récurren
ce. 

Comme on l'a rappelé dans la démonstration du lemme 6.2.5. on a une suite 
exacte : 

0 > Cz > C ^ C » > 0 . 

Puisque l'intersection des idéaux Cz11 de C est réduite à 0 , pour montrer que C est 
commutatif il suffit de montrer que chaque C/Cz11 est commutatif ; on fait cela par 
récurrence sur n . Pour n = 1 , c'est la commutativité de C . Considérons le pas
sage de n à n + 1. 

Comme C est intègre (prop.4.5.1•), le gradué de C en l'idéal Cz s'iden-
tifie à C'fz], où z est l'image de z dans Cz/Cz et z est algébriquement indépen
dant sur C . Donc le C-module Czn/Czn+* est libre de base (z)n . 

Pour tout y f C , on définit D : C—» C par la formule : 
y 

ad y(x) = D (̂x)ztl (mod Cz*1**) . 

Cela a un sens d'après ce que l'on vient de dire et la commutativité de C/Cz11 • 

Toujours d'après la commutativité de C/Cz11 , D̂  passe au quotient par Cz 
en une dérivation de C'/k , notée de la même manière, puis se prolonge à F' en un 
élément de A,(F'/k). Il est clair que D̂  est nulle sur Z/zZ, donc sur son corps de 
fractions L , donc sur K' qui est une extension algébrique de L d'après le cor.6.2.3. 
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En d'autres termes, Ç A(F»/K') ; mais alors d'après le lemme 6.2.5. = 0 , et 
le théorème est démontré. 

§ 7 . RELATION AVEC H*f(g/q , S/J) ; CAS DES ORBITES PLATES . 

7.1. On note S l'algèbre symétrique de l'espace vectoriel g_ , J l'idéal de S défi
ni par Q ; on fait agir £ sur S et sur S/J par l'action adjointe. On note G le 
groupe algébrique défini sur k obtenu en munissant g_ d'une structure de groupe via 
la formule de Campbell-Hausdorff. Alors G agit sur g et et on peut encore 
considérer Q comme une orbite de G dans £ . Soient P, Q , G(f) les sous-groupes de 
G obtenus en restreignant la formule de Campbell-Haussdorff à £ , q , jg(f) respecti
vement. Alors G(f) est le stabilisateur de f dans G , de sorte que la variété al
gébrique Q s'identifie à G/G(f). 

Comme S/J s'identifie à l'algèbre des fonctions régulières sur Q , le 
£/q-module S/J n'est autre que Ind(e(f )/^|£/q) k » dans les notations du § 2 de la 
partie I (dont il est clair que la partie purement algébrique garde un sens pour un 
corps de base de caractéristique 0 quelconque). D'après le lemme de Shapiro pour 
l'induction algébrique (partie I, §2, n s 2.2. et 2.3.) on a 
H (̂£/£, S/J) H^(£(f)/q,k). On peut donc encore énoncer la conjecture (C) sous la 
forme suivante : 

(C) "On a dim Hn(£/q,U/l) = dim Hn(£/q , S/J) pour tout n 2> 0 " 

On sait que la symétrisation est un isomorphisme de g-modules de S sur U 
(pour l'action adjointe sur U) (["13] ch.2 prop.2,10), mais qu'en général elle n'en
voie pas J sur I ([13] ch.6 n 6.6.10 montre que c'est déjà faux pour l'algèbre 
g. de [15]). Pis encore, il y a des cas où Hom (S/J,U/I) = Hom (U/l,S/j) = 0 , pour 

* IL certaines orbites de l'algèbre par exemple (cf.[°j). En général la comparaison 
de U/l et S/J n'est donc pas facile ; ceci dit, on vient tout de même de démontrer 
le théorème suivant : 

Théorème 7.1.1. Lorsque U/l S/J , la conjecture (C) est vraie. 

Corollaire 7.1.2. Lorsque l'orbite Q est plate (c'est-à-dire un sous-espace af 
fine de £*) , ce qui est équivalent au fait que £(f) soit un idéal dans £ , la  
conjecture (C) est vraie. 

Démonstration : En effet, soit e^,...,e une base de £(f) . Alors I et J sont 
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tous deux engendrés par les e^-fCe^), considérés respectivement dans U et dans S . 
Par conséquent la symétrisation applique J dans I , et on a bien U/l S/J . 

7.2. Tout n'est pas dit pour autant en ce qui concerne les orbites plates. En effet, 
1'isomorphisme ci-dessus ne nous dit rien sur les cup-produits. D'autre part, on 
verra à la partie III, cor.2.3.2. que l'assertion de la conjecture (C ) revient à 

A 2 
comparer l'algèbre C avec U(g_(f)) , complété de U(g_(f)) en l'idéal défini par le 
caractère if (dans le cas d'un corps de base quelconque, on peut par exemple rempla
cer n par Ug) k , où h est une polarisation en f , et if par f ) . Ce sont ces 

oo h i 
questions que je me propose d'examiner dans la suite du paragraphe. 

On suppose donc dorénavant que Q est plate. On a alors g_(f) = £ , et Je 
garderai plutôt la notation £ . Soit A le caractère de £ défini par I (c'est-à-dire 
A = |̂p)> ê  notons encore A la restriction de À à q , Soit n, le noyau de A dans £ . 

On introduit les notations du n 5.1 • On note P l'algèbre enveloppante de £ , P 
l'image de P dans U , a le noyau du caractère de P défini par À , P le complété À A À 
a-adique de P A 

Comme on l'a déjà dit, I est dans le cas présent engendré par les Ç-A(£), 
pour | parcourant p (pour le voir, on peut passer au quotient par n , puis faire 
une récurrence évidente sur la dimension). Soit p = p. 3 p., 3 . . . 3 ,=q 3 . . .3 p =±0 

o —~1 "—d —d 
une suite de Jordan-Htilder du g-module p , passant par q . Soit e.,. . . ,e_ , 

— — — 1 2r e„ e„ . une base de g , où les e_ . pour 1 < j < d forment une base de 2r+l 2r+d — 2r+j p adaptée à la suite de Jordan-Hdlder • Soit x. = en . -À(ê  .) . Pour — j 2r+j 2r+j 
d'+l < j < d , les Xj forment un système de générateurs pour le noyau de l'applica
tion naturelle de U vers U_ . Notons de la même façon les images des e. et des x. 

A 5 i 3 
a 6 al ar Pl Pd« dans U ; alors les monômes e x = e1 . . .e r x̂  . . .x , forment une base de l'es-A 1 r l d ' pace vectoriel U (cf. la démonstration du lemme 1.4.1.). Dans cette écriture P A A 

est la sous-algèbre de U engendrée par x1,...,x , et a l'idéal de P engendré 
A 1 a ~— A 

par x1,...,xd, . 
Lemme 7.2.1. On a P f| i" = a11 pour tout n Ç U . 

Démonstration : L'inclusion a11 c P fl I? est évidente, il s'agit de montrer l'in-————~—— A A 
clusion dans l'autre sens. 

On peut toujours supposer que la suite de Jordan-Hdlder de p/q avec laquel
le on travaille est plus fine que la suite centrale descendante 

1 2 s p/q. = C (p/q) 3 C (£/q) 3 . . . 3 C (p/q) = 0 . Disons alors que x. est de poids k 
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k k+1 » , s'il est dans C mais non dans C , et définissons de maniere évidente le poids 
d'un monôme x̂  (noté |fi|).Diaprés [34]prop.l les monômes de poids n forment une base 
de anmodulo an+* . D'autre part, on a I = U , et comme a est stable sous l'action 
adjointe de £ , 1̂  = a_ . D'après ce qui précède, les monômes e x avec a quel
conque et 0 de poids ^ n forment donc une base du k-espace vectoriel I™ . Par rai
son d'indépendance linéaire, une combinaison linéaire 

qd dqdsdf 

a p u _ e x ne peut être «(3 

o 
de la forme E v. x que si et seulement si u = O pour a / O ; d'où le lemme, 

ft P <tf 

D'après le lemme, l'application naturelle gr P * gr U est injective ; 
d'ailleurs il ressort de la démonstration que les images des monômes x de poids n 
dans In/In+* forment une base du A-module à gauche in/in+ $ comme ils forment une 
suite centralisante (cf.n°1.2.) ils sont aussi une base de in/in+ comme A-module 
à droite. En d'autres termes, l'application ug>v—> uv (resp.vgiu —> vu) est un iso
morphisme d'espaces vectoriels (mais non d'algèbres, en général l) de Ag>gr P̂  
(resp. gr P̂ ®A) sur gr . 

Proposition 7.2.2. L'anneau gr est intègre et noethérien . 

Démonstrat ion : Tout d'abord, il est clair que gr P est intègre et noethérien . —————————— A 
En effet, l'application qui à | Ç p associe Ç-A(Ç) se prolonge en un isomorphisme 
de P qui applique l'idéal d'augmentation sur le noyau de À ; on se ramène ainsi au 
cas où À = O , et d'après [34] prop.1.1. le gradué de U(p/q) en l'idéal d'augmenta
tion s'identifie à l'algèbre enveloppante de gr(p/q_), l'algèbre de Lie graduée asso
ciée à la filtration de p/q par la suite centrale descendante. 

Soit ĝ  = g_ Z) g_̂  ZD ... ZD g^ = £ ZD ... ZD JL2r+d ~ 0 une suite de Jordan-
Hfllder du jg-module Q prolongeant celle précédemment choisie pour £ , et choisis
sons e1,. . . ,e adaptés à cette suite. Pour O <, j £ 2r , soit B. la sous-algèbre 

de gr U_ engendrée par gr P, et e. e_ (avec B0 = gr P j , Il est clair que 
l'action adjointe de ê . définit une dérivation D̂. de B , et à cause de la décompo
sition gr U = P <g)A , on voit aussitôt que B. A s'identifie à B [e.] dans les 

A A j-i J»Dj J 
notations de [13] ch.4 n 4.4.4., c'est-à-dire une algèbre de polynômes sur B̂  avec 
la relation [e.,b] = D.(b) pour tout b Ç B. . Par récurrence sur j à partir de 
j = 2r , B_. est intègre et noethérien, et comme B̂  = gr , la proposition est 
démontrée• 

7.3. Voici une autre façon de retrouver le cor.7.1.2. On veut calculer Ĥ "(̂ /q, A) . 
Pour cela,on considère la suite spectrale de Hochschild-Serre par rapport à l'idéal 
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p_/q . Elle donne : 

^ = hP(£/£ f Hq(p/_l ® A) -=> H*(g/q , A) . 

D'après le théorème 2.1.1. (i), avec q m p , ce qui donne ici d1 = 0 à cause de la 
platitude de l'orbite, on a 

HJ(g/p , A) Ík si j = О 

О si j > О 

Comme Hq(p/q , k) est un g/p module nilpotent de dimension finie, un argument de 
longue suite exacte montre alors que : 

EPq = 0 si p > 0 ; dim E°n = dim Hn(p/q,k) . 

Donc la suite spectrale dégénère, et on a l'égalité voulue au niveau des dimensions 
(ce raisonnement se trouve déjà dans C3-])« 

Mais cette démonstration nous dit d'avantage : elle nous permet aussi de 
calculer le cup-produit. En effet, celui-ci n'est autre que le produit de l'algèbre 
H°(g/p , H*"(p/q , k)<£>A), considérée comme sous-algèbre (de dimension finie) du pro
duit tensoriel H**(p/q ,k)<8> A . 

e 
De même, on a remarqué au n 7.2. la décomposition gr U =gr P.cgA ; considérant 

À À 
gr comme g/jD-module via l'action adjointe, ceci est une décomposition de ĵ /p-mo-
dules, d'où : 

gr C = H°(g/p , gr P^A) 

C'est encore une apparition du même foncteur V— .̂H°(g/p , Vtg)A) de la catégorie des 
cj/p_-modules nilpotents de dimension finie vers la catégorie des k-espaces vectoriels. 

Cette fois, il est un peu plus difficile de reconstruire le produit sur 
gr C , vu que gr U n'est pas produit direct des algèbres gr P et A , mais seule-À A. 
ment une espèce de "produit semidirect" . Je ne le fais pas ici. 

Rappelons qu'on appelle série de Hilbert d'une algèbre graduée B = 0 B 
n€]N n 

de type fini sur k la série formelle à coefficients entiers positifs 
00 
Y (dim B )t . Pour l'algèbre gr P on a 

n A, 
n=o 
dim an/an+* = £ { (p\ , .. ., B ) |k. B +.. ,+k ,,B = n 1 où k . est le poids de x. (dans — — 1 d ' i l d' d' j j 
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les notations de la démonstration du lemme 7.2.1.). 

Proposition 7.3.1» Les algèbres gr C et gr P̂  ont même série de Hilbert. 

Démonstration : Le foncteur V—^ H°(a/p , VfrA) conserve les dimensions. 

Remarque 7.3.2. Les méthodes ci-dessus donnent un procédé d'application purement 
mécanique permettant de "déformer" H^p/c^ ,k) en H ĵjj/g^A) et gr P̂  en gr C ; on 
en verra un exemple (très simple) au n 8.3. Les effets de cette déformation peuvent 
êtres assez violents ; on peut par exemple passer d'un gr P commutâtif à un gr C 
non-commutatif. 

Il est d'autant plus remarquable que C soit isomorphe a P lorsque l'orbite 
plate Q est de dimension maximale (démonstration du cor.6.1.2.). Cela impose des 
restrictions très sévères à l'action de g/p sur p_ pour une telle orbite. 

Il résulte de la prop.7.2.2. que l'anneau gr C est intègre et nœthérien 
pour une orbite plate ; c'est vrai aussi pour une orbite de dimension maximale, mais 
je ne sais pas si cela reste vrai pour une orbite quelconque. 

La description de C lui-même est un peu plus compliquée, à cause de 1'absen-
ce d'une action naturelle de g/p sur . 

§ 8 EXEMPLES. 

8.1. Algèbres de Heisenberg. 

Soit g l'algèbre de Lie de dimension 2n + 1, de base x . , . . . ,x , — I n 
y^,...,yn,z , dont les crochets non nuls des éléments de base pris dans cet ordre 
sont [x^,y^.] = z pour j = l , . . . ,n • 

Les orbites coadjointes sont les hyperplans f(z) = A pour À / O dans k , et 
les points de l'hyperplan f(z) = O . 

Il est clair que pour ces algèbres les conjectures (C), (C^), (C^) sont 
vraies : pour les orbites de domension O c'est trivial ; les autres sont de dimen
sion maximale, et on leur applique le th.6.1.1. Bien entendu, dans un cas aussi 
simple, on peut en fait tout faire a la main. Si on prend par exemple l'orbite 
d'équation f(z) = 1 , on constate que A se relève déjà dans U c U ; en effet si p. 

Z * 3 
(resp.q.) est l'image de x. (resp.y.) dans A , i ls forment un système de générateurs 

J J J 
canoniques et on obtient un relèvement par les formules p._^x. , q ^y. z (si 
on se place dans U , on exprimera plutôt z en série entière par rapport à 
(z-1) £ I) . On en déduit que l'orbite en question est régulière au sens de [17] 
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n 6.1. (cf.n 8.2. ci-dessous). 

On a gif) = p_ - z_ . Si on prend £ = , = A et il n'y a plus rien à dire. 
Si on prend £ = O , C est l'algèbre des séries formelles en (z-1), puisque z-1 est 
un élément central engendreant I . On a dim H°(g_,A) = dim H* (£, A) = 1 , les h"-* étant 
nuls pour j > 1 . 
On voit d'ailleurs facilement par récurrence sur la dimension que si g a des orbites 
hyperplanes de dimension > 0 , et si z est une base de z_ (qui est de dimension 1 
dans ce cas), est une algèbre de Weyl sur ; il en résulte que tout se passe 
pour les orbites hyperplanes comme dans le cas des algèbres de Heisenberg. 

8.2.Orbites régulières. 
Suivant [17] n 6.1. on dira qu'un idéal premier r de Z 

est régulier .si l'algèbre U = U8> Z est une algèbre de Weyl sur Z . On voit faci-
£. £. — 

lement que les idéaux réguliers forment un ouvert de Zariski dans Spec Z , non-vide 
puisque O est régulier (Ĉ 3] ch.4 n°4.7.17. avec P = O). Si r est un idéal premier 
régulier, il existe un unique idéal premier P de U tel que r_ = P fi Z ; 

on dira encore qu'un tel P est régulier. Il est clair que tout idéal premier 
régulier de U a même poids que 0 , c'est-à-dire est de poids maximal. 

Il n'est pas vrai que tous les idéaux rationnels de poids maximal soient 
réguliers (cf.[29] prop.6.5«) . C'est bien dommage, car pour les idéaux réguliers, 
on peut déjà relever A dans Û  avec r_ = I f| Z , idéal maximal de Z , et alors le 
commutant est Z , dont la commutâtivite est évidente. Dans ce cas, C n'est autre 
que le complété r-adique de Z , I est engendré par des éléments centraux, et toute 
la situation se simplifie notablement. 
8.3. Cas de l'algèbre g,_ ^ . 

Il s'agit de l'algèbre de Lie de dimension 5 de base 
e^p •••9e dont la table de multiplication est la suivante 

CVe2] = e4 CVe4] = e5 CVe3] = e5 ' 

(on donne le crochet [e. ,e.] seulement pour i < j et seulement s'il est ^ 0) ; cf. 
[15] . 

Les suites centrales descendantes et ascendantes de g_ sont : 
2 3 C £ = kê  + kê  , C £ = kê  . 

£(£)= kê  , z2(g) = kê  + ke4 + ke5 . 

Les orbites coadjointes de £ sont toutes plates. Soit f Ç £^ ; si f(e^) = f(e^^ = O , 
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f est un caractère. Si f(e_) = 0 , f(e^) ^ O l'orbite de f est plate de dimen
sion 2 ; si f(e^) / O , l'orbite de f est un hyperplan. 

On s'intéresse aux orbites de dimension 2 . L'algèbre quotient J_/ke_ est 
le produit direct d'une algèbre commutâtive kê  et d'une algèbre de Heisenberg 
ke.. + ke + ke, (on identifie les e. à leur image dans le quotient). Par conséquent 

1 Ct ft J 
les orbites en question ont pour équation f(e^) = cte , f(e^) = cte. £ O ; 
__(f) est toujours kê  + kê  + ke_ ; c'est un idéal commutâtif de dimension 3 de g . 

Prenons par exemple f = , et déterminons l'algèbre H'̂ (_̂ ,U/l) et le com
mutant C par les méthodes du § 7 (on prend q = O , le cas q ^ O étant trivial). 
L'algèbre H*îf(__(f ) k̂) est une algèbre extérieure engendrée par les générateurs 

, , , et 1'algèbre P est une algèbre de polynômes ; on prend ici la suite 
centralisante x1 = e , x = e. -1 , x = e pour engendrer I , et on a donc 1 3 2 ft 3 5 
P = k(>3,e4-l,e5] . 

Soit p (resp.q) l'image de ê  (resp.e^) dans A ; on obtient des générateurs 
canoniques de l'algèbre de Weyl A = A (̂k). 

L'action de g/g_(f) sur j_(f) et gif)' est donnée par : 

el(e4) " e5 e2(e3) = e5 

l'action étant nulle sur les autres éléments de base. 

On en déduit une base pour les invariants de H (ĝ (f ) ,k)®A : 

*M* 
ê cg)l , e^l , ê gil - e C*p + el®q. 

(remarquer que si UJ est un élément de Hn(__(f),k) on obtient un invariant de 
Hn(_g(f) ,k)(g)A par la "formule de Taylor" : 

S(-l)P (e* ep . 9£ l ) 
a,6 

De même, on a les bases d'invariants : 

e3Ae4®1 » e3Ae5 + e3hefê*l » e4A e5 ® 1 + e3 A e4 ® P 

2 
pour H (j_(f),k) eg) A , et 

197 



F. DU CLOUX 

e 3 A V e 5 pour H (̂£(f ) ,k)<g) A . 

Si a1 , a , a_ est la base de H , les cup-produits de ces éléments sont donnés 
1 2 J 

par : 

al U a2 = " a2 U al = e3 A e4 ® 1 

al U a3 = " a3 U ai = e3 A e5 ® 1 + e3A e4 ® a-

a2 U a3 = " a3 U a2 = etA e5 ® 1 + e3A e4 ® p 

al u fll = a2 u a2 = 0 1 a3 U a3 = " e3 Ae4 ^ 0 • 

En particulier, la non nullité de {) prouve que H*"(£,A) n'est pas une algèbre 
extérieure ; cela entraine que l'algèbre C n'est pas commutative, donc non-isomor-
phe a l'algèbre P , et comme on le verra plus en détail dans la partie III, on dé
duit de cela que la conjecture (Cĝ  est fausse pour ces orbites. Il n'est pas diffi
cile de donner d'autres exemples analogues. 

* ' 2 Passons a l'étude de C . On a une base d'invariants de a/a ®A en prenant : 

t1 = x^l + x̂ tgp t2 = x2<g)l - x̂ <gq t = x ®1 

x 2 
ou x̂ . est l'image de x̂ . dans a/a (notations 7.2.) 

Donc gr C = k[t1,t ,t ] avec la relation [t1,t ] = t (pour voir que t1 , t , t 

pris dans cet ordre sont algébriquement indépendants dans gr C , on peut par exemple 
appliquer la prop.7.3.1.). On retrouve bien le fait que gr C (donc a fortiori C) 
n'est pas commutâtif. 

» A 
On obtient un relèvement de A dans U par les formules : 

P —» el % q —t e2 

-1 00 k k A (où l'on note ê  l'élément £ (-1) (e^-1) de U ) . 
k=o 

A 
On identifie dorénavant p et q a leurs images dans U . 

On note D (resp.D ) la dérivation ad p (resp. ad q) de U . La procédure pour cons-
p q 

truire le commutant est maintenant la même que dans le gradué. On a : 

Dp(e3) = 0 . Dq(e3) = ^ 
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D (e.-l) = e"1ec D (e.-1) = O . p 4 4 5 q 4 

Dj(e.-1) = 1.3....(2j-3)e:2j+1 pour j ;> 2 p ^ 5 

D'où les éléments de C 

xl = e3 + P e5 

x2 = V1 "q % 65 " S j T 1-3-.-(2j-3) e"2d+1 ej 

x3 = e5 

qui forment une suite centralisante régulière engendreant ni 

Avec une convention de notation évidente, on peut encore écrire : 
1_ 

X2 = " 1 + e4(1~2(l % e5} 
1_ 

—1 2 —2 ~ 2 —1 2 On trouve la relation : [x ĵX ]̂ = ê  ê  (l-2qe^ ê ) = (l+x2> x̂  ce qui donne 
une description complète de l'algèbre C . 
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PARTIE III 

DESCRIPTION DE CATEGORIE Ext(E ) 
co 

§ 0 . CONVENTIONS 

0.1. G-modules. 
Soit G un groupe topologique séparé. Un G-module E est un espace locale

ment convexe séparé (en abrégé ELCS) sur Œ , muni d'une action de G telle que l'ap
plication (g,x) y gx soit continue de G X E dans E , Si E et E' sont deux G-modu
les, on note Hom(E,E') (resp. Hom (̂E,E')) l'espace des applications linéaires conti
nues de E vers E' (resp. celles qui commutent à l'action de G), muni de la topo
logie de la convergence compacte. Tout sous-espace vectoriel d'un ELCS sera muni de 
la topologie induite, et tout quotient de la topologie quotient (sauf mention du 
contraire). 

On note Mod_ la catégorie des G-modules, où les morphismes sont donnés par G 
les espaces Hom (E,E') • c'est manifestement une catégorie additive. Soit u : G 
E »E' un morphisme ; il est clair que Keru est un noyau pour u dans la catégorie 
Mod̂  , et on vérifie sans mal que E'/lmu (quotient de E' par l'adhérence du sous-G 
espace vectoriel Imu) est un conoyau pour u(cf. par exemple T3l] ch.8). Ainsi Mod 
est une catégorie additive avec noyaux et conoyaux, donc avec images et coimages ; 
comme l'image de u dans la catégorie Mod_ est l'adhérence Imu de son image 
"algébrique" (i.e. dans la catégorie des espaces vectoriels sans topologie) on gar
dera la notation Imu . Bien entendu Mod̂  n'est pas une catégorie abélienne en géné-
ral. 

0.2. Suites de composition fortes. 
On dit qu'une suite exacte de G-modules 0— Ê' —> E—f E"—y 0 est forte, 

si la suite exacte d'ELCS sous-jacente est scindée. Alors E s'identifie comme ELCS 
à la somme directe E' 0 E" . On exprimera cette condition en disant que E' est to-
pologiquement supplémentable dans E . 

De même,on dira que E = Ê  3 E ^ 3 .. . 3 E1 3 EQ = 0 est une suite de composition 
forte du G-module E si chaque E_._1 est un sous-module de E. , fermé et topologique-
ment supplémentable dans E. . En particulier, E s'identifie comme ELCS à la somme 

n 3 
directe ^ E./E. „ 

j=i 3 J-1 
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O.3. Equivalences de catégories (cf.|"3l] ch. 4 § 4) . 
Sauf mention du contraire, un foncteur T : C _» C entre deux catégories 

additives C et C' sera toujours supposé additif. On dit que T est une équivalence 
de catégories s'il existe un foncteur T' : C' tel que T'T =~ 1̂  , T'T =- lc où 
lc (resp.lc|) est le foncteur identité de C (resp.C). 

Disons que T est fidèle (resp. pleinement fidèle) si pour tout couple 
(X,X') d'objets de C l'application Homc(X,X»)—> Homc,(TX,TX') donnée par le 
foncteur T est injective (resp. bijective). Disons que T est essentiellement sur-
jectif si tout objet Y de C est isomorphe à un objet de la forme TX avec X objet 
de C . On a alors la proposition suivante : 

Proposition 0.3. ([3l]ch.4 §4 th.l) Un foncteur T : C—̂  C est une équivalence de 
catégories si et seulement si il est pleinement fidèle et essentiellement surjectif. 

§ 1 LES CATEGORIES Ext(fi). 

1.1. Soit G un groupe topologique séparé, et fi un ensemble de G-modules. On suppose 
vérifiée la condition suivante : 

(S) Soient E,E' dans fi . Alors Honi (E,E») = 0 si E / E' , et tout élément non nul de 
Hom_(E,E) est inversible, u 
(Cette condition entraîne en particulier que les éléments de fi sont indécomposables 
et deux à deux non isomorphes). 

Par analogie avec [25"] on note Ext (fi) la sous-catégorie pleine de Mod dont 
G 

les objets sont les G-modules qui admettent une suite de composition forte : 

V = V ZD V 1 ZD . . . D V. ZD V = 0 n n-1 1 o 

dont chaque sous-quotient ^j/^j 1 appartient à fi , à isomorphisme près. 

On dira qu'une telle suite est une suite de Jordan-HAlder de V (relativement 

a fi). Cette appellation est justifiée par le corollaire au lemme suivant : 

Lemme 1.1.1. Soient V un objet de Ext(fi), E Ç fi et^ u Ç HomQ(E,V). Alors u(E) est  
fermé et topologiquement supplémentable dans V , et si u / 0 , V admet une suite  
de Jordan-Hfllder commençant par u(E) (i.e, telle que = u(E)). 

Démonstration : On peut supposer u / O . Partons d'une suite de Jordan-Htflder 
V = V ZD V ZD. ..ZD V. ZD V = O de V . Soit j le plus petit indice tel que n n-1 1 o M-
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u(E) c V. , et p la projection de V. sur V./V . Alors pu £ Honi (E,V /V. ,) et 
J J J J-1 G j j-1 

comme il est non nul il est inversible. Soit s = u(pu) ; c'est une scission pour 
p, de sorte que V_. s'identifie à e s ^ V j / V j « i ) = V j _ i $ u(E), topo logiquement 
et comme G-module. En particulier u(E) = Ker(l-sp) est fermé et topologiquement 
supplémentable dans V̂. , donc dans V ; et il est clair que 

0 c u(E) C u(E) m V, c . . . C u(E) e V . 1 C V . 1 C . . . c V c V = V 

est une suite de Jordan-n'Aider de V commençant par u(E), d'où le lemme. 

Corollaire 1.1.2. Soit V un objet de Ext(6). Toutes les suites de Jordan-Httlder 
de V relativement à fi, ont même longueur, et mêmes sous-quotient s ^j/^j j_ » a  
l'ordre près . 

Démonstration : Supposons le corollaire démontré pour tous les objets V admettant 
une suite de Jordan-Htilder de longueur < n , et démontrons-le lorsque V admet une 
suite de Jordan-H6*lder de longueur n , soit V = V D V 1 3 . . . Z ) V 4 3 V = 0 . 

n n-i 1 o 
Soit V = V z> V» „z>. . .3V'Z)V' = 0 une autre suite de Jordan-Hëlder de m m-1 1 o 

V relativement à fi . Alors d'après la démonstration du lemme 1.1.1., il y a un in
dice j £ {l , . . . ,n} tel que - V ./V. ^ ; et V admet une suite de Jordan-Httlder 
V = VJJ Z5 VJ| ^ z> . . . Z5 VJ Z5 V̂' =0 , de longueur n et commençant par V\J . En outre 
on voit aussitôt que les sous-quotients V̂ /VJ ^ pour i = 2,.. . ,n ne sont autres 
que les vk/vk ^ pour k = l , . . . , j - l , j+l, . . . ,n . Appliquant le corollaire à 
V/V£ = V/VJ on en déduit que n-1 = m-1, donc n = m, et que les sous-quotients 
V /V 1 et V'/V' 1 sont bien les mêmes à l'ordre près. K. KL—-*- K. K—J-

On appellera longueur de V (relativement à fi) la longueur d'une suite de 
Jordan-Hdlder de V . 

Remarque 1.1.3» Le G-module V peut très bien admettre d'autres suites de composi
tion, éventuellement de longueur infinie (en particulier les éléments de fi peuvent 
ne pas être irréductibles) ; mais les sous-quotients d'une telle suite ne pourraient 
pas tous appartenir a fi . 

1.2. Démontrons maintenant le résultat suivant : 

Théorème 1.2.1. La catégorie Ext(fi) est abélienne. 
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1.2.2. Lemme 1.2.2. JSpient V, V» deux objets de Ext (fi), u : V —f V» un morphisme. 
Alors V admet une suite de Jordan-Hdlder passant par u(V> (i.e. dont l'un des V . j 
est égal a u(V)). En particulier, u(V) est fermé et topologiquement supplémentable 
dans V . 

Démonstration : On procède par récurrence sur la somme des longueurs de V et de V. 
Si V = 0 , il n'y a rien à démontrer. Sinon, soit V = V 3 V „ 3 . . . ^ V" V =0 
une suite de Jordan-H6lder de V . Si u{\^) = 0 , u se factorise par V/V̂  qui est 
évidemment un objet de Ext(£), et on applique l'hypothèse de récurrence. Si uiV^^O, 
d'après le lemme 1.1.1., V admet une suite de Jordan-Hfllder 
V = V 3 V» 3 . . . 3 V' 3 V = 0 commençant par u(V ) (qui est donc fermé et m m-1 1 o > 1 
topologiquement supplémentable dans V) . Soit v : V—y V'/vq la composée de u 
avec la projection canonique. D'après l'hypothèse de récurrence, V" = V'/V£ admet 
une suite de Jordan-Hfllder V» = V" 3 . . . 3 V» 3 V" = O passant par v(V) ; l'ima-
ge réciproque dans V de cette suite de Jordan-H6*lder répond à la question. 

1.2.3. Passons à la démonstration du théorème. Il est clair que Ext(ft) est une 
sous-catégorie additive de Mod_ (cela consiste a vérifier qu'elle est stable par 
somme directe). Pour voir que Ext(£) est une catégorie avec noyaux et conoyaux, il 
suffira de vérifier que si V et V sont deux objets de Ext(£), et u : V un 
morphisme, le noyau et le conoyau de u vu comme morphisme dans Mod_ , sont dans 
Ext (g.) ; pour démontrer le théorème, il faudra enfin vérifier que le morphisme 
u : V/Ker u ) Im u induit par u est un isomorphisme. 

L'assertion sur le conoyau est une conséquence immédiate du lemme 1.2.2. 
Montrons que Ker u est dans Ext (g,), toujours par récurrence sur la somme des lon
gueurs de V et V , Supposons V ^ 0 , et soit V = V 3 V . 3 . . .3 V., 3 V = 0 une 

suite de Jordan-Hô'lder de V . Si u(V̂ ) = 0 , u se factorise par un morphisme u' : 

V / V ^ — , et on a une suite exacte forte : 

0 » V1 ^ Ker u » Ker u » ^ 0 . 

D'où le résultat par hypothèse de récurrence. Si u(V̂ ) / 0 , on choisit comme dans 
le lemme 1.2.2. une suite de Jordan-HBlder V = V 3 V . 3 . . . 3 V' 3 V = 0 de V 

m m-1 1 o 
commençant par u(V\), et on note v la composée de u avec la projection canoni-

1 _i 
que V »V'/VJ . Par hypothèse de récurrence, Ker v = u (V̂ ) est dans Ext(6). 
Soit (3 1'isomorphisme inverse de 1'isomorphisme —̂ V̂  induit par u . Alors 
|3u : Ker v—ĵ V̂  est une rétraction à l'injection canonique de dans Ker v , de 
noyau Ker u ; en d'autres termes, le G-module Ker v s'identifie à la somme directe 
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Ker u © , et notre assertion est démontrée. Donc Ext(fi,) est une catégorie additive 
avec noyaux et conoyaux. 

Supposons que Ker u = Coker u = 0, et montrons que u est un isomorphisme. 
Cela entraine déjà que u est une bijection de l'espace vectoriel V sur 
l'espace vectoriel V , à cause du lemme 1.2.2. ; plus précisément, si 
V = V 3 V 3 .. . 3 V„ z> V = 0 est une suite de Jordan-Hdlder de V , l'applica-
tion du lemme à chaque V. , avec V = u(V. „), montre que 
V = u(V) 3 u(V .) 3 . . . 3 u(V.) 3 u(V ) = O est une suite de Jordan-HOLDER de V . 

A cause des décompositions de V et V en sommes directes topologiques 
n n 

V = © V ./V. , V = 0 u(V.)/u(V. ) , il est clair que u est un homéomorphis-

me de V sur V . Mais on vérifie immédiatement que l'inverse d'un G-morphisme 
topologiquement inversible est encore un G-morphisme, donc u est bien un isomor
phisme. 

1.2.4. Remarque 1.2.4. Il ressort de ce qui précède, notamment du lemme 1.2.2., 
que tous les morphismes de la catégorie Ext(fi) sont forts au sens de [24]ch.III 
appendice D déf.D.l. ; si u : V est un tel morphisme, cela veut dire que Keru 
est topologiquement supplémentable dans V , que Im u est fermé et topologiquement 
supplémentable dans V, et que u : V/Ker u —> Im u est un isomorphisme. En particu
lier toute suite exacte O —̂ V»—> V—̂  V" — 0̂ de G-modules dont les trois termes 
sont des objets de Ext (fi,) est automatiquement forte. 

1.3. Cas des groupes de Lie. 
1.3.1. Supposons maintenant que G soit un groupe de Lie avec un nombre fini de 
composantes connexes, d'algèbre de Lie ĝ  , et que les éléments de fi soient des 
G-modules C de Frechet (i.e. dont 1'ELCS sous-jacent est un espace de Frechet). 
On va donner une description de la catégorie Ext(fi) en termes d'algèbres de Lie . 

Soit K un sous-groupe compact maximal de G • Notons Mod la catégorie 
des espaces de F r e c h e t munis d'une action de g_ par endomorphismes continus, et en 
outre d'une action C de K , compatible au sens usuel avec l'action de . Les mor
phismes de la catégorie sont les applications linéaires continues commutant aux 
actions de g et de K (si G est connexe, il suffit de le vérifier pour l'action de g). 
Par abus de langage, on appellera g-module un objet de Mod (l'appellation (g,K)-
module risquant de prêter à confusion). 

Disons qu'une suite exacte O —̂  V—^ V" —} 0 de g-modules est forte, 
si elle est scindée sous l'action de K ; en fait il suffit pour cela qu'elle soit 
scindée en tant que suite d'espaces de F r e c h e t (['24]ch.III § 2 prop.2.2.). On défi
nit de manière analogue la notion de suite de composition forte d'un g_-module. 
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1.3.2. Notons provisoirement Ext(G,fi) la catégorie définie à partir de fi au n 1.1., 
et Ext(g,fi) la sous-catégorie pleine de Mod dont les objets sont les g-modules — £>K 
V admettant une suite de composition forte V = V 3 V 1 3 . . .3 V. 3 V =0 où 
chaque sous-quotient V./V. ^ est isomorphe à un élément de fi , considéré comme 
£-module• 

Il est clair que tout objet de Ext (G, fi) définit un objet de Ext(a_, fi) par 
dérivation, et restriction à K , de l'action de G . Montrons que le foncteur ainsi 
obtenu est une équivalence de catégories (cf.n 0.3*)• Il est clair que c'est un 
foncteur pleinement fidèle, puisque Hom (V,V) = Hom „(V,V) quels que soient les 

G-modules C°° de Fréchet V et V (cf. [24] ch. III § 7 cor.7.6. par exemple, avec 
n = 0) ; reste à voir qu'il est essentiellement surjectif. 

Soit V un objet de Ext(g_,fi) ; il s'agit de montrer que l'on peut munir 
V d'une action C°° de G qui redonne l'action de ĝ  par dérivation, et celle de K 
par restriction. Il est clair que l'on peut démontrer dans Ext(j£,fi) l'analogue du 
cor.1.1.2., ce qui permet de raisonner par récurrence sur la longueur de V . Le cas 
où V est de longueur 1 est immédiat, puisque par hypothèse tous les éléments de fi 
sont des G-modules. Supposons V de longueur > 1 . Soit V = V 3 V „3. . .3V.3V =0 

une suite de Jordan-Httlder de V , et considérons la suite exacte forte : 

(i) 0 > vi ^ V > v/v1 ^ 0 . 

Par hypothèse de récurrence, V̂ et V/V̂  proviennent de Ext(G,fi). Or la dif-
ferentiation des cocycles donne une bijection entre les 1-cocycles C sur G , nuls 
sur K, à valeurs dans Hom(V/V̂ , ) , et les éléments de (a_,K,Hom(V/V̂ , ) . 
([24]ch.III §7 prop.7.4.). Vu la réalisation de V à l'aide d'un 1-cocycle relatif 
à valeurs dans Hom(V/V̂ ,V̂ ) qui résulte du choix d'une scission de la suite exacte 
(1), on en déduit que V provient aussi d'un G-module ; d'où l'équivalence de caté
gories entre Ext (G, fi) et Ext(g_,fi). 

§ 2 CAS DES GROUPES NILPOTENTS. 

2.1. Replaçons-nous dans la situation de la partie I (cf.introduction). Dorénavant, 
G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, (E,7i) une représentation uni
taire irréductible de G . Soit c[ un idéal de a_ contenu dans le noyau projectif de 
K (cf. partie I n 1.1.) et le noyau du caractère de Q de différentielle if (ou 
Q désigne le sous-groupe analytique de G d' algèbre de Lie q) ; noter que si 
fĵ T^ 0 n'est pas connexe, et que agit trivialement dans E . On considère 
la catégorie Ext(G/Q1,fi) obtenue en prenant pour fi l'ensemble réduit au seul 
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élément E (cf.n°l.l.), que l'on notera simplement Ext(G/Q1,E ) . 
00 1 00 

En plus des notations de l'introduction générale, on introduit celles de la 
o % A partie II , n 4.6. On note R un relèvement de A dans U , C le commutant de R dans À U j d'après le lemme 4.4.2. de la partie II, on a une décomposition : À. 

A A 
(2) Ux = RSC 

On sait d'après des résultats généraux de Gabriel (cf .[l6j, [l6']) que 
toute catégorie abélienne dont tous les objets sont de longueur finie est équiva
lente à une catégorie de modules de longueur finie (avec une condition topologique 
en général) sur un anneau topologique séparé complet convenable. Le théorème sui
vant précise cet anneau dans le cas de la catégorie Ext(G/Q ,̂E ). La démonstra
tion fait l'objet du n°2.2. 

Théorème 2.1.1. La catégorie Ext(G/Q ,̂E )̂ est équivalente à la catégorie des C-
modules de longueur finie, via l'application W —> E ® W qui à tout C-module de lon-
• — oo -A * % gueur finie W associe le U, -module E ® W (sur lequel U agit grâce a la décompo-————————————••—• "~-——-~——~——~ À ———————— co A 
sition (2)). 

Dans cet énoncé, on a utilisé la description de la catégorie Ext(G/Q.,E ) 
en termes d'algèbres de Lie (cf.n 1.3.). On remarquera que Q/Q̂  est l'unique sous-
groupe compact maximal de G/Q̂  ; donc c_ agit scalairement sur les objets de 
Ext(G/Q.,E ) par le caractère ifi (qui est justement le À servant à définir IL ) . 1 co Ici A 
Cela fait que l'on peut encore définir Ext(G/Qi,E ) comme la catégorie des espaces 
de Fréchet V munis d'une action de U par endomorphismes continus, et admettant une 
suite de composition forte V = V 3 V 3 .. . 3 V. 3 V = 0 à sous-quotients V ./V. A 
tous isomorphes à E ; comme chaque objet de Ext(G/Q4,E ) est annulé par une puis-
sance de I , on pourra de façon équivalente le considérer comme Ô -module. A > A 

Corollaire 2.Ì.2. Si 1'orbite coadjointe associée à n est de dimension maximale 
(dans g/q f| n_ , _où ri est le noyau de n dans g), la catégorie Ext (G/Q̂  ,E )̂ est équi
valente à la catégorie des g(f)/q-modules de longueur finie a sous-quotients simples  
triviaux, et __(f)/q est commutative. 

Démonstration : D'après la démonstration du cor.6.1.2 de la partie II , l'algebre 
C est dans ce cas isomorphe à une algèbre de séries formelles en d' indéterminées, 
où d' est la dimension de £(f)/q ; et d'après [13] ch.l prop.l.11.10. __(f)/q est 
commutative dans ce cas. 
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Remarque 2.1.3. On ne gagne rien en remplaçant £ = {E } par £ = {E ; E £ Ĝ } où 
désigne l'ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles de G 

où q agit par le caractère A. . En effet, d'après le th.3.1. de la partie I la caté
gorie Ext(G/Q ,£) est somme directe ©a ExtCG/Ĉ .E ) . 

2.2. Démonstration du théorème. 
Soit V un objet de Ext(G/Q1,E ). D'après la remarque 5.4.2. de la partie I 

on peut réaliser la représentation n dans un espace L (]R ) de telle sorte que 
s'identifie à l'espace A)(1R ) et A à l'algèbre de tous les opérateurs différen
tiels a coefficients polynomiaux, agissant sur ) par son action naturelle. 
D'après la partie II , prop.3.1. on a H*(A,Hom(E ,E )) =- H*(n/z,Hom(E ,E )), où n 
est l'algèbre de Heisenberg de dimension 2m+l, z_ son centre. Comme l'action de ri 
sur E correspond à une orbite hyperplane, on a Hn(n/z,Hom(E ,E )) =0 pour n > 0 
(partie II,th.2.1.1. (i) par exemple) en particulier, H (A, Hom(E ,E )) = 0 . 

co 00 
Il en résulte que sous l'action de R , V s'écrit E ® W où W est un Œ-espace 

vectoriel de dimension finie, et où R agit sur le premier facteur. Comme de plus 
Hom (E ,E ) = Œ , on a Hom (V,V) = Hom (W,W), ce qui entraîne que dans l'écriture A oo co R (L 
E ®W l'algèbre C agit sur le deuxième facteur ; en d'autres termes, W est muni 
00 

d'une structure de C-module de longueur finie. Cela montre que le foncteur 
W —*E ® W est essentiellement surjectif. 

Par le même raisonnement, on voit que si V = 0 W et V = E $ W , on a 
Hom (V,Vf) = Hom (W,W), ce qui exprime que le foncteur W_̂ E <g> W est pleinement 
fidèle, et donc finalement une équivalence de catégories (cf.n 0.3»)• 

2.3» Reformulation de la conjecture (Cg)• 

Soit U(g_(f)/q) le complété de l'algèbre enveloppante de g.(f)/q en l'idéal 
d'augmentation a_ . Alors la catégorie des g (̂f)/q-modules de longueur finie à sous-
quotients simples triviaux s'identifie à la catégorie des U(g_(f)/q)-modules de lon
gueur finie. D'après le théorème 2.1.1., il s'agit donc dans la conjecture (C^) 
convenablement modifiée pour tenir compte de l'idéal q de comparer la catégorie des 
C-modules de longueur finie et la catégorie des Vigif)/^) -modules de longueur finie. 

Lemme 2.3.1. Soit 3 (resp/V) la catégorie des C (resp. )-modules de 
longueur finie. Alors les catégories 3 et 3'^ont équivalentes si et seulement si  
les algèbres C êt U(g_(f)/q) sont isomorphes. 
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Démonstration : Soit F : 3—»£V une équivalence de catégories. Soit £, la sous-
catégorie pleine de 3, fermée des C-modules de longueur finie annulés par m 
(rappelons que m désigne l'unique idéal maximal de C), et définissons de même 3' . 
Si on note s(W) le socle d'un objet de £ (c'est-à-dire la somme de ses sous-modules 
irréductibles), et par récurrence sur n sn(W) l'image réciproque dans W du socle 
de W/s11"* (W), on voit facilement que 3 est formée des objets W tels que W = sn(W) 
(par exemple, Q,^ est la sous-catégorie des objets semisimples de(»,.). On en déduit 
que F applique (3̂  danŝ ^v 

Soit I le C-module Hom_ (C/m*1,(C), où C agit à partir de son action à droite n <C — 
sur C/mn . Comme & s'identifie à la catégorie des C/m -modules de longueur finie, — n — 
vue comme sous-catégorie de 3 , I est un objet injectif dans la catégorie ; 
avec l'injection canonique C ^1^ provenant de l'augmentation de C/m , 1̂  est une 
enveloppe injective du module trivial. 

Soit I' l'objet analogue construit dans la catégorie 3' . Lorsque n par-n 
court les entiers >1 , les F(I ) (resp.les I') forment un système inductif dans 

n n n+1 n 
(y (les inclusions proviennent des surjections canoniques C/m > C/m (resp. 
Û(g_(f)/gL)/an+1 » U(£(f)/q)/an) . Construisons un isomorphisme ((PN^N^ du système 
inductif F(I ) sur(l'). Comme I„ = C est irréductible, F(I.,) est irréductible, et n n 1 1 
comme C? a un unique objet irréductible à isomorphisme près, il y a un isomorphis
me cp- : F(I<)—V I' = (D . Supposons cp donné, et construisons (p . . En composant 

' 1 1 1 n n+i 
cp avec l'injection canonique I» .—>. I' , on obtient un diagramme : Tn n n+1 

0 F(I ) n F(In+l> 

vjgj 

d'où (p , : F(I . ) i l ' i par injectivité de I ' 4 dans . . Noter que 
Tn+1 n+1 7 n+1 * ° n+1 Mi+l ^ 

F(l ., ) est une enveloppe injective dans (V * de son socle F(I.) ; donc cp 4 est n+1 ^i+l 1 7 n+1 
injective puisque (p̂  l'est, et comme toutes les enveloppes injectives sont isomor
phes, F(Î + )̂ a même longueur que F(I^), c'est-à-dire même dimension sur Œ , ce qui 
entraine que <P ^ est un isomorphisme. 

Pour conclure, il suffit de remarquer que l'action à gauche de C/m11 sur lui-
même induit un isomorphisme de l'algèbre (C/m11)0 opposée à C/m" sur End̂ (l ). A 

— — L n 
l'aide de F et des cp on en déduit un isomorphisme de lim(C/m ) sur 

A N A — — 
1im(U(£(f)/q)/a")°, donc finalement de C sur U(£(f)/q). 

L'assertion dans l'autre sens est évidente. 
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Corollaire 2.3.2. L'assertion de la conjecture (Ĉ ) est équivalente à la suivante 

(Ĉ ) L'algèbre C est isomorphe à l'algèbre U(g(f)/q). 

Corollaire 2.3.3» L̂a conjecture (Ĉ ) implique la conjecture (C), avec conservation  
des cup-produits. 

Démons trat ion : D'après la partie II, th.5»l», on peut calculer H^(g/çi,ll/l) avec 
son cup-produit à l'aide de l'algèbre C . Il est clair que l'on calcule de même 
H (£(f)/q , Œ) à l'aide de U(g_(f)/q) ; cela revient à prendre a_ = g(f) et I = a . 
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§ 1. GENERALITES. ENONCE DES RÉSULTATS. 

Etant donné un groupe de Lie réel G , on note (V la catégorie des 
G-modules C , qu'on appellera plus brièvement G-modules ; un objet de ^ est donc 
un couple (E,n) où E est un espace vectoriel topologique complexe localement con-
vexe séparé, et x une représentation linéaire C de G dans E ; les morphismes de 
cette catégorie sont les G-morphismes, ou entrelacements linéaires continus \ on 
notera Hom (E,F) l'ensemble des G-morphismes de E dans F . Une suite exacte G 

Ui-1 Ui • •• *E. . * E. y E > 
7 !-l 7 ± 7 1+1 T 

de G-modules et G-morphismes est dite forte si elle admet une homotopie contractante, 
c'est-à-dire une suited'applications linéaires continues ŝ  : Ê  ^ Ei-1 veril>iant 

u. „ ° s . +s . „ ° u . =id^ V i . î - l i i+l i E. 
i 

Etant donné un G-module E , une suite croissante de sous-G-modules fermés 

(1.1) 0 (Z E C E C . . . (Z E . C E =E 
1 2 n-1 n 

est dite forte si chaque E. admet un supplémentaire topologique dans (et, par 
conséquent, dans E) \ i l revient au même de dire que toutes les suites exactes 

0 K E. > E. . > E. ,/E. » 0 
7 i 7 i + l 7 î + r i * 

sont fortes. 

Donnons-nous un sous-ensemble £, de (V possédant la propriété (P) suivante : 
G 

- pour tout E € & , Hom (E,E) est réduit aux opérateurs scalaires 
(P) { G 

pour E , F € e , E £ F , Hom (E,F) = 0 . 
G 

Disons qu'une suite de la forme (1.1) est une suite de Jordan-Hölder relativement à 
t si elle est forte et si chaque Ei+1/Ei est isomorphe à un élément de t ; on 
démontre (cf.[4], ch.III, corollaire 1.1.2) que deux telles suites ont même longueur 
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n et mêmes sous-quotients E¿+j/E¿ * l'ordre près ; on appellera n la longueur de 
E (relativement à fi). 

On dira qu'un G-module E est de longueur finie relativement à fi s'il admet une 
suite de Jordan-Htilder relativement à fi ; on notera Ext(G; fi) la sous-catégorie pleine 
de C formée des G-modules de longueur finie relativement à fi . Pour 
E.,...,E t fi , on notera Ext(G jE ,.. . ,E ) la sous-catégorie pleine de Ext(G;fi) l n l n 
formée des G-modules E admettant une suite de Jordan-Hëlder 

OCF.CF CI. . .CF „ C F = E 1 2 n-1 n 

telle que 

F. V F . „ E. ; 1+1 i i 

ses éléments sont appelés extensions de E. , .. . ,E 
1 n 

• 

L'objet de ce travail est l'étude des catégories du type Ext(Gjfi) dans le 
cas où G est un groupe de Lie inhomogène, c'est-à-dire un produit semi-direct 
B K A où A est un sous-groupe fermé et B un sous-groupe fermé distingué isomor
phe à un groupe IRn ; on écrit G = BA .On note 

- x un point de B , espace vectoriel dual de B ; 
o 

- X = A.x l'orbite de x sous A i 
- S le stabilisateur de x dans A ; 

- T le sous-espace vectoriel de B tangent a X en x ; 

- N l'orthogonal de T dans B ; 

- fi un ensemble de NS-modules de Fréchet ayant la propriété (P), et dans lesquels 
i<x ,n> . » o l'action de N est le caractère ni ê 

A tout E t d on associe un G-module T(E) de la façon suivante (comparer avec le 
procédé de Mackey pour construire des G-modules unitaires) : la représentation de 
NS dans E est de la forme 

i<x ,n> 
(n,s) t > e . o*(s) 

où a est une représentation de S ; on transforme E en un BS-module avec l'action 
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i<x ,b> 
(b,s)t ° . a(s) 

alors T(E) est le G-module induit au sens C par ce BS-module (voir définition ci-
dessous) . On note g l'ensemble des G-modules ainsi obtenus ; on sait que flj a 
encore la propriété (P). Le résultat principal de ce travail est le théorème suivant, 
concernant la catégorie Ext(G;g) : 

Théorème 1.1. On suppose que Tx admet un supplémentaire S - i nvar i ant dan s B ; alors 
il existe une équivalence de catégories 

T : Ext(NS ; £) » Ext(G;[p 

qui prolonge l'application T déjà définie, et qui peut être construite comme suit: 

a) On choisit un projecteur S-invariant M de B sur N ; 
b) soit E € Ext(NS y £) ; notons p la représentation de NS dans E \ on trans

forme E en un BS-module avec l'action 

i<x ,b-M(b)> 
(b,s) ^e ° .p(M(b),s) * 

alors T(E) est le G-module induit au sens C par ce BS-module ; 

c) soient E ,E € Ext(NS;&) et u € Hom (E ,E ) ; alors T(u) est l'application ————— j_ ^ — N o 1 2 • 1 
T(EX) *T(E2) définie par 

(T(u).f)(g) = u(f(g)). 

Rappelons qu'une équivalence entre deux catégories Ç et Ç,% est un foncteur 
T : <3—»£V admettant un foncteur S : —> £ , "inverse" de T en ce sens que S°T et 
T°S sont naturellement isomorphes à 1 et 1 

Corollaire 1.1. Etant donnés E, ,. . . ,E € £ , toute extension de T(E )̂, .. . ,T(E ) est • 1 n » 1 n ' 
induite par un BS-module, qui n'est pas unique en général. 

Remarque 1.1. Ces résultats subsistent sans changement si l'on remplace l'induction 
00 00 » 

au sens C par l'induction au sens C a support compact modulo le sous-groupe indui
sant ; la seconde présente sur la première l'avantage d'être plus proche de l'induc
tion au sens unitaire. 

Remarque 1.2. On peut déduire du théorème 1.1. des résultats concernant certains 
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modules de longueur infinie, à savoir ceux qui sont des limites projectives ou 
injectives de modules de longueur finie. Plus précisément, notons j.im Ext(NS;£) 
(resp. lim Ext(NS;£)) la catégorie des limites projectives (resp. inductives) 
d'objets de Ext(NS , avec des notations analogues pour G . Alors le foncteur 
T du théorème 1.1. se prolonge en une équivalence de catégories entre 
lim Ext(NS et lim Ext(G$3) ? la raison en est que T , tel qu'il est construit, 
permute aux limites projectives. Dans le cas des limites inductives, on doit rem-
placer l'induction au sens C par l'induction au sens C a support compact modulo 
le sous-groupe induisant, et on obtient une équivalence de catégories entre 
lirn̂  Ext (NS ;£) et lirn̂  Ext(Ggj ) en un sens un peu affaibli : on peut seulement affir
mer que tout objet de lin̂ (Ext(Gjfl| ) est algébriquement équivalent à un objet de la 
forme T(E) avec E t lim̂  Ext(NS;£), ce deuxième objet ayant une topologie moins fine 
que le premier. 

On examinera un peu plus en détails, au n 6.3, le cas des déformations formelles, 
qui sont en réalité des limites projectives particulières. 

*** 

Comme le montre l'énoncé même du théorème 1.1., il nous a semblé indispensable 
d'utiliser le langage des catégories (on pourra consulter à ce sujet [lOj) ; il 
nous a même fallu établir un résultat nouveau reliant les propriétés des catégories 
Ext(G « à celles des groupes Extn (voir § 2). Notre démonstration utilise d'autre 
part, de façon essentielle^les résultats de [8] sur les groupes ExtQ dans le cas 
des groupes de Lie inhomogènes ; ils sont rappelés au § 3 . Le § 4 est consacré à 
la démonstration du théorème 1.1 ; le § 5 -à divers exemples ; et le § 6 - à divers 
commentaires sur la nature du résultat obtenu, ainsi que sur ses relations avec 
d'autres théories : méthode des orbites, déformations formelles de représentations. 

Notations et conventions générales. 

a) Soient H un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie G , et E un H-module ; on 
G » note Ind E le G-module induit au sens C par E , c'est-a-dire l'ensemble des ap-

plications f £ C (G;E) vérifiant 

f(g h) = h"1 f(g) , 

muni de l'action régulière gauche de G . 
G 

On considère Ind comme un foncteur en associant a tout H-morphisme u : E > E 
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le G-morphisme u : Ind̂  E > Inau Eo défini par 
H 1 H 2 

u(f) (g) = u(f(g)) . 

b) Si E et F sont des G-modules, Hom(E,F) désigne l'espace des applications 
linéaires continues de E dans F , muni de la topologie de la convergence compacte; 
c'est un G-module pour l'action 

(g.u) (x) = gCuCg .̂x)) 

(cf._7]; définition D.9 et lemme D.14). 

c) Etant donnés deux G-modules E et F , on définit comme suit les groupes Extn(E,F): 
G 

on prend une résolution forte relativement injective de F , soit 

(par exemple la résolution standard où 

F" =Cœ(Gn+1,F)) ; 

alors Ext̂ (E,F) est le n-iéme groupe de cohomologie du complexe G 

0 »Hom (E,F°) Ĥoni (E.F1) > . . . ; 
G G 

elle est effectivement indépendante du choix de la résolution en vertu du "lemme de 
comparaison des résolutions" . 
On a en particulier 

Ext°(E,F) = Hom (E,F) . G G 

d) En particulier on définit Hn(G,E) par 

Hn(G,E) = Ext"(<E,E) G 

où Œ est muni de la représentation triviale ; on a 

H°(G,E) = EG 
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(ensemble des éléments G-invariants de E). 
On désignera toujours par [f] la classe de cohomologie d'un cocycle f . 

Rappelons ([7],ch.III prop.1.8) que si E et F sont des espaces de Fréchet, on a un 
isomorphisme naturel 

Extn(E,F) _ Hn(G,Hom(E,F)) 
G 

(qui résulte d'un isomorphisme naturel 

Hom(E,C°°(Gn+1,F),> ^ C°°(Gn+1, Hom(E,F)) ) . 

C'est la raison pour laquelle nous supposons souvent que nos G-modules sont des 
espaces de Fréchet. 

§ 2. RESULTATS SUR LA COHOMOLOGIE, LES GROUPES Ext£ ET LES CATEGORIES Ext(G;£). 

2.1. Suites exactes en petite dimension déduites de la suite spectrale de  
Hochschild-Serre. 

Considérons un G-module E et un sous-groupe fermé distingué H de G ; rappelons 
qu'on a la suite exacte 

(2.1.) o HWH.E") ^ S H ^ G . E ) RE% H^H.E)^" . 

où Inf désigne le relèvement ("inflation") des cocycles de G/H à G , et Res la res-
0 

triction de G à H (cf.[7],n III .5.2). 

D'autre part, sous certaines hypothèses que nous ne préciserons pas, on a des suites 
exactes 

0 >H2(G,E)<- >. H2(G,E) Jïfi» H2(H,E)G/H 

H2(G/H,EH) INF> H2(G,E) » H1(G/H,H1(H,E)) 
O 

(cf.£73, proposition A.6). Le lemme suivant a pour but d'expliciter ces deux suites 
exactes dans un cas particulier qui nous suffira dans la suite. 

Lemme 2.1. On suppose que H opère trivialement sur E , et que l'application 
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00 2, canonique p : G —>G/H admet une section globale C notée s . Notons H (G,E) le • o • 
noyau de l'application de restriction 

Res : H2(G,E) >H2(H,E)G/H 

Il existe une application naturelle U rendant exacte la suite suivante 

(2.2) H2(G/H,EH) Inf> H2(G,E)o-iL>H1(G/H,Hom(H,E)) 

où Hom(H ,E) désigne l'ensemble des morphismes continus de groupes de H dans E . 

Démonstration. 
2 2 a) Montrons d'abord que toutcocyclef € Z (G,E) tel que [f] € H (G ,E) est équivalent o 

à un cocyclef1 tel que ff(g^,g2) ne dépende de ĝ  que par l'intermédiaire de p(g^), 
et soit nul si ĝ  € H . 
On peut supposer que -"(ĝ .ĝ ) = O pour ĝ  € H , ĝ  6 H » -1 suffit alors de poser 

f = f + d(p 
où 

<p(g) = f(g.s(p(g))"1 , s(p(g))) . 

b) Ecrivons f au lieu de f ; posons 

F(g)(h) = f(g,g"1h g) * 

alors F(g) € Hom(H,E) et 

F 6 Z1(G/H, Hom(H,E)) ; 

la classe de F dans H*(G/H,Hom(H,E)) ne dépend que de celle de f ; on la note 
U(Cf]) . 

c) On voit immédiatement que Im Inf c Ker U ; démontrons l'inclusion inverse. Sup
posons donc F = du) avec u> € Hom(H,E), i .e. 

F(g)(h) = g.U)(g~1 h g) - w(h) y 

posons 
• (g) = U)(g.s(p(g))"1) . 
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puis 
f ' = f -dN> 

Alors f'Cg .̂g )̂ ne dépend que de p(g )̂ et P(Q2) » en effet on a facilement 

*|/(hg) - v|i(g) = w(h) 
v|/(gh) - vj/(g) = ciiCghg"1) 

d'où l'on déduit 

f(hgjL,g2) = fCgj.gg) . 

et f'(g,h) = 0 ; cette dernière relation, jointe au fait que f est un 2-cocycle , 
implique 

f9(9x,92h) - f,(g1,g2) = - 91 f»(g2,h) + f 'Cg^h) = o . 

0 n n 2.2. Premières relations entre groupes Ext et catégories Ext(Gj&). _________________________________________________ G ———————— 
Commençons par rappeler la définition des groupes Ext (A,B) à l'aide des n-exten-

sions fortes "à la Yoneda" (cf.[7], Ch.I, § 10 et 11). 

On appelle ainsi toute suite exacte forte de G-modules 

(S) O *B * E > E, > . . . » E . > A » 0 
r o 1 ' n-1 

et on note J*f(A,B) l'ensemble qu'elles forment \ écrivons une résolution forte rela-n 
tivement injective de B : 

(2.3) O > B » B ° > B1 > . . . _ > B""1 B" * . . . . ; 

le lemme de comparaison des résolutions fournit un morphisme de complexes de (S) 
dans (2.3), formé de G-morphismes 

u. : E. > B1 i 
î î 7 

alors l'élément u de Hom (A,Bn) est un n-cocycle ; si on note M (S) sa classe n G n 
[u ] € Extn(A,B), on obtient une application n G 

M : if f(A,B) » Extn(A,B) 
n n G 
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qui est surjective. De plus, pour (S), (S• ) € ^ff(A,B), on a M (S) = M (S1) si et ~~———̂ — n n n 
seulement s'il existe (Sn) 6 J5̂ A>B) et un diagramme commutatif 

(S) > (S11) « (S«) 

(cf .[ l ] , §7, n 5, théorème 1). On dit alors que (S) et (S1) sont équivalentes. 

Cas de n = 1 . 

Pour tout a € Ext^(A,B), la classe de 1-extensions associée à a est celle de G 

(2 .4) 0 kB U > B 0 A A * 0 

avec 
B® A = B 0 A en tant qu'EVT a 

g.(b,a) = (g.b + a (g.a)(g) , g.a) o 
u(b) = (b,o) 

v(b,a)= a ; 

de plus a désigne un 1- cocycle inhomogène, élément de Hom(A,C (G,B)) représentant o œ 
a \ si A est tonnelé, on peut identifier Hom(A,C (G,B)) avec C (G,Hom(A,B)) et écrire 
a (g).(g.a) au lieu de a (g.a)(g) (cf.[7j ,ch .III. prop.1.2). De plus on a le résul-o o 
tat suivant : 

Lemme 2.2. Supposons A et B éléments d'un ensemble £ ayant la propriété ( P) du 
§ 1 ; associons à tout a € Ext̂ (A,B) la classe d'équivalence de B 9 A considéré  
comme G-module et non plus comme suite exacte (2.4). On obtient une bijection de  
1'ensemble {o} U P(Ext*(A,B)) sur Ext(G;B,A), cm P(.) désigne l'espace projectif  
associé à un espace vectoriel. 

Démonstration. Notant U, V, W les représentations de G dans A,B, B3^ A , on peut 
écrire symboliquement 

W(g) = 
V(g) a (g).U(g) o 

0 U(g) 

la suite est un calcul facile. 

Remarque 2.1. Des calculs matriciels analogues dans le cas de n G-modules 
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A. , . . . ,A conduisent à se demander s'il existe une description de l'ensemble I n 1 
Ext (G ;A , . . . ,A ) en des termes faisant intervenir uniquement les espaces Ext (A.,A.) 

et les ensembles de la forme 

{(a fi) 6 Ext̂ (A ,A.) X Ext*(A .,A.) | a u P = 0) G K j G J i 

où KJ désigne le cup-produit ; la réponse est affirmative pour n = 3 • mais semble 
négative pour n ^ 4 *, on verra aux n 2.3 et 2.5 qu'il existe pourtant des relations 
étroites entre ces divers objets. 

n 2.3. Une construction d'algèbre homologique. 

Notations. On se donne deux groupes de Lie H et G , et un foncteur T : C. > 
supposé additif et fortement exact, i .e. transforment les suites exactes fortes 
en suites exactes fortes ; pour A, B t C on note T ou T l'application 

Horn (A ,B) * Horn (T(A) ,T(B)) 

définie par le foncteur. 

Construction d'applications 

T? n 5 Extn(A,B) >Extn(T(A),T(B)) 

pour n = 1,2,.... 

Considérons un élément 

(S) O y B * E % . . . y E „ > A > O 
o 7 n-1 T 

de ^f(A,B) y la suite 

(T(S)) 0 > T(B) >T(E) > . . . >T(E „) »T(A) 
' o n-1 

est un élément de ^ (T(A),T(B)) ; de plus il est clair que si deux éléments (S) et 
(S1) de if (A,B) sont équivalents, i l en est de même de (T(S)) et (T(S')) ; on en 

n 
déduit donc une application 

TA B : ExtH(A'B) >Ext̂ (T(A),T(B)) . 
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On peut donner de une autre construction utilisant les résolutions injectives : A ,B 
soit 

(BW) O ^ B ^ B° » B1 y 

une résolution forte relativement injective de B ; (T(B )) est une résolution forte 
(pas nécessairement relativement injective) de T(B) ; notons (T(B) )une résolution 
forte relativement injective de T(B) ; on a des diagrammes commutâtifs 

(S) O — B 

id 

E . o 

u 
o 

En-1" 

r 

A O 

u 
n 

r dqd 
0 B • B°. vd n 

B -

(T(S)) 0 T(B) 

id 

T(E ) o 
T(u ) o 

>T(E .) n-1 
T(u ) n-1 ^ 

T(A) 

T(u ) n 

O 

(T(B*)) O T(B) T(B°) T(Bn"1) T(Bn) 

id v 
o 

Vn-1 V 
n 

(T(B)*) O T(B) T(B)°. T(B)n"1 T(B)n. 

où (u ) et (v ) sont fournis par le lemme de comparaison \ alors l'élément de 
Ext**(A,B) correspondant à (S) est la classe [u ] de u , et l'élément de H n n 
Extn(T(A),T(B)) correspondant à (T(S)) est la classe de v ©T(u ) i autrement dit, G n n n 
pour tout couple a € Hom (A,B ) on a 

H 
(2.5) TI,B(^> = [v 0T(a)j . 

n 
Propriétés des applications . _ _ _ _ _ _ _ 

(i) Linéarité (résulte de (2.5)) 

(ii) Pour tout a € Ext*(A,B) on a 
H 

T(B e A) _ 
a 

T(B)© 
TA,B(rt) 

T(A) 

(résulte de la définition) 
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(iii) Compatibilité avec les cup-produits : pour a € Ext̂ (A,B) , p* € Extq(B,C) , 
p,q a O , on a TP^(P „ a) = T J } ^ ) u T*>B(«> 

(Pour p,q ^ 1 , i l s'agit de la composition des n-extensions ; si p = O ou q = O , e il s'agit du pull-back ou du push-out, voir [7j , ch.I, n 11.3). 

(iv) Compatibilité avec les suites exactes longues de cohomologie : pour tout 
A € (3- et toute suite exacte forte de H-modules : H 

(2.6) 0 ^ B » B » > B" > o , 

le diagramme suivant est commutâtif : 

• Extn(A,B) n 

A ,B 

(Extn(A ,B») H 

Tn 
A ,B1 

Ext"(A ,B") 

n T A,B» 

Ext"+1(A,B) n 

T 
A,B 

• Extn(T(A) ,T(B)). Ext"(T(A) ,T(B')). G ,Extn(T(A),T(B»)) G 
• Extn+1(T(A),T(B)> G 

(il suffit de le voir au niveau des homomorphismes de liaison %n et 6° \ pour cela, 
1 n notons 5 la classe de (2.6) dans Ext (B",B) $ pour tout a 6 Ext (A,Bfl), on a H H 

dn(«) = I u a 

Extn(T(A),T(B»)) Extn(T(A),T(B»)) 

Extn(T(A),T(B»)) 

(v) Résultat analogue dans la situation B € Q, et 
H 

O y A y A • > A" > O . 

(vi) Si T est un foncteur composé 

V U 
\—>^—>\ 

on a 
n _ n n 
A,B " V(A),V(B) ° VA,B * 
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n 1.4. Cas où T est le foncteur "induction" . 

On suppose tous les H-modules et G-modules de Fréchet ; H est un sous-groupe de G ; 
oo G » pour tout H-module C A , T(A) = Ind̂  A est le G-module induit par A au sens C 

(voir définition au § 1). 

Notons G l'algèbre des fonctions C complexes sur X = G/H ; Q opère dans T(A) 
par une représentation V : 

(V(cp).f)(g) = <p(p(g)) .f(g) 

où p est l'application canonique G \ X . On a 

g.V(cp) .g"1 = V(g.<p) 

où 

(g.cp) (x) = ifig'1 .x) 

("système d'imprimitivité"). 

Considérons A et B 6 ^ ; définissons une application linéaire 

A : Ind̂ (Hom(A,B)) Ĥom̂ (T(A) ,T(B) ) 

par 

AW(f)(g) = *(g) .f(g) 

pour *l> € Ind̂ (Hom(A,B)) , f € T(A) , g € G . 

Alors A est un isomorphisme de G-modules ; on en déduit des isomorphismes en coho-
mologie 

A" = Hn(G,Ind2(Hom(A,B))) »Hn(G,Hom.(T(A),T(B)>) . 
H ex 

On a d'autre part des isomorphismes de Shapiro 

Sn : Hn(G,Ind̂ (Hom(A,B))) > Hn(H ,Hom(A ,B)) 
H 

définis, au niveau des cocycles, par 

(SnF) (h,,. . . ,h ) = F(h,,...,h ) (1) . 1 n l n 
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On a enfin une injection 

i : HomA(T(A) ,T(B)) ^HOB(T(A) ,T(B) ) 

qui définit des applications in en cohomologie. 

G 
Lemme 2.3. Le foncteur T = Ind̂  est fortement exact ^ de plus les applications n 0 T. „ du n 2.3 sont données par A ,B •— • -

(2.7) TA,B = 1 °A *{S } • 

Démonstration : 
a) Il existe 

- un recouvrement ouvert localement fini (.U. ).,-,. de X 
i ici 

- pour tout i t I , une section C o; pour l'application p au-dessus de U 
- une partition C°° de l'unité (a ) subordonnée au recouvrement (U.). 

i 1 
b) Montrons que T est fortement exact. Soit 

u u n-1 n 
* n-1* s n ^ s . n+1 * n n+1 

une suite exacte forte de H-modules (les u sont des H-morphismes, les s sont des 
n n 

applications linéaires continues, et on a 

u .os + s ©u = id4 ) . n-1 n n+1 n A n 

Il suffit alors de définir 

Un-1 Un 
f = ± T ( A .)< > T(A ) c * T (A Jê=Z? v n-1 *~ n _ n+1 T s 4 n n+1 

par 
u (f)(g) = u .f(g) n n 

(2.8) s (f)(g) = E a.(p(g)).r.(g"1).s .r.(g"1)"1.f(g) n . i i n i 1 

où 

гЛд"1) = g"1. 0.(р(д)). 
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c) Démontrons (2.7). Reprenons la deuxième construction du n 2.3 en prenant pour 
(B ) et (T(B)*) les résolutions standard 

(B*) 0 >B ^ C°°(H ,B) > C°°(H2,B) » 

(T(B)*) 0 >T(B)_>Cœ(G,T(B))--->C00(G2,T(B)) » ; 

calculons v en appliquant le lemme de comparaison des resolutions a l'homotopie 
contractante s de (T(B )) déduite selon (2.8) de l'homotopie contractante standard 

•M* 
de (B ) , et à la formule (1.11) de [7], ch.III , donnant 1 »injectivité de 
C°°(Gn+ ,T(B)) ; on obtient 
(v f)(g , . . . ,g )(g) = X a. (pig^g)) cr. (p(g"1g)). n o n . 1 o i n 1 . . . . ,1 o n o n 

f(g)(r. (g^g ) , . . . , r . (g"1g )) 1 o i n o n 

Cela signifie que l'application T est donnée, au niveau des cocycles homogènes, 
A ,B 

par 
l " > ) ( 9 „ 9)(f)(g) = ) a (p(g'lg)) . . .a. (pig^g)) 
A , B o n . 1 0 i n 1 , . . . ,1 

o n W(r. (g^g ) , . . . , r . (g^g )) .f(g) 1 o i n o n 
pour u € Zn(H,Hom(A,B)) , f € T(A) . 

Il suffit maintenant de comparer cette formule avec la formule (4.13) de [7].ch.III. 

e 
n 2.5 Un résultat sur les équivalences de catégories. 

0 n Notations. On reprend les notations du n 2.3 en ce qui concerne H, G, T, ^ ; on 
se donne en outre un sous-ensemble 6- de C- ayant la propriété (P) du § 1 , et on 
définit la catégorie Ext(H»£) comme au § 1 .On pose = T(£) C 3^ et on suppose  
qu'il a aussi la propriété (P) ; comme T est fortement exact, on a 

T(Ext (H »£) ) c Ext(GkJ) . 

La proposition 2.1. ci-dessous donne une condition suffisante pour que T induise 
une équivalence de catégories de Ext(H;£) sur Ext(Ĝ J$ )̂  la définition des équiva
lences de catégories a été rappelée au § 1 ; remarquons que le foncteur inverse S 
est automatiquement fortement exact, parce que toutes les suites exactes dans 
Ext(H;£) et Ext(G;3) sont fortes ([4],ch.III, 1.2.4) ; rappelons aussi que dire que 
T induit une équivalence de catégories de Ext(H;£) sur Ext(G;Jj) équivaut à dire que 
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(i) T _ est bijectif pour A, B Ext(Hv&) 

(ii) tout objet de Ext(G ĝ) est isomorphe à un objet de la forme T(A) avec 
A t Ext(H;£) ( c f . C l o ] , § IV.4, thm.l) . 

Remarque 2.2. Considérons A, B £ & ; Ext̂ (A,B) est le groupe Extn(A,B) relatif 
à la catégorie C, ; lorsque n = 1 , c'est aussi le groupe Extn(A,B) relatif à la 

catégorie Ext(H;£), car si on a une suite exacte forte 

0 > B > E > A y O , 

i l est clair que E € Ext(H;&) ; on peut donc écrire 

E x t J u . B ) =totJXT(HIW(AFB) . 

De même prenons A, B, C € & et considérons l'application cup-produit 

Ext*(B,C) x ExtÌ(A,B) > Ext̂ (A,C) ; 
H H H 

son noyau (image réciproque de 0) est le même que celui de l'application analogue 

ErtL<HJ«(B'c) x ^ L o W * ' 1 » ^ E x t L t ( H i e ) ( A ' c ) • 

En effet prenons 

a € Ext*(A,B) , f> € Ext̂ (B.C) H H 

et représentons (3 par une suite exacte forte 

u v O > C ^ E > B y 0 ; 

i l en résulte une suite exacte de cohomologie 

1 1 1 
E*t¿(A,C) —^ Ext* (A,E) Ext̂ A.B) Ì * Ext̂ (A,C) 

n ti H n 
et on a 

ò1(«) = £ o a ; 

donc P u a est nul si et seulement si a t Ira v* , et ceci ne dépend pas du choix 
de la catégorie ou Ext(H;£). 
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Proposition 2.1. On suppose que pour A, B € g. , T est bijectif pour n = 0,1 , et "—————————— A ,B 
injectif pour n = 2 ; alors T induit une équivalence de catégories de Ext(H f̂i) sur 
Ext(G£) . 

Démonstration : 

a) Montrons d'abord que l'hypothèse faite sur est encore vraie pour 
A, B £ Ext(H;ô). On procède par récurrence sur les longueurs de A et B , notées 
4(A) et 4(B) ; montrons par exemple que si elle est vraie pour 4(B) < n , elle l'est 
encore pour 4(B) = n . On a une suite exacte forte 

O > B' y B y B" * o 

avec B' , B" € Ext(H;£) , 4(B') < n , 4(B") < n ; 
o 

d'où un diagramme commutatif (cf.n 2.3, propriété (iv)) 

O Ext°(A,B») H Ext°(A,B) 

T° A ,B' 
T° A,B 

Ext̂ (A,B) H 

T2 
A ,B 

Ext̂ (A,B») 
H 

x2 
A,B" 

O Ext°(T(A),T(B')) G ,Ext°(T(A) ,T(B))-G • Ext2(T(A) ,T(B)) G Ext2(T(A),T(B»)). G 

Par hypothèse de récurrence, fî| et B,( sont bijectifs pour n = 0,1 , et in-
jectifs pour n = 2 , et on doit démontrer la même chose pour T - ce qui est un 
exercice facile de "diagram chasing" . On remarquera que l'hypothèse "T̂  ^ injectif" 
n'intervient qu'ici, pour faire la récurrence. 

b) Le fait que T° _ est bijectif pour A,B € Ext(H;£) résulte de a). 
A,B 

c) Reste à voir que tout objet U de Ext(G;g) est isomorphe à un objet T(A) avec 
A € Ext(H;&) ; on procède par récurrence sur J&(U) ; on peut écrire 

U = U» 9Q U" P 

avec U' , U" € Ext(G;g) , 4(U') < ¿(U), J&(U") < &(V) , 0 6 Ext*(U",U') ; par hypothè
se de récurrence on peut écrire U' = T(A'), U" = T(A") avec A' , A" £ Ext(H;&) \ 
d'après a) on peut écrire 0 = , avec a € Ext*(A",A') ; alors la propriété o A',A" H 
(ii) du n 2.3 montre que 

U ^ T(A' 9 A") . a 
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Remarque 2.3 » La proposition 2.1. ne donne pas de condition nécessaire pour 
l'existence d'une équivalence de catégories entre Ext(Hjft) et Ext(Gjflj) » supposons 
qu'il en existe une, soit U \ alors U définit des applications 

UA,B : E s t L t ( H l e ) ( À ' B ) — * t e t L t ( G , g ) ( u ( A ) ' u ( B ) ) 

qui sont bijectives et compatibles avec les cup-produits ; la remarque 2.2. montre 
alors qu'il existe des applications 

Uî xx 1 Ext̂ (A,B) > Ext*(U(A) ,U(B)) 
A ,t> H G 

qui sont bijectives et respectent la nullité des cup-produits. 

§ 3 . PROPRIETES DES GROUPES Extn POUR LES GROUPES DE LIE INHOMOGENES. 

n 3.1. Notations (voir aussi [8]), 

On reprend celles du § 1 en ce qui concerne G=BA,x ,X=A.x , S , T , 
N . En outre on désigne par 
- le sous-espace vectoriel de B tangent a X en un point quelconque x ; 

- Nx l'orthogonal de dans B ; 

- 3 (resp./3 ) l'espace fibre trivial de base X et de fibre #(respi? ) ; 

- ^ l'espace fibre tangent à X , sous-espace fibre de ; 

- OP le sous-espace fibre de 3 , orthogonal à \ 

- pour i = 1,2, (Ê >oO un S-module ; 

- (Ê  ,pi> le BS-module défini par 

Pi(b,s) = e ° . o\(s) ; 

- (F.,7T.) le G- module induit par (E.,p.) \ 
i l i i 

- £. l'espace fibre vectoriel de base X associé au S-fibré principal A —> X et 
au S-module E. i F. s'identifie à l'espace T(t.) des sections C de t. avec i l i i 
1'action de G : 

i<x,b> 
U.(b,a) ,f)(x) =e .a.f(a .x) 

- E le S-module Hom(E, ,E ) : 
1 2 
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- £ le fibre vectoriel JComCc^ ,&2> ; 

- K le G-module Hom(F̂  fF^) avec représentation notée K ; 

l'ensemble des éléments B-invariants de K y i l s'identifie à r(£) avec l'action 
de G : 

(*(b,a),f)(x) = a.fCa^.x) ; 

On sait, d'après Ci3]> que la suite spectrale de Hochschild-Serre 

EPQ = HP(A ,HqC9fK!) ) = > H*(G #) 

s'écrit ici 

EPQ = HP(S,Hom(AqN,E)) = ^ H*(G ,K) * 

cela signifie qu'on a des isomorphismes 

WPq : HP(A ,Hq(B JQ) ) > HP(S,Hom(AqN,E)) ; 

nous n'utiliserons ici que quelques renseignements très partiels concernant ces 
pq ° isomorphismes ¥ ; i ls sont donnes aux n 3.2. et 3.3. 

On notera i l'injection > JC ; elle définit en cohomologie des applications 

i" : Hn(Ĝ CB) > Hn(Ĝ C) 

±1 : Hn(B,KB) >Hn(B^) 

iPq : HPlk9H*(Bj?)) ^ HP(A,Hq(B )̂) . 
0 1 1 n 3.2. Propriétés de H (B,K:) et H (G }Q . 

a) En ce qui concerne H*(B ̂ C) , on démontre ce qui suit (cf.[8j, §4) : soit $ un 
élément de Z1 (B Ĉ6) = HomCB̂ C8) „ r(W>m(#,£) ) ; alors i°$ est un cobord dans JC 
si et seulement si §(b)(x) est nul dès que b € N ; de plus î  est surjectif ; on 

x B 
a donc un isomorphisme 

H^Bff) > r6Com(jP,&)) . 
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Mais le second membre est le A-module induit par le S-module Hom(N.E) j on a donc, 
pour tout p , un isomorphisme de Shapiro 

WP>1 : HP(A,H1(B^C))_-> HP(S,Hom(N,E)) -, 

de plus WP,*0 i P , i est donné par A ,B 

(3.1) WP'l(iJ^W)(s1 , . . . , s )(n) =^(Sl, . . . ,s )<n)(x ) 
A ,d 1 P 1 P O 

pour tout Y € ZP(A,Hom(B 

b) Considérons le diagramme 
H1 (GßC) 

Res6 B H1(BFK!)A 

.1 .1 
XB 

Ĥ Ĝ C8) 
ResG B qsdd dqs 

vd x 

H1(BS,E) 

NS 

H1(NS,E) 
„ NS 

N Honig (N ,E) 

„ B 
N 

wo1 

G , 1 ou Res désigne la restriction de G a B , etc. ; et S 11 isomorphisme de Shapiro: B G 

(S**) (b,s) = v|>(b,s)(x ) G o V Y € Z1(Ĝ <3) 

Ce diagramme est commutâtif en vertu de (3.1.) . 

c) Considérons le diagramme 
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H^G )̂ 

H2(B; EQD A d 

.1 

H2(B; 

(3 .3) 

dd 

1 * 
H (S,E) 

id 

1 * 
H (S,E) 

BS 
Infs 

Infs 

• i 

H1(BS,E) 

NS 

1 ^ 
H (NS,E) 

où Inf désigne le relèvement ("inflation") de A à G , etc. . . : et S l'isomor-A A 

phisme de Shapiro. On voit immédiatement que ce diagramme est commutatif. 

n°3.3. Propriétés de H2(B;K) et H2(G ,£) . 

Lemme 3.1. Soit 

$ € Hom( <g>n B , JC8) c ZN(B,rCB) 
tel que $(b-,...,b )(x) soit nul dès que b. £ N . Alors i°$ est un cobord 1' n — 1 x 

dans K . 

Démonstration. 
a) Rappelons que io$ est défini par 
(3.4) (io$)(b1 , . . . ,b )(f)(x) = §(b. , . . . ,b )(x)(f(x)) Vf £ TCO • I n l n 1 

Notons 
P : B * B/N „ T 

X T x x 

l'application canonique ; 

P : B —^ B/jC „ t p * 

l'application définie par l'ensemble des P̂  ; 
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Q : rÖCornĈ .*® V V * ~ yHom(r(^® , r(e2>) 

l'application définie par 

Q(F)(g) = F(x)(g(x)) 

pour F € r(Kom(^* 8> t ^ ) et g € r(-(£*8 ^ . 

Notons enfin 

7 € HomCrC )̂, rct£* ® fcj)) 

une connexion sur le fibre £̂  . 

Définissons 

$ € Hom(<8> B , 

par 

$X(b , . . . ,b ) = $(b ,b , . . . ,b ) , 
1 n n i n-l 

puis 

S11 t HomC®11"1 B , HomCBjJC8)) 

par 
$li(b1,...,bn_1)(b) = $1(b1,...,bn_1,b) . 

L'espace HoraCB̂ C8) s'identifie à f CKom09;Kom(&,£)) , et $X1 à un élément 
1 2 

iin 6 Hoid(®n"1B,rOCom(,9̂ Com(ei,e2)))) 

• ili(b1 b .)(x)(b) = |U(b ......b )(b)(x) ; 
1 n-1 1 n-l 

comme ceci est nul dès que b 6 N̂  , i l existe un unique élément 

$1V € Homtê B^OComtB/cjP ^ r a ^ , £ j )) ) 
1 2 

tel que 
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$iv(b.,...,b )(x) (P (b)) = *iii(b1 , . . . ,b .)(x)(b) . 1 n-1 x 1 n-1 

Comme 

KomCB/cJlP^m^,^)) „ 3Com( $ <8> t ,&2> , 

$1V définit un élément 

$v € HomC®11"̂ , r(^om(^(8) ^,1 ))) ; 

on a 

(3.5) «V(blf...fb 1)(x)(P (b)® S) = $(b,b ,b )(x)(S) 
1 n-l x 1 n-1 

pour tout % £ Ô 
1 ,x 

Composant § avec Q , on obtient 

$vi € Hom^^B.HoraCrC^W^, Ti^))) -, 

enfin composant §V1 avec V on obtient 

$vii € HomC®11"̂ )̂ i 

on a 

(3.6) $vii(b1 , . . . ,b .MfHx) = *V(blf...,b 1)(x)(Vf(x)) . 
1 n—1 1 n—x 

b) On va montrer que io$ est le cobord de i.$ (ici i 1) . Pour cela pre
nons f € rC^) et posons 

A = d$Vii(b1,...,bn)(f)(x). 

Comme $V11 est multilinéaire, on a 

d$vii(b. , . . . ,b ) = U(b1)-i).«vii(b , . . . ,b ) , 
1 n 1 £ n 

d'où 
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i<b ,x> .. -i<b ,.> 
A = e .§V11(b2,...,bn)(e 1 f) (x) - $V11 (b2,.. . ,10 (f ) (x) ; 

d'après (3.6) : 
i<b ,x> -i<b ,.> 

A = e .§ (b2,...,bn)(x) ( 7 (e 1 .f)(x)) -* <l>2,. . . .b^ ( f ) (x) . 

Comme V est une connexion, on a 

-i<b1,.> -i<b ,.> -i<b ,x> 
V (e .f)(x) = d.e 1 (x) ® f(x) + e 1 7 f(x) 

-i<b ,x> 
= e 1 .(-iPx(b1)®f(x) + Vf(x)) 

d'où 

A = -i.$V(b2,...,bn)(x)(Px(bl) ® f(x)) . 

D'après (3.5) 

A = - i.$(b1,...,bn)(x)(f(x)) -, 

enfin (3.4) termine la démonstration. 

2 B Lemme 3.2. Soit $ € Hom(A B,ft ) tel que §(b ,b ) (x) soit nul dès que b et b —————— 1 2 1 2 
appartiennent à N . Alors i«$ est un cobord. x ' 

Démonstration. On peut écrire 

$ = $x + §2 
avec 

$1 ' $2 ^ Hom(<8>2B#B) 

$1(b1,b2)(x) = 0 dès que ^ t 

§ (b ,b )(x) = O dès que b € N -, 2 1 2 2 X 

posons 
$1(b1,b2)(x) erz $1(b1,b2)(x) 

$1(b1,b2)(x) rzd 
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^ , étant symétrique, est un cobord (celui de l'application b « •̂ •vl/(b,b)) y le 
lemme 3.1. montre que i©$1 et i©$ sont des cobords, i l en est donc de même de 

i o ^ ê  

Lemme 3 »3» Il existe une application V rendant commutatif le diagramme suivant : 

H2(B^)A 
.2 
*B H2(B^)A 

N V 

* , 2 ' 
Homg(A N,E) 

2 
Démonstration. Le lemme 3.2 affirme que i se factorise comme suit : 

r(Kom(A2^,£)) H2(B,KY 

.2 
H2(BJJC) 

Res 

fCKx>m(A^JP,£)) 

i l suffit ensuite de considérer les éléments A-invariants. 

0.2 
Remarque 3.1. L'application V est en realite l'inverse de 1'isomorphisme W 

o 
mentionné au n 3.1. 

Corollaire 3.1. Le diagramme suivant est commutatif : 

(3.7) 

H2(G^C) 

G Res„ B H2(B;K)A 

.2 
XG 

H2(G^CB) 

„ G 
B H2(BACB)A 

.2 

sdddD 

2 * 
H (BS,E) 

ReSNS 

H (NS ,E) . 

DQF 
Homs(A N,E) 

ResS 

V 

238 



REPRÉSENTATIONS DE LONGUEUR FINIE 

n 3.4. Autres propriétés des groupes Ext" . 

Dans ce n on suppose que TXq admet un supplémentaire S-invariant dans B ; on choi
sit un projecteur S-invariant TT de B sur N ; l'application 

BS 3 (b,s)| »(rr(b),s) € NS 

est un morphisme de groupes ; i l en résulte des applications 

nn : Hn(NS,E) > Hn(BS,E) ; 

on a immédiatement 

(3 .8) Res°! o TTn = id 
No 

Enfin on pose 

n .n , nN-l n T = i ° (S ) on G G 

application de H (NS,E) dans H (G,K). 

n Proposition 3.1. L'application T est bijective pour n = 0,1 et injective pour 
n = 2 . 

(On peut en fait démontrer, en utilisant [3]» que Tn est bijective pour tout n ^ 0), 

Démonstration : o o 
a) Bijectivite de T : n est bijective puisque, B operant trivialement dans E , on 

H°(NS,E) =H°(BS,E) = H°(S,E) ; 

. oN-1 o . (S ) et 1 le sont trivialement. G G 

b) Bijectivite de . La commutativité des diagrammes (3.2) et (3.3) et la formule 
(3.8) entraînant la commutativité du diagramme suivant 
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H1(GJ5C) 
„ G Res B H1(B^)A 

.1 .1 
XB 

H2(B; RHN H2(B; I 
H^G^) 

„ G 
B H2(B; 

H2(B; 

H1(S,E) 
BS M , 

H2(B; 

H1(BS,E) 

„ B 
N 

id 

1, 1 x H (S,E) 
Infs 

1 
TT 

1 1 
H (NS,E) 

_ NS 
N Homs(N,E) -, 

d H2(B; 

il en résulte que 

Ker T1 Œ Ker Reŝ TS = Im Inf̂ S \ N S 

1 1 G 1 • injectivité de T résulte alors de celle de i0 olnf, , G A 

Surjectivité de T1 : soit 5 f. (G £C) * comme Reŝ S est surjectif i l existe 

a € H1(NS,E) tel que 

Reŝ (S) = (W°1)"1(Reŝ S(a)) = Reŝ T1 (a) ) ; 

alors 

I - T1(a) £ Ker Reŝ  = Ira(i* ° Inf̂ ) 

= Im(T o Inf ) . 

2 
c) Injectivité de T . La commutativité du diagramme (3 .7) et la formule (3 .8) 
entraînent la commutativité du diagramme suivant : 
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H2(G;$O 
Reŝ  B >H2(B,K)A 

.2 

H2 (G y?) 
Res« B 

.2 

H2(B,ICB)A 

QDF 

H (BS,E) 

2 
TT 

H2(NS,E) H T 

0 B 
N 

Homs(A2N,E) -, 

D 

celle-ci entraine l1existence du diagramme suivant : 

H2(G;K:) 
o 

H1 (A .H^BJO) 

.2 
LG 

.11 
XAB 

H2(A,'VCB) 

.11 
XAB 

H2(S,E) 

id 

H2(S,E) 

.11 
XAB 

lnfs 

QFQDF 
H2(6,'ÏCB)o 

.11 
XAB 

H2(BS,E) 
o 

2 
TT 

2 H (NS.E) -o 

.11 
XAB 

»NS 

, H V . J A B , * * ) ) 

SN 

1 ^ 
H (S,Hom(N,E)i 

.11 
XAB 

où les indices o et les applications , ont le sens indiqué au lemme 2 . 1 ; 
on vérifie aisément que ce diagramme est commutatif. 
D'autre part la démonstration du lemme 2 . 1 . entraine facilement que 

Ker i2 c K«r(iJJ.U6) ; 

donc 
Ker T2 C Ker = Im InfgS ; 
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enfin iç « InfA est injectif, car son noyau est l'image de l'application 

$1(b1,b2)(x) $1(b1,b2)(x) tzakm m 

mais cette application est ici nulle parce que admet un supplémentaire 
S-invariant ([8], corollaire 7.1.). ° 

§ 4. DEMONSTRATION DU THÉORÈME 1.1. 

Le foncteur T , défini au théorème 1.1 sur la catégorie Ext(NS;£), peut être pro
longé en un foncteur de dans C défini de la même facon ; c'est un foncteur 
composé 

U V 
T 1 N̂S > > 

où V = Ind̂ L et où U associe à tout NS-module (E,P) le BS-module (E,T) avec BS 
i<x ,b-Tl(b)> 

T(b,s) = e ° .p(n(b) ,s) . 

On va appliquer la proposition 2.1 ; tout d'abord T est fortement exact parce que 
U et V le sont (U l'est trivialement, et V- en vertu du du lemme 2.3) ; on doit 
montrer que pour E ,E £ & , T" est bijectif pour n =0,1 et injectif pour 1 2 EX,E2 
n = 2 ; cela résultera de la proposition 3.1 si on montre que T_ _ coincide avec 

1' 2 
ce qu'on a noté T au n 3.4. Or, d'après la propriété (Vi) du n 2.3, on a 

T" = v11 .u11 
VE2 "<V'U(V E1'E2 ' 

le lemme 2.3 montre que 

n .n n ,„n -1 irn T = i o A 0(S ) ° U i 
E1,E2 E1,E2 

l'espace Hom (T(E ) ,T(E ) ) et l'application A° O (S") * du lemme 2.3 ne sont autres CZ 1 2 
que l'espace et l'application (S ) de la proposition 3.1 ; reste à voir que 
Un = TTn - ce qui est facile en reprenant la deuxième construction du n 2.3 avec 

=C°((NS)n+1 , Ea) 
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U(E2)n = C°°((BS)n+1 , U(E2)) . 

§ 5. Exemples. 
e 

n 5.1. Groupes de Poincaré généralisés. 
Prenons A = SO (m,n), avec m £ n , opérant naturellement dans B = ]Rm+n \ 

identifions B a B avec la dualité 

, 1 1 m m . m+1 m+1 m+n m+n <b,x> = b x +...+b x -b x - . . . - b x 

it Prenons dans B un point x tel que o 

< x , x > / 0 ; 
o o 

alors T est l'ensemble des x vérifiant x o 

< x , x > = O ; 
o 

il admet un supplémentaire S-invariant, à savoir ^»xo \ N est de dimension 1 avec 
action triviale de S \ S est isomorphe à SO (m-1,n) ou SO (m,n-l), donc est semi-

o o 
simple ou isomorphe à JR (ceci dans le cas où n = 1, n = 2 , x = (0,0,1)). 

o 
Prenons pour & l'ensemble des NS-modules de la forme (Efi ) avec 

i<x ,n> 
p(n,s) = e .a(s) 

où o* est une représentation irréductible de dimension finie de S ; & a bien la 
propriété ( P) du § 1 . Prenons E1 ,E € & et posons E = Hom(E ,E ) ; la suite spectra-

o 2 1 2 
le du n 3.1 se simplifie : 

EPq = HP(S,Hom(A<1N,E)) 

HP(S,E) pour q = 0,1 
0 pour q 2» 2 

donc 
a) si S est semi-simple, on a 

1 si p = 0 ; q = 0,1 ; Ê  „ 
dim EPq ' 2 

O dans tous les autres cas 
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dira Ext̂ (F1,F2) = 
1 si n = 0,1 i E. ^ E ' 7 1 2 

0 dans tous les autres cas. 

On déduit de là, par des arguments classiques de théorie des représentations, qu'un 
objet indécomposable de la catégorie Ext(G^) a nécessairement tous ses sous-quo
tients simples isomorphes à un même élément de ^ (noté (F ,7t ) ) , et qu'il y en a un 

o o 
et un seul ayant une longueur donnée i ; sa description matricielle est la suivante: 

*<g) = 

j *o(g> *12(g).K0(g> «li(fl>-Vo) 

o 

o 

n (g) o ••«2*<0>-*o<9) 

O *"(g> o 

où a. . est l'opérateur dans F défini par 

(a (b,a).f)(x) <b.x>j-A 
(j-i)l 

.f(x) 

b) si S ^ JR , on a 

dim Ê q = 2 

1 s i p = 0 , l;q =0,1; E ^ E 2 

O dans tous les autres cas 

dira Ext̂ (F1,F2) = 
' 1 si n = 0,2 ; Ex ^ E2 

2 si n = 1 E ^ E 1 2 
, 0 dans tous les autres cas. 

Le théorème 1.1. affirme ce qui suit : notons (E. ,p ) , avec A € Œ , le NS-module 
A À 

irréductible défini par Ê  = Œ et 

PA(n,s) = 
i<x ,n> + As 

* ° ; 

£̂  le sous-ensemble de t réduit à Ê  ; 3^ 1© sous-ensemble (réduit à un élément) 
de F qui correspond à tly ; alors tout objet de Ext(Gçj) est somme directe d'objets 
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des divers Ext(G»3̂ ) » de Plus chaque catégorie Ext(G;3̂ ) est équivalente à celle 
des ]R2 -modules de longueur finie à sous-quotients simples tous isomorphes à , 
ou encore à sous-quotients simples triviaux. 

Remarque 5 » 1 • Dans le cas où le point choisi vérifie < x̂  , x̂  > = 0 , la 
situation est beaucoup plus compliquée \ prenons par exemple m = 1 , n = 3 » 
x = (1,0,0,1), O triviale ; la représentation de G obtenue est la représentation o 
dite de masse nulle et d'hélicité nulle ; le corollaire 1.1 est un défaut, car 
l'application i* du n 3.4 n'est pas surjective (on a donné dans [8], § 10 un 
élément de Z (G ̂ C) qui opère non par multiplication, mais au moyen d'un operateur 
différentiel d'ordre 1). On ignore si les catégories Ext(NS;fi) et Ext(G-,<3) sont ou 
non équivalentes. 

° m n 5.2. Groupe affine de JR 

On prend A = GL(m,]R) opérant naturellement dans B = IR™1 ; on note G le groupe 
BA obtenu . Il y a deux orbites de A dans B : [0} et JR \ [0j ; la seconde contient 
le point x = (1,0,...,O) dont le stabilisateur S est isomorphe à G . : de plus o m-1 
N = 0 . Lorsque m = 1, S est trivial ; par récurrence sur m , on voit que G admet 
une représentation particulière, qu'on note (E ,TC ) (du point de vue de la "méthode 
des orbites", elle correspond à l'unique orbite coadjointe de dimension dim G ) . 
Prenons pour fi l'ensemble réduit au NS-module Ê  ^ \ alors £f est l'ensemble 
réduit à E ; comme N = O la suite spectrale du n°3.1 montre que m 

(Em>Em) ~ EXTP (Em 1 »e« 1} = 0 P°Ur 11 * 1 * G m m G „ m-1 m-1 

il en résulte que tout élément de la catégorie Ext(G ;pp est un multiple de E 

n 5.3. Groupe de Heisenberg. 
On prend A = JR opérant dans B = JR par 

rdd 
• ( i ï ) • 

et x = (0,1) i alors о 1 7 

Tx = {x = ( x V ) I x2 = 0} 
S = {1} 
N = {b = (b1,!.2) I b1 = 0} „ К . 

О 
Même conclusion qu'a l'exemple du n 5.1. 
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o 
n 5.4. Groupe nilpotent G . 2 3 On prend A = ]R opérant dans B = ]R par 

a = (a ,a ) j. 

1 0 0 
1 

a 
1 0 

1, 1.2 
, i ( a ) 

1 
a 

1 

4 

* S , , X 
on identifie B a B avec la dualité usuelle ; on prend x = (0,1,0) \ alors 

o 
\ = [x|x2 = x3 = 0} 

S = {a|aA = 0} ^ ]R 

N = {b|bX = 0} ^ 1R2 -, 

3 l'action de S sur N est triviale, donc NS ^ ]R .On voit facilement que T 7 x 
o 

n'admet pas de supplémentaire S-invariant dans B 
Prenons pour t l'ensemble réduit au NS-module (E ,p) avec E = Œ et 

o o i<x ,n> 
p(n,s) = e ° ; 

E 
la suite spectrale du n 3»1« montre que, pour K = Hom(F̂ ,F̂ ), Ê  = Ê  = Ê  : 

dim Hn(G,K) = dim Hn(NS,Œ) = (̂ ) ; 

en particulier 

dim HA(Ĝ C)= dim H1(NS,Œ) = 3 * 

mais il n*existe pas d1isomorphisme de HX(NS,Œ) sur HX(Ĝ C) respectant la nullité 
Hr x 3 1 des cup-produits (H (NS ,<C) est l'algèbre extérieure de TR , tandis que H (Ĝ K!) 

contient un élément de carré non nul) \ la remarque 2.3 montre que les catégories 
Ext(NS;&) e_t Ext(G${$) ne sont pas équivalentes. 
Noter que d'après [4] les résultats de nos n 5.3 et 5^4. restent valables en rem-
plaçant les G-modules induits au sens C par les G-modules C associes aux G-modules 
induits au sens unitaire. 
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§ 6 . REMARQUES ET GENERALISATIONS DIVERSES. 
0 

n 6.1. Commentaires sur le choix des groupes et des représentations. 
Nous avons choisi d'étudier la classe des groupes de Lie inhomogènes, 

pour une grande part, à cause de leur importance en Physique Théorique (groupes de 
déplacements, groupes de Poincaré, de Galilée,....) ; ici comme dans [8] nous 
avons cherché une théorie rendant compte des travaux de G. Rideau sur le groupe de 
Poincaré usuel. De plus, comme le montrent d'autres travaux contenus dans la même 
fascicule, les résultats obtenus dans ce cadre sont étonnamment voisins d'autres, 
valables dans d'autres situations (groupes de Lie semi-simples ou nilpotents). 

Nous avons remplacé les représentations induites au sens unitaire par des 
00 

représentations induites au sens C ; l'expérience montre en effet que les groupes 
Ext" entre représentations unitaires sont en général très pathologiques : de dimen
sion infinie et non séparés ; par contre, dans le cadre des représentations induites 
au sens C , les techniques de Géométrie Différentielle (par exemple les connexions 
sur les fibres vectoriels) conduisent à des résultats maniables et satisfaisants ; 
précisons que, en remplaçant les représentations unitaires par les représentations 
C associées, on n'aboutirait pas a des résultats plus satisfaisants. Ce choix 
présente néanmoins un inconvénient évident : la catégorie des représentations étu
diées est définie intrinsèquement à partir, non pas du groupe G lui-même, mais de 
sa décompositiori en produit semi-direct B K A ; i l existe cependant un cas où l'on 
pourrait choisir une catégorie de représentations définie intrinsèquement à partir 
de G : c'est celui des groupes de déplacements (i.e. celui où A est compact) ; on 
peut alors choisir la catégorie des (̂ ,K)-modules, avec K = A , et espérer de bons 
résultats concernant ses objets de longueur finie ; un travail à paraître de 
R. Lalement est consacré à ce problème. 

e 
n 6.2. Relations avec la méthode des orbites. 
Le sous-groupe NS qui joue un rôle fondamental dans ce travail est assez voisin du 
sous-groupe G(f) de la méthode des orbites. Pour être un peu plus précis sans entrer 
dans trop de détails, disons seulement que si on écrit 

Afl = B 9 «I Af - B * e « * 

si on note ( y,x) un élément quelconque de /Hû , TT la projection de Mn sur B , 
et x un élément fixé de B , alors 

o ^ 
a) il y a une correspondance bijective entre l'ensemble des S-orbites dans s et 
celui des G-orbites dans TT (X) obtenue comme suit : soit $ une S-orbite dans 
s \ on choisit un élément z de O , on le prolonge arbitrairement en un élément y 
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de , enfin on prend la G-orbite de f = (y,x^) ; 

b) G(f) est une extension de S(z) par N dont on sait calculer la classe dans 
2 

H (S(z),N) \ en particulier si T a un supplémentaire S-invariant dans B , G(f) 
o 

est produit semi-direct N K S(z) ; si de plus z est S-invariant, alors G(f)=NS ; 

c) en termes un peu vagues, si une représentation a de S est associé à l'orbite 
S.z et à une représentation T de S(z) de différentielle iz , . , alors la repré-

o s(z) 
sentation 

G iX 71 = Ind (e ° x a) 
BS 

est associée à l'orbite G.f et à la représentation T de G(f) définie par 

i<x ,b> 
T(b,a) = e ° . TQ(a) V(b,a) € G(f) . 

Ces considérations et le théorème 1.1 rendant plausible la conjecture suivante : 

(C) Soit G un groupe de Lie \ si un ensemble g de G-modules est associé par 
la méthode des orbites à un ensemble £ de G(f)-modules, i l existe une équivalence 
de catégories entre Ext(G(f) \ £) et Ext(Gv3> . 
Les parties 2 et 4 de ce fascicule justifient (très partiellement '.) cette conjec
ture ; disons seulement que 

- la conjecture (C) semble pouvoir être vraie "génériquement" (par exemple pour les 
o 

orbites coadjointes de dimension maximum (voir n 5.4)) 

- le théorème 1.1. entraîne l'exactitude de la conjecture (C) dans la situation 
présente, si T admet un supplémentaire S-invariant dans B , et si en outre S 

o 
est abélien ; ou encore si S est compact et opère trivialement sur N (ajoutons 
que cette dernière propriété est vraie dès que l'orbite A.x est de dimension maxi-

o 
mum) . 
o 

n 6.3 Résultats analogues en théorie des déformations formelles de représentations. 
Rappelons (voir par exemple Cl2j) qu'on appelle déformation formelle d'un G-module 
(E,U) toute série formelle 

n=o 
_ n 

*n 

ayant les propriétés suivantes : 
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- $ est une application de G dans End E telle que l'application 
n 

G x E 3 (g,x) » > § (g).x € E 
n 

soit continue 

- $ = U 
o 

- $(g) .§(g') = $(gg'). ; 

et que deux déformations formelles § , $' sont équivalentes s'il existe une série 
formelle 

A = 2 Xn A n n 

vérifiant 

- A € End E 
n 

- A est inversible 
o 

- § • (g) .A = A.§(g) . 
Nous allons donner des déformations formelles une autre définition, plus adaptée à 
notre propos. Nous appellerons déformation formelle de (E,U) tout couple (V,D) 
ayant les propriétés suivantes : 

V est un G-module 

- D 6 Hom (V,V) 
G 

- D est injectif 

- Coker D est isomorphe à E en tant que G-module 

pour tout n £ 1 , Ira Dn admet un supplémentaire topologique dans E 
- D I™ Dn = O et E est la limite projective des Coker . 

n 
Nous dirons que deux déformations formelles (V,D) et (V',D') sont équivalentes s'il 
existe un isomorphisme vectoriel topologique de V sur V entrelaçant les actions 
de G ainsi que les opérateurs D et D' .On remarquera que Coker D*1 £ Ext(G;[E}). 
On notera Def(G;E) la catégorie des déformations formelles de E . 

Proposition 6.1. Reprenons les notations et les hypothèses du théorème 1.1. mais 
en supposant £ réduit à un seul objet E ; alors 3 est réduit à un objet F . Il 
existe une équivalence de catégories entre Def(NSjE) et Def(G;F) qu'on construit 
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par le même procédé qu'au théorème 1.1. 

Idée de la démonstration 

Soit (V,D) € Def(NŜ E) ^ on le transforme en un élément de Def(BS;E) comme au théo
rème 1.1, puis on applique le foncteur Ind̂  à V et à D .On doit montrer 

BS 
a) que les applications 

T = HonW(NSiE)((V'D)'(V,'D,)) —> HomDef(GiF)(T(V'D)'T(V,'D,)) 

sont bijectives, ce qui est immédiat ; 

b) que tout objet (V,D) de Def(G;F) est isomorphe à un objet T(V,D) ; pour cela on 
remarque que V est la limite projective des Coker D11 , qui appartiennent à 
Ext(G;{F}) ; on leur applique le foncteur 

S : Ext(G;{F}) > Ext(NS;{E}) 

fourni par le théorème 1.1 y on obtient un système projectif dans Ext(NSj{E}) dont 
on prend la limite projective dans 3^ 
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0.INTRODUCTION. 

Il convient tout d'abord, G étant un groupe localement compact séparable, de 
définir des foncteurs H^G,.) dans la catégorie Ĉ  des G-modules continus et dans 
la catégorie C_ des G-modules différentiables. 

Lorsque G est un groupe de Lie, les Hj(.(G,.) ont été définis dans [2] pour la 
catégorie C_ comme foncteurs dérivés à gauche du foncteur V : E i *.E_ , où E. 
désigne le quotient de E par le sous-espace engendré par les g.a - a lorsque g 
décrit G et a décrit E. Il convient de signaler que, dans , le foncteur 
V : E i ». EL, , où EL, est le séparé de E , a les mêmes foncteurs dérivés à 
gauche ( cf. [ 2] ) . 

Si G nfest plus nécessairement de Lie, on renvoie à [6] pour la définition et 
les propriétés des G-modules dif férentiables, et on définira H*. (G,.) comme précé
demment. 

En ce qui concerne l'homologie dans , le choix d'une "bonne" définition est 
moins simple. En effet, on ne sait pas si les foncteurs V et V donnent ou non les 
mêmes foncteurs dérivés à gauche, question qui se ramène à la suivante :dg étant 
une mesure de Haar à gauche, une fonction vectorielle continue à support compact f 

/
n 

f(g)dg =0 ast-elle de la forme g | Ç («^(gjg) -«^(g))? 
Il y a donc, a priori, deux théories de l'homologie continue. 
Ce qui plaide en faveur du choix de V, c'est que ce foncteur est fortement 

exact à droite : si E ». E1 >- E" y. 0 est une suite fortement 
exacte de ( cf. [5] p.332 ), alors la suite d'espaces vectoriels topologiques 
E_ *-E' • E" • 0 est exacte et de plus E" s'identifie topologi-
quement au quotient E^/Ker(E^—*EQ)• Cette propriété a naturellement pour 
conséquence que L°V s'identifie topologiquement à V. 
Ce n*est pas le cas de V qui n'est même pas exact à droite. 
Cependant, nous verrons que V a les mêmes foncteurs dérivés que le foncteur 
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E i > ÊoôG lea*uel est fortement exact à droite. On aura donc L°V(E) = (Eoo)G* 
Dans ce qui suit nous définissons les Ĥ CG,.) comme foncteurs dérivés à 

gauche de V, et l'objet de cet article est d'établir que, si E est un objet de , 
l'inclusion de Eœ dans E conduit à un isomorphisme topologique de Ĥ CGjÊ ) sur 
H#(G,E). 

Le choix de V est donc motivé par le résultat : V est adéquat au problème de 
la régularisation; si V nfa pas les mêmes foncteurs dérivés à gauche que V i l ne le 
sera pas. 

Nous allons maintenant indiquer des définitions, des notations et des résultats 
relatifs aux fonctions vectorielles C°° sur un groupe localement compact séparable G 
et aux vecteurs C°° d'une représentation de G. Sur tout ceci cf. [3] et [ 6] . 

Un tel groupe G est métrisable et dénombrable à l'infini, i l possède un sous-
groupe ouvert G. et une suite décroissante (k ) „ de bons sous-groupes - i.e. de 

1 n ne IN 
sous-groupes compacts distingués de Ĝ  tels que les groupes quotients Ĝ /k̂  soient 
des groupes de Lie - telle que Q k̂  = |e | . 
Alors l'ensemble G/k des classes à gauche mod k est une variété différentiable, et n & n ' 
si E est un espace localement convexe complet on note C (G/k^,E) l'espace des 
fonctions C°° de G/k dans E et C°°(G/k ,E) l'espace des fonctions C°° à support n c n 
compact. 

Soit (K ) une suite de compacts de G recouvrant G et telle que p peIN ^ 
(i) Kq est un voisinage de e, 

(ii) vp£N K C K , et kKk =K. r p P+1 o p o p 
Dans ce cas, C°°(G/k ,E) = lim ( C°°(G/k ,K /k )®E ). 
On pose C°°(G,E) = lim C°°(G/k ,E) . c ""n"** c 
L'espace C (G,E) est alors défini comme ensemble des applications continues f de G 
dans E telles que, pour tout élément <J> de C~(G), f <J> appartienne à C~(G,E). 
Il est muni de la topologie initiale relative aux applications f i f <f> de 
C°°(G,E) dans C°°(G,E) lorsque <J> décrit C°°(G) . 
Ceci permet d'écrire C°°(G,E) = lim C°°(G,K ,E) . 

Signalons que l'on obtient les mêmes espaces de fonctions en utilisant les 
classes à droite k\G. 

Supposons maintenant que E est un G-module continu et notons U l'action de G 
dans F. Alors un vecteur a de E est dit C°° si l'application a , qui à un élément 
g de G associe ug*a > appartient à C°°(G,E) . ^ ^ 

L'ensemble E des vecteurs C°° de E est égal à U E n , où E n désigne 
l'espace des vecteurs C°° du Gt/k -module E 
On munit naturellement Eœ de la topologie limite inductive des topologies usuelles 
des E_ . 
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La catégorie des modules différentiables a pour objets les G-modules E tels G 
que E = Ê  et pour flèches les G-morphismes continus. 
On note To,, le foncteur de Ĉ  dans qui à E associe . 
La propriété essentielle de T̂  est de transformer toute suite exacte de G-morphis
mes forts de C- en une suite exacte de G-morphismes forts de C?. 
Donnons enfin un critère caractérisant les modules différentiables : 
si E est un objet de C_ tel que E = lim E où chaque E est un G,/k -module diffé-—G n n l n 
rentiable, E est un G-module différentiable. 

1. HOMOLOGIE DANS Ĉ  

Rappelons qu'un objet P de est dit relativement projectif si pour tout 
diagramme P où n est une G-surjection forte, de section liné-

jj | f aire continue s, et f un G-morphisme, il existe un 
A ̂  **" B G-morphisme f : P—• A tel que Ilof = f. 

Alors si 0 E < P « P . . . est une résolution 
forte relativement projective de E dans C-, , l'nomologie du complexe 

1 2 
0 * Pç < < . . . est à isomorphisme topologique près indépen
dante de la résolution choisie, on la note H (̂G,E). 
Exemples d'objets relativement projectifs : 
Notons U l'action de G dans E. Alors l'espace Cc(G,E) des fonctions continues à 
support compact de G dans E, muni de sa topologie limite inductive usuelle, est 
relativement projectif pour l'action de G suivante : 
vgeG v<|> eCc(G,E) vx e G (g. <f>) (x) » U. (J)(g_1x) . 

Dans ce cas ( cf. [1] ) un relèvement f de f est donné par : 
V(J> € C (G,E) f(<j>) = f g.s.g-1.f(<J> ) dg , où Ò (x)= <|)(x)e(x"1g) ,6 étant 

un élément f ixé de C (G) d'intégrale 1 pour la mesure de Haar à gauche dg. 
On démontre de façon analogue que Cc(G,E) muni de la représentation régulière 
gauche est relativement projectif. 

Construction d'une résolution forte relativement projective de E. 
Posons K*(E) = C (G,E),..., Kn+1(E) = C (G,Kn(E)). Algébriquement Kn(E) = C (Gn,E) c ^ c c 
mais la topologie de K (E) est en général moins fine que celle de C (G ,E). 
L'action de G sur K (E) que l'on utilisera est la représentation régulière gauche 
de G dans Cc(G,Kn \E) ) , autrement dit G opère par la représentation régulière 
gauche sur la "première" variable uniquement. 

PROPOSITION 1 : Soit E un objet de et U l'action de G dans E. Le complexe 

0 « E Ê== 
ai 

KJ(E) -J a2 K2(E) 
où 6 et a sont définis par — n — n+1 c— 
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(i) V*€Kn+1(E) 

( « n 0 ( g 0 v P " 5 > ( ~ 1 } 1 J *(go'""gi-i'g'g ^ ^ i - ' V i ^ 8 
+ (-Dn / u . 4>(g0,...,gn_,,g> dg 

g 
(ii) vae E ( QjaXg) = (U _j.a) 6(g) , 
et si n 1̂ v (j>€ K (E) 

( «* , Ф><8„ О - Q<-Z¿ •<80g1,g, 8 ) 
avec ö € с JG) et / 9(g) dg - 1 , 
est une résolution forte relativement projective de E. 

Démonstration : 
(i) On vérifie facilement que, pour x élément de G, ô̂ Cx̂  ) = x( 6^> ) . 
Il reste à établir la continuité de ô . 

n m m+1 
Notons V l'action régulière gauche de G sur K (E) et t l'application de K (E) 

m r 
dans Km(E) définie par IJ, ip) = / Vffi(g) i|/(g) dg. L'application est linéaire 
continue de Km+1(E) dans Km(E). 
En considérant l'élément <j> de Kn+I(E) comme élément de Kn 1(K1+1(E)), on voit que 
l'application 

• i • [(go',,,,8n-l) 1 * /•(80»---»8i-1»8»8 1gi""«Vl) dĝ  
n'est autre que l'application <j> t * l^o <j> de Kn+1(E) = Kn 1(K1 + 1(E)) 
dans Kn"1(K1(E)) = Kn(E), d'où sa continuité. 
De même l'application $ % [(gQ,. . . ,gn_j ) I */Ug* ' * ' ' ,8n-l 'ĝ  dg-l 
est l'application <f> » ^ <j> de Kn+1(E) = K^K^E)) dans Kn(E) qui est 
continue. 
(ii) Continuité de o" 

1 n-1 2 n-1 En écrivant que °n+\ est l'application de K (K (E)) dans K (K (E)) 
qui à (J> associe (gQ»gj) i *-0(gQ) <J>(g0gj)> on voit que c'est aussi 
l'application de Kn(E) dans K1(Kn(E)) qui à <J> associe gQ »—V^g"1 )$ 0(g ) 
laquelle, comme , est continue. 
(iii) Enfin on voit facilement que l'on a a o ô o a = 1 

n n-l n n+1 Rn(E)' 
A partir de cette résolution on obtient explicitement un complexe donnant 

Ĥ .(G,E) en remarquant que le sous-espace fermé H de K (E) engendré par les 
4>(g ~ <!>(•) lorsque g décrit G et <\> décrit K\E) est le noyau de l'applica

tion X : K*(E) »» E qui a <j> associe J<J>(g) dg. En effet, le polaire H° 
de H contient E. dg ©E', où E' est le dual topologique de E; en se restreignant 
aux éléments de la forme ( £(g .̂) - Ç(.))®a où Ç e Cc(G) et aeE, on voit que 
H° est exactement ÏR dg®E'. Il résulte alors du théorème des bipolaires que H est 
le noyau de X . 
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PROPOSITION 2 : Ĥ (G,E) est l1homologie du complexe 

0 E d : \ E ) d K2(E) rexcd 

où vif; £ K (E) 

(dn̂  M g , , . . . ^ . , ) = f^(g»8i»--->gn_i) dg 
(6®i|» Xgo'-'-^n-P = IQ (g) * (g"lgo,gr,,,, ) klq 

+ (-l)n J Ug. *(g1,.-.,gn_1,g) dg 

Démonstration : 
On utilise que Kn(Ê  est isomorphe à Kn 1(E). Il reste à calculer les applications 
d . Soit 4> un élément de Kn(E). On a d ( <J> ) = fô ( 6 ® ij> ) (g ) dg . n n J n o o 

Or 6n(6®i|» Xgo'-'-^n-P = IQ (g) * (g"lgo,gr,,,,gn-l)dg 

+ £ (-01 /e(go) ^(g1,...,gi_1,g,g"1gi,...,gn_1) dg 

+ (-On / ug. ^(g1,...,gn.1,g)e(go) dg. 

D'OÙ ôn( e®^ ><«0»'--»gn_,) dgQ = / 6 (g) l*;(g~lgo,gi,--,,gn-i) dg dgo 

+ J2 (-o1 J iP (gr-...gi_,.g»g ^i '- '- 'Sn-P dg 

+ (-l)n j Ug.* (g,,...,gn_rg) dg. 

Comme Je(g) *(g~l gQ, gj , • • •. g^j ) dg dgQ - j e(g) *(gQ>g| » • • • >gn_j ) dg dgQ 

- /*(80-g,.----gn-,) dg 

on obtient le résultat annoncé. 
Remarque : Comme le foncteur V : E | » Ê  n'est pas exact à droite, on n'a pas 
nécessairement H (G,E) = Ê  . D'après ce qui précède, on a H (G,E) = E/(Im d.) 
où dj est l'application de K (E) dans E qui à associe J (I - Ug).^ (g) dg. 
Lorsque est de la forme g i ». Ç(g)®a où a€E et Ç£Cc(G) est 
d'intégrale 1, on a = a - U( £)a. 
Soit x € G. Il existe une suite ( £ ) ... d'éléments de C (G), d'intégrales 
égales à 1, convergeant vaguement dans M(G) vers la mesure de Dirac ô^. Alors 
a - Ux«a est adhérent à Im dj. Il en résulte que Im dj est le sous-espace fermé 
engendré par les ux«a ~ a» pour xeG et aeE, et que l'espace H (̂G,E), séparé de 
H (G,E) est E. . 

Pour terminer cette partie, nous allons exhiber une autre résolution relative
ment projective de E que nous utiliserons ultérieurement. 

PROPOSITION 3 : (i) On munit C°°(Gn,E) d'une structure de G-module continu en 
posant, pour g appartenant à G et f appartenant à CC(G >E)» 

g.f = Ug.fCg"1.,...^"1.). 
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(ii) Avec cette structure C~(Gn,E) est un objet relativement projectif de Ĉ . 

Démonstration de (i) : 
Ce résultat est trivial si G est un groupe de Lie. Lorsque G est localement compact 
separable, on a C°°(Gn,E) » lim C°°((G/k )n,E) et chaque C ((G/k )n,E) est pour C p »• c p c p 
cette action un G-module continu. La proposition annoncée repose sur le fait 
qu'une limite inductive stricte de G-modules continus est un G-module continu. 
Démonstration de (ii) : 
Si l'on a un diagramme C~(Gn,E) 

A * 
ddd 

s 
r B 

vfd 

on fixe un élément 6 de Cĉ k(̂ Gî  tel c*ue J 6 (g) d8 = 1 » et Pour $€ CC(G >E) 
on pose «JĴ CXJ , . . . ,xn) = 4>(XJ,... ,xn) eCx^g). 

Alors l'application f définie par f( <J>) - ^g.s.g *.f( <j>̂) dg est un relèvement 
de f. L'intégrale a un sens car, pour <f> fixée, i l existe p tel que <J> appartienne 
à C°°((G/k )n,E) et alors <j> appartient à C°°((G/k )n,E); de plus g \ 

c p o o g n c p g 
est continue de G dans C°°((G/k ) ,E) . 

c P 
La continuité de f repose sur le fait que, pour tout p et pour tout compact K de G 
tel que KkQ = K , la famille d'applications (J> i ». <J> de 
C°°((G/k )n, (K/k> )n,E) dans lui-même est équicontinue quand g décrit le compact KC, c p p 
où C est le support de 0 . 

PROPOSITION 4 : Le complexe 

0 -* vra JiL- Ccœ(G,E) 
0*1 n-1 

3t 
"5T" 

3 

a 
BC*(6n,E) 3 

a 
où (3 •)(g0,.-..gn_,) = £ ( - ! ) J HëQ 8i-i.8.8i+i « W dg 

0 
et KO q>MgQ> • • • »gn; = wvgQ; <P Vgj, • • • »gn; > o étant un eiement ae I^VR^I»^ cei  
que ^0(g) dg = l , est une résolution forte relativement projective de E. 
Démonstration : Dans [l] P.Blanc a montré que le complexe Cc(Gn,E) , avec les 
flèches 3 et o* , constituait une résolution forte relativement projective de E. 
Comme on se restreint ici aux espaces C~(Gn,E), le seul point à vérifier est la 
continuité des flèches du complexe. Ceci est immédiat en se restreignant aux espaces 
C ((G/k )n,E) et en utilisant le fait que dg est invariante à droite par k . c p 

2. HOMOLOGIE DANS C™ . G 
Remarquons tout d'abord que si E est un objet de C* i l n'y aura pas lieu de 

distinguer entre l'homologie continue de E ( considéré comme objet de C- ) et 
l'homologie différentiable de E ( calculée à partir d'une résolution forte relative
ment projective dans cT ). En effet : 
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PROPOSITION 5 : Soit P un objet de Ĉ . Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(i) P est relativement projectif dans Ĉ , 
(ii) P est relativement projectif dans . 

Démonstration : Il est immédiat que (i) implique (ii) . Supposons donc P relativement 
projectif dans C£ et considérons dans le diagramme suivant : 

où f est un G-morphisme continu, A,B des objets de C_ , 
II une surjection forte de section linéaire continue s. 

Associons lui le diagramme suivant de C_ : 
—G 

où II est la restriction de II à A 
et sœ = J g.s.g"1 6(g) dg ( cf. [6]). 

L'application est une G-surjection forte dans ; par conséquent i l existe 
un G-morphisme continu f de P dans Â  relevant f, et f est a fortiori un G-mor
phisme continu de P dans A. 

Exemple : L'espace C°°(G,E) = lim C°°(k\G,E) muni de la représentation régulière 
gauche est un G-module différentiable. En considérant E comme module trivial, i l 
résulte de la proposition 3 qu'il est relativement projectif. 
Cet espace joue un rôle important en homologie grâce à la propriété suivante, éta
blie par P.Blanc et D.Wigner ( cf. [2] ) : 
Notons H oo,- _v le sous-espace engendré par les <J>(g - <J>(.) lorsque <j> décrit 

c 
C°°(G,E) et g décrit G. Alors lorsque G est un groupe de Lie H o°/ri est l'espace c C \\39hà) 
des fonctions d'intégrale nulle pour la mesure de Haar à gauche §g; il en résulte 
que HC»(G E) est fermé. 
Nous allons montrer que cette propriété se généralise au cas où G est localement 
compact séparable. 

PROPOSITION 6 : Le sous-espace H _N est l'ensemble des fonctions de C°°(G,E) ——' 1 — * C \G9E) - C 
d'intégrale nulle. 

Démonstration : Soit f un élément de Cc(G,E) tel que Jf(g) dg = 0. On note K le 
support de f. Si (x.). est une famille d'éléments de G telle que G = II x.G , 

» 1 1 1 oo Î€I 1 1 
l'espace C (G,E) est topologiquement isomorphe à e C (x.G ,E) , et chaque 

c c© i el c 1 
application h i h(x^ . ) de C x̂̂ G^E) dans (T(Gj ,E) est un isomorphisme 
topologique. 
Il existe une partie finie J de I telle que K soit contenu dans U x.G ; alors 

f. avec f. élément de C (x.Gt,E). 
i^j 1 1 « c i l 

Notons f£ l'élément de c"(Gj ,E) défini par f£(gj) - ^(x^gj). 

P 
f 

B A 

P 

qsddf 
A 

CD 
B 

00 

î 
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On a Jf[(gj) d8j = j f̂ Cg) dg , en notant dĝ  la restriction à de dg. 

Posons h - Y, f!* 0n a f = h + £ (f. - f! ). 
E j 1 j 1 1 

f. - fî appartient à H_oo/0 _N , i l reste a montrer que h appartient à 
j î î LCKL,9ÏL) H . v . Mais h est un élément de C°(G ,E) et il existe un bon sous-groupe k G \Gjlii/ C l n 

tel que h s'identifie à un élément de C^CGj/k̂ E). De l'égalité J h ( g j ) dgj = 0 
on déduit que h est un élément d'intégrale nulle de c~(G|/kn»E) Pour toute mesure 
de Haar à gauche sur Gj/kn- H en résulte que h appartient à Hç»^ ^ ^ et donc 
a fortiori à Hcoo(G>E)! 

c 
COROLLAIRE : Si_ P est un objet relativement projectif de Ĉ  on a PQ = P̂  . 
Ceci résulte de ce que P est un G-module facteur direct de Cc(G,P), l'action de G 
sur ce dernier étant la représentation régulière gauche. 

Ainsi dans la catégorie Ĉ  les foncteurs E i *.Eç et E i Ê  ont 
mêmes foncteurs dérivés à gauche et i l n'y a qu'une théorie de l'homologie diffé-
rentiable. 

3. REGULARISATION. 

Il est logique d'essayer d'adopter la mime méthode qu'en cohomologie ( cf.[6]); 
comme on sait déjà que Tœ transforme toute suite exacte forte en une suite exacte 
forte, i l resterait à montrer (i) que transforme tout objet relativement pro
jectif de C„ en un objet relativement projectif de C? , (ii) que pour tout objet E 
de Cç , l'inclusion de dans E conduit à un isomorphisme topologique de (E»)Q 
sur Eç. 

Nous verrons plus loin que l'assertion (ii) est exacte; malheureusement en ce 
qui concerne (i) le problème reste ouvert et nous pouvons seulement montrer que si 
P est un objet relativement projectif de Ĉ , Pœ est acyclique. 

Le projectif le plus simple de Ĉ  dont on peut déterminer l'image par Tœ est 
certainement Cc(G,E), muni de la représentation régulière gauche. En effet, de la 
suite d'inclusions continues C°°(G,E) C • C (G,E) C • C(G,E) on déduit 
la suite d'inclusions continues C°°(G,E) C • C (G,E) C • lim C°°(k \G,E) 
d où i l résulte immédiatement que les éléments de C (G,E) sont des fonctions 
C°° à support compact. On a donc algébriquement : Cc(G,E) œ = C~(G,E) . 

Ceci a pour conséquence que l'espace (C^GjE)^^ est topologiquement isomorphe 
à E. En effet si X:CC(G,E)ot Ê est l'intégrale,il résulte de la proposition 6 
que (C (G,E) ) s'identifie algébriquement avec C (G,E)/Ker X c'est-à-dire avec E. 
Du point de vue topologique, (Cc(G,E)œ)G a a priori une topologie plus fine que 
celle de E car la restriction de X à Cc(G,E) est continue; mais d'autre part 
l'identité de C~(G,E)G dans (C (GjE)̂ )̂  étant continue, le résultat s'ensuit immé
diatement. 

261 

file:///Gjlii/


J. PICHAUD 

Il en résulte que, si P est un objet relativement projectif de Ĉ ,, l'inclusion de 
Pœ dans P induit un isomorphisme topologique de (P00)Q sur £ç» En effet, P est alors 
un G-module facteur direct de C (G,P) et les espaces (P )n et P_ s'identifient au 
même facteur direct topologique de P. 
On a donc établi : 

PROPOSITION 7 : Les foncteurs E 1 E- et E 1 » (E )_ , définis sur C„, 
ont mêmes foncteurs dérivés à gauche. 

Nous allons montrer maintenant que la topologie de Cc(G,E)œ est en général 
strictement moins fine que celle de Cc(G,E). 
Pour cela on va déterminer explicitement la topologie de Cc(G,E)a> lorsque G est un 
groupe de Lie. 

LEMME : On suppose que G est un groupe de Lie et F un objet de Ĉ . La topologie de 
Fco est la topologie initiale relative aux applications a 1 *. (Da) (e) de F̂  
dans F quand D décrit l'algèbre enveloppante U(G). 

Démonstration : Par définition la topologie de Fœ est l'image réciproque de la 
topologie de C°°(G,F) par l'application a 1 >a ; or la topologie de C°°(G,F) 
est définie par les semi-normes <j> \ **SJ{P (̂D^ ) où K est un compact de 
G, q une semi-norme continue et D un opérateur différentiel d'ordre fini. On peut 
se borner à choisir D dans ti(G) , ce que l'on fera dans la suite. Autrement dit 
une base de voisinages de 0 dans C°°(G,F) est constituée par les intersections 
finies des parties V(K,D,W) = |h€C°°(G,F) | Dh(K)cW } où De U(G) , K est 
un compact de G et W un voisinage convexe équilibré de 0 dans F. 
Pour décrire la topologie de on va expliciter la trace de V(K,D,W) sur F via 
l'application a 1 ». a*. 
A l'opérateur D considéré comme opérateur différentiel invariant à gauche est asso
ciée une distribution T̂  de support je} , et on a 

(Da)(x) = /a(xy_1) dTD(y) = Ux- / a(y_1) dTD(y) = Ux-(Da(e)). 
Donc Da' = (Dâ,(e))~ . 
Alors aeV(K,D,W) < ^ vx€K (Da) (x) e W 

=̂±> vx€K Ux.(Da(e))eW 
(Da)(e) € 0 U _j(W) . 

xeK x 
Mais la famille des applications linéaires U _j de F dans F est, quand x décrit le 
compact K équicontinue. Ainsi 0 U _j(W) est un voisinage de 0 dans F que 
l'on notera W . 
Il est clair que, lorsque W décrit une base de voisinages de 0 dans F et K les 
compacts de G, les W constituent une base de voisinages de 0 dans F. 

Appliquons ce lemme à F = Cc(G,E). 
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Soit f un élément de Cc(G,E) . On a Df̂ e) : t i + /f^yt^ dTD̂ y) * 
Or / f (yt) dTD(y) = J£(t~]y~l) dTD(y) « (Df)Ct"1) , avec f(u) = f(u_1). 
On obtient (Df*) (e) = (D?)* , et la topologie de C^G.E)̂  est la topologie ini
tiale relative aux applications f i * (Df)V de C (G.E)̂  dans C (G,E) . 
Mais f i • (Df) est l'opérateur différentiel invariant â droite associe à D. 
Il en résulte : 

PROPOSITION 8 : L'espace Cc(G,E)00 est algébriquement identique à Cc(G,E). Lorsque 
G est un groupe de Lie, Ĉ CGjE)̂  est muni de la topologie initiale relative aux  
applications f , + Df de Cc(G,E)œ dans Cc(G,E), D décrivant U(G). 

Remarque 1 : Si E = IR cette topologie sur C^G)̂  donne comme dual l'ensemble des 
distributions d'ordrefini. Par référence à cette situation, on notera Df(E) l'esp
ace topologique Cc(G,E)oo . 
Remarque 2 : Lorsque G est localement compact séparable, la description de la topo
logie de C (G^)^ est plus compliquée. On peut montrer cependant que C (G,E)œ et 
oo ^ ^ 

C (G,E) ont les mêmes bornés et induisent la même topologie sur ces bornés, c 
Cette dernière propriété permet de montrer que C^GjE)̂  est acyclique grâce au 
lemme suivant : 
LEMME : Soit F un objet de C_. On suppose que F est muni de deux topologies loca-—•—•— G 
lement convexes séparées complètes Tj et Pour lesquelles on a : (F,Tj) et (F^) 
ont les mêmes compacts et induisent la même topologie sur ces compacts. Alors les 
espaces d'homologie de (F,Tj) et de (F^) sont algébriquement identiques. 
Démonstration : On utilise la proposition 2 et le fait que Kn(F) s'identifie comme 
ensemble à Cc(Gn,F). Avec les hypothèses qui sont faites, les espaces de fonctions 
continues à support compact de Gn dans (F,T )̂ et dans (F.T )̂ sont identiques comme 
ensembles. 

Pour en revenir à C (G,E), on a : H (G,C (G,E)„) = E et vn>1 c o c 
Hn(G,Cc(G,E)oo) =0. On en déduit immédiatement que si P est un objet relativement 
projectif de Ĉ , alors est acyclique. 
Ce résultat nous a permis dans [7] d'utiliser la résolution forte de E^ar des 
modules acycliques suivante : 

0 * Eœ + Df(E) * Df(K](E)) ^ . . . . 
et au moyen d'un bicomplexe dégénéré, de montrer 1'isomorphisme algébrique de 
H*(G,E) et de MG.EJ . 

Nous allons procéder différemment ici pour obtenir un isomorphisme topologique. 

THEOREME : L'inclusion de Ê  dans E induit un isomorphisme topologique de 
\(G,EJ sur H#(G,E). 

Démonstration : On considère les deux résolutions fortes relativement projectives 
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0 * E ^ a - C°°(G,E) ^ - L . . . . « 9 C°°(Gn,E) <1— ... 
c c 

0 + E ^ r) C°°(G,E )««, 9 . . . x3 C°°(Gn,E ) JÎ . . . . 

On va établir que, pout tout n, l'inclusion de C^(G jÊ ) dans C^(G ,E) induit un 
isomorphisme topologique de C (G ,E ) sur C (G ,E) , le théorème s'en dédui-
sant immédiatement. 

LEMME : Soient M et N deux objets de Ĉ  tels que 
(i) N est inclus dans M et l'action de G sur N est la restriction de l'action  

de G sur M, notée U, 
(ii) N est dense dans M, 
(iii) l'inclusion de N dans M est continue, 
(iv) Pour tout élément a de_ M, U(9)a est un élément de N et l'application  

linéaire £ :M —>.N qui à a associe U(0)a est continue. 
Alors l'inclusion de N dans M induit un isomorphisme topologique de N,, sur M_, . 
—. - 1 1 ' —G —G 
Démonstration du lemme : Rappelons que 6 est un élément de Ĉ Ck̂ G) d'intégrale 
égale à 1. On note (resp. Ĥ ) le sous-espace engendré par les U .̂a - a lorsque 
g décrit G et a décrit M (resp. N). Comme U(8)a - a = J (Ug*a ~ a) 0(g) dg et 
comme l'intégrale définit un élément de l'adhérence de dans M, on a £(a) « a 
mod et £ induit une application bijective continue de Mç dans N/(N0^) en 
associant à la classe de a la classe de £(a). L'application réciproque provient de 
l'injection canonique de N dans M, qui d'après (iii) est continue; on a donc un 
isomorphisme topologique de sur N/(NfïH )̂. 
On va montrer maintenant que N̂ H^ est l'adhérence de dans N. On notera ĤN et 
HNM les adhérences respectives de dans N et M. 
Comme N est dense dans M, on a = R̂ *1. D'autre part N fïĤ M est un fermé de N 
qui contient donc i l contient aussi H^. Il reste donc à montrer que NfïH^ 
est inclus dans H^. 

—M Soit a eNflH.. ; a est donc limite dans M d'éléments de la forme A, U .b. - b. N 1 g. i i 
où les b. appartiennent à N. Mais £ étant continue de M dans N, £(a) est limite 
dans N d'éléments de la forme ^ U(0)(U .b. - b.) où les b. appartiennent à N. 
En écrivant que 
U (U .b. - b.) = (U .U .b. - U .b.) + (U .b. - b.) - (U .b. - b.) 
x gi i i x g£ i g£ i' g£ i i' x i i' 

on voit que U(0)(U .1^ - b.) appartient à H^. Il en résulte que £(a) appartient 
N ^ 1 1 N 

à H_T . Comme a est un élément de N, a - £(a) est un élément de H„ et on obtient 
que a appartient à ce qui achève la démonstration du lemme. 

On peut remarquer que M et Mœ vérifient les conditions du lemme et quel'on a 
en particulier un isomorphisme de M̂  sur M̂  . 

Pour démontrer le théorème, nous allons montrer que les espaces M = Cc(G ,E) 
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et N = C°°(Gn,E ) vérifient les conditions du lemme précédent. 
On notera V l'action de G dans C~(Gn,E) et aussi dans C~(G ,Eœ) . 
Les conditions (i) et (iii) sont trivialement vérifiées. En ce qui concerne (ii) et 
(iv) nous supposerons d'abord que G est un groupe de Lie avant de traiter le cas 
général. 
(a) Cas où G est un groupe de Lie. 
Il suffit de remarquer que N contient Mœ pour obtenir (ii) et le début de (iv). 
En effet l'inclusion de M dans C(Gn,E) est continue, donc s'envoie continuement 
dans C(Gn,E)oo et on sait, d'après [5] p.348, que C(Gn,E)oQ = C°°(Gn,Eoo). 
Les éléments de M sont donc des fonctions C°° de Gn dans E ; comme leurs supports 
doivent être compacts, on en déduit que est inclus dans N. 
Il ne reste alors qu'à établir la continuité de l'application 

l : C;(Gn,E) C c ^ ' V 

$ i *- v(e)<j) 

où (V(0) <j))(x1,...,xn) = J e(g) U . (j)(g Xj,...,g ]xn) dg. 
On va montrer que, pour tout compact K de G, la restriction de £ au sous-espace 
C (G ,K ,E) des fonctions à support dans K est continue. 
Si le support de <f> est inclus dans K celui de V(6)<J> est inclus dans (CK) , où 
C est le support de 8 , et on est ramené à établir la continuité de £ considérée 
comme application de C°°(Gn,Kn,E) dans C°°(Gn, (CK)n,E ). 
Mais C~(Gn,Kn,E) = C~(G ,K ) ê E et la continuité de £ équivaut à la continuité 
de l'application bilinéaire suivante : 

C°°(Gn,Kn)xE C°°(Gn,(CK)n,E ) 

((j),a) , y. j 6(g)<J>(g 1.,...,g !.)U .a dg. 

Si A élément de U(Gn) est considéré comme opérateur différentiel invariant à 
gauche, on a A(V(e)( <j><8>a)) = V(0) (A <j> @a) . 
Il nous reste donc à montrer que, pour toute semi-norme continue q sur Ê , , l'ap
plication C~(Gn,Kn) xE ^ |R 

((j).a) \ + sup | q(£((J),a)(x)) | 
x e(CK)n 

est continue. 
Or une famille de semi-normes continues définissant la topologie de Eœ est consti
tuée par les applications q : b( y p(D(b)(e)) , p décrivant l'ensemble 
des semi-normes continues sur E et D décrivant 11(G) . 
Soit b = £(<j>,a). Si x = (Xj,...,xn) est un élément de Gn, on pose 

bx - 4 4>,a)(x)« |e(g)(J)(g"1x1,...,g'1xn) Ug.a dg. 

On a D(bx)~(e) = Jb^Cy"1) dTD(y) donc 
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D(bx)~(e) = U -a 6(g) 4>(g~1x1,...,g-lx ) dg dTD(y) 
y g 

Ug.a e(yg) <|)(g"1y~1x1,...,g"1y"'1xn) dg dTD(y) 

U .a Ç(g,x) dg 

où £(g,x) e(yg) •(g"1y",x.i...,g"1y",x ) dT (y). 

Alors q(DfT(E))< f p(U .a) U(g,x)| dg. 

Comme g décrit le compact C, l'ensemble des est une partie equicontinue de 
L(E,E) et i l existe une semi-norme continue pf sur E telle que pour tout g dans C 
on ait p(Ug.a) <p' (a) . 
On en déduit q(DtT (e)) < p'(a) mes(C) sup |£(g,x)| 

g€C 
et sup qCDb̂ Ce)) < p'(a) mes(C) sup | £(g,x)| . 

xc(CK)n 8€C 
xe (CK)n 

Il suffit alors de montrer que l'application <|> \ >-sup |U(g,x)|| g€C,X€ (CK)n} 
est une semi-norme continue sur C (Gn,Kn) pour conclure. 

oo 
Notons <j) l'élément de C (G) défini par : vy^G • (y) = <J>(yx.t...,yx ) 

v x c v -i x l n 
et 6 la fonction définie par : vy^G 6(y) = 9(y ) 
On a Ç(g,x) = J eCg"^"1) ^ ( g ' V ' ) dTD(y) 

- D( 6 <f> Kg"1). 
Or 1 application de ĈCG) dan« lui-même qui à n associe D(6n) est un opérateur 
différentiel sur G que l'on note A . 
On a alors £(g,x) - A(<|> )(g *). 
Lorsque x décrit (CK) , la famille d'applications <j) i ê ) dans Cc(G) 
est équicontinue. Comme l'application n | ». sup||A (n )(g)||g eG } est une 
semi-norme continue sur C (G), i l en résulte que l'application 
<j> i y. sup j I £(g,x) I I ge C , X€ (CK) } est une semi-norme continue sur 
C^(GN,KN). 

(b) Cas où G est localement compact separable. 
Nous allons d'abord montrer que, pour tout élément a de C (G.) et pour tout 
élément <f> de CQ(G »E) , V(a)(f> est un élément de C£(G 9\) 9 ce qui prouvera (ii) et 
le début de (iv). 
Soit ac (T(Gj). Il existe un bon sous-groupe tel que l'on ait a€ "̂(kŜ G) et 
* € c"((G/kp)n,E). 
Alors ip = V(a)<J> = fa. (g) U . <J> (g 1.,...,g 1.) dg est une application de (G/k )n 
dans E r qui est C a support compact. 
Vérifions que vx£ (G/k )n, ip (x) est un élément de E^ 
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considérons donc l'application iKx)~: ĵ/k^ EkP 

y 
U . iKx] 

On a, si x = (Xj,...,xn), 

Uy. ^(x) = j a(y"1g) Ug. ^ (g V x j , . . . ^ 'yxn) dg , 

ce qui prouve que *Kx)~ est une fonction C°° de G./k dans E P et donc que ijj(x) 
. „kP 

appartient a Ewr . ^ Alors, le fait que appartienne à C°°((G/k )n,E P) repose sur le lemme suivant: * c p 00 
LEMME : Soient F un espace localement convexe complet et (F )̂̂  -j- une famille 
d'espaces localement convexes complets tels que la topologie de F soit la topologie 
initiale relativement à une famille d'applications linéaires (f.) . x> où f. ——— * * . . . . l i e i — î 
appartient à L(F,F^). On suppose, de plus, qu'il existe iQ dans I tel que f̂  
soit injective. Alors, étant donnée une variété différentiable X, une application 
^ de_ X dans F est C°° si et seulement si, pour tout i, f̂ oijj est C°° d£ X dans F .̂ 

Démonstration : L'application II f. : F y U F. est, compte tenu des 
i 1 i €i 1 

hypothèses, un isomorphisme topologique sur son image. Il résulte du théorème de 
Hahn-Banach que toute forme linéaire continue sur F se prolonge en une forme liné
aire continue sur II F.. Comme f II F. V = 9 F ! , le résultat annoncé 

i c i 1 \el 1 ' iel \ 
s'obtient en remarquant qu'une application de X dans F est C si et seulement si 
elle est scalairement C 

On utilise alors que la topologie de Eœp est la topologie initiale relative 
aux applications b t y Db(e) de Ê P dans E quand D décrit U(Gj/kp). 
Parmi ces applications il y a l'identité. On peut donc utiliser le lemme précédent, 
et i l reste à vérifier que l'application x i D ^(x)(e) de (G./k ) dans 
E est C . 
Mais D <Kx)(e) = /<*(yg) U . *(g"1y"1xJ,.. . . g 'V1^) dTD(y) dg et le résul
tat vient de ce que a et sont des fonctions C°° . 

Pour achever la démonstration, nous devons montrer que l'application 
d> i »»V(e)o de C°°(Gn,E) dans Ĉ CĜ E ) est continue. 
Soit (XJ)J£J une famille de représentants des classes à gauche de G mod.Gj . 
On a alors C"(Gn,E) = 9 C~(GnX.,E) et C£(Gn,Eco) = 9 C°°(GnX. ,Eœ). 

Comme 6 appartient à Cc(kQ\Gj), ^ envoie chaque C~(Ĝ x_.,E) dans C™(Gnx_.,E), et i l 
suffit de vérifier que la restriction de £ à C~(Gn,E) est continue. 
Ceci équivaut à la continuité, pour chaque bon sous-groupe k̂  et chaque compact K̂ , 
de l'application bilinéaire 

c"((G,/k )n,(K /k )n) x E c i p q p * <((G./k )n,(K /k )n,E^P] c i p q p 00 
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qui à (<|>,a) associe V(0)(<j>®a). 
00 

Comme 0 appartient à cc(^0\Gĵ > *a démonstration est rigoureusement identique à 
celle donnée en (a); i l n'y a qu'à remplacer G par Gt/k , K par K /k et 

kD 1 p q p 
E par E F . 
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ABSTRACT 

This issue of Astérisque presents some recent work in the fields of 
(co)homology and finite length representations of Lie groups. 

In homology theory proofs are given of Shapiro's lemma, of the regu-
larization theorem ( i .e . the isomorphism between H£(G,E) and Hjk(G,Eofl) 
when E is a continuous G-module), and of the surjectivity of the map 
H.(G,,E) —> H (G,E), where G denotes the abstract group underlying G. 

The problems of computing Ext between irreducibles and of studying 
finite length representations are considered for various classes of 
Lie groups G : real semisimple, nilpotent, and semidirect products 
G - B * A with B a vector group, and for suitable irreducible represen
tations of G. In the semisimple (resp. nilpotent) case one obtains al
gebraic descriptions in terms of the Langlands classification (resp. 
the orbit method). In the case of semidirect products the aim is to 
obtain a reduction theorem in the spirit of Mackey's theory; under cer
tain hypotheses, this can be carried out completely. 
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