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PREFACE

par Luc Illusie

Il s'agit d'un cours consacré aux sommes exponentielles provenant
des variétés sur les corps finis. On sait que la formule des traces en
cohomologie ¢£-adique et les résultats fondamentaux de Deligne sur
les conjectures de Weil fournissent un outil puissant pour 1'étude de
ces sommes. Dans (SGA 4 %), Deligne a exposé le principe de la méthode
et donné plusieurs applications (sommes de Gauss et de Jacobi, sommes
de Kloosterman généralisées). L'objet de ce cours est double : d'une
part, introduire & ces techniques le lecteur néophyte, d'autre part,
en donner de nouvelles applications.

Celles-ci sont de deux types, assez différents. Un premier ensemble
de résultats concerne des sommes exponentielles trés générales, dans la
situation suivante. On considére un schéma V de type fini sur Z et

un morphisme f de V dans la droite affine éé . Pour chague nombre

premier p , on peut former la somme exponentielle
2mi
S (p) = )3 exp(=—= Tr f(x)) .
n x€V(F ) p F n/Fp
p" P

D'aprés Deligne, le nombre réel

w(p) = lim sup lsn(p)|l/n
n—)oo

est un entier naturel. Katz donne, en termes de f , des bornes expli-
cites pour w(p) : il montre notamment que, si la fibre générique de f
est de dimension ( N ou géométriquement irréductible de dimension N,
alors on a w(p) {2N pour tout nombre premier p assez grand. Sous
ces hypothéses, c'est d'ailleurs la meilleure majoration possible,
comme on le voit aisément. Katz établit en fait un résultat plus précis

(cf. 2.3.1), & savoir qu'il existe une constante A > O , ne dépendant
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L. ILLUSIE

que de f , telle que, pour tout n et tout nombre premier p assez

grand, on ait

|Sn(p)\ { ap™® .

Il s'agit 14 d'une percée intéressante dans des questions que Deligne
n'avait pas abordées dans (SGA 4%). Le second ensemble de résultats

est constitué par des majorations de sommes exponentielles associées a
certaines situations géométriques de caractéristique p fixée vérifiant
d'assez fortes conditions de régularité. On considére par exemple, sur
un corps fini Fq de caractéristique p , une variété projective lisse
X , géométriquement connexe, de dimension m , plongée dans un espace
projectif IPN/E‘q , et la variété affine V , complément dans X d'une
section lisse L par un hyperplan d'éguation s=0 ; on considére sur
V 1la fonction £ définie par h/sd , o h est un polyndme homogeéne
de degré d premier a p tel gue 1l'hyrersurface d'éguation h=0

soit transverse & L Katz montre qu'alors les sommes exponentielles
q

~

201
s = z exp(=— Tr f(x))
N xev(F ) p ¥ n/Fp

q’ B

admettent la majoration
Is | € atVe)™ ,

ol A est un entier calculable explicitement & 1'aide des classes de
Chern de X et de la classe de L (cf. 5.1.1). Ce résultat contient
comme cas particulier la majoration établie par Deligne a la fin de
son article "La conjecture de Weil I" (Pub. Math. IHES n°® 48), et
d'autres obtenues antérieurement par Katz et exposées par Laumon dans
le Séminaire Douady-Verdier 1978-79 (& paralitre). Dans la situation
envisagée, la majoration des S, indiquée ci-dessus est la meilleure
possible. Certaines variantes et généralisations sont traitées a la
fin du cours.

Ces deux types de théorémes sont démontrés par voie cohomologique,
suivant la méthode exposée par Deligne dans (SGA 4%). Dans 1l'application
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de cette méthode, Katz exploite une idée géométrique trés simple, mais
fort utile, qui consiste & analyser les groupes de cohomologie de V
que l'on doit étudier & l'aide de la suite spectrale de Leray du mor-
phisme de V dans la droite affine défini par la fonction f sur V
considérée. Il est probable que cette idée est appelée & servir dans
d'autres situations.

Quelques mots maintenant sur l'organisation du cours. Les résul-
tats que je viens de résumer briévement occupent les deux derniers
chapitres. Les trois premiers constituent une introduction au forma-
lisme cohomologique qui est au coeur du sujet. Le chapitre 1, consacré
essentiellement a 1'étude de quelques exemples classiques (sommes de
Gauss, sommes de Kloosterman simples ou multiples, sommes de résidus
quadratiques), dégage a ce propos les problémes fondamentaux de la
théorie. Au chapitre 2, on définit les Ifonctions L associées aux
sommes exponentielles et l'on résume leurs principales propriétés. Le
chapitre 3 contient une introduction & la théorie du groupe fondamental
sur les variétés algébriques et au formalisme de la cohomologie
€-adique, et développe l'interprétation cohomologique des fonctions L
définies au chapitre 2.

La rédaction de Laumon suit de prés les exposés oraux de Katz et
en rend assez bien, je pense, le caractére vivant et spontané. De
nombreux exemples, exercices (en général résolus), et problémes ouverts
enrichissent ce texte, qui devrait intéresser un large public d'arithmé-

ticiens et géométres algébristes de divers niveaux et horizons.






1 - INTRODUCTION

1.0. Une motivation générale.

Etant donné un polyndme f(Xl,...,Xn)E z[xl,...,xn] , un probléme

fondamental de la théorie des nombres est de "décrire" 1'ensemble
{x= (X, ....x ) €2 £(x) = 0}

des solutions entiéres de 1'équation £=0 . D'abord, on se demande si
cet ensemble est fini ou infiini. S'il est infini, on peut essayer de
décrire des "générateurs" dans un sens convenable (e.g. dans le style
de Mordell-Weil pour les courbes elliptiques, ou de Manin pour les
surfaces cubiques), on peut essayer de comprendre combien de solutions
il y a dont la "grandeur” est { h , en fonction de h , etc. S'il n'y a
qu'un nombre fini de solutions, on peut se demander combien, et comment
borner leurs grandeurs.

Avec ce méme f , on peut, pour chaque entier N , poser les mémes
questions pour 1l'équation

f(Xl,...,Xn) =N .

Si le nombre de solutions est fini pour tout N , on peut demander
une formule, soit exacte, soit asymptotique, pour le nombre de sclutions
en fonction de N . Par exemple, si n est pair, n=2k , ces questions
pour

_ 2 2
f(x) = X] e+ X5

nous aménent, avec Jacobi, Glaisher, H.J.S. Smith, Ramanujan et Siegel,
4 la théorie des fonctions théta et des formes modulaires.

De méme, si nous considérons

£x) = x5+ 4 xS
n



N. M. KATZ

nous retrouvons le probléme de Waring, résolu par Hilbert : Hilbert
a montré que, pour tout entier k1 , il existe un entier G=G(k)

tel que 1'équation

ait une solution en entiers non-négatifs pour tout entier N suffi-

samment grand. L'étude de G(k) a conduit Hardy et Littlewood &
développer leur célébre "méthode du cercle".
De fagon un peu plus générale, considérons 1'équation
n k.
z x.'=nN
i=1 *

ou les exposants k, sont des entiers » 1 , pas forcément égaux. Soit
P une progression arithmétique. D'aprés une conjecture "standard" mais

pour le moment inaccessible, 1'équation

n k
i=1
doit avoir une solution en entiers non-négatifs pour tout entier N

suffisamment grand dans P si et seulement si les deux conditions

suivantes sont satisfaites :

n
1) on a 1/ki>1

i=1

2) il n'y a pas d'obstruction de type congruence, dans le sens que,

pour tout entier NE€P et pour tout entier M %2 , la congruence
ki
z X = N modulo M

admet une solution entiére.

(Cette conjecture est compatible, par exemple, avec ce qu'on sait sur
lessommes de carrés ; on sait en effet que tout entier qui n'est pas
de la forme 42.(8b+7) s'écrit comme somme de trois carrés, et que
tout entier s'écrit comme somme de quatre carrés).

Pour se "préparer" pour ces questions difficiles, on commencera

par examiner des questions plus faciles.
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INTRODUCTION

1.1. Equations dans les corpops finis et sommes trigonométrigues.

Soit f un polyndme & n variables a coefficients dans Z ,
f€ Z{Xl,...,xn]. Pour tout nombre premier p et tout entier dY1 ,
n
)

on notera N(pd,f) le nombre de solutions (xl,...,xn)e (F 4 de

p
1'équation

f(xl,...,xn) = 0 ;

plus généralement, pour tout tE€F q ' ©n notera N(pd,f;t) le nombre
p

de solutions (xl,...,xn)E (F d)n de 1l'équation

p

f(xl,...,xn) =t .
Le premier renseignement que l'on a sur les nombres N(pd,f) et
N(pd,f;t) est l'estimation triviale
n(pd, £} ¢ o7
N(pd, £:¢) ¢ p°
valable pour tous p , @ et t . Dans ce cours on va chercher a amé-

liorer trés nettement cette estimation. Plus précisément, on va cher-

cher & répondre aux questions suivantes.

1.1.1. Comment varie N(p;f) en fonction de p ? A-t-on une estimation

non triviale (i.e. avec C' <{n) du type
N(p.£) € c.p°

valable pour tout nombre premier p ou pour presque tout nombre pre-

mier p (C et C' ne dépendant que de £f) ? Ce probléme est 1ié a

1'étude des fonctions z&ta de Hasse-Weil.

11
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1.1.2. Si 1'on fixe le nombre premier p , comment varie N(pd,f) en
fonction de d ? Ce probléme est 1ié a 1'étude des fonctions z&ta des
variétés sur les corps finis.
1.1.3. On fixe toujours p et on considére la transformée de Fourier
F = C
P
a*"™ s(p,f;a)
de la fonction
F > C
P
t » N(p,f;t) .

Oon a
2miat 2Tiaf(x,, «.,X_)
—_— 1 n

1
S(p,f;a) = £ N(p.f;t)e = z e p

tEF X,seeerX EF
p 1 n p

donc les S(p,f;a) sont des sommes exponentielles. On cherche alors
d'une part des majorations de ces sommes exponentielles quand p est
fixé d'autre part on cherche a connaitre la distribution de ces sommes
quand p varie (a€Z étant fixé ou non). Pour p fixé, 1'étude des
scmmes exponentielles
217iaTr
P F /F
S(pd.fra) = z e p

xl,...,anF a
p

(f(xl,.-.,xn))
P

quand d varie est relié a 1'étude des fonctions L des variétés sur
les corps finis. D'aprés Hasse, Weil et Deligne, on a beaucoup de ren-

seignements sur ces fonctions L .

Ces questions s'étendent naturellement & la situation suivante :
soit V un schéma de type fini sur Z et soit f:V - A% une fonc-
tion sur V . Pour tout nombre premier p , tout entier d)fl et tout

t€F g * ©n pose
P

12
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N(p® £:8) = # {x€V(F »lE(x) =t}

p
et pour tout a€F on considére les sommes trigonométriques
F 2Miap, (£(x))
p F 4/F,
S(pd,f;a) = z e P
x€EV(F d)
p
(pour tout d»1).
1.2. Exemple : sommes de Kloosterman a une variable.

DEFINITION 1.2.1. Pour tout nombre premier p et tout a€ Z , premier

a p ., on pose
ZEi(x+)§<)
Kloos(pja) = I . © p .
xer

Une telle somme est dite de Kloosterman.

REMARQUE 1.2.2 (i) Kloos(p:;a) est réelle (changer x en =-x),

(ii) |Kloos(p;a)l { p-1 (majoration triviale)

e . (] R
(iii) Kloos(p:a)#0 (si ¢€ =e? i/p Kloos(p;a) est un entier du

p
corps cyclotomique Q(QP) et si P est l'unique idéal premier de

Q(Qp) qui divise (p), on a Kloos(p:;a) = p-1 = -1 (mod P)).

THEOREME 1.2.3. Pour tout a , aF0 (mod p), il existe un entier algé-

brique daE C tel gque

- - +-
Kloos(p:a) a
et gue
laa\ =\p
pour toute ’! archimédienne. On a donc la maijoration
|Kloos(p;a)§ £ 2V§ .
On avait d'abord obtenu des majorations en p3/4 ' p2/3 teees

puis, en 1934, Hasse a montré l'équivalence de ce théoréme et de

13
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1'hypothése de Riemann pour la courbe d'équation

o = x+23
X

sur F_ . Enfin, Weil a démontré 1l'hypothése de Riemann pour les
courbes.
Ce théoréme nous conduit a la question suivante : puisque

-1 ¢ Klogs; ;a) {1

il existe un angle unique 9p aE [O,ﬂ] tel que

Kloos(p:;a) _
A %)

(alors aa = Vp.e Pr3y . comment varient les angles 9p a 2avec p ?
’
Cette question est trop difficile, cependant on peut se demander

comment les e a sont distribués dans [O,ﬂ].

’
RAPPELS 1.2.4. Si X est un espace compact et si W est une mesure
positive sur X , de masse totale 1 , une suite (xn) de points de X
est dite éguidistribuée pour uw si, pour toute f€C(X;C) (fonction -

continue sur X & valeurs complexes), on a

N
(1.2.4.1) lim (= £(x)) =S £.du
N2+  n=1 n X

2=

REMARQUES 1.2.4.2 (i) il suffit de vérifier (1.2.4.1) pour une partie
dense de C(X;C) pour la topologie de la convergence uniforme ;

(ii) pour une suite (xn) donnée, si 1 existe, U est unique ;
(iii) d'aprés Polya-Szegd et Serre, la suite (xn) , o x_ = Log n

n
(mod 1), n'est équidistribuée pour aucune mesure dans [O,l].

CONJECTURE 1.2.5. Pour tout a€Z , la suite (8 ) ¢
E—— p.a’'p Pa

l'ensemble des nombres premiers qui ne divisent pas a , est éguidis-

, ou P est
- a

tribuée dans (0,7] pour la mesure de Sato-Tate, uw = ; sin26.49 .

COMMENTAIRES. Comme les polyndmes trigonométriques sont denses dans

C([O,ﬂ];c) , il suffit de vérifier (1.2.4.1) pour f£(0) = cos™8 ,

14
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quel que soit n€N , c'est-a-dire de vérifier que, pour tout n€N ,

on a
1 Kloos (p:a) 2 (7 n 2
lim ﬁ—TET z (——2%§=EL§—)n =7 S cos 6.sin“8.4d6
N2+ ' a PEP_ p o}
p{N
ou ﬂa(N) = # {p€ Pa|p<.N} . Mais méme des conséquences faibles de

-~

cette assertion sont loin d'é&tre démontrées.

Par exemple, comme sin29 est symétrique par rapport a 9==% ,
la conjecture a pour conséguence que, asymptotiquement, il y a autant
de p¢€ Pa tels que Kloos(pia) >0 que de p¢€ Pa tels que

Kloos(p:;a) (O (on rappelle que Kloos(p:;a) € R-{0}).

QUESTION (1.2.5.1) {p€ palxloos(p,-a) >0} a-t-il une densité ? Si oui,

cette densité est-elle % 2

QUESTION (1.2.5.2) On peut se demander s 'il existe une mesure sur

{0,7)] pour laquelle 1a suite (8 ) est équidistribuée.

€
p.a’'pSP

QUESTION (1.2.5.3) Si on est trés optimiste, on peut considérer le

produit eulérien

1 = 7T 1

¢ ~ . -s 1-2s e - =S o -s
PEP_ 1-Kloos(psa)p S+p peP, (l-ay p ") (1-a, P )

On sait qu'il converge dans un demi-plan. On voudrait que ce pro-
duit eulérien soit la transformée de Mellin d'une forme modulaire
"non-holomorphe" de poids 2 sur SLZ(Z) ou peut-&tre sur un sous-
groupe de congruence de niveau une puissance de 2 .

Si 1l'on savait comment aborder cette question, on pourrait avoir
des renseignements sur le produit eulérien

T ——
p€P_ —

-s
154 .p

l-e
sur lequel on ne sait pas grand-chose.
Comment peut-on espérer aborder ces questions ?

15
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1.3. Sommes de Kloosterman multiples et égquidistribution des sommes

de Gauss.

*
Pour tout entier n %2 et tout aEin on définit

2"—"(xl+...+xn)
Kloosn(pya) = z e

Xln oo .xn=a

et on appelle ces sommes trigonométriques, les sommes de Kloosterman

multiples. Deligne a démontré (SGA 4%) (cf. aussi 2.4.4) :

THEOREME 1.3.1. Les sommes de Kloosterman multiples admettent 1la

majoration
n-1

lKloosn(p:a)l { n.p

*
pour tout entier n ¥2 et tout a¢€ Fp .

Comme on l'a déja vu, le cas n=2 avait déja été prouvé par

Hasse et Weil.

1.3.2. Rappels sur les sommes de Gauss et de Jacobi.

»* *
Soit X :Fp i un caractére multiplicatif prolongé a Fp par
*
X (0) =0 . Pour tout caractére additif Y :Fp - € , on définit la

somme de Gauss

(1.3.2.1) g(¥,x) = I ¥(x)x(x) .
xer

Alors la transformée de Fourier
-~ * *
X :Hom(Fp,C ) * C

de X coincide avec la fonction

¥ » g(¥,x)
i.e.
X(¥) = g(¥,x)
pour tout caractére additif Y , donc par inversion de Fourier, on a

16
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g(¥,x).Y .

(1.3.2.2) X =

iR
*x € M

*
Maintenant si XpeXy ¢ Fp » C sont deux caractéres multiplica-

tifs, on définit la somme de Jacobi

(1.3.2.3) T(X rXy) = xé;p Xl(x)xz(l—x) .

LEMME 1.3.2.4. Si X%y n'est pas trivial alors
XXy = T(X 0 X5)X Xy

(ot X1 %Xy est le produit de convolution défini par

X, #X,(x) = T x. (u)x,(x-u)) .
172 uGFP 1 2

COROLLAIRE 1.3.2.5. Si X Xo n'est pas trivial alors pour tout carac-

tére additif VY

g(Y,xl).g(Y.xz) = J(xl,xz).g(Y,xlxz) .

Cela résulte simplement du fait que

Xl*X2 = Xl’XZ .

LEMME 1.3.2.6. Si Y est un caractére additif non trivial et si X

est un caractére multiplicatif non trivial, alors

lgy,x)l = Vp .

En effet
g(¥,x).g(¥,x) = T Y(x-y)x(x/y)
x,y€F
P
donc, si on pose u = x/y , on a
lg(¥,x)1? = I E o ¥(y(u-1)
[ E
Fp Y*p
or
-1 si u#F1
L ¥(ylu-1)) = {
yer p~1 si u=1

17
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donc

\g(Y,X)lZ =p- Z X(u) =p.
uGF;

1.3.3. Equidistribution des sommes de Gauss.

Pour tout nombre premier p , fixons un caractére additif non

trivial Yp et considérons
—PE | x caractére multiplicatif non trivial} .

Pour chaque p€ P , on dispose ainsi de p-2 points sur le cercle

unité, i.e. p-2 angles.

THEOREME 1.3.3.1. Quand p tend vers 1'infini, ces p-2 angles

deviennent équidistribués sur le cercle unité pour la mesure de Haar.

Plus précisément, pour toute fonction continue f : S1 - C , on_ a

om . g(¥_,x)
5 g £(el®a6 = 1im L £ (B
o prieo P75 54 Ve

pGP

ol la somme est étendue aux caractéres multiplicatifs non triviaux de

F* .
P

PREUVE. Il suffit de montrer que pour tout n€ % , on a 1l'égalité

2 . g(¥Y ,x) n
(1.3.3.2) = in% 40 = 1im L B (—R)
0 praeo P72 x5 Vp
pEP

. a 1
puisque les polyndmes en 2z sont denses dans C(S7,C).
Pour n=0 , (1.3.3.2) est triviale.

Pour n)»1l , on doit vérifier que

?-J;-—575 [ z (g(Y,x))n] =0

p-2)p x7#1
gquand p ™ © . Or on a le lemme suivant

LEMME 1.3.3.3. Pour tout p€ P et tout n€N on a

E (g(¥v,,x))" = (-1)n+1

+ (p-1)K¢_(p)
A1 P n'P

18
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z
Yp(x1+...+xn) .

ce..x €
xl, xn Fp

X._ eeoaeX =1

En effet, on a

(g(¥_,x)" =
p Xl,..

z ®ecocoa =
. X(xl xn)

donc, comme

1 n

Z 4 e o 0
Y(x1+...+xn).X(X1 xn)

..x_€EF*
n p

1

p-1 si X,e...eX

n

b) Y o(xg+e.otx ) = (T ¥(x)" =

“en Erp* P
xll rxn FP

on a gagné.

x€F*
P

Maintenant, pour tout r)}l., on a

l

(cf. 1.3.1), donc

n-1

Ken(p)l £ n.p 2

{ 0 si xl.....xnifl

=1

(-n"

n+1l
—L s (= gy ™) = 5+ (e=d)KE(p)
(p-2)p X#1 p (p-2)p
tend bien vers O quand p tend vers l'infini. Pour n<{ -1, on a
pour tout X non trivial
g(¥_,x).g(¥_,X) = lg(¥_,x)1? = p
P P P
donc
g(¥_,x) n g(? ,X) -n
( ) = (—B
Vp Vp
et on est ramené ainsi au cas nYy1 .

19



N. M. KATZ

1.4. Application de 1'hypothése de Riemann pour les courbes & un pro-

bléme de distribution de résidus quadratigues.

1.4.1. Soit f un polyndme & une variable, a coefficients dans % .

Pour tout nombre premier p , p#2 , on s'intéresse 4 la somme trigo-
nométrique
f
sp.£) = = (B,
x€F p
p
ou (g) est le caractére de Legendre, i.e. l'unique caractére multi-

plicatif non trivial de degré 2 de F; .

THEOREME 1.4.1.1. Supposons f€ Z{X] unitaire, sans facteur multiple

dans ¢€[X] et p€P, p#¥2 , tel que la réduction modulo p de f

soit sans facteur multiple dans @p[X] , alors

Is(p,£)| € (deg(£)-1)\p .

PREUVE. On a

S(p.£) = —p+ = (14 (EX)),
x€F p
P
et, pour tout x¢€ Fp R
f(x) 2
1+ (=F) = # {y€F ly°“=f(x)}
( b ) Yy oY (x)
donc, si U est la courbe affine, définie sur Fp , d'équation
y2 = f(x)

S(p,f) = # U(Fp)-—p .

Par hypothése U est géométriquement irréductible et non singu-
liére ; soit C 1le modéle non singulier de U , c'est une courbe pro-
jective, non singuliére et connexe, définie sur Fp et U est un
ouvert dense de C .

Le morphisme

20
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U - Al

(x,Y) b x

fait de U un revétement de Al ae degré 2 , ramifié en d points

(les racines de f). Ce morphisme se prolonge en un morphisme
m
C —4-P1
qui fait de C un revétement de Pl ade degré 2 , ramifié en d ou
d+1 points suivant que T est non ramifié ou ramifié au-dessus du
point & 1'infini de Al . Comme p#2 , la ramification de ce revéte-

ment est modérée et la formule d'Hurwitz donne le genre g de C :

2g-2 = 2.(-2) + = (e _-1)
x€IP1 x
avec ex==2 ou 1 suivant que x est ramifié ou non dans C . Par
suite

2g =d-2+e,-1 ;

en particulier d et e, -1 sont de méme parité, donc

1 si d est pair
ew = {
2 si d est impair
d'ou
_1 Oou2 si d est pair
#’17(00)={
1 si d est impair
et
d-2 si d est pair
2g = {
d-1 si d est impair

Maintenant, 1'hypothése de Riemann pour les courbes donne la majoration

suivante

| # C(Fp) -(p+1) | € 24\fp .

Oou2 si d pair
# ce)-# uE ) = {
P p 1 si 4 impair
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par suite

(a-2)Vp+1 si A pair

1# v )-pl < {
p (a-1)\Vp si d impair

d'ol la conclusion.

REMARQUE. S'il y a des facteurs multiples dans f , on obtient en fait
une majoration encore meilleure, mais on ne se servira pas de ce

résultat.

1.4.2. Distribution des résidus quadratigues (d'aprés Davenport (1931)

et Hopf). Fixons un entier r » 2 , pour un nombre premier p »>’r, on

cherche dans la suite
(1,2,...,p-1)
des sous-suites
(a+1,a+2,...,a+r)

(ot 0€a{p-r-1) de r entiers consécutifs qui soient tous des rési-
dus quadratiques modulo p . Existe-t-il de telles suites ?

Plus généralement, soit

r
(€ er)é({il})

12

existe-t-il des suites
(a+l,...,a+r)
(ol O\<a\§p—-r—l) telles que

(%§)=ei (i=1,...,1) .

On va poser ce probléme en terme d'équidistribution des suites

(61,...,€r) pour lesquelles il existe a€{0,1,...,p-r-1} tel que
+3

(3)

Ei (Vi=1,...,r)

dans l'espace X = {£1}T de toutes les suites (El,...,Er). Pour cela

considérons la mesure de Haar u sur X , de sorte que

22
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w(l point) = L .
5T

Pour chaque nombre premier p)) r , on a p-r sous-suites de
la suite
(1:2:-~-:P—1)

formées de r entiers consécutifs :

(1,2,...,1)
(2,3,...,r+1)

(p-r,p-r+l,...,p-1)

et si on applique (g) 4 chacune de ces sous-suites on obtient p-r

points de X distincts ou non.

QUESTION. Pour p 2 4w , est-ce que les p-r points ainsi puisés dans
X deviennent équidistribués pour la mesure de Haar sur X ?

Si- on note N(p;(El,...,Er)) le nombre des sous-suites
(a+l,...,a+r) ou O((a< p-r qui s'envoient sur (El,...,Er)E X , on

veut donc qu<

- €
im BTlEarererf) g
P oo p-r 2F
pEP

pour tout (€ Er)E X fixé. Le résultat précis, 4G a Davenport et

1

Weil, est le suivant :

THEOREME 1.4.2.1. Soit r ¥2 un entier fixé, soit (€ Er)e X

17

fixé, alors pour tout péP , p>r , on a

|N(p;(e1,...,sr))-2£rl < %-1+(l—21-—r)(r—l)v—p_.

PREUVE. On a
2 si (éii) = €,
{ Pl
O sinon

donc

23



N. M. KATZ

p~-r-1 _x

1 a+i
N(p;(e.,...,e)) == £ T (1+¢e (2L
1 T 2¥  a=0 i=1 S
donc
p-1 r .
N(p:i (e, ---0e)) = = & T (1+¢ (2
2 a=0 1i=1 P
p-1 r R
-+ (1+e (L)) |
27 a=p-r i=1 1P

On a, pour le second terme, l'estimation suivante
p-1 r s p-1 _

L Tz T (a+e @) (L x0Tl f

27 a=p-r i=1 p 2" a=p-r
car, pour p—r{za{p-l , un des facteurs

1+¢e, (2%
i P

vaut 1 (celui pour lequel a+i=p) et les autres sont majorés par 2.

Quant au premier terme, il peut encore s'écrire

TGT (at+s)\ _

1 = 1+ b (TI e>,s_s___ )

2T a€F [ s={1,...,r} \s€s S p J
P S#@

Pour tout S<{1,...,r} , S#@ , scit

£5(X) = TT (x#+s) € 2{x]

s€s
alors on peut appliquer 1.4.1.1 a fS , de sorte que
1T (a+s)\
z S—e—s—'——/ $ (4 s-1)Vp
aEFp p

donc on a, pour le premier terme, 1l'estimation suivante :

1Pt T pee @ty Rl (L z (# s-1)\p
2% a=1 i=1 1P 2ri 2T s={1,...,r}
S#@
or
b (# s-1) ¢ £ (r—l)Ck = (r-1)(2%-1)
s={1,...,r} k=1 r
S#g

d'ol le théoréme.
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COROLLAIRE 1.4.2.2. Quand p = +o ,

N(p:(el,....er)) _ 1, O(J;)
p-r p-r ,r \'p
et
lim N(p?(al'---ter)):i
proo p-r 2T
pEP
pour tout (El,...,er)e X .

REMARQUE. C'est 1'idée des "moments" de Davenport, oubliée aprés Weil,

puis reprise par Deligne.

1.5. Bonnes estimations des sommes exponentielles.

1.5.1. La définition générale des sommes trigonométriques qui englobe
tous les exemples déja traités est la suivante : soit V un schéma de
type fini sur Z ., soit G un groupe algébrique commutatif sur Z
(dans la pratique G, « G . Ga><Gm,...) et soit
f : VvV->G

un Z-morphisme. Pour tout nombre premier p , £ induit une application

£f: V(F_) = G(F_)

P b
et, plus généralement, pour tout entier n» 1l , une application
B -»
f : V(F J G(F n) .

p P

Pour tout u€ G(F n) , on note
P

N(p”, £:u) = # {x€V(E )If(x)=u} .
P
Alors la transformée de Fourier de la fonction

G(F )~ ¢C
P
u » N(p",f:u)

est la fonction
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—

G(F )= C
n

P

p = s(p", £:p)

s(p”, £:0) = b p(u) .N(p", £:u) = z P(£(x)) .

u€G(F n) xEV(F n)

P p

EXEMPLES (i) Si G=Ga , si Y est un caractére additif de Fp et si

p = YoTrE‘ n/F
P P

on retrouve les sommes trigonométriques de 1.1.3.

(ii) si G=Gm , si P est le caractére de Legendre de E‘p (p#2),

alors
£
s(p,£:0) = = (£,
x€v(F_) P
P
et dans le cas V=A1 , on retrouve les sommes trigonométriques envi-
sagées en 1.4 (en fait, pour V , il faudrait prendre 1l'ouvert de Al

o f#O , mais cela importe peu car on prolonge les caractéres multi-
plicatifs par O a Fp tout entier).

(iii) si G = GaXGm , 81 p = Y¥YXX ol Y est un caractére additif et
X un caractére multiplicatif de E‘p et si fXg : V- GaXGm est un

morphisme, alors

S(p,fxg;¥xx) = z Y(£(x))x(g(x)) .
x€EV(F )
P
En particulier, si V=Gm , £ Gm‘"’ Ga est l'inclusion et

g:6_~ € est 1'identité
m m
S(p,fxg;¥xx) = g(¥,x)
(somme de Gauss).

1.5.2. Dans le cadre de l'exemple (iii) ci-dessus, on va préciser ce

que l'on entend par "bonnes estimations" des sommes trigonométriques.
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Soit V un schéma de type fini sur Z , soit

fXg : V- GaXGm

un morphisme. Pour tout nombre premier p , pour toute puissance g
de p et pour tout caractére Y¥YXXx de quF; , on a
S(g, fXg;¥xx) = z Y(£(x))x(g(x))
x€EV(F )
q
et, plus généralement, pour tout entier nYl , on pose
n
. = z
S(q ,£Xg;¥xx) ¥(Trg JF (£(x))) -x (N, JF (g(x))) .
x€EV(F ) n’ g n’ " q
qn q q

Donnons-nous maintenant un entier N et pour tout nombre premier

P » p ne divisant pas N , on se fixe une puissance q de p telle

que
a1 (mod N)
*

et un caractére multiplicatif Xq de qu d'ordre exactement N . De

plus donnons-nous, pour chaque p ne divisant pas N , un caractére
additif Yq de Fq . On suppose que, soit les ‘i’q sont tous non tri-
viaux, soit les Yq sont tous triviaux. Les "bonnes estimations" que

l'on voudrait sont alors :

(1.5.2.1) Pour tout nombre premier p ne divisant pas N , on voudrait
1l'existence de constantes A(qg) YO et w(qg) YO telles que

(i) Is(q™ £xgr¥ xx )| < at@ (Vg™

pour tout n»1l , avec, dans le cas ol les ‘i’q sont tous non triviaux,
1'indépendance de ces constantes avec le choix du caractére additif

‘i’q non trivial

(ii) lim sup |s(q™, £xg;¥ XX )‘1/n = (VE)w(q)

( ) |S(qn.f><g:‘i’qqu)|

iii lim su = A(q)
e (™D ?

(cette derniére exigence est en général trop forte).
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(1.5.2.2) On voudrait de plus que w(gq) ne dépende pas de p , pour
presque tout p , et que A(g) puisse étre choisi indépendant de p ,

de sorte que 1l'on aurait une estimation du type
Is(q™ £xg:¥_xx_) I £ alVe)™
q q
pour presque tout p .

(1.5.2.3) On voudrait alors connaitre

Is(q,£xg;¥_ xx )l
lim sup S S .

P4 VoV

(1.5.2.4) Plus précisément, on voudrait savoir comment sont distribués

les "angles"

S(g,fxg ;¥ _ XX _)
q g q q

V¥

REMARQUES (i) Dans le cas particulier des sommes de Gauss, on sait
répondre aux questions (1.5.2.1), (1.5.2.2) et (1.5.2.3). De plus
(1.5.2.4) vient d'étre résolu par Patterson dans le cadre des sommes
cubiques, mais on ne sait pas plus, 110 ans aprés la conjecture de
Kummer !

(ii) On peut regarder aussi une situation définie sur un sous-anneau
R de € , de type fini sur Z , et regarder les points fermés de

Spec(R) ; on peut alors poser les mémes questions.

1.5.3. Qu'est-ce que 1'on sait ? Nous oublierons (1.5.2.3) et (1.5.2.4)

pour lesquels on ne sait rien sauf dans les cas évidents (méme pour les
sommes de Kloosterman on ne connait pas la réponse).

Pour (1.5.2.1), quand p est fixé, il résulte de la rationalité
des fonctions L (Grothendieck, Dwork) gqu'il existe des constantes

w(g) et A(g) qui font marcher l'estimation

Ista® £x gt xx )l < Alq) (Tq)w(a)

28



INTRODUCTION

De plus, les conjectures de Weil (prouvées par Deligne) nous
permettent d'affirmer que le meilleur w(qg) possible est un entier.

Pour (1.5.2.2), Bombieri a montré que 1l'on peut choisir A(q)
indépendant de p , mais on ne sait rien sur w(q).

Nous reviendrons plus loin sur ces questions (cf. 2.3).
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2 - FONCTIONS L ASSOCIéES AUX SOMMES TRIGONOMéTRIQUES ET CONJECTURES
DE WEIL

On définit ici les fonctions L attachées aux sommes trigonométri-
ques et 1'on dégage les propriétés de ces fonctions qui découlent, comme
on verra plus loin (3.5.4), des théorémes fondamentaux de Dwork-
Grothendieck et de Deligne (cf. 2.1.4, 2.2.3).

On énonce en 2.3 1'un des résultats principaux du cours concernant
les questions d'indépendance en p de w(p), et l'on explique en 2.4
comment obtenir pour les sommes de Kloosterman multiples 1l'estimation L3.L.

2.1. Fonctions L : définition et rationalité.

Fixons, pour tout ce numéro et les deux suivants, un nombre premier
p , un corps fini Fq de caractéristique p , ainsi gu'une cldture algé-
brigue @q de Fq . Pour tout entier n)1l , on notera F n 1'unique
= q
corps fini a qn éléments contenu dans Fq .
Soit V un schéma de fype fini sur Fq , soit
f:V 7 G
a
un Fq—morphisme et soit Y un caractére additif non trivial de Fq .

On associe a cette situation la suite de sommes trigonométriques

n? s =8 (V,£,Y)
n n

ou
v,f,Y) = Y
Sn( ) xé%(g 5 (TrlF n/Fq(f(X)))
I3 . q q

et la série formelle
© S

(2.1.0) L(T) = L(V,£,¥:T) = exp( = 2 T7) .
n=1

Soit @(¢) , ¢P=1, le corps cyclotomique ot Y prend ses valeurs,
alors L(T) est naturellement une série formelle & coefficients dans
Q(C).

RAPPELS 2.1.1. Pour toute Fq—algébre R , on note

V(R) = Homy, (Spec(R),V)

l'ensemble des points de V & valeurs dans R .
On a, en particulier,
V(F ) = U_V(F )
q né€N™ q-
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F /F opére naturellement sur V(F_ ) (si 0€Gal(F _/F )
et Gal(Fq/ q) p q q/ q
et xé'v(ﬁq) , OO.x est le morphisme composé

*
Spec(ﬁq) —E;»-Spec(ﬁq) =) .

LEMME. 11 v a une bijection naturelle entre 1'ensemble lv! des points

fermés de V et 1'ensemble des orbites pour 1'action de Gal(@q/Fq)

sur V(F ) .
q

PREUVE. Disons simplement comment on peut attacher & x€ vl une
orbite dans V(fq) .51 x€lvl , 1e corps résiduel k(x) de x est
un corps fini contenant Fq , de degré, noté deg(x) , sur Fq . Ce
corps fini admet alors deg(x) plongement dans Eq , tous ces plonge-

ments étant conjugués sous Gal(fq/Fq) ; donc & x€ |vl , on associe

l'orbite & deg(x) éléments

{Spec(@q) SLENN Spec(k(x)) = v |z € Homg, (k(x).ﬁq)}
q

(ou Spec(k(x)) = V est la fleche canonique).

D'autre part, il est clair que V(F n) est stable par

- q
Gal(Fq/Fq) et que V(F n) est réunion des orbites de l'action de

q
Gal(?q/Fq) sur V(fq) dont le nombre d'éléments divise n , c'est-a-

dire des orbites correspondants aux points fermés de V dont le degré

divise n . En particulier

#V(F ) = z deg(x) .
qn x€|v!
deg(x) |In

PROPOSITION 2.1.2. La série formelle L(T) admet le développement en

produit infini

L(t)y = 1T (1-19®9(X) y(qp £(x)))) "t

(
x€ v k(x)/[-‘q

et par suite, L(T) € 1+T.2(¢][[(T)] .

32



FONCTIONS L

PREUVE. Notons provisoirement Ll(T) ce produit infini, il est clair

que Ll(T)G 1+T.Z{C][[T]] et il s'agit de montrer que L(T) = Ll(T)’
Partons de 1l'identité formelle
bed d
S SRS i
1-a.T m=1

elle permet de mettre Ll(T) sous la forme

oo Tn1deg(x)
L.(T) = exp( z z Y (Tr (f(x)))m T
1 x€|v| m=1 k(X)/Fq m

et, si on fait le changement de variable n=m deg(x) , on obtient

Ll(T) = exp( E s/ 7;)
n=1
oll, pour tout entier nY»1 ,
I b a Y LIS, £ .
*n T el 290 - gegty rk(X)/Fq( ()
deg(x)!n

Or, pour tout x¢€ lvl tel que deg(x)ln et pour tout plongement

r:k(x) @ ﬁq , on a, en notant x, 1l'élément de V(F n) correspondant,
q

n -
m.Trk(x)/Fq(f(X)) = TrF n/Fq(f(Xb))
q

par suite
»*
S'=sS (Vn€N )
n n
d'ou la proposition.
REMARQUE 2.1.3. Si f est l'application constante de valeur O ou si

Y est le caractére trivial,

n
#ve ).y =TT (1-pdes(x)y-1

L(T) = Z2(V:;T) = exp(
1 q x€|v|

™8

n

THEOREME 2.1.4 (Dwork, Grothendieck). La série formelle L(T) est le

développement de Taylor en T=0 d'une fraction rationnelle. Il existe

deux ensembles disjoints d'entiers algébrigques {ai} et {Bj} ., les

@, et les Sj étant tous non nuls, tels que
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TT(1-e; )

1

L(V,f,¥;T) = =———«+——
TT(1-8.T)
3 J

REMARQUES 2.1.5 (i) Si 1'on considére Y & valeurs dans € , alors
les a, et les Bj sont dans € et, pour tout automorphisme 0~

de € , on peut former

TT(1-0(a)T)
1

TT(1-0(5 )T)
3 J

L(v,£,¥7;T) =

(ii) Si 1'on voit Y A valeurs dans les entiers © de QP(C)

(¢P=1) , on a

Y. =
L(v,£,Y;T) arm

avec

P(T),Q(T) € 1+10[ T)

et

(P(T),Q(T)) =1 dans QP(C)[T].

COROLLAIRE 2.1.5. Pour tout entier n»1 ,

— —_ n n
s, = sn(v,f,Y) —§ (B.) —Zi' (ai) .

Pour prouver ce corollaire, il suffit d'appliquer 1'opérateur
T §7%$S aux deux membres de 1'égalité
Nad n

exp( T S, %r)
n=1

TT(1-.T)
i 1

C TT(1-8.7)
5 J

2.2. Estimation des valeurs absolues des Sn et conijectures de Weil.

Fixons une cldture algébrique @ de @ de telle sorte que Y
soit & valeurs dans @ . On prendra les oy 3j dans @ . Si ¢t est
un plongement de @ dans € , on notera encore I l'application
composée de t et du module ordinaire sur € . Pour chaque plongement

de @ dans C , on dispose donc d'une valeur absolue I sur @
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prolongeant la valeur absolue ordinaire de Q .

Fixons un plongement ¢ : @ ©® C et posons
= o, |, B .
w lOgVE(T?g(‘ 11 | Jl))

alors

LEMME 2.2.1. Avec les notations de 2.1, on a

(1) Is | < (# {e} + # (B H @™ (vnén)
(ii) lim sup Isnil/n = Y .
n-»+oo

PREUVE. La partie (i) résulte aussitdt de 2.1.5. La partie (ii) résulte

du lemme sur € suivant (que 1l'on dégage pour référence ultérieure) :

LEMME 2.2.1.1. Soit I un ensemble fini d'indices et sojent (ai)iGI

et (bi) deux familles de nombres complexes indexées par I . On

i€1
suppose les a; non nuls et les bi deux a deux distincts. Si 1'on

pose, pour tout n€N ,

sn = =z al.bg
i€1
alors
lim sup lSn\l/n = max (Ib,|) .
n-+oo i€1 t
PREUVE. Considérons la fonction méromorphe sur € , f(z) , définie par
23
f(z) = £ —=— .
i€1 l—biz

Elle est holomorphe dans le disque ouvert centré en O et de rayon
p = min (1/1p;1) = 1/max (Ip;1)
i€1 i€I
bi#o
et admet effectivement un pdle sur la frontiére de ce disque, donc le

rayon de convergence de son développement en série entiére a 1l'origine

est exactement P . Or ce développement s'écrit
[ee)

f(z) = £ S =z
=0 n

n
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donc

lim sup |s ‘1/n = 1/p
n— +oo n

d'ou le lemme.

REMARQUES 2.2.2 (i) A priori, w dépend fortement du choix du plonge-
ment ¢ :Q % C .
(ii) Pour tout wE€R , un a€Q tel que

1ogva(]d\) = w

relativement a un plongement ¢ : Q@< € , sera dit de ¢-poids w .

Si, pour tout ¢ : Q@ € , @« est de ¢-poids w , a sera dit pur de

poids w .
Soit
B=# {i\di de t-poids w} + # {lej de z-poids w}
alors
Is |
\ n
lim sup — ¢
m+o  (Vq)
et on a méme égalité s'il n'y a pas de o, de ¢-poids w ou s'il

1

n'y a pas de. Bj de t-poids w . Cela résulte, en effet du lemme
suivant :

LEMME 2.2.2.1. Si (zi)iGI est une famille finie de nombres complexes

tels gque \zi‘( 1 et si on pose, pour tout n€N ,

s = I 20
n jep 1
alors
lim sup |ls | = #{i€1llz.|=1} .
> 40 n 1
PREUE. si I' = {i€1llz,1=1} , on a clairement
1im sup I's | = 1im sup s |
o 4o n T oo n

ol on a posé, pour tout n€N ,
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sS' = Z z?
no ojer
par suite on peut supposer gque |zil= 1, pour tout i€ I . Alors, si

r={z€cllzl=1} et si f:7~ r!  est défini par n (z?)ieI , £

est un homomorphisme de groupes, donc f(Z) est un sous—-groupe de

TI Si f(Z) est discret, alors f(Z) est fini et il existe une

infinité de n€N tel gque f(n)=1, d'ol la conclusion dans ce cas.

Si f(Z) n'est pas discret, 1 est adhérent a la suite (f(n))neN* ,

donc z z? est aussi proche que 1'on veut de card(I) et le lemme
i€r
est démontré.

REMARQUE 2.2.2 (iii) On a aussi le résultat de minoration suivant

Is_|
lim sup —2 _ ) \VB
400 (va)nw

N

ol B désigne toujours le nombre des a. et des Bj de t¢-poids w.

Ce résultat résulte du lemme ci-dessous.

LEMME 2.2.2.2. Si (zi)i€I est une famille de nombres complexes de

modules 1 , deux a deux distincts, et si (ai)iGI est une famille de

nombres complexes arbitraires ayant méme ensemble d'indices que la

premiére, alors

lim sup | £ a, z?] y\V £ \a.\z .

n=+oo ier 1 i€1 1
PREUVE. En élevant 1'inégalité a démontrer au carré, on est ramené a

prouver que

lim sup ( Z . a.(z..z.)™ Yy o .
e i#j TR R ’
i, j€I1

Raisonnons par 1'absurde, c'est-a-dire supposons qu'il existe €) O

et NEN tel que

—_ - n
A = a. a.(zi.zj) (- (o

z
iyt
i, j€1
pour tout n? N . Alors, pour tout p€N , on a
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N+p
z A > pe .
n=N+1
D'autre part, pour tout z€C , avec Jlzl=1 et z#1 , on a
N;l 20 = zN(l—zp) < 2
n=N+1 1-z I1-z]
donc
N+p 2 la.a.l
Al = =
_ n s s 1-z.Z.
n=N+1 i#j i%j
i,jer
d'ol une contradiction pour p assez grand.
*
REMARQUE 2.2.2 (iv) Si, pour tout n€N , on a
Is | = (V)™
n
alors on a
# (o} +#{B.7 =1
1 J
donc, soit Sn==5n ol BE€Q est de z-poids w , soit Sn==—an ou

€ Q est de t-poids w (cf. Katz, Crystalline Cohomology, Dieudonné
Modules, and Jacobi Sums, Lemma 1.2, pour une démonstration).

Si 1'on applique & L(T) 1le résultat fondamental de Deligne
(Weil II) (cf. 3.5.4) on obtient le théoréme :

THEOREME 2.2.3. Pour tout i (resp. tout j)
dim V/B )

(a) qdim V/ 3

oy (resp. g est, comme . (resp. Bj)' un_entier
algébrique ;

(b) il existe un entier w, (xresp. wj) compris entre O et 2 dim V

tel que o (resp. Bj) soit pur de poids W, (resp. wj) (2.2 (ii)).

En particulier,

w = logva(T?§ (|di\.l5jl)
ll est la valeur absolue sur @ induite par un plongement

ou
r

Q< € , ne dépend pas du choix du plongement ¢ ; de plus, w est

un _entier compris entre O et 2 dim V .
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ATTENTION. Pour (V,f) fixé, mais Y caractére additif non trivial
de Fq variable, w dépend & priori de Y . Cependant, si qg=p .,
tous les caractéres additifs non triviaux de Fp se déduisent d'un
caractére additif non trivial fixé de la fagon suivante : si Y est
un caractére non trivial fixé de Fp , tous les autres sont de la
forme Y(ax) o a€F, . Or Y(ax) = ¥'(x) pour un o€ Gal(B/@) .
donc, vu gue les Wi wj sont indépendants du plongement ¢ Qe C
choisi, ils sont aussi indépendants du choix du caractére Y non
trivial. Par contre, si g#p , il n'y a pas de raison de cette nature

pour que les Wi Wy soient encore indépendants du choix du caractére

non trivial Y .

REMARQUE 2.2.4 (i) La majoration triviale

n
q

Is | < # v )

combinée avec la majoration

# V(F n) - O(qn dim V)

q
montre que

w £ 2 dim Vv .

(ii) De la partie (a) du théoréme 2.2.3, on déduit que pour un plonge-
ment fixé 1:Q% 6p , on a pour tout i (resp. tout j)

ordp(ai) { dim vV (resp. ordp(Bj) £ dim V).
(ordp est la valuation p-adique normalisée par ordp(q)= 1).
Si 1l'on combine ce résultat de Deligne et la méthode p-adique de
Dwork qui fournit, pour toute constante positive N , une majoration

du nombre
# {Gilordp(a'i){N} + # {leordp(ﬁj)\(N} ,

on obtient une borne explicite pour le nombre
# o} + # {B.} .
1 J
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Plus précisément, Bombieri démontre, dans un article aux Inven-

tiones math. (1978), le théoréme suivant :

THEOREME 2.2.5. Etant donné V/IE'q et f:V = Aé , 11 existe une borne
i

explicite pour # {ai} + # {Bj} en termes du nombre et du degqré des

équations et des polyndmes qui servent a définir V et £ . Cette

borne est valable pour tout caractére Y de Fq non trivial et ne

fait pas jntervenir q dans son expression.

2.3. Retour aux sommes trigonométrigues : dépendance de w(p) en p.

Reprenons la situation générale : soit V/Z un schéma de type
fini et soit f£:V 7 Aé un morphisme. Pour tout nombre premier p ,

définissons un nombre réel w(p) par la formule

pr(p)= lim sup 1Snll/n
n—+oo

= R 3
Sn Sn(V ®Z'Fp'f lde,Y)

¥ étant un caractére additif non trivial quelconque de Fp . D'aprés

2.2.3 (Deligne), w(p) est un entier et l'on a

Is,! = 0 v(E(x))]| & ¥ lar + # (B H eV P
XEV(FP) 1 3

de plus, d'aprés 2.2.5 (Bombieri), on a
#la) + #4050 (a,

ol A est une constante indépendante de Y et de p .
Il reste cependant a étudier la dépendance de w(p) en fonction
de p . On aimerait que w(p) soit indépendant de p , pour p assez

grand, mais cela suppose que l'on fasse des hypothéses trés fortes sur

hypothéses que 1l'on ne cerne

la "géométrie" du morphisme f :V - A;.,

pas bien pour 1'instant.
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Cependant, on sait donner des bornes explicites pour w(p) .,
indépendantes de p . Ainsi, nous établirons en 4.3.2 le théoréme

suivant :
THEOREME 2.3.1. Soient V un _schéma de type fini sur Z , soit

f:V Aé un_morphisme, soit fgn : V(C)an d Al(c)an = C 1'applica-

tion analytique qui s'en déduit. Posons

N = sup [dim(v(e)n £ 1(x))3"] .
XEC

Soit V.FT la fibre de f en un point géométrique générique de

A; . Supposons gue dim(Vﬁ) {N ou gue Vﬁ est _irréductible et de
dimension N . Alors, il existe une constante A telle gue, pour tout

nombre premier p assez grand, pour tout corps fini Fq de caracté-

ristigque p et pour tout caractére additif non trivial Y de Fq '

on ait

z vie(x)) | € aaY = a2 .

€
x V(Fq)

En particulier, w(p) ( 2N pour tout nombre premier p assez

grand, pour tout Y non trivial.

COROLLAIRE 2.3.2. V , £ , N vérifiant les hypothéses du théoréme, il

existe une constante A' telle gue, pour tout nombre premier p et

tout caractére additif non trivial Y de Fp , on ait

£ vie(x) | € arpN = a (e 2V .
xEV(Fp)

REMARQUE. On peut voir Vﬁ de fagon algébrique : si Aé,= Spec(z[T])

et si Q(T) est une cldture algébrique de Q(T), Vﬁ==\ix lSpec(QTT)),
A

z
ou de fagon analytique : si X €C est un nombre transcendant

A=e,m,...) , v= = (£2H)~1

7= (g2 oy,

QUELQUES EXEMPLES 2.3.3 (i) Si V = A = Spec(2{X]) , alors £ n'est

autre qu'un polynéme, f€ 2{Xx] , et Vi est irréductible si et seule-

ment si f est de degré 1 . Comme
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I Y(x) =0
xEF
P

pour tout caractére additif non trivial de Fp , on n'obtient rien de
trés intéressant.

(ii) si Vv = G, = Spec(%fx,ij) , alors f n'est autre qu'un polyndme,
f € Z[X,%] et Vﬁ est irréductible si et seulement si f£f(X) = §+b

ou f(X) = aX+b (pour a,b€ Z). Comme

. ¥(x)
x€F
P

[
|
-

pour tout caractére additif non trivial de Fp , le théoréme ne fournit
pas de résultat intéressant.
(iii) si Vv = A;,= Spec(ZfX,Y]), alors f n'est autre gqu'un polyndme,
£€ z(x,v] .

si f(X,Y) est indépendant de Y , alors Vﬁ n'est pas irréduc-
tible (sauf dans le cas degx(f)= 1 qui n'est pas trés intéressant
comme on l'a déja vu) et on a, pour tout caractére additif non tri-

vial Y de F_ ,
P

z Y(f(x,y)) = p. £ Y(£f(x,0)) .
x,yEFp xéFp

T Y(£(x,0)) = 0(p/?)

XEF
1

(conjecture de Weil pour les courbes), donc

T Y(£(x,y)) = 0(p>?)
X, y€EF
P

ce qui montre la nécessité de 1l'hypothése d'irréductibilité de la fibre

A% si 1'on veut avoir une majoration en O(p) .

T_]
Par contre, si f£(X,Y) dépend de X et Y et si Vﬁ est irré-

ductible, i.e. si £(X,Y)-T est irréductible dans Q(T)LX,Y] , le

théoréme donne la majoration
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| = Y(£(x,y))| € Aa.q
x,yEFq

pour tout nombre premier assez grand, pour tout corps fini Fq de
caractéristique p et pour tout caractére additif non trivial Y

de F_ .
q

REMARQUES 2.3.4 (a) Partons d'une situation (V,£f)/Z "trés jolie",
f lisse, V de dimension N+1 .

1(O) et f par sa restriction

On peut remplacer V par V- f
a V-ful(o) , la situation restera quand méme "trés jolie". Or, ce

changement modifie la somme trigonométrique

T OY(E(x)) = & (¥ £ H(FE)) . ¥(u)
x€EV(F_) uéF p
P P
de # f_l(o)(le) = o(p™M).
On peut aussi remplacer V par 1l'éclaté de V en un point Xo
de £ 1(0) ; cela revient a rajouter un P’ 4 Vv, donc A& modifier

la somme trigonométrique en O(PN).
Cela montre que, sous les hypothéses du théoréme, w(p) { 2N est
la "meilleure majoration possible'".

(b) Sous les hypothéses du théoréme, la méthode de Lang-Weil donne,

pour tout u€ qu » l'estimation
# £ wEy = o + 002y
de sorte que
T ¥Y(£(x)) = T (¥ f—l(U)(lE‘q))-‘i’(u)

xEV(F ) u€rF
a q

admet une estimation en

q.0(a" /2 = o(g™4/2)
(puisque
N _
q ¥Y(u) = 0) .
u€r
a
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(c) D'aprés Deligne, on sait que w(p) est un entier ; d'aprés Lang-

Weil, on a
w(p) € 2N+1 .

Par suite (cf. J.-P. Serre, Majorations de sommes exponentielles,
Journées arithmétiques de Caen 1976, Astérisque 41-42 (1977), 111-126),
si 1l'on sait prouver "élémentairement", pour toute puissance q de p

une majoration

N+€

l > Y(f(x))l=0(q )

x€EV(F )
q

avec € <1/2 , alors, c'est que l'on a déja en fait la majoration

l T ‘i’(f(x))l = 0(q™)
xév(Fq)

i.e. w(p) 2N . Par exemple, Carlitz (Pacific Journal 1965) a montré,

pour toute puissance g de p , que

O(p3/2) puis 0(p6/5)

‘Kloos3(p;a)l

donc nécessairement

|Kloos3(p:a)| O(p)

(ce qui est bien entendu conforme au résultat général de Deligne

n-1

2

IKloosn(p;a)l { n.p )

(d) Pour V de dimension N+1 , £f:V - Aé 4 fibres de dimension N,

le résultat "idéal" de majoration serait
N+1

z Y(£(x)) = O(q 2 )
xEV(Fq)

i.e. w(p)  N+1 , mais on ne sait pas dire quelles hypothéses (les
plus générales possibles) feraient marcher une telle estimation. On
va en voir quelques exemples mais 1'énoncé général est encore &

trouver....
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2.4. Retour aux sommes de Kloosterman multiples.

On va voir, sur 1l'exemple des sommes de Kloosterman multiples,
comment une estimation élémentaire, plus des renseignements précis
(Sperber en p-adique, Deligne en ¢€-adique) sur la fonction L , plus
le fait que les ¢, , ﬁj sont de poids entiers (théoréme de Deligne),

i
permet d'obtenir la bonne majoration d'une somme trigonométrique.

2.4.1. Estimation élémentaire.

Soit F un corps fini et soit Y wun caractére additif non

¥*
trivial de Fq . Pour tout caractére multiplicatif X de Fq ’

A ¥
X €EF_ , on dispose d'une somme de Gauss

g(¥,x) = Z  Y¥Y(x) x(x)
xXEF
q
et on a
lgt¥.x)l = Vq si X est non trivial
et g(Y;l) = -1 .

*
Pour tout entier n€ N fixé, on rappelle la définition des sommes

de Kloosterman multiples d'ordre n : pour tout afEF;

Kloosn(q;a) = z _ Y(xl+...+xn) -
xlo....xn—a

c.eax €
Xqe X4 Fq

Le lien entre les sommes de Gauss et les sommes de Kloosterman
multiples est le suivant

*

LEMME 2.4.1.1. Soit n€N fixé. Les fonctions

*
F - C

q

aPr Kloosn(q:a)
A *
F
q
x P (g(¥,x))"

sont les transformées de Fourier 1'une de 1'autre. Plus précisément,
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*
pour tout a¢€ Fq , on_a

1 = n
Kloos (gra) = =—=— I _ X(a)(g(¥,x))
n b e~
q
~ ¥
et, pour tout X € Fq , on a
(g(¥,x))” = I x(a).Kloos (g:a) .

af€F’”
q

PREUVE. La démonstration a déja pratiquement été donnée en 1.3.3.3, on

la reprend cependant ici. Par inversion de Fourier, il suffit de mon-

trer la premiére formule : on a
n
Y, = z Y +.o..+ eceae
(g(¥,x)) o (xl xn)X(xl xn)
XoreoorX CF
1 n g
donc
_ n E TR X
L x(a)(g(Y,x)) = z Yk e ax )X ( )
XEF X seeesX EF” n
q 1 cas 4
XEEF
q
or
" x(xl.....xn) :{ o] si xl.....xnf‘a
€ a _ . . ox =
X Fq g-1 si XpeeseeX =a

d'ou la conclusion.

COROLLAIRE 2.4.1.2 (Carlitz). Pour tout n€N , on a 1'égalité

£ |Kloos (q:a)l?2 = g - (g™ 4q™ 24, .. 41)
EF* n
a
q
et, & fortiori, pour tout a€ F; , la majoration

\Kloosn(q;a)l ( qn/2 .

PREUVE. La formule de Plancherel s'écrit ici

L = g0l

z |Kloos (q;a)l2
n g-1 Xqu

affF’”
q

=11+ a-2)aM

z |Kloos (q;a)‘2
aGFq n
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d'ol le corollaire.

2.4.2. Renseignements sur la fonction L .

— *
Soit Fq une cldture algébrique de Fq et, pour tout r€N ,

— *
soit F _ le sous-corps A g éléments de Fq . Pour tout r €N
q
* .
et tout aEIFq , soit

r
. = =
Kloosn(q ra) _ YoTrF JF (xl+...+xn) .

Xje-.-eX =a r'“q
n q

xl""'xnel? r
q

*
On introduit, pour tout a€ Fq , la fonction L
= 'I‘r r
L (T) = exp( Z — Kloos (q :a)) .
a =1 T n

A priori La(T)E 1 + T.Zpr][[T]] , cependant on a le résultat plus

précis suivant :

THEOREME 2.4.2.1 (Sperber par voie p-adique, Deligne par voie

*
¢-adique). Pour tout a¢€ Fq , la série formelle

L (e 4+ paafc 10017
a P -

est en fait un polyndme de deqré n , qui s'écrit

(-1)P n
L_(T) = Il (1-a_ . m)
a i=1 a,
dans une cldture algébrique @ de @ contenant Cp , (et on a
(n-1)n
'« . =gq 2 ).
i=1 a2t

Y . . s * .
2.4.3. D'aprés Deligne, il existe, pour tout a€ Fq , des entiers

Y reeeW o Y 0 tels que, pour tout plongement complexe ¢ : Q< C ,

a,1
on ait

w
o = (Vgq) @t (i=1,...,n) .
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2.4.4. La bonne estimation

’ * * .
THEOREME 2.4.4.1. Pour tout a¢€ Fq et pour tout i=1,...,n , on a
n-1

(on a méme égalité si 1'on tient compte de la relation

(n-1)n
_ 2
Moeai=a 70
et donc

lKloosn(q:a)l < n.q(n_l)/2

PREUVE. La seconde partie du théoréme résulte aussitdt de la premiére

partie puisque (cf. 2.4.2.1)

n
n
. = (- z
Kloos_(g:a) (-1) .i N o Jic

” *
Plus généralement, pour tout r€N , on a

n
Kloos (d%a) = (-1)7. = of |
n j=1 a-i

et on sait que (cf. 2.4.1.1)

]Kloosn(qr;a)\ < (qr)n/2

donc
n
| = o«f || < (qn/z)r
i=1 @t
Comme
w_ ./2
- a,1i
la, ;1 =«

avec w_ iffN (cf. 2.4.3), on aura gagné si 1l'on montre que

/2
la, 51 < qve .

Par suite le théoréme résulte du lemme :

LEMME 2.4.4.2. Etant donnés une partie finie {ﬂi|i€ I} de C et

’ . *
un nombre réel R O , si 1'on _a, pour tout ré€N '
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| = &F] ¢ RT
i€r *

alors Idi\ {R , pour tout i€1I .

PREUVE. On sait déja (2.2.1.1) que

lim sup | Z dill/r = max(le,[)

> 40 161 lGI 1
par suite, vu 1l'hypothése, on a ]aif (R (Vi€ 1I). Il nous reste a
démontrer que {i€ Il |ail =R} est vide. Or (2.2.2.1)

z a?l

. I )

llmsup—r=1f{1€IHd.l=R}

40 R t

par suite, vu 1'hypothése, {i€ 1| Iail =R} est soit vide soit réduit
A& un seul élément. Dans ce dernier cas, raisonnons par 1l'absurde : on
peut numéroter les (ai)iEI de telle sorte que |dl| =R et
|02|,...,|an| { R. Pour tout r »1 , 1'hypothése se réécrit

r r r
la1+...+an| < Iall

soit encore

14 (22) ws ()1 <

o

*
En particulier, on a pour tout r€mN ,
az r o r
re((2) +..+ (32)7) <o
1 1
On aura gagné si 1l'on montre que, pour toute famille finie (yk)kEK
de nombres complexes tels que O £ l)’kl {1 (Yk€K) , il existe

*
r€N tel que

Re( T 7}1;) yo.
k€K

*
Or il existe ré€N tel que

r
Loy /v D=1l C1y2 (V¥k € K)

*
par suite, il existe r €N tel que
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Iz ¥X- 2 |y IF] (L = |y IT.
k€K ¥ xek K 2 kek K
Comme 2 \Yklr> O , on a nécessairement
k€K

Re( T y7) >0
k€K

d'ol la contradiction cherchée.
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3 - INTERPRETATION COHOMOLOGIQUE DES SOMMES TRIGONOMICZTRIQUES

3.1. Enoncé d'un théoréme d'uniformité en p .

Reprenons notre situation générale : V est un schéma de type
fini sur Z et f:V - A; est un morphisme (une "fonction" sur V).
Pour tout nombre premier p , fixons une cldture algébrique Fp du
corps fini Fp et notons, pour toute puissance q de p, Fq le
sous-corps fini & g éléments de Ep .

Alors, pour tout nombre premier p , pour toute puissance g de

P ,» pour tout caractére additif non trivial Y de Fq et pour tout

* 2 A . 2 .
n€N , on s'intéresse i la somme trigonometrique

F l\y)

S =S (V®F ,f®iqg
n q a

n
définie par
s = z Y (Tr (£(x))) .
XEV(F _) € /Fq
n q
q
Si Y est a valeurs dans Q(C)* ou € est une racine p-iéme

de 1l'unité, on a
snéew)
et, méme,
€
N #¢] .

ra * 2 . Y ’
La donnée des Sn , pour tout n€N , est équivalente & la donnée

de la série formelle

L(T) L(V® Fq,f® J_dF L, Y:T)
définie par

L(T)

1]
1]
X%

5
™M
n
|
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On a, a priori,
L(T) € @(¢)[[T]]
et, méme,
L(t) € 1+T1.2(¢]([T]] .,

mais le théoréme de rationalité de Dwork et Grothendieck montre que
L(T) est le développement en série entiére & l'origine d'une fraction
rationnelle.

Choisissons une cl8ture algébrique @ de @ contenant @() ,

on va démontrer un théoréme "d'uniformité en p pour la distribution
des poids avant simplification des fonctions L ci-dessus. Plus

précisément, on démontrera (4.3.2) le théoréme suivant :

THEOREME 3.1.1. Il existe une famille d'entiers positifs, presgue tous

nuls (hl)

Wi, wen telle gque, pour tout nombre premier p assez
’

grand, pour toute puissance q de p et pour tout caractére additif

non trivial Y de Fq , la série formelle L(T) soit le développement

en série entiére a l'origine d'une fraction rationnelle gui s'écrit

i+1
T e, (m)-V
i,weEN 1w

(T) est un polyndme de deqré h' , 3

ou, pour tout couple (i,w), P w !

i,w

coefficients dans @, de terme constant 1, se factorisant comme suit :

hi
W
Py, w(T) = -‘:r (l_di,w,jT)
j=1
ou chague o, . € 6 est pur de poids w .

i,w,j

COROLLAIRE 3.1.2. Pour tout p assez grand, pour toute puissance g

de p et pour tout caractére additif non trivial Y de Fq H

(i) le nombre total des zéros et des pdles réciproques (comptés avec

leur multiplicité) de la fraction rationnelle L(T) est majoré par
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£ nt.
. w
1,wW

(ii) le nombre total des zéros et des pdles réciproques de poids w

est maijoré par

(iii) on_a :
# {zéros réciproques de poids w} - # {pdles réciproques de poids w}
- F (- i i
= (-1)"hy, .
i

. i . .
On prouvera l'existence des hw par voie cohomologique : un nombre

premier € étant fixé, alors, pour tout nombre premier p assez grand,

p#¢ , pour toute puissance g de p et pour tout caractére additif
non trivial Y de F_. h; sera la dimension de la "partie de poids

" i * . . . .
w dans le HE—adique ’ HZ—adique étant la cohomologie ¢€-adique qui

contrdle la situation. L'objet de ce numéro est de "rappeler" ce qu'est
la cohomologie ¢-adique et de "rappeler" la fagon dont elle "contrdle"

la situation.

3.2. Cohomologie ¢£-adigue., fonctions zéta et conjectures de Wejl.

Soit Fq un corps fini, soit Fq une clbdture algébrique de Fq

* —
et, pour tout n€N , soit F n le sous-corps fini de Fq a qn

2 ” q
eléments.
Si X/IFq est une variété projective, lisse, géométriquement

connexe, de dimension d , la fonction zé&ta de X/Fq est la série

formelle
oh

(3.2.1) Z(X:T) = exp( 2 (H# X(E )).>) .

nyl q

Comme
#x(E )= b deg(x)
q x€ x|
deg(x) In

*
pour tout n€N , la fonction z&ta admet un développement en produit
infini
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1
Z(X:T) = 11 —des )
x€ | x| l—Tdeg x

donc
z(x;T) € 1+T.2[[T]] .

Weil avait conjecturé et Deligne a démontré (Weil I) que la série

Z(X:;T) est le développement de Taylor & l'origine d'une fraction

rationnelle qui s'écrit de maniére unique, sous la forme :

%gil_ b (T)(—l)1+1 _ Po(T)eeenenn. Pyg_1(T)
j=0 1 P_(T)....... - Pyg(T)
ol, pour chaque i€{0,1,2,...,24} ,
P, (T) € 1+T.7(T]
et, sur une cldture algébrique @ de Q , Pi(T) se factorise en
B.
P, (T) = Tt (1-o, .T)
3=0 J
avec des aij dont tous les conjugués complexes sont de module
Ve *
i.e. des aij purs de poids i .
Les polyndmes Pi(T) sont caractérisés, en terme de la série

Z(X,T), par ces conditions. En dépit de cela, leur définition est de
nature cohomologique. Pour tout nombre premier € , Grothendieck (SGA 4,
SGA 5) a défini des Q,-espaces vectoriels de dimension finie
i = .
H (X®IFq,Qe) (Vi € )
nuls pour i 2d , sur lesquels

Fx = "Frobenius de X/IE‘q

agit comme automorphisme. Posons

_ - ixeF
Pi,e(T) = det(1 TFX,H (X@>Fq,Qe)) o
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Pour tout nombre premier £ #p , les Pi(T) vus comme polyndmes a
coefficients dans @, ne sont autres que les P, E(T) . Plus préci-
.

sément, pour tout nombre premier € #p , on a dans Qe[T] les égalités
Pi(T) =Pi,8(T) (i=0,1,2,...,24)

ce qui signifie que
(i) Z(X:;T) wvu comme élément de Qe[[T]] est le développement de

A

Taylor a l'origine de la fraction rationnelle
2 i+1
T%' p, ,(m) ™Y Teq (1)
L i, 2
i=0
(c'est le théoréme de rationalité de Grothendieck)
(ii) les valeurs propres de Fx agissant sur Hl(XEDFq,Qe) , prises
dans une cldture algébrique 62 de @, sont en fait dans la cldture
algébrique Q@ de @ dans 62 , ce sont méme des entiers algébriagues

(dans la cl8ture de Z dans @) et pour tout plongement de @ dans

C , chacune de ces valeurs propres & est de module
lel=(Vaq)*

(c'est le théoréme de Deligne, Weil I).

Si on conjugue (i) et (ii) au fait que Z(X;T) est une série
entiére a coefficients dans Z , de terme constant 1 , indépendante
de ¢ , on obtient que les Pi P) sont en fait dans Z[T]CZQEET] et

sont indépendants de ¢ #p . A fortiori, les "nombres de Betti",

. i =
? = =
dlerH (X Fq,De) deg(Pi’e(T)) B,

sont indépendants de € #p .

Malgré ce résultat profand, notre compréhension de la cohomologie
€-adique est enccre insuffisante, comme le montre le prcbléme ouvert
suivant :

PROBLEME (3.2.2). Si X/Fq et Y/Fq sont deux variétés projectives
lisses, géométriquement connexes et si f:X > Y est un morphisme
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défini sur F_ , pour tout ¢ #p , on dispose par fonctorialité de

morphismes
*qi i - i -
f : H (Y®E‘q,Qe) - H (X®IFq,<De)
qui commutent & l'action de Frobenius, donc
i i
Ker™ (f,Q,) et Coker (f,@,)

(noyau et conoyau de f*i) sont des Q@Q,-espaces vectoriels sur
lesquels FX agit.

1) On ne sait pas prouver que les dimensions de ces Q,-vectoriels
sont indépendantes de ¢ #p (sauf si f se reléve en caractéristique

nulle).

2) On ne sait pas prouver que les polyndmes

i
det(l—TFX,Ker (£,Q, ))

det (1-TF,, Coker™ ( £,@,))

X
sont & coeffincients dans % , indépendants de € #p (méme si £ se
reléve en caractéristique nulle).

Bien siir, (2) implique (1) en prenant les degrés.

Plus généralement, si X/IE‘q n'est plus projective, on dispose

encore d'une fonction zéta

(3.2.3) Z(X;T) = exp( & (# X(F ))T—n) = IT7 —yl
nyl qn n x€ x| l_Tdeg(x
qui est encore le développement de Taylor d'une fraction rationnelle
en T , mais on ne connait pas d'écriture canonique de cette fraction
rationnelle comme dans le cas projectif et lisse.
Pour tout nombre premier £ , Grothendieck a défini (SGA 4, SGA 5)

les espaces de cohomoclogie ¢€-adique & supports propres ; ce sont

des Q,-espaces vectoriels de dimension finie

i = .
Hc(X®Fq,Qe) (Vi € N)
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nuls pour i > 24 , sur lesquels FX agit.
Il a montré que, pour tout € #p , la série 2Z(X;T) , vue comme
élément de Qe[[T]] , est le développement de Taylor, en T=0 , de

la fraction rationnelle

24 (—1)itl
i'[;fo Py o(T)

- _ i =
Pi,e(T) = det(1 TFX,HC(xébwq,Qe)) .

Deligne a prouvé (Weil II) que, si on factorise les P (T) sur

i,e

une clbture algébrique &')e de @, .

j e T)

G

Pi,elT) = tr (1-ery

alors les o, sont en fait des entiers algébriques et il existe

i, j.e

des entiers w, tels que

i,j.e
O(wi’j’cél

et que tous les conjugués dans € de o, soient de valeur

i,j,¢€
Wi osp
absolue (Vq) 3% .
Mais on ne sait pas si les P, E(T) sont a coefficients dans %
et s'ils sont indépendants de ¢ #p (on ne sait pas caractériser, en
termes de la fonction zéta, les Pi e(T) , comme on sait le faire dans

le cas projectif et lisse).

LIEN AVEC LE PROBLEME 3.2.2. Si x/lFq et Y/IE'q sont deux variétés
projectives, lisses, géométriquement connexes, si f£: X 2> Y est une
immersion fermée et si U=Y-X , pour tout € #p , on a la suite

exacte longue

i-1 = =
ceees Hc (U%Fq,Qe)

. *i-1 .
i-1 = £ i-1 = i, o=
—>» H (YqulQe) —> H (XquIQe) id HC(UquIQe)

. *i .
i = £ i =
—> H (Y®Fq'Q8) —> H (X®Fq,@e) i,
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d'ol des suites exactes courtes
0 = cokeri™l(£,0,) » HL(URF ,@,) » Keri(f,0,) » O
r e c ql e r’ e

donc, avec des notations évidentes,

U _ Ker Coker
Pi,E(T) = Pi,E(T)'Pi-l,e(T) .

PCoker

Ker(T) est de poids i et e(T) est de poids 1i-1 , donc

Or Pl i-1,

les deux énoncés suivants sont équivalents
(1) Pour tout i , Pg e(T)G 2[T] et est indépendant de € #p .
'

(2) Pour tout i , P?eg(T) et Pgo%er(T)e Z[T] et sont indépendants

de ¢#p .

On ne sait pas démontrer ces énoncés.

3.3. Fonctions L et revétements étales.

Soit X/Z un schéma de type fini, soit G un groupe fini opérant
sur X sans points fixes et tel que Y = X/G soit défini (en gros,
X est un G-torseur sur Y).

On notera GE7 l'ensemble des classes de conjugaison de G . A

tout point fermé y¢€ |¥l on associe deux classes de conjugaison wy et
Fy€ Gh appelées respectivement Frobenius arithmétique et Frobenius
géométrique, et liées par la relation Fy==w;l . Pour cela, choisissons

une cldture algébrique k du corps résiduel k de vy ; si Xy est la
fibre du morphisme canonique
X = Y=X/G

en Yy ., Xy(ﬁ) est muni d'une action de G et c'est en fait un
G-torseur. D'autre part Xy(i) est muni d'une action de Gall(k/k).
Comme k est un corps fini, Gal(k/k) est topologiquement engendré par
1'automorphisme de Frobenius de k

D
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ol Ny = card(k) , on note Frobk l'action de cet automorphisme sur
xy(ﬁ). Si on choisit, maintenant, un point x€ Xy(E) , i1 existe un
unique g€ G tel que

Frobk(x) = g.x
et wy est la classe de conjugaison de g , Fy celle de §l par défi-
nition (ces classes ne dépendent pas des choix faits : ni de celui de
k , ni de celui du point x ; par exemple, si x'=hx , pour h€G, on a

Frobk(x') = Frobk(hx) = h Frobk(x) = h.g.x = hgﬂlx').
Supposons maintenant que l'on ait une représentation
p:G - AutE(M)

ol M est un E-espace vectoriel de dimension finie, E étant un corps
de nombre, on peut définir une série de Dirichlet formelle & coefficients

dans E associée a la situation

1
yelyl det(1-(ny) ®p(F,))

X
L(l)G —ga-AutE(M);s) =
Y

1

(det(1-Ap(hgh™ ")) = det(1-\p(g)) pour tous g,h€G , donc 1l'expression

det(1-Ap(gT))
5

ol g est une classe de conjugaison a un sens). Cette série de
Dirichlet formelle est la fonction L de la situation au sens de
Grothendieck. La fonction L d'Artin est définie par

X
LA™ (e LAutE(M);s) = L

v yelyl det(l—(Ny)'sp(wy))

et le lien entre les deux est

Groth.

Artioy = L 3

L

v
pP:G"~ AutE(M)
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, . . Voo e -1
est la représentation contragrédiente de P (P(g)= P(g 7)).

X
Si l)G est donné sur Fq , on remplace la variable s par
Y
T=q—s et on pose
X . »p 1
L(he S aue ) = T =515) .
v vElyl det(1-T°€9'Y P(F))

3.3.1. EXERCICES. Dans les quatre exercices ci-dessous, on est sur le

corps de base Fq , on a donc une situation

x
Y L»AutE(M)

Y
Spec(F )
P q
on a choisi une cldture algébrique ﬁq de Fq et on note F, et F,
l'action du Frobenius
x» 24

d 1(F _/F ) sur X(F et Y(F ) respectivement. On noter L(T
e gal( q/ q ( q) ( N P a (T)

la fonction L de Grothendieck de la situation.

3.3.1.1. On_a, dans E[[T]] , l'identité "en haut"

L(T) = exp( Z TT'Sn)
n=1
ou, pour tout entier nYl , on a posé
n
F_ecg
1 = X
s = Z Tr(e(g)).|x(F ) | .

3.3.1.2. Si g est un automorphisme de X/Fq d'ordre N , il existe

un Fq—schéma X' de type fini et un isomorphisme

tel que le carré

60



INTERPRETATION COHOMOLOGIQUE

, £
X'® F g —>X¥ F
a q a q

F,,®id (F,0g) ®id
X FNJ' l X F o
q q

commute.

3.3.1.2'. Pour tout nombre premier € #p , on a une formule des traces

pour 1'endomorphisme FXOg

F_og . .
= X _ 1 ° i
lx(E‘q) | =% (-1) Tr (Fy°g, H,(X®

F ,Q,)) .
1 qe

F
q

Plus généralement, cette formule vaut aussi pour les endomorphismes

F;og (n€N").

3.3.1.3. Pour toute place finie A de E au-dessus d'un nombre premier

a

e#¥p , la série L(T) est le développement de Taylor a 1l'origine de la

fraction rationnelle, a coefficients dans le complété Ey, .

. i - G, (-1)i*+1
T_Tdet(l-(Fxg id)T, (HS(X® o Fq,Qe)® (M®L E, ))"7)

1 q

3.3.1.4. Dans le cas particulier d'un revétement d'Artin-Schreier

X défini par une égquation d'Artin-Schreier

q
t %-t = f(y)

(ou Fq CFq . Aé. = Spec(E‘q[t]) et f:Y~ AEl, ) , si on prend
o q q

E=M-= Q(Cp) '

IO

0 Cp est une racine primitive p-iéme de 1l'unité, et si
pP=Y :G=F_ = @)
) q, P
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est un caractére non trivial, alors

(a) Fq agissant sur X par (XA,(t,y)) " (t+x,y) , on a, pour tout

o
y € |yl de corps résiduel k ,

(£(y)) :

O

F, = Py = ~-Tr

Y k/F

q
(b) on _a

1

1T
deg(y)3
yelyl 1-7 YO(Trk/Fq (£(y)))

L(T) = L(Y,f,‘i’o"TrFq/F ;T) =

9

o

et, pour toute place X de E , au-dessus de €#p , on a

. ) v (—1)i+1
L(T) = _];rdet(l—(Fx® id)T, (Hc(x®Fq Fq,Qe) 3% Ey) ©) .

3.3.2. Solutions des exercices.

3.3.2.1. Partons de l'identité formelle

T (—ﬁ—r Log(det(1-£T) 1) = = ™. 7r(£Y

m}l

pour tout f€ EndE(M). Si on applique 1l'opérateur T é% Log a L(T) ,

on obtient alors

r & 1og L(T) = de Lz peded(yY) g (F™
ar g L(T) el g(y) ik (p( y))
d'ou
oo
T g% Log L(T) = £ T = deg(y) .Tr(p(F/de3(¥) ),
n=1 y€ly| Y
deg(y)In

I1 suffit donc de montrer pour tout n€ N la relation

s, = z deg(y).Tr(D(Fn/deg(y)))
ye vl b4
deg(y)ln
Fixons un élément g de G et un entier n»1 . Pour un y€ |yl tel

que deg(y)!n , dire que

Fn/deg(y) - g%
Y
c'est dire qu'il existe x€ Xy(E) , o k est une cldture algébrique
du corps résiduel k de y , tel que
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Frobﬁ/deg(y)(x) = g—l(x)

ou encore, tel que,

Frob;/deg(y)°9(x) = x .

Maintenant, si O :k ~ Eq est un Fq—isomorphisme, on a
oog = gold sur Xy(E)
et

ooFrob, oo 1 = pded(X)

" g sur Xy(Fq)

(X est un k-schéma, donc a fortiori un Fq-schéma ; Xy(ﬁq) < X(Fq)),

donc dire que

1:,n/deg(y) - gh
Y
équivaut encore & dire qu'il existe x'€ Xy(@q) (x' =0(x)) tel que

FQOg(x') = x

donc a dire que
_ Fy°g
Xy(Fq) # 8 .
Notons que cette derniére condition implique automatiquement que y est

fixe par F; , donc que deg(y)'n . Par suite les deux ensembles

{y€lyl I deg(y)!n,F;/deg(Y)=g‘='}

et
no

F,°og
€l F) X }
{ye'lyl lxy(Fq) £
coincident.

q

et cette orbite & deg(y) éléments. La réunion de ces orbites pour vy

Chaque y¢€ |yl d@éfinit une orbite sous Gal(ﬁq/Fq) dans Y(F )

parcourant l'ensemble ci-dessus n'est autre que 1l'image par l'application

naturelle

X(E‘q) - Y(E‘q)
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n
_ Fg°g
de X(F_) .
q
Comme X(@q) est un G-torseur sur Y(@q) , le nombre d'éléments
de cette image est

o

n
Fx gl

1 _
W lX(Fq)

d'ol la conclusion.
3.3.2.2. Commengons par rappeler le résultat de descente du corps de

base suivant (Serre, Groupes algébriques et corps de classes, ch. VI,

n® 2) : soit V un F N—schéma, soit FV le Frobenius de V (FV est
q
1'identité sur 1l'espace topologicue sous-jacent au schéma V et 1'élé-
vation a la puissance qN—iéme sur le faisceau structural GV) et soit
F:Vv-=—*YV

un F -morphisme tel que

N
d N
F=FV,
alors "descendre de corps de base de F N a Fq" c'est trouver un
q
F -schéma W et un F N~ isomorphisme
q q
CW® ~
f:W F FN—->V
qa q

tel que le carré

w3 F —£+-V

F N
q g
® i
Fw ldF Nl 1F
q 2 £
W ¢ F F N — V
q g

commute (Fw est 1'élévation 4 la puissance g-iéme sur Gw).

Scit V¥ 1le schéma ayant méme espace topologique sous-jacent que
V , mais ayant pour faisceau structural le faisceau 93 . Soit
8 :v- vy 1e morphisme qui est 1'identité sur les espaces topologigues

v
sous—-jacents et 1l'inclusion 33‘“ OV pour les faisceaux structuraux.
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Nous allons utiliser le résultat suivant : pour gue la descente du

L a Fq soit possible, il faut et il suffit que
q

F soit de la forme

corps de base de

= 8
F ®o v
ot ©:v¥-> v est un isomorphisme.
I1 nous suffit de vérifier que pour
vV =X ®F F N
q q

le morphisme F = (F,og)® id est tel que
X F N

et peut s'écrire

= 8
F Po v

ol 9:V¥-> v est un isomorphisme.

Pour la premiére relation, comme g est défini sur Fq , on a
= o
Fy°9 = g°Fy

donc

puisque g est d'ordre N . Mais

d'ol la premiére relation.

Pour la seconde, on remarque que

F, = ¢

X x°x

oy :xT 2 x

est 1l'identité sur les espaces topologiques sous-jacents et
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s _E:LES¢ sgd

X X sur les faisceaux structuraux. Donc

FXOg = goFx = go:pxoex
et

(Fyog) ® idg . = [(gocax)®idF N]o[sx® idg N]
q a q

or, on a un isomorphisme

et un triangle commutatif

6 a
/V/v(xébF F
® N qa q
X F E N l
a g \\\\\\\\s q e
6._®iqa X F F N
X ' N qg g
q
d'ol la décomposition
F = woav
¢ étant le morphisme composé
q4 ~. a (gwx)glquN
(X®p F )7 =X 3, F X®. F o -
qa g q g q g

La descente du corps de base est donc possible.

3.3.2.2'. Compte-tenu de 3.3.1.2, la formule 3.3.1.2' découle de la for-
mule des traces -de Lefschetz pour 1l'endomorphisme de Frobenius (SGA 5
I1I B, SGA 4% [Rapport], voir aussi 3.5.1).

3.3.2.3. Si on combine 3.3.1.1 et 3.3.1.2', on obtient, pour tout

»*

n€N , la relation

Sp = (D Fr I Tr((FReg) ®p(9) HUX B, F @) By (MOLE)) .

nooy g€a c q ¢4 @
Oor

n _ no .
(Fyog) ®p(g) = (Fy® 1dM®EEX)0(ggp(g))

et, comme l'action de G sur X est définie sur Fq , 1'endomorphisme

F;g’id commute & l'action de G et induit un endomorphisme sur 1'espace
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*
des invariants sous G . On a alors, pour tout n€N ,

_ i ne . i = G
S, —f (-1) Tr(Fx®1d.(HC(X qu Fq.Qe) 8% (M3 Ey ))7)

et la conclusion s'en déduit par la méthode habituelle.

3.3.2.4. si x = (t,y) € Xy(ﬁ) ol k est une cldture algébrique du

corps résiduel k de y , on a

deg(y)
Frob, (x) = (¢4 Y)
et
deg(y) q deg(y) q q q
t4d -t = (¢ °-t)9 /90 4...+ (t O-t) O+ (t °-t)
)
= Trk/F (t ~-t) = Trk/F (£(y))
9% 9
d'ou
F = - = =T f .
v wy Ty /F (£(y))
)
On a prouvé (a) ; (b) résulte de (a) et des exercices précédents.

3.4. Fonctions L et faisceaux ¢&-adigues.

3.4.1. Rappel sur le "1 .

Soit Y un schéma localement noethérien, normal et connexe, pour
tout revétement fini étale galoisien de groupe G de Y , on sait asso-
cier & chaque y€ |Y| des Frobenius arithmétique et géométrique, @y et
F_ € Gh . Mais pourquoi se restreindre a un seul revétement fini, étale,
galoisien de Y ?

Si 1l'on considére "tous" les revétements finis étales galoisiens

X/Y , leurs groupes G forment un "systéme projectif" et il est naturel

de considérer le groupe profini

ﬂl(Y) = 1lim G .

X/Y
Plus précisément, si K est le corps des fractions de Y , i.e.
si K est le corps résiduel du point générique M de Y , si K est
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une cldture algébrique fixée de K , définissant un point géométrique

N de Y localisé en M , on définit ﬂl(Y,ﬁ) comme quotient de

Gal(K/K) = lim Gal(L/K)
L

ol L parcourt les extensions finies de K contenues dans K ;
ﬂl(Y,ﬁ) est le quotient correspondant aux L , KSL<SK , [L:k] € 4,
tels que le normalisé de Y dans L soit fini étale sur Y .

Plus généralement, pour tout point géométrique y de Y , on peut
définir un groupe profini ﬂl(Y,§). Pour y variable, les ﬂl(Y,§) sont
isomorphes entre eux, mais par des isomorphismes qui ne sont canoniques

qu'd automorphismes intérieurs prés.

Fonctorialité. Pour tout morphisme f:X 2> Y et pour tout point géomé-

trique X de X , on dispose d'un homomorphisme de groupe

£

*

:nl(x,i) - ﬂl(Y,f(i)) .

EXEMPLE (i) Si k est un corps et k une cldture algébrique de k

0l

définissant un point géométriqgque de S = Spec(k) , on a

m,(s,s) = @al(k/k) .

En particulier, si k==Fq ' ﬂl(S,s) contient deux Frobenius : le
Frobenius arithmétique ¢ , tel que o(X) =19 , pour tout X E@q , et
le Frobenius géométrique F==w_1 .

(ii) Si Y est un schéma de type fini sur Z , si ¥y est un point

géométrique de Y 1localisé en un point fermé y de Y , par foncto-

rialité on a un homomorphisme

_ - - . -
Gal(Fq/lE‘q) 1(yoy) T, (Y.y)
(ou Fq est le corps résiduel de vy , Fq la cldéture de Fq dans y)

et on peut considérer les images de
€ 3 =T v
F,o Gal(Fq/Fq) 1(y,y)
par cet homomorphisme ; on note Fy et wy respectivement les classes
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de conjugaison de ces images, Fy et ¢y sont donc des éléments de

LSRR

Pour y variable, les ﬂl(Y,§)q sont tous canoniguement isomorphes,
donc, si § est un point géométrique quelconque de Y et si y est
un point fermé de Y , on a dans ﬂl(Y,7)# deux classes de conjugaison

Fy et wy canoniquement attachées & y . De plus, on a le résultat de
densité suivant (Serre, Abelian €-Adic Representations and Elliptic

Curves, Benjamin 1968).
/ . ’ v
THEOREME DE DENSITE DE CEBOTAREV. Les Fy (resp. @y), pour Yy parcou-

rant |Y! , sont "denses" dans ﬂl(Y,§)q . Plus précisément, pour tout
revétement connexe, fini, étale, galoisien de groupe G , de Y , les
5 ]

(y€ lyl) remplissent tout G' .

classes de conjugaison FYG G

3.4.2. Définition des Ex—faisceaux.

Soit ¢ un nombre premier et soit Ey une extension finie de Q, -

Soit M un point géométrique générique de Y .

DEFINITION. Un Ex—faisceau lisse sur Y est "par définition" une

représentation continue

(M)

p:m, (Y,m) > AutEX

IO

M est un Ex—espace vectoriel de dimension finie ; M est appelé

la fibre du Ex—faisceau F au point géométrique M et est noté 3ﬁ .

Si Y est un schéma de type fini sur Z et si & est un
Ek—faisceau lisse sur Y , on définit

1

(3.4.2.1) L(Y,%;s) =
velyl det(l—(Ny)'sp(Fy))

et si Y est, en fait, un schéma de type fini sur Fq , on considére
plutdt
1

(3.4.2.2) L(y,%;T) = T .
vely! det(l—Tdeg(y)p(Fy))

(pour 3:=EX , on retrouve Z(Y:;T) (3.2.3)).
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Ex—faisceaux constructibles. Sur un schéma Y noethérien, la notion de

Ex—faisceau constructible généralise la notion de Ex-faisceau lisse
définie ci-dessus. On a les propriétés suivantes :

(i) pour un morphisme £ :X ™ Y de schémas noethériens et pour un
Ek—faisceau constructible ¥ sur Y , on sait construire un
Ex—faisceau f*E constructikle sur X de telle sorte que, si & est
lisse, i.e. correspond & une représentation P de ﬂl(Y) , alors f*3

est aussi lisse et correspond a la représentation pPeof, de ﬂl(X).

(ii) pour un Ex—faisceau constructible & sur Y , il existe une
partition finie Y = U Zgy ou les Z, sont des sous—~schémas construc-—
o

tibles de Y , tels que (i ) &= 3\2 soit lisse sur 2, (i, :2Z,°Y
o

o
est 1l'inclusion), pour tout o .

Bien sfir, la donnée de & signifie qu'il y a certains liens entre
les diverses représentations associées auvx Ex—faisceaux lisses giZ ,

o
mais on n'en parlera pas pour le moment.

(iii) si y un point géométrique de Y 1localisé en un point y de Y,
si iy: Yy < Y est l'inclusion et si & est un EX—faisceau construc-
tible sur Y , alors i;(3) est un E)-faisceau constructible, donc
lisse, sur y et correspond donc & une représentation continue de
ﬂl(y,§) dans un E, -espace vectoriel de dimension finie noté 3; et
appelé la fibre au point géométrique y .

Si Y est de nouveau un schéma de type fini sur Z , si y est
un point géométrique de Y 1localisé en un point fermé y de Y , de
corps résiduel Fq (y correspondant a une cldture algébrique ﬁq de
Fq) et si & est un Ex—faisceau constructible sur Y , alors le
Frobénius géométrique Fyé ﬂl(y,§) = Gal(@q/@q) agit sur la fibre 3;
et on peut donc considérer la fonction L

(3.4.2.3) L(Y,3;s) = T L .
yElYl det(1-(Ny) SFY,El—,)

70



INTERPRETATION COHOMOLOGIQUE

De méme, si Y est en fait un schéma de type fini sur Fq , on
définit plutdt

(3.4.2.4) L(Y,%;T) = Il 1 .

deg(y) .
€ly t(1-T F_,%-
vE€lyl det( y y)

3.4.2.5. Formule (exercice). Si Y est de type fini sur Fq et si &

est un Ex—faisceau constructible sur Y , on a
(=] Tn
L(Y,%;T) = exp( £ = s _(Y,&))
n n
n=1
ou
s (Y,¥) = £ 4 . I Tr(Fn/d,Zf—)
n daln vEly| Y Y
deg(y)=4d

de sorte que

s (Y,%) = z Tr(F, ,F=)
1 YEY(F ) y Y
q
et
Sn(Y.O‘) = Sl(Y ®n? F n,$ Y®F [ n) .
a g qa g

Lien avec la situation d'un revétement étale fini. Si Y est un schéma

de type fini sur Z , si X/Y est un revétement fini étale galoisien de

groupe G et si P :G ~ Autg (M) est une représentation de G dans un
A

E, —~espace vectoriel de dimension finie M , on peut associer a cette

situation un El—faisceau lisse & sur Y : & provient du G-torseur

X/Y par extension du groupe structural par

P:G"AutE (M) ,
A

(F "est" xxC M - Y comme "espace étalé" sur Y). On a alors

X
L(})G £, Aut, (M);s) = L(Y,%F;s) .
Y A
EXERCICE. Si Y est en fait un schéma de type fini sur Fq , on a,
pour tout 1i€N ,

i = h¢ ~ i = G
HC(Y® Fq, ) HC(X®IF Fq.M@ Qe) .

q q

[
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3.5. Fonctions L et cohomologie des Ex—faisceaux.

3.5.1. Formule des traces et rationalité des fonctions L .

Soit X wun schéma de type fini sur Fq , soit € un nonbre premier
et soit & un Ex—faisceau constructible sur X , on dispose de

E, —espaces vectoriels de dimension finie

i = .
€
Hc(x®Fqu,3) (i € N)

nuls pour i?2d ol d = dimg, (X) , sur lesquels Gal(@q/Fq) agit.
q

La formule des traces de Grothendieck (SGA 5 III B, SGA 4% [Rapportb

dit que, si €#p=car(Fq), on a

s, (X, ¥) dfn T oTr(F ,3;) =C (-1)" Tr(F,H_(X® F_.3))
x€EX(F ) i q 4
q
et, plus généralement, gque, pour tout entijier nyl , on a (avec les

notations de 3.4.2.1)

=5 (_qyi i =
Sn(x,s) 7 (-1) Tr(Fn,Hc(x®Fqu,3)) .

On en déduit (exercice) que L(X,%;T) (3.4.2.4) est le développement -de

Taylor & l'origine d'une fraction rationnelle a coefficients dens Ey,

i _ (_1)i+1
L(X,%;T) = || det(1-TF,H (X®_ F _,3)) .
i c Fq q

3.5.2. Cohomologie a supports_ propres.

Il est commode d'interpréter

(el(x®_ F_,%) + l'action de Gal(F /F ))
c Fq q q/ qd
comme un E, -faisceau constructible sur Spec(Fq).

De fagon générale, si

Hh
G e—x

est un morphisme séparé, de type fini, entre schémas noethériens et si

F est un Ey-faisceau constructible sur X , "on" peut définir des

Ex—faisceaux constructibles sur Y , notés
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Rif 3 (i €w)

nuls pour i Y24 ol d = max(dim f—l(y)) de telle sorte que :
b4

(0) R'€£,3 = R'£,3 (Vi) , si £ est propre ;
(1) la formation de lels commute & tout changement de base Y' —i*»Y
ol Y' est encore un schéma noethérien : si on fixe les notations par

le carré cartésien

x' 25 x
f‘l [f
v v

pour tout i , la fléche de changement de base
g*Rifltf - Rif;g":;
est un isomorphisme ;
(2) si g:Y > 2 est un morphisme ol 2Z est noethérien, on a une suite
spectrale de Leray

E;) = R'g,Rf, 3 = rR* I (gor) 15 ;

. j . . . i
(3) si Ueds X est un ouvert complémentaire d'un fermé D &— X , on a
une suite exacte longue d'excision : si on fixe les notations a 1l'aide
du diagramme

&

.o
3 —U=-3—>x<—’D—31D

lu fk‘ [f/fD

Y

cette suite exacte s'écrit

--= = Ry (F ) > RYEF = RUEL,(3))

- R (3) o -
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(4) si

0= 3F2* G=2H -0
est une suite exacte de E,-faisceaux constructibles sur X , on a une
suite exacte longue de cohomologie

——- lels - len G- le!u

d R1+lf13 * —— .

Maintenant, si Y est un schéma de type fini sur Z et si y est
un point fermé de Y de corps résiduel Fq , alors
R'f 3
191y
n'est autre que le Ex-faisceau lisse défini par

i = ' . =
(Hc(xygquq,E) + l'action de Gal(Fq/Fq)).

Résultats ou remarques complémentaires ou exercices :

(i) si 1'on a une situation :

? = Ek—faisceau constructible
X
£}
Y
gl .
Z schéma de type fini sur Zl 1/8]
alors
i (-1t
L(X,%;s) = ]I L(Y,R f13:s)
i C
. : _1y1+]
=TT L(Z,Rjg!le,G;s)( D
i,J :
n
= TT n(z,R%(gof)13;) (71 ;
n

(ii) si j:U“ X est une immersion ouverte et si & est un

El-faisceau constructible sur U , alors

Rojlﬁ = j, 3 = "faisceau JF sur U prolongé par O"

et
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lels = 0 pour i 0 :
(iii) si i :2 “ X est une immersion fermée et si F est un

Ex—faisceau constructible sur 2Z , alors

Roi|3 = 1i,¥F = "faisceau JF sur 2Z prolongé par O
et

R'1,3 = 0 pour i 0 ;

(iv) si on a une situation :
xg_J_,)'(
f\\/f
Y
ol Jj est une immersion ouverte et ou f est un morphisme propre et
si F est un Ex—faisceau constructible sur X , alors
R'€£,3 = R'E,(3,3) (Vi)

(v) si on a une situation :

g

]
0
a

ol Jj est une immersion ouverte et si & est un Ex—faisceau construc-—
tible sur X , alors
a) on a une suite exacte courte de Ex—faisceaux
* *
o= jlj F*F*ii3F*O0
b) la suite exacte longue associée & cette suite exacte courte

n'est rien d'autre que la suite exacte d'excision :

(vi) si & = @ est un homomorphisme de Ex—faisceaux constructibles

sur un schéma X noethérien et irréductible, si T est un point géné-

rique géométrique de X et si
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o5 s ¥ 7 95

est un isomorphisme, alors, il existe un ouvert dense U< X tel que
. -
¥y ¥y~ Yy
soit déja un isomorphisme ;

(vii) supposons gqgue sur X noethérien, on ait une suite d'homomorphismes

de Ex—faisceaux constructibles

3 2, 2oy

alors cette suite est exacte si et seulement si pour tout point géomé-

trique x de X 1la suite

est exacte.

3.5.3. Résumé du théoréme fondamental de Deligne (Weil II).

Soit X un schéma de type fini sur Z et soit & un Ex—faisceau
constructible sur X .

DEFINITION. Le Ex—faisceau ¥ est dit "entier" si, pour tout point

fermé x de X , les valeurs propres de Fx agissant sur 3; (x est

un point géométrigque arbitraire localisé en x) sont des entiers algé-

briques.

REMARQUE. Dire que les valeurs propres d'un endomorphisme d'un

E, —espace vectoriel sont des nombres algébriques (resp. des entiers algé-
briques) a la signification suivante : on fixe une cldture algébrique

EX de EX , de sorte que l'on peut prendre toutes les valeurs propres
dans EX , mais on dit en plus que ces valeurs propres sont dans la

cldture intégrale de @ (resp. de Z) dans EX .

EXEMPLES (i) le faisceau constant EA est entier ;

(ii) "entier" passe aux sous-faisceaux et aux faisceaux quotients.
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DEFINITION. Soit w€ Z , on dit gue le E,-faisceau ¥ est "pur de

poids w" si, pour tout point fermé x de X , les valeurs propres de

F agissant sur 3; (14 encore x est un point géométrigue arbitraire

x
localisé en x) sont des nombres algébriques & tels gue

lol = (%2 (= (V™)

pour toute valeur absolue archimédienne [ sur @ .

REMARQUE. Si & est un Ex—faisceau entier et pur de poids w€Z,
alors wYO (en effet, soit x un point fermé de X , soit K/Q une
extension galoisienne finie contenant les valeurs propres de Fx
agissant sur 3; ; si 4 = [K:@)] , si lll""’l‘d sont les d valeurs
absolues archimédiennes de K et si «€K , on a
Jj; |a|i = ’NK/Q(a)} :
donc, si o est une valeur propre de Fx agissant sur 3; , on a
dw d
Vo) = iT;Tl lel, = INK/Q(u)l €N

d'ol w »0).

DEFINITION. Un E,-faisceau constructible JF est dit "mixte" s'il

existe une filtration finie de ¥ par des sous—EX—faisceaux construc-

tibles tels gque les Gri soient purs. Si les poids des Gri sont

majorés par un entier n , on dira que ¥ est "mixte de poids { n".

Le résultat fondamental de Deligne (Weil II) est le suivant :

THEOREME 3.5.3.1. Si f:X = Y est un morphisme entre schémas de type

fini sur Z , si € est un nombre premier inversible sur Y , si 1

est _une extension finie de Qe et si & est un Ex—faisceau construc-

tible sur X , alors

(i) si & est entier, les le,S sont aussi entiers ;

(ii) si F est mixte de poids { n , alors chague le,G est mixte de
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poids { n+i .
Précision. Si X/IE‘q est une courbe propre, lisse et géométriquement
connexe, si U «d, X est un ouvert non vide, si F est un Ex—faisceau
lisse sur U , pur de poids w (EX/QE avec ¢ # p = car(Fq)) , alors
i _
S
H (X®, F

q
est pur de poids w+i (i=0,1,2). Pour i=1, ce groupe de cohomologie

q:j*g)

est le WR1 parabolique",

— _ 1 - 1 —
H (U® qu,s) = Im(HC(U®Fqu,5) - H (U®Fqu,3)) .

3.5.4. Application aux sommes exponentielles.

Soit V un schéma de type fini sur Fq , soit f une fonction sur

V et soit Y un caractére additif non trivial de Fq . On peut inter-
préter en terme de fonctions L de faisceaux ¢ adiques la fonction L

définie par les sommes exponentielles

S (v,f,Y) = z Y(Tr (£(v))) .
n veEV(E ) ¥ n/Fq
n q
q
On choisit pour cela un nombre ¢ #¥p , une extensiocn finie Ey, de

Q, contenant les racines p-iémes de 1'unité et on regardera Y comme

*
un caractere de Fq a valeurs dans EX N

3.5.4.1. Premiére méthode. On associe a la situation (V,£,¥) un

Ex—faisceau lisse de rang 1 sur V , que l'on notera £Y £’ tel que
’
pour tout point fermé v de V de corps résiduel k et pour tout

point géométrique Vv localisé en v on ait

Tr(F_, («i\i,,f);,) = ‘Y(Trk/Fq(f(v) ))

(£ est le Ek—faisceau lisse de rang 1 sur V qui provient du

Y, f

Fq—torseur d'Artin-Schreier d'équation
-7 = £(v)

- *
par extension du groupe structural par Y :Fq nd EX)' On voit facilement

qu'on a S _(V,f,¥) = Sn(V,£Y g)- La série L attachée a la situation,
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définie en 2.1.0,

o n
L(V,£,¥;T) = exp( £ - & Y(Trg e (£(v))))
n=1 7 vEv(F ) n’ " q
q” d

est alors le développement de Taylor & l'origine de la fraction ration-

nelle (& coefficients dans EX)

i+1
L(v,< y) (1)

i —
. =TJ7T - L
Y'f,T) . det (1 TF,HC(V®FqF

f q' Y, f

3.5.4.2. Deuxiéme méthode. Son point de départ est la relation

o ¥(rr (£(v))) = = [# ehw )].v(rr ()

vEV(F ) ¥ n/Fq u€F q
n q n
q q

Fr /F
n
q 4

Cette relation s'interpréte cohomologiquement de la fagon suivante :

(a) Soit £Y le Ex—faisceau lisse de rang 1 sur Aé provenant du

9
Fq—tbrseur d'Artin-Schreier sur A" d'équation

™7 = u

4 . 1 . N
(u coordonnée affine sur A~ ) par exention du groupe structural a

- * -
l'aide de Y :Fq d EA . Pour tout point géométrique u de Al localisé

en un point fermé u de Al , on a

Tr(Fu,(ﬁy)G) = ¥(Tr (u))

k/F
/ q
si k est le corps résiduel de u .
(b) Pour tout GGEAI(F n) = F n’ gui se trouve au-dessus d'un point
q a
fermé u de degré dln , et de corps résiduel k , on a
-1~ 3 y - -
# e E ) == DI Y ud e W 9F_L0,))
q 3 k 4
=2 (-1)7 n/a o _
; (-1)7 Tr(F, "7, (R £,0,05) -

(c) En combinant (a) et (b), on trouve que
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S (V. £,Y) z  (-1)7 Tr(F) Y £y BRIE Q)
Teal (g7 I

£ (-1 s_@' £, 2 Rf @)

j

£ (-0 = -nF TeFE B S, PRIE Q)
3 i q )

Par suite L(V,f,¥Y;T) est le développement de Taylor & l'origine de

T et (1-tr 1@l L&, @ rig 0, "D 7
M, de e _TY 12 :
1,] q
REMARQUE. On a <, £ = f*iy , ce qui permet de faire le lien entre les
’

deux points de vue cohomologiques (la suite spectrale de Leray pour le

morphisme £

)

ij o yial J i+J =
E = HC(AFq,«SY@R f;Qe) == H_ (V37F Fq'“w,f

2
q
permet de passer d'une interprétation cohomologique a 1l'autre ; d'ail-

leurs les calculs que l'on a fait ne sont autres que la version combi-

natoire, ensembliste, de cette suite spectrale).

3.5.4.3. Nous pouvons maintenant donner 1l'interprétation cohomologique
des entiers algébriques o, et Bj de 2.1.4 et 2.2.3.

La premiére interprétation cohomologique de la série L(V,£,Y;T)
nous dit que cette série est le développement de Taylor en T=0 d'une
fraction rationnelle que l'on peut écrire, aprés simplification, sous
la forme

TT(1-e;T)

-

TT(1-8.1)

3 3
ou {di} et {Bj} sont deux ensemble finis disjoints d'éléments d'une
cldture algébrique EX de E, : les «, et Bj sont des valeurs pro-

1

pres de F agissant sur les groupes de cohomologie

n F L
Hc(V®Fqu, Y'f) .
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Un argument classique (déterminants de Hankel et lemme de Fatou,
cf. Deligne, Weil I) montre que les e et Bj sont des entiers algé-
briques. D'ol 1'énoncé 2.1.4.

L'énoncé 2.2.3 (a) est une conségquence facile de la dualité de
Poincaré.

Enfin, le E)‘-faisceau lisse de rang 1, ‘S:Y,f , sur V est pur

de poids O , donc, pour tout n=0,1,...,2 dim V ,
n _
£
HC(V®FqIFq, v, g)

est mixte de poids { n (3.5.3.1), d'ou 1'énoncé 2.2.3 (b).
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4 - THIEJOR]%:ME D'UNIFORMIT]%I POUR LA STRUCTURE COHOMOLOGIQUE DES SOMMES
EXPONENTIELLES

Le but de ce chapitre est de prouver les résultats annoncés en
2.3.1 et 3.1.1. Nous les déduirons (cf. 4.3.2) d'un théoréme dit
théoréme clef (4.3.1) qui sera établi en 4.8 (et amélioré en 4.9).

4.1. La _situation globale que 1'on veut comprendre.

Soit RS € un anneau de type fini sur Z , soit V un schéma de

type fini sur R , soit
1
- -
f:Vv AR

une "fonction" sur V .

Chaque fois que 1l'on se donne un triplet
(F_,o,Y)
q

ou Fq est un corps fini de caractéristique p , ou © :R Fq est un
homomorphisme d'anneaux et ou Y est un caractére additif non trivial
de F a valeurs dans E = Q(Cp), Qp étant une racine primitive

p-iéme de 1'unité, on peut former la série L ,

. r 1
LV, £)®proF ,¥:T) € E[[T]]

()

et pour toute place finie X de E qui divise un nombre premier € #p,
on a (d'aprés 3.5.4.2) l'interprétation cohomoclogique suivante de la
série L L
. . +j+1
. 1, = (-1)*™3
,£)® T = 77 - LA £ J
L((V,£) R,bfq ;T) i det (1-TF,H_(A[ R,qu, y®Rf,0,))
(et aussi, pour mémoire
i
-1
) (17

= - i B
Tl' det(1-TF,HS (VO A, Fq,.c

i Y, f

PROBLEME. Comprendre la variation en fonction du triplet (Fq,w,Y) de :

i ® v,
(1) L((v,£) R,wn?q, :T)
.. i 1 = ‘ 3j i -
(ii) HC(AR®R,vqu,£u‘,®R £,0,) (et HC(V®R;qu,£Y,f)).

En fait, on va voir que le probléme est de comprendre les ij,me .
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4.2. A guoi ressemble un Ex—faisceau constructible sur A; .

On considére la situation suivante : RE C est un anneau de type
fini sur 2Z , EX est une extension finie d'un corps (De , & est un
Ex—faisceau constructible sur A;i .

LEMME. Il existe r € R-{0} tel que

(i) R' = R[;]:] est normal (et méme lisse sur 2Z)

(ii) il existe un diviseur

D &~ Al

oL

Spec(R')

fini, étale sur Spec(R') (i.e. D Spec(R'[T]) est défini par une

équation f£(T) € R'[T), unitaire, vérifiant (£(T),£'(T)) = R'[T]) tel

que

a) & 1 est un E)\—faisceau lisse, donc correspond & une
AR.—D

représentation continue de ﬂl(Aé.-D)

b) si (Di). est la famille des composantes connexes de D (si

£(r) = TTe, (1)
1

i
ou fi(T) est unitaire et irréductible dans R'LT],

D, est défini par 1'éguation fi(T) =0), de sorte gque D = b, ,

D.

alors, pour chaque i , & est un E,-faisceau lisse sur D, , donc
i A i _—

correspond & une représentation continue de TTl(Di).

PREUVE. Comme R&C , Fract(R) est une extension séparable de Q@

donc il existe rlER—{ o} tel que Spec(R[-l;l—]) soit lisse sur Spec(Z).
1

Posons R, = R[;l—] , ¥ est constructible sur Al donc il existe
1

’
1 Rl

%(T) ERIET]—{O} tel que ¥ soit lisse sur A -{£f(T) =0} , mais on ne

el
[y

sait rien de %(T). Si %(T) = aoe Rl , alors r=r,.a répond a la

question (D=g@g). Sinon
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avec ao,al,...,anERl , an#O , nYl . Soient r, =r,.a et
R2 = R[gL] . On peut décomposer :L E(T) en facteurs irréductibles sur
2 n

Fract(Rz) :

1 = Dy
a £(T) = ETfi(T)

ou fi(T) sont unitaires, irréductibles a coefficients dans Fract(Rz).
D'aprés le lemme de Gauss, on a en fait fi(T)€ R2[T] , pour tout i ,

de sorte que
£(t) = TTe (1)
i

est dans RZ[T]. A priori le discriminant & de £(T) n'est pas
inversible dans R2 , mais peu importe car, dans R3 = R{éL] ou
r3==r2.6 , il l1l'est.
I1 reste & nettoyer chaque composante connexe Di de
p = {£(T) =0} (Di = (fi(T)=(ﬁ) des singularités du faisceau 3ID :
i

plus précisément, SlD est constructible, donc il existe un ouvert
i

dense de D, sur lequel JF est lisse ; cet ouvert s'écrit

Spec(Sitégj)
i

ou
s; = RyLTI/(£,(T))
et
s; € si—{ o} .
Alors

r = r_ .|| Norme (s.)
3Ty Si/R3 i
répond aux exigences du lemme.

Ce lemme nous conduit & introduire la notion suivante :

DEFINITION. Soit RS C un_anneau normal, de type fini sur Z . Soit

¥ un Ex—faisceau constructible sur A; . On _dira que

=plpoale
9] AR D AR D
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. c s P . Lo L
est une "décomposition adaptée a JF" si D est un diviseur dans AR ’

qui _est fini et étale sur Spec(R) et si 3F|U est lisse ainsi que

EIDi pour toute composante connexe Di de D .

On dira que ¥ est "bon sur A;" s'il existe une décomposition

adaptée a & .

On peut reformuler le lemme sous la forme :

LEMME. Si & est un E)\—faiscegu constructible sur Al]i , 11 existe

r€ R-{0} tel que R' = R 1/r] soit normal et gue :}IAé, soit bon.

EXEMPLE. Soit

1

. = 17y & =
f: @ = Spec(Z[X,xJ) Spec(z[T]) Ay

m,Z&
le morphisme défini par

1
+ = =
XX T

et soit & = lee ; & est un Qe—faisceau constructible sur A;. (on
a ij!Qe = 0 pour tout 3Jj»1 car f est de dimension relative O0).

En caractéristique p#2 , le "dessin" de f est le suivant

A X
e T
rd
’ oo ___2
4 D
/7 i
-2/ ! t
V7 o T2
V /4 /
; ’
W ______J1=-1.,
7
\\ Ps
I1 y a deux points de ramification, x=1 et x=-1 , qui sont modérés

puisque 2 est inversible :

2
x+;l( = te==x2-tx+1 = O<%(x—§)2 = ET"ﬁ .
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Par contre, en caractéristique 2 , on a

1 _ 2 _ x+1,2 x+1, _ 1
X+Z = t & x +1—tx<——-——=>(——t) (=) £
donc le "dessin" est le suivant
AX
>t
Il n'y a qu'un point de ramification, t =0 , mais la ramification est

sauvage.
. 1 s
On voit donc que ¥ est bon sur AZ{l/Z] alors qu'il ne 1l'est
1
pas sur AZ .
La situation géométrique que 1l'on vient de décrire est celle qui
est associée aux sommes de Kloosterman d une variable,
2, ¥(x+d) .
XEF
a
C'est la nature exceptionnelle de "2" dans 1'étude "géométrique" ci-
dessus qui nous a conduit a ajouter "de niveau une puissance de 2" dans

notre question sur l'existence d'une forme modulaire non holomorphe de

poids 2 attachée au produit eulérien

1
T 1-2s °

p l-Kloos(p:;l)p S+p

4.3. Le théoréme clef et ses conséquences.

Dans ce numéro, nous allons énoncer le théoréme clef et en déduire
quelques corollaires, qui nous permettront de démontrer les théorémes
2.3.1 et 3.1.1.

La démonstration du théoréme clef ne sera donnée qu'au numéro 4.8 :
en effet nous aurons besoin pour cela de rappels et compléments sur la

cohomologie €-adique qui font 1l'objet des numéros 4.4, 4.5, 4.6 et 4.7.
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4.3.1. Enoncé du théoreme clef et corollaires.

Soit RS € un anneau de type fini sur Z , soit E un corps de
nombres,soit A une place de E au-dessus d'un nombre premier ¢ ,
soit E, 1le complété de E en la place A . Pour tout nombre premier
p#¢ , soit El,p le complété de E(Cp) en une place divisant A
(Cp étant une racine primitive p-iéme de 1l'unité).

Soit F un E,-faisceau constructible sur Al . Quitte a rempla-

R
cer R par R[1/r8] ol r€RrR-{0} , on peut supposer que € est
inversible dans R , que R est normal et que GIAé est bon. Alors,
soit
une décomposition adaptée & & . On associe & ¥ et a la décomposition
adaptée ci-dessus les objets suivants :
*

- le Ex—faisceau constructible j,j & sur A; et la flécne

canonique

F 5 '*3.
JxJ ;

- les Ex—faisceaux constructibles & et ("pct'" pour

pct “npct

"ponctuel" et "npct" pour "non ponctuel') sur A; définis par les

suites exactes

0= 3,0 57 3.3 3

o= Epct »3” 3npct -0
de sorte que 3pct est concentré sur D , car Jj est une immersion
ouverte, et que 3npct est contenu dans j*j*E ;

- le conoyau de la fléche canonique qui n'est autre que le quotient
»*
J.3 3/3

sur D .

. . 1 .
, c'est un Ek—falsceau constructible sur AR , concentre

npct
Un triplet (Fq,w,Y) dans R sera toujours composé d'un corps
fini Fq , d'un homomorphisme d4d'anneaux ¢ : R Fq non trivial et d'un
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caractére additif non trivial Y de Fq a valeurs dans E;,p (ou
p = caractéristique de Fq). si R' =R[1/r] o0 r€R-{0} , les triplets
dans R' s'identifient aux triplets dans R dont le morphisme ¢ se
prolonge & R', i.e. dont le morphisme ¢ vérifie &(r) #O0O .

A tout triplet (Fq,@,‘i’) on attache la droite A; = A; ®R;-w Fq .
le Ex'p—faisceau lisse de rang 1 , £Y , sur A; , tel gque, pour tout

point fermé x de Aé de corps résiduel k et pour tout point géomé-

trique x localisé en x , on ait

Tr(Fx.(S‘,)}—() = Y(Trk/Fq(x)) ,

et une clbéture algébrique arbitraire ﬁq de Fq . On peut alors consi-
2 ~fai i L L L,
dérer les El,p faisceaux constructibles & v gpctg v gnpct v

sur Aé et les EX p—espaces vectoriels de dimension finie, nuls pour
.

i#o0,1,2 ,
H (Al ®F F®L,)
c ' q ’ Y
i, 1o =
R L
Hc(Acp Fq ’ Jpct® ‘i’)
i, 1o =
&
HC(Angq . 3npct® )
sur lesquels Gal(@q/Fq) opére. Quand on parlera de dimension de ces

espaces, il s'agira toujours de Ey p—dimension : par exemple,
’

(-0t aim
Ey

I My
o]

i, 15 =
(Hc(Aw®Fq,$3£y)) .

1 -
iy =
xC(A:p®Fq,88 y) .

i
Enfin, comme RS C , on peut aussi considérer la droite A;QQG et

les Ey -espaces vectoriels de dimension finie, nuls pour i#0,1,2 ,
i, 1
H_(A®C, F)

i, 1
HC(AR®¢ , 3pct)

i, 1
?
HC(AR c, 3npct) .
Quand on parlera de dimension de ces espaces, il s'agira toujours de

Ex—dimension : par exemple,
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2 . .
1 - 1 . i 1
? = T - ~
X (/AR C,3F) (-1) dlmEX(HC(AR(Q(D,J)) .

THEOREME CLEF. Soit RZT C un _anneau de type fini sur Z et soit &

un EX—faisceau constructible sur Al

R ° On_ suppose que R est normal,

gue &€ &est inversible dans R et gue JF est bon sur Al

R avec
vl al A
comme décomposition adaptée. Alors :
(i) pour tout triplet (F_,o,Y¥) dans R , on_a
2 lo=
D , F9L =
Hc(Acp Fq F Y) 0
et
x (AX®F _, 39L,) = x _(AL®C,F) - dim_ (3-)
c P a Y c R ! Ey M
ol M est un point géométrigue générique de A; ;
. . . .*
(ii) les E,-faisceaux constructibles 3j,j & , Jpct ’ 3npct et
Coker(F - j*jfg) sont bons sur Aé et admettent
pour décomposition adaptée ; leur formation est compatible a toute

extension des scalaires R ®* A (A un _anneau guelconque) ;

(iii) pour tout triplet (Fq,w,Y) dans R , on a le tableau suivant

des isomorphies et des évanescences de la cohomologie a support propre

3pct ‘%-’3 +’3npct
.
HZ(A;&Fq, X % B
I
Hémi@@q, .®Ly) 0 . =
Hi(Actsﬁq, X 0 : o ; o
1 Il
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de sorte que 1l'on a les formules suivantes

)

onlef £) = ls
hc(A<p®IE‘q,3® v) XC(AR c'gpct

1, 1o = _ 1 . .
hc(Awg‘Fq, 3®£Y) = XC(AR®C, snpct) + dlmE)\(g.q) ;

*
(iv) si j*3 est pur de poids w et si la fléche canonique JF 2 j, j &

est un isomorphisme, pour tout triplet (Fq,@,‘i’) dans R , on_a

i, 1o =
® 2 =
HC(AACp lE‘q, F v) 0

pour tout entier 1#1 et

1, 1o =
£
HC(ACP®IFq,8® ‘y)

est pur de poids w+1 et de dimension

1 1 = 1 . .
® DL = - R ) + —) .
hc(@‘cp us‘q , F ) xC(AR C, ) dlmEx(Un) :
(v) si & = Gpct et si F est pur de poids w , pour tout triplet
(IFq,co,‘i’) dens R , on_a
i lg= .
® L =
HC(Aw®Fq, F v) 0 (Vi # 0)

o, 1o = <
Hc(/Aw®rE'q, F v)

est pur de poids w et de dimension

[e) 1 = 1
F®L = ®
hc(Aw‘qu, F y) XC(AR c,F) .

On va maintenant déduire quelques corollaires de ce théoréme clef
qui sera démontré en 4.8. Commengons par un rappel et une définition.
Si F est mixte sur /A; , alors, d'aprés Deligne (cf. Weil II),
pour tout triplet (Fq,w,‘i’) dans R , les Ey p—espaces vectoriels
i, 1. =
b2 , 394&
Hc(Aq:z IFq 3 v)

sont aussi mixtes pour l'action de FE€ Gal(@q/qu) ; on note

i, 1o =
hw(Acp® Fq ’ 3®£\y)
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la E, p-dimension de la partie de poids w du Hé ci-dessus et on
pose
1 = i i 1 =
RF ,FRNE,) = £ (- 2L

XW(A@ Fq F Y) n (-1) hw(Aw§9Fq, F Y) .
On a aussi

Xw(Aég’E‘q ' 33’£Y) = # {pbdles réciproques de poids w}

- # {zéros réciproques de poids w}

pour L(Ai,35§£y:T) vue comme élément de E, _(T).

A,p

COROLLAIRE 1. Soit RS C wun _anneau de type fini sur Z et soit & un

Ek—faisceau constructible et mixte sur Aé , alors il existe r € R-{0O}

tel gue, pour tout w€Z , l'entier

1 -
XW(A@® Fq , 3R SY)

(défini pour tout triplet (Fq,w,Y) dans R , donc & fortiori dans

R'

R[1/re])) est indépendant du triplet (Fq,w,Y) choisi dans

R' = R[1/re] .

1]

PREUVE. Par additivité de X, sur les suites exactes, on peut supposer

que JF est pur (bien entendu, si on a une suite exacte courte
- F - F - F -
© 1 2 37 °
de Ex—faisceaux constructibles et mixtes sur Al et si r, "marche"

R

pour 31 et ry "marche" pour 33 , alors r,=r,.ry "marche" pour

F
2

finie convenable du Ex—faisceau constructible et mixte & , r = TTra
o

o

"marchera" pour J&).
Partons d'un Ex—faisceau ¥ constructible et pur sur A; . Quitte
4 agrandir R (cf. lemme 4.2), on peut supposer que R est normal,

que ¢ est inversible dans R et que & est bon sur A; , donc que

F admet une décomposition adaptée

U ;lﬁ,Aé & .p .
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Introduisons la notion suivante : un Ek—faisceau G sur Aé est
. : s . - j 1 i s
dit ponctuel (relativement a la décomposition U AR «— D) s'il

est bon, s'il admet la décomposition
*
comme décomposition adaptée et si la fléche canonique G~ j_,j G est

la fléche nulle. Les EA-faisceaux ponctuels et mixtes sur A; véri-

fient la conclusion du corollaire 1 : en effet, si § est un tel fais-

1

R ‘ od R' = R[1/r]) , admet une

ceau, il existe r € R-{0} tel que Gla
filtration par des sous-faisceaux a support dans D , lisses sur chagque
composante de D , avec gradués lisses, purs et ponctuels ; ceci nous
raméne au cas des Ex—faisceaux ponctuels et purs sur Aé et dans ce
cas la conclusion résulte de la partie (v) du théoréme clef.

Montrons maintenant le corollaire pour & (Ex—faisceau pur et

bon sur Aé). I1 se dévisse en
* *
-+ 3 59 F > F 4 1 F -
(0] 3,3 i1 0}

* N Lo X
ou i,i ¥ est pur et ponctuel sur Al et on i,3 ¥ est pur et bon

! R

sur Aé . Par additivité de X, ¢ on est donc ramené a prouver le

* »*
corollaire pour le faisceau j!j F . Soit H=3 F , alors H est lisse

et pur sur U et on a la suite exacte

. . . .*.
o - jlu s IR g ii j 8 * o
* *
ou i j B = Coker(jlﬂ = 3,) 3 ¥) est ponctuel et mixte (cf. partie
(ii) du théoréme clef). Toujours par additivité de X, r on est ramené

a prouver le corollaire pour le faisceau j ¥ . La conclusion résulte

alors de la partie (iv) du théoréme clef.

COROLLAIRE 1' (Deligne). Sous les hypothéses du corollaire 1 , il existe

r € R-{0} tel que, pour tout i=0,1,2 et pour tout w€ 7 ,

i, 14 =
hw(Awébpq,2}8£Y)

est indépendant du triplet (Fq,w,Y) choisi dans R[1/re].
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PREUVE. Quitte & agrandir R , on peut supposer & bon sur A; , de

sorte que F admet une décomposition adaptée et que pour cette décom-

position on dispose de spct et 3npct . qui sont des E, -faisceaux

bons sur Aé eux aussi. Appliquons le corollaire 1 a 3pct et a

3npct , on trouve ainsi qu'il existe r € R-{0} tel que

1 = 1o =
F ®L ® e
xw(Aq, 3 qu + Fpet Y) et Xw(Aw F_,

q npct®£Y) sont indépendants du

triplet (Fq,¢,Y) choisi dans R[1/r2]. Il ne reste plus qu'a appliquer

les résultats d'évanescences de la partie (iii) du théoréme clef.

COROLLAIRE 2. Scient RC € un anneau de type fini sur Z , V un schéma

de type fini sur R, £:V = Aé un R-morphisme et & un Ex—fgisceau

constructible sur V . Alors, il existe r € R-{0} tel gue les

Ex—faisceaux constructibles

RPf 3 (b € N)

R[1/re]. Pour tout triplet

sont simultanément bons sur A;. , R'

*
P, ‘., si l'on pose =v?3 £ =f£d, .,
(Fq ®,¥Y) dans R si 1'on pose V@ v R Fq et v, f f v

la suite spectrale de Leray pour

V. OF -~ 3FDL
q Y

P ,F
]
1 -
Awi@Fq
qui s'écrit
ab _ p2(aloF Pr F)®8 a+b F_, 338
ES HC(ACD Fq,(R £, ) ® Y) ==>H_ (Vw®qu, ] Y,f)

dégénére en E2 t, pour tout n€N , on a la suite exacte courte
1 lo = n-1 n =
- F &£ I &
(0] Hc(Awﬁqu' (R fl ) ® \y) HC(ng)Fq, I Y,f)

- Hg(A$®Eq, (R, F)®L,) = 0 .

PREUVE. L'existence de r résulte du lemme 4.2 et du fait que

Rbflﬁ = 0, pour tout b?) 0 . Pour ce qui est de la dégénérescence de
la suite spectrale, notons d'abord que Eg’b==0 si a»3 (dimension
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cohomologique d'une courbe). D'aprés la partie (i) du théoréme clef,

on a

2,b 2, 1o = b
’ = R F)RL =
E2 Hc(Aw qu (R f! ) Y) O

pour tout bE€N . Donc toutes les fléches d2 ’ d3 ,-.. sont nulles,

faute de place, c'est-a-dire que

3 e - =
2 \\:::T\‘- la suite spectrale dégénére en E
1 \.\. g2'P = g2:P (Ya,b) .

2
\\?::\\\ I1 ne reste que les suites
To 1 @
(fléches dz) exactes courtes
o= ;"1 EDS E;'" 2 0

d'ou la conclusion.

COROLLAIRE 3. Soit RS C wun anneau de type fini sur Z , soit V un

R-schéma de type fini, soit f:V = Aé un R-morphisme et soit &

un Ek—faisceau constructible et mixte sur V . Alors il existe

r € R-{0} tel gue, pour tout i€N et pour tout w€Z , la

EX ~dimension
P

i -
hw(V0®Fq , 3®£Y'f)

de la partie de poids w de H(V.®F , IR ) est indépendante
= c Y q Y, £

du triplet (Fq,m,Y) choisi dans R' = R[l/rej.

PREUVE. C'est une conséquence immédiate du corollaire 1' et du

corollaire 2.

COROLLAIRE 4. Soient RS C un anneau de type fini sur Z , V un

R-schéma de type fini et f:V = Aé un R-morphisme. Supposons gque

le morphisme f a toutes ses fibres géométriques de dimension majorée

par un certain entier N et que sa fibre générique géométrigue est

soit irréductible de dimension exactement N , soit de dimension { N .

Alors il existe r € R-{0} tel que, pour tout triplet (Fq,w,Y) dans

- i = . .
R' = R[1/re] , Hc(Vw5§Fq, SY,f) est mixte de poids { 2N , pour tout

i€N .
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PREUVE. Quitte & agrandir R , on peut supposer gue tous les Rbfloe

(b‘EN) sont bons sur A; . Essayons alors de montrer que, pour tout

triplet (Fq,@,Y) dans R , le groupe de cohomologie

a,b —

E)

a, 1o~ b -
H (B, ® Fqv (R7F,@,) By)

est mixte de poids { 2N , pour tous a,b€WN ; d'aprés le corollaire 2 ,

a,b

cela montrera le corollaire 4. Notons que E2 =0 si a#0,1 ou si

b)Y 2N ; de plus, d'aprés le théoréme de Deligne (3.5.3), Rbque est
mixte de poids {b (YbEN) et, comme £Y est pur de poids O , Eg'b
est mixte de poids { a+b (VYa,b€N). Or, pour

(a,p)€{0,1} x{0,1,2,...,2nN} , (a,b) # (1,2N), on a a+b £ 2N , donc,

il reste a& essayer de montrer que, pour tout triplet (Fq,w,Y) dans
R , le groupe de cohomologie
1,2N 1 lo = , 2N
! = 2 £
E; Ho (B, ®E . (RT7£,0,) ®Ly)

est mixte de poids { 2N . Pour cela, nous aurons besoin de quelques

rappels.

RAPPELS. Qe(l) désigne le Qe—faisceau lisse de rang 1 sur
spec(z{1/¢]), correspondant au caractére X de Gal(Q/Q), non ramifié

en dehors de £ , suivant :

Gal(®/Q) —» Gal(Q(§ .)/@)
2
*
Zy
od @(¢ ) est le sous-corps de @ engendré par les racines de 1l'unité
4

d'ordre une puissance de ¢ . Si X est un point géométrique de
Spec(2.1/8]) 1localisé en un point fermé x , F agit sur Qe(l)§ = Q@
comme 1'homothétie de rapport

X(F) = N(x)"L

en particulier Qe(l) est pur de poids =2 .
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Si X est un schéma A caractéristiques résiduelles premiéres a
2 , on note encore Qe(l) 1'image réciproque du faisceau ci-dessus
par le morphisme structural X - Spec(Z[l/@]).

Si toutes les racines de 1'unité d'ordre une puissance de ¢
existent dans X (par exemple, si X est un k-schéma ol k est un
corps séparablement clos de caractéristique p#¢), alors Qe(l) est
isomorphe (non canoniquement) au faisceau constant Qe sur X .

Si X est de type fini sur % 1/2] , pour tout point géométrique

X de X 1localisé en un point fermé x , Fx agit sur Qe(l)g =~ Qe

comme 1'homothétie de rapport N(x)_l ; en particulier, Qe(l) est pur
de poids -2 . Qe(l) correspond a la représentation continue, de
dimension 1 , P , de Wl(X) caractérisée par le fait que

1

P(F ) = N(x)~

. , PO s Y,
pour tout point fermé x de X (cf. théoréme de densité de Cebocarev

(3.4.1)).
Pour tout entier n€Z , on pose
®n
@, (n) = @, (1)

@,(n) est un Q,-faisceau lisse de rang 1 sur X . Si X est de type

fini sur 2z[1/¢] , pour tout point géométrique x de X localisé en
un point fermé x , Fx agit sur Qe(n); == Q, comme 1'homothétie de
rapport N(x) ™ ; en particulier, Qe(n) est pur de poids =-2n .

Ces rappels étant faits, revenons & la démonstration du corollaire.

Le morphisme

v

f|

A;[ 1/2]
étant & fibres de dimension { N , on sait associer un "morphisme trace"
(SGA 4, XVIII)

Rsz!Qe —E, @, (-N)
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qui est un isomorphisme précisément aux points géométriques de Aé ou
la fibre géométrique du morphisme f est irréductible de dimension N.
Le noyau, Ker, de ce morphisme trace est concentré aux points ou la
fibre géométrique de £ est réductible de dimension N , alors que le
conoyau, Coker, de ce morphisme trace est concentré aux points ou la
fibre géométrique de f est de dimension { N . Choisissons

R' = R[l/re] tel que Ker et Coker soient bons sur A;.
que tous les Rbf!Qe , en particulier RZNfIQe , sont déja supposés

(rappelons

1
bons sur AR).
Si la fibre géométrique générique de f est de dimension { N , le

faisceau Rszloe est ponctuel, car il est bon sur Al

R et que sa fibre

en un point géométrique générique de Aé est nulle ; par suite, on

conclut dans ce cas que

grice aux résultats d'évanescence du théoréme clef, partie (iii).

Supposons maintenant que la fibre géométrique générique de £ est

irréductible de dimension N , alors Ker et Coker sont ponctuels sur
1 ~ . . . .
AR' (méme raisonnement que ci-dessus). On a le diagramme de suites
exactes
(6]
Ker
2N
R f!Qe

{

o- (RszIQe)/Ker - Qe(-N) = Coker = O
|
(0]

et, comme Ker est ponctuel, on a

i, 1 = _
Hc(Aw®Fq. Ker®£\y) =0
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* .
pour tout i€N et pour tout triplet (Fq,cp,‘i’) dans R'. On obtient

donc un diagramme

1, 1g = 2N
HC(A(p@Fq.R f!Qe)

o - (%) 1, lo= 2N 1 = PN
HO(AGSF  Coker®E,) (b HI@GBF . (R*VE 0,) /Ker)BLy) * HL(ABF . 0,028, )~0

ol la fléche verticale est un isomorphisme et ou la suite horizontale
est exacte. Comme Coker est un quotient de (De(—N), Coker est mixte

de poids { 2N , donc d'aprés le théoréme de Deligne (3.5.3),
HZ(Aé@ @:'q , Coker® :"i’)
est mixte de poids { 2N (:"k’ est pur de poids O0). Par suite, on aura
gagné si 1l'on montre que la fléche (*) est surjective, c'est-a-dire si
1'on montre que
HY(Al®F , @, (-N)®L,) = 0 .
c e q e Y

Or, sur A;’@f‘ ’ Qe(—N) est isomorphe (non canoniquement) au faisceau

q
constant Q?, , donc le corollaire 4 résulte du lemme suivant :

*
LEMME. Pour tcut caractére additif non trivial VY : Fq d Qe(Cp) , on_a

pour tout i€WN .

PREUVE DU LEMME. On considére le revétement d'Artin-Schreier

Spec(ﬂ?q[T] )

a . _ ¥ *
T-T=X) B, —> @y () .

L

spec(F_[x])
q q

Le groupe de Galois IE‘q agit par translation

(T,A) » TH (VA € E‘q)

en haut, donc agit sur les

i, 1 _ i —
HC(Aﬁq,Qe(CP)) = HC(Spec(th[T]),oe(cp))
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(i€N) et on a, pour tout 1i€N ,

i, 1 = i1 Y
HC(A@®Fq,£Y) = HC(A@q,Qe(Cp)) .

o, .1 R B | _
HC(AIE_‘ ’QE(CP)) = HC(AlF ,Qe(Cp)) o]
a q
et
B (L ,0,(C ) = @,(C_)(-1)
c AFq' e °p € °p
avec action triviale de Fq ("classe de cohomologie d'un point").

Comme Y est non trivial, on a

2,1 v
HC(Aﬁq,Qe(QP)) =0

d'ol le lemme.

4.3.2. Démonstration (modulo le théoréme clef) des énoncés 2.3.1 et 3.1..

Fixons un niombre premier € .On se raméne a la situation du théoréme
clef et de ses corollaires 2 et 3 (et pour 2.3.1, a celle du corollaire
4), en prenant pour R l'anneau % , pour E 1le corps @ , A =28 et
pour & 1le faisceau constant @, sur V .

D'apreés le corollaire 3, sous les hypothéses de 3.1.1, il existe
r€ z-{0} tel que, pour tout i€N et pour tout w€Z , 1la
EX'p—dimension

g (Ve ®F 5y o)
de la partie de poids w de Hi(Vwﬁﬁﬁq,£Y,f) soit indépendante du
triplet (Fq,@,Y) choisi dans z[1/re].

Par suite, si 1'on pose

i

i —
= 024
hw hw(ch Fq'£‘i’,f

) .

ou (Fq,w,Y) est un triplet arbitraire dans 2[1/r¢] , les hi ainsi

définis vérifient les assertions de 3.1.1 (on aura alors :
i
hy
P, L(T) = JT=T1 (1-or; o, 5T

ou les sont les valeurs propres de poids w de F agissant

o, .
1,wW,]
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i _

SF ,& .

sur H_(V, Fq Y,f))
Si l1'on fait les hypothéses géométriques supplémentaires de 2.3.1,

le corollaire 4 nous dit alors que

pour w? 2N . Par suite, pour tout triplet (Fq,¢,Y) dans 2zl1/re] ,

on a @
> v | € a2,
xEV(F )
. q
ou 2N
A= 1 5 n"

i,w=0
(cf. 2.2.1 (i) et 3.1.2 (i)). Comme A est indépendant du triplet

(Fq,@,Y) choisi dans 2Z[1/rf], le théoréme 2.3.1 est établi.

4.4. Description explicite d'un Ex—faigpeau constructible sur une

courbe.
Soit k un corps parfait, so’t X/k une courbe propre, lisse,
géométriquement connexe, de corps des fonctions K , de point générique 1.
Soit K une cldture algébrique de K , définissant un point géomé-
trigque générique T . Soit k 1la cldture algébrique de k dans K .
Les points fermés de X sont en bijection avec les places v de
K . Toute place v de K se prolonge en une place v de K et tous
les prolongements sont conjugués sous 1l'action de Gal(K/K).

Soit v wune place de K prolongeant une place v de K , le

groupe de décomposition de v est le sous—-groupe
D; = {¥ €Gal(RK/K) | v.v =7}

de Gal(K/K) ; il s'identifie au groupe de Galois de 1'extension locale
R;/Kv entre complétés. Si k(v) est le corps résiduel de la place v

(celui de v étant k), on a un homomorphisme surjectif
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D; —» Gal(k/x(v))

et le noyau de cet homomorphisme est le groupe d'inertie Is de la
place Vv . Si (k.Kv)A est 1'adhérence de E.Kv dans i; , Gal(k/k(v))
s'identifie au groupe de Galois de l'extension (E.KV)A/Kv et I; au
groupe de Galois de 1'extension R;/(}?.Kv)A . En résumé, on a le

diagramme

v I-

v
- A
D3 (k.Kv)
//gal(i/k(v))
K e——> K .
v
Si y€Gal(K/K) , alors D, = = ¥.D=.¥y ' et I = =.I-.v 1
! Y.V tv Y.V Ttve °

Si VS X est un ouvert non vide, alors on a un diagramme de

suites exactes

1 1
i) i)
I(v) I(V)

l )

1 — Gal(K/K.k) — Gal(K/K) —— Gal(k/k) —> 1

! l I

1 — T (V®k,1) —> 7T, (V,T) —> Gal(k/k) —>1

L \

1 1
ol I(V) est le sous-groupe distingué fermé de Gal(K/K) engendré par
les sous-groupes d'intertie I; , ol v parcourt les places de K au-
dessus des places v de K qui correspondent aux points_fermés de V
(on écrira VvI|vE€V pour une telle place V) : en effet,
Gal(K.K/K) = Gal(k/k) car KN k=k , puisque, par hypothése, X est
géométriquement connexe.

Soit US X un ouvert non vide, un Ex-faisceau constructible

F sur U admet alors les deux descriptions suivantes :
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Premiére description. Pour chaque v €U , on choisit vlv . Se donner

F c'est se donner

.

(1) un ouvert,non vide, VS U , et une représentation continue de

ﬂl(V,ﬁ) dans un Ex—espace vectoriel de dimension finie 35 ;
(ii) pour chaque v € U-V , une représentation continue de
Gal(k/k(v)) = D;/I; dans un Ex—espace vectoriel de dimension finie

F- ;
v
(iii) pour chaque v € U-V , une fléche D;—équivariante

. Fm Fe
s 'gv 3

v,
dite fléche de spécialisation (ou ce qui revient au méme, une fléche
Gal(k/k(v))~-équivariante

I-

: - —» 3F-V) |

ST, A v n

REMARQUE. Pour tout v €V , on peut définir

Fe = F= - —-=1
b B et sv,ﬂ id .
Deuxiéme description. Se donner & , c'est se donner
(i) une représentation continue P de Gal(K/K) dans un E, ~espace
vectoriel de dimension finie 35 :
(ii) pour toute place vivE€u , un Ey -espace vectoriel de dimension

finie 3; et une fléche, dite de spécialisation,

S S 3
5,7 9% 7

de telle sorte qu'il existe un ouvert non vide VC U tel que s, 7
’
soit un isomorphisme pour toute Vivev ;

(iii) pour toute place VvIv€U et tout ¥ € Gal(K/K), un isomorphisme,

noté encore Y ,

transitif en VY , de telle sorte que
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(a) le carré

I, —H——3
vii Zip(v)
sy - =

F - L, T

est commutatif ;
(b) l'action de D; sur 3; ainsi définie est continue et 1l'action

de I CZD; est méme triviale.

v
Pour ces deux descriptions, les notions suivantes sont claires :
"morphisme"”, "suite exacte", "section globale", "passage de U a

o) _n-
18) X k
REMARQUE. Dire que le Ex-faisceau constructible & sur U est lisse,
c'est dire que 1l'on peut prendre V=U dans les descriptions ci-dessus
(V est unouvert de lissité du faisceau &) ; on a alors 3;==35 et

- == 1 v € .
sv’71 id pour toute viveu

EXEMPLES. Dans les cing exemples ci-dessous, on part d'un Ex-faisceau
constructible & sur un ouvert U , non vide, de X .
(1) Si j:U'"“ U est une immersion ouverte, le Ex—faisceau

s . * ’ . .
restriction de ¥ a U' , j § , est décrit de la fagon suivante :

¥ —- -
(J 3)5 = 3n ’

1

on remplace V par V'=3j (V) et l'action de Wl(V,ﬁ) sur 3Jz par

sa restriction a ﬂl(V',ﬁ) , enfin, pour toute place vIvE€U',
*
{ F)- = F—
(333 v

*
la fléche de spécialisation s;. 5 étant la méme pour F et J & .

(2) Si j:US U" est une immersion ouverte, le Ex—faisceau

image directe de ¥ par Jj , j,F , est décrit de la fagon suivante

(j*s)ﬁ = 3ﬁ
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avec méme action de ﬂl(V“,ﬁW ==”1(V,ﬁ) oua V" =3j(V) , pour toute place

viveu ,
(j,g); = 3;

et la fléche de spécialisation s; 7 est celle de ¥ , enfin, pour
.

toute place vI|vE€ U"-3(U)

. _ gV
(3,55 = %

et
---'3—:3—‘—’ Fo = (5. .F)=
sg, ¢ (393 7 % T (3.9)3
est 1l'inclusion.

(3) Si j:U* U" est une immersion ouverte, le Ex—faisceau

prolongement par zéro de & , j13 , est décrit de la fagon suivante

(Jl )T—1=3—
avec méme action de ﬂl(v”,ﬁ) = ﬂl(v,ﬁ) ou V" =3j(V) , pour toute
place viveéu,

(3,%); = 35

et la fléche de spécialisation sy, 5 est celle de & , enfin, pour

toute place vlv€ U"-j(U)

[
o

(jla); =
et

s :(jlg)‘—,=0-———>(j!3)ﬁ'

v,n
est l'unique fléche possible.

(4) Le E,-faisceau 3pct est décrit de la fagon suivante :

(3 =0

pct)ﬁ
et pour toute place vIvEéU ,

el
= Ker(¥= ——2——s &),
v 7

(Epct)c

la fléche de spécialisation
105



N. M. KATZ

- - (F - = (F -
53,7 = ( pct)v —0 ( pct)ﬂ

étant 1l'unique fléche possible.

e % .. . .
(5) Le EX faisceau npet est décrit de la fagon suivante
& - = F-
( npct)ﬂ n
avec méme action de ﬂl(V,ﬁ) et, pour toute place vIvE€Uu ,
S=- =

(3 )

- = F- V., 5
npct’v Im( v ﬂ)'

la fléche de spécialisation

- =—: (F - = Fe —> F-) — F- = =
sv,ﬂ ( npct)v Im( v ﬂ) n (snpct)n
étant 1l'inclusion.
*
Relations entre les foncteurs 3j PR DV 3! , (.)pct B (.)npct

(a) Soit j: U' e« U une immersion ouverte, le foncteur j, admet
*
j comme adjoint A& gauche; on a, pour tout Ex-faisceau ¥ sur U,
une fléche d'adjonction
*
F—>3,53 93 .

Pour tout Ex—faisceau 3! sur U' , la fléche naturelle

373,% — 3
est un isomorphisme.

D'autre part, pour tout Ex—faisceau F sur U , on a une injection
j!j*g —_ &

et pour tout E,-faisceau ¥ sur U’

(b) Soit & un Ex—faisceau sur U , on a une suite exacte

Si j:U'"*“ U est une immersion ouverte, le noyau et le conoyau de la

fléche d'adjonction
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*
F —j,J &
ainsi que le conoyau de la fléche
*

sont ponctuels (¥ est dit "ponctuel" si Gpct = F).

Enfin, si V est le plus grand ouvert de lissité de & , si

j: V= U est l'inclusion, alors

F
pct

]

Ker (& = j*j*g)

]

. . *
anCt Im (¥ > 3,3 %) .

4.5. Cohomologie des Ex—faisceaux constructibles sur les courbes.

Comme au numéro précédent, soit Kk un corps parfait, soit X/k
une courbe propre, lisse, géométriquement connexe, de corps des fonc-
tions K , de point générique M . Soit K une cldture algébrique de
K , définissant un point géométrique générique 10 , et soit k 1la
cldture algébrique de k dans K .

Soit E, une extension finie d'un corps @, avec e#p=car(k).

Soit U un ouvert non vide de X ; on note j:U“ X 1'inclusion.

A tout Ex—faisceau constructible & sur U , on associe, pour chaque
i€N , trois espaces de cohomologie
Hi(u®k)‘<,3)
mh(ue k,3) 4 gh(xe, k,3,3)
Hi(u®, k,3) 48 ylxe &,35,3) .

Ce sont des Ek—espaces vectoriels de dimension finie, nuls pour

i 2 , sur lesquels Gal(k/k) agit.
REMARQUES. (i) Si U=X , ces trois espaces de cohomologie coiIncident.

(ii) Pour U< X quelconque (non vide), on a

107



N. M. KATZ

o = _ O =
H (U®kk,3) = H (U®kk,3)

~1 - _ 1 = o 1 -
H (U®kk,3‘) = Im(HC(U®kk,a‘) - H (U®kk,8‘))
~2 - 2 -
= 3
H (U k,3) H_(U® )

k ’
~ % ,
de sorte que la cohomologie "parabolique" H n'est vraiment intéres-

sante que par son ﬁl .

(iii) si U%)(, on a, quel gue soit & ,

H2(U®kE,3) =0 .

4.5.1. Supposons, dans un premier temps, & lisse sur U , i.e.

correspondant & une représentation 3ﬁ de ﬂl(U,ﬁ). Alors :

(i) dualité de Poincaré : l'accouplement naturel (compatible a 1l'action

de Gal(k/k)), pour i=0,1,2 ,

Tr

2’i(U® k %(1)) —)-H2(U® k.E, (1)) ——E
’ c kX A

i -
® F
H (U kk,)><HC "
est une dualité parfaite de Ey —espaces vectoriels.
Variante (dualité chére a Deligne) : 1l'accouplement naturel

(compatible & 1'action de Gal(k/k)), pour i=0,1,2 ,

~i = ~2-i = ¥ 2 - Tr
H (U® k,F) x H® (U® k,5(1)) —> H (XB k,E\ (1)) —— E,

est une dualité parfaite de E, —espaces vectoriels ;

(ii) on a

"1(U®kk,n)

B (U® k,¥) = (3:) .

k

l'action de Gal(k/k) se faisant & travers

127 (u® k.n) = ﬂl(U,ﬁ) - Gal(k/k) = 1 ,

k
et on a

2 i o
Hc(U®kk'G) = (33 (U®,_k,n

isomorphisme compatible & 1l'action de Gal(k/k) :
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(iii) si U%X , on a

2 -
3
H (kak, )

1
o

et

B2 (U® k,¥)
(o]

1]
o

k

4.5.2. Cas général, ¥ est un Ex—faisceau constructible sur Ug;x .

Alors, on dévisse JF en

- X <> F - X - .
© pct npct 0
on note V& U 1l'ouvert de lissité de & , de sorte que Gpct est
. _ 3 . s 3 . 3
concentré sur U-V et que est isomorphe a npct sur V v

est donné par une représentation 3ﬁ de ﬂl(V,ﬁ). Alors, on a le

tableau suivant :

1
3 1
pct | npct
le} T . !
HC(U®kk,.) = ! o
B e
HC(LI k k,.) 0] ' —T
: '
2(u® &, .) b=
HC(U k K- 9] ' =
avec
2 (u® k,3) = H2(U®, K,3 ) = (3=) - = (-1)
c k"’ c k 7' “npct m Trl(V‘@kk,ﬂ) .

4.6. Caractéristique d'Euler-Poincaré. Ramification sauvage.

Dans ce numéro, on considére toujours la situation suivante : k
est un corps parfait, X/k est une courbe propre, lisse, géométriquement
connexe, de corps des fonctions K , de point générique ™M ; on choisit
une cldture algébrique K de K , c'est-da-dire un point géométrique
M localisé en M et on note k 1la cldture algébrique de Xk dans K;
enfin, on fixe une extension finie Ey de @, pour un nombre premier

¢ # p = car(k).
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Soit & un Ek—faisceau constructible sur un ouvert non vide U

de X , on pose

2 P
x(U® k,F) = T (-1)" n' (U3 k,F)
i=0
et
- 2 i i —
xc(U®kk,3) = ¥ (-1) hc(U®kk,3) -
i=0
Leme x (UK, %) = x_(UB, K, F) .

PREUVE. La suite spectrale de Leray pour l'inclusion j:U < X donne

la relation

x(U® k,3) =T (-1)% x(x® _k,R"3,3),
1
soit
x(UB,_K,3) = x(x®_K,3,%) - T _ aim(®'3F); .
%€ (X-U) (k)

D'autre part, la suite exacte
*
0~ 333,32 1,i"5,320
(ol 1i:X-U“ X est l'inclusion) donne la relation

X (x® k,3,%) = XC(US) k,3) + Z dim(j*g)i .

k %€ (X=U0) (K)

k
Par suite, on a la relation

x(U®, k,¥F) = XC(U®

K k,3) + Y [dim(jﬁ)}_{—dim(le*a’)i] .

k %€ (X-0) (K)

Or, pour tout x€ (X-U)(k), on a
i, 4 .
(R73,F)z = H (I3,%5) (Vi € N)
et
-,%-) = h°(1-,%-) - ni(1-,3-) =
x(Ig, 7) ho(1,9%5) h (Ix’gﬂ) o)

(cf. Serre, Cohomologie Galoisienne ; SGA 5, exposé I), d'ou la

conclusion.

REMARQUES. (i) Pour tout ouvert V , non vide, de U , on a trivialement

(*) Ce résultat a été récemment généralisé en toute dimension par
O. Gabber et, indépendamment, par G. Laumon (& paraltre).
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x (UR,_K,F) = x (v® k,Flv) + > . dim(F-) .

(ii) En caractéristique nulle, si F3lv est lisse, on peut montrer, par

voie transcendante, que

x(v® k,3lv) = rang(3) .x (Ve k)

3

ol x(VX’kE) =2 - 29 - # (X-V)(K), g étant le genre de X®k}? .

Ces remarques, nous aménent a introduire la caractéristique

d'Euler-Poincaré modérée du Ex—faisceau F : si VT U est un ouvert,
V#@ , au-dessus duquel F est lisse, c'est 1l'entier

xmod(U8kk,3) = dim(Jﬁ).x(V‘@kk) + dim(&a)

u€ (v-U) (k)
(il est facile de vérifier que cet entier ne dépend pas de 1l'ouvert V
de lissité choisi).

-t - kK 3) = R K .
QUESTION. A-t-on X(U®kl<, ) Xmod(u kk,?F) et sinon, comment

exprimer la différence ?

REPONSE. En termes des conducteurs de Swan de & (cf. Raynaud, Sémi-

naire Bourbaki 1965, et Grothendieck, SGA 5, exposé X).

Rappels sur les conducteurs de Swan. & désigne toujours un El—faisceau

constructible sur un ouvert non vide U de X , VS U est un ouvert
non vide sur lequel ¥ est lisse. Alors, pour tout x€ X(k) , on peut
définir un entier
F
Swanx( ) ¥ O
ayant les propriétés suivantes
(i) si x€v(k) , Swanx(s) =0 ;
(ii) Swanx(3) ne dépend que de la restriction de la représentation qui
définit &F|v ,
p:ﬂl(V.T_l) ——)GL(JT—]) ’

au groupe d'inertie I- (on a
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I:SGal(R/K.K) —» T, (VR K, 7) «—— 7 (v,T)) ;

(iii) le groupe d'inertie admet un dévissage

1 —» Pz —> I — 1799
X X X

ol P est un pro-p-groupe, appelé la partie sauvage de I; ., et ol
I;od est un groupe "d'ordre'" premier a P qu'on appelle le groupe
d'inertie modéré. Si t est un paramétre local sur X en x , de
sorte que

(K.k)x = k((t)) .
on a, pour une cldture séparable k((t))%®P de k((t)) ,
I; = Gal(k((£))%%P/k((£)))

’

m JP . .
et Pi I)_cOd sont definis comme groupe de Galois des extensions

kK((t))S°®P
| Ves

U ROemy)
(n,p)=1 > mod

[
X1

kK((t))

on a canoniquement (i.e. indépendamment du choix du paramétre local t)
un isomorphisme
12°% = TT z,(1) .
e#p

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Swan_ (&) = O

x
(b) la restriction de p a P est triviale ; si ces conditions

sont vérifiées, on dit que F est modérément ramifié en x ;

(iv) si est un E,-faisceau constructible sur U , modérément
X
ramifié en x , alors

Swanx(3® G) = Swanx(s).rang(Qﬁ) H
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(v) on a la formule d'Ogg-Safarevitch-Grothendieck,

x(U®, k,¥F) = x (u® _k,3) - T _ swan_(3) ;
k mod k xEX(K) X
en particulier,
k = K 5
x(U®, k,3) Xmoa (U K )

si et seulement si ¥ est modérément ramifié en tout point x€ X(k).

La construction de Swanx(g) est basée sur la théorie de la rami-
fication ; on dispose, sur le groupe d'inertie I)_{ , de la filtration
R . . . . s E
de ramification en numérotation superieure (I}i{ ))€>/O (Serre, corps

(e)

locaux, ch. 4) : pour chaque nombre réel € %O , I)_(

est un sous-—

groupe distingué fermé de I}_( , pour tous €' Y»e YO0 ,

1if) e 1) < 180 - 1_

X b3 X X
et

€ €
P)_<=UI}£<) ,on o1l =1y
€>0 eyo *
A toute représentation continue de Ii‘{ sur un Ex—espace vecto-

riel de dimension finie M (pour ce qui nous intéresse, M= 3ﬁ), on

associe alors la fonction croissante

]O,-l-oo[ —_

I_
€ —>dim_ (M * ) .
Ex
Cette fonction présente un nombre fini de sauts o » O ,
L) p(+e)
dim, (M * ) < aim_ (M ¥ ) ., Yedo,
A Ex
et, pour €>>0 , on a
(%)
dim, (M * ) = @im_ (M) .
"By Ex
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dim(M) [ _.___________

~[

sauts

Dans le cas modérément ramifié, on a

1(¢)
X ) = aim_ (M)

dimEX(M E,

pour tout ed0 (la fonction est constante).

Alors
Iiu+o) I(u.)
Swan(M) = z u.dimE (M ¥ /M=y .
Y0 X
M saut

Le fait que Swan(M) € Z équivaut au théoréme de Hasse-Arf.

EXERCICES. (1) Si p:I = GL(M) se factorise a travers un quotient

fini G de I , on a aussi

G,
1 . i
Swan(M) = I ~ di (M/M )

iy1 [65:6;] MRy
ou

= o) o o

G Go G1 G2 ceoe

est la filtration de ramification en numérotation inférieure (G est

1

un p-groupe et GO/Gl est cyclique d'ordre premier a p).

(2) Si M est un Ex—vectoriel de dimension finie muni d'une action
continue de Pi , cette action se factorise a travers un quotient fini
(utiliser le fait que Pi est un pro-p-groupe et que El est une

extension finie de @, avec ¢ #p).
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(3) Swan est additif sur les suites exactes courtes.

(4) Si 4 est un O, -module 1libre de type fini, muni d'une action

E

A
continue de Ii , alors, pour tout réel ¢ >0, on a

1{®) 1(®) r(®)
dimg (4> E,) = rgy (k) = dimg, MO F, )
A EX A
(6 est l'anneau des entiers de EX , FX le corps résiduel de SE :
A

E
A
c'est ce résultat qui permet de faire le lien entre la définition de

Swan pour les F,-faisceaux donnée dans les références ci-dessus et
le Swan pour les Ex—faisceaux).

QUESTION. Si l'on définit, pour une @p—représentation de Ii se
factorisant par un quotient fini G , le conducteur de Swan par la
formule de 1l'exercice (1) ci-dessus, obtient-on un entier ? Est-ce que

ce conducteur est additif sur les suites exactes ?

4.7. Spécialisation de la cohomologie (cf. SGA 1, exposé XIII ; SGA 4,

exposé XVI ; SGA 4%, Appendice A& [Finitude] ; Deligne, Weil II ; SGA 7,
exposé XIII).

Soit S un schéma noethérien, irréductible, et soit & un point

géométrique générique de S . On considére une situation

U=X—DC—J—>X<—’D=_U_DC,

i

S

Y

oid f est un morphisme propre, lisse, de dimension relative 1 , a
fibres géométriquement connexes et ou D est un sous-schéma fermé de
X , fini, étale sur S , de composantes connexes (Da)a .

Soit € un nombre premier inversible sur S et soit Ey une

extension finie de Qe . On se donne un Ex—faisceau ¥ 1lisse sur U .

THEOREME 4.7.1. On_suppose, de plus, 310? modérément ramifié en tout

point de X§ . Alors
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(i) pour tout point géométrique s de S , 3\U§ est modérément ramifié

en tout point de Xg et

X(Ug:g) = rang(J) -X(UE)

ii) les lel3 sont des Ex—faisceaux lisses sur S ;

(iii) la formation de 3j,F sur X commute & tout changement de base

s' ?* s t, pour chaque o , (3 )b est un E,-~faisceau 1lisse sur D_ ;
* o A o

(iv) se donner un Ex—faisceau constructible G sur X gui prolonge

F revient a se donner, pour tout o , un Ex—faisceau constructible

G sur D, et une fleche G ——9-(j*3)1Da .

Si, de plus, ¥ est pur de poids w , alors :

(v) pour chague « , (j,s)lDa est mixte de poids { w et admet une fil-

tration, dite "de la monodromie", par des sous-faisceaux lisses, de

gradués purs, cette filtration étant compatible & tout changement de

base S' ?* S .

PREUVE. La partie (i) résulte de SGA 1, Exposé XIII 2.3 a), et de la
formule de Néron—Ogg—éafarevié, appliquée a 3\05 . La partie (ii)
résulte de ce que les Rif!3 sont des faisceaux constructibles sur S,
de formation compatible & tout changement de base (théorémes généraux)
et de ce que toutes les fléches de spécialisation sont des isomorphismes
(pour le voir, il suffit de traiter le cas ou S est le spectre d'un
anneau de valuation discréte complet avec corps résiduel algébriquement
clos et, dans ce cas, d'invoquer SGA 7, XIII, 2.1.11). Nous verrons ci-
dessous que (iii) résulte du lemme d'Abhyankar relatif. On a mis (iv)
pour mémoire. La partie (v) est prouvée dans Weil II ; c'est un des

points clefs de Weil II, on va en rappeler certains aspects ci-dessous.

REMARQUES. (1) De fagon imagée, on peut dire que les parties (i), (ii)
et (iii) du théoréme expriment le fait que, localement sur S , la

situation considérée est "topologiquement" triviale.
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(2) Si le point générique § de S est de caractéristique nulle,

1'hypothése que 3\U? est modérément ramifié en tout point de XF

est automatiquement vérifiée.

4.7.2. Précisions et compléments sur la démonstration de 4.7.1.

Reprenons la situation de 4.7.1. Nous allons rappeler la description
trés explicite des faisceaux j*3|Da et de leur filtration par la mono-
dromie donnée dans Weil II. Pour ceci, il sera commode de supposer qu'il

existe un ouvert V& X et une fonction gE‘F(V,GX) sur V tels que
Dcv

et D est défini dans V par 1l'équation
g=0

(quitte a se localiser, pour la topologie de Zariski, on peut toujours

trouver un tel couple (V,g)).

Désignons par L 1l'ensemble des nombres premiers qui sont inver-

sibles sur S et par Zi(l) le faisceau lisse

dfn
z (1) €2 TT =z, (1)
L 13 T

sur un S-schéma quelconque.

En nous servant de 1l'équation g=0 pour D , nous allons cons-
truire un foncteur

3
»—»(30,9 )

D
de la catégorie des Ex—faisceaux lisses & sur V-D , dont la res-
triction a VF_-D? est modérément ramifiée en tout point de Df , dans

la catégorie des Ex—faisceaux lisses 30 sur D munis d'une action
Pp du faisceau Zi(l) ; la formation de (3O,DD) 4 partir de &
commutera & tout changement de base S' =+ S .

Pour construire ce foncteur, nous allons utiliser le lemme

d'Abhyankar relatif ci-dessous.
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Pour chaque entier N inversible dans S désignons par VN le

N
mN—revétement fini et plat de V défini par Vg , i.e.
v, = vitl/(tV-g) .
Notons que le diviseur d'équation T =0 dans Vg peut-&tre identifié

A& D et que VgD est fini, étale, galoisien sur V-D de groupe By -

LEMME D'ABHYANKAR RELATIF. Scit S un schéma noethérien, irréductible,

de point générigue | , soit f un point géométrique localisé en | .

Soit V un S-schéma lisse de dimension relative 1 et soit DSV n

diviseur, fini étale sur S , gui _est défini dans V par une équation

£f=0 . Soit G un faisceau localement constant sur V-D dont la res-

triction a V?-Df est modérément ramifiée en tout point fermé de DF .

Alors, il existe un entier N inversible sur S tel gue 1'image réci-

progque de G sur VN—D se prolonge, de fagon unique, en un faiscegu
localement constant sur VN tout entier.

PREUVE. Grice & SGA 1, XIII, 2.3 a), 1l'hypothése implique que G est
modérément ramifié sur V-D 1le long de D au sens de SGA 1, XIII,
2.1.1. La conclusion découle alors de SGA 1, XIII, 5.5 par la méthode

de SGA 4, XVI, 3.5 et 3.5.1.

On veut appliquer ce lemme & ¥ , mais & est lisse sans &tre
nécessairement localement constant. Le E,-faisceau ¥ correspond a
une représentation continue de ﬂl(V—D,ﬁ) dans Aut(3ﬁ) (" est un
point géométrique générique de V-D), i.e. dans un groupe linéaire
A-adique, mais cette représentation ne se factorise pas nécessairement
par un quotient fini de ﬂl(V—D,ﬁ). Par contre, comme ﬂl(V—D,ﬁ) est
compact, il existe un GX—réseau stable 1FﬁC3ﬁ (6, est l'anneau des
entiers de EA) ; nous noterons & le Ox—faisceau correspondant.

Pour tout entier v %1 , le faisceau
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est un OX/XV.GX-faisceau lisse, et donc est localement constant sur
v-D (il correspond a une représentation continue de ﬂl(V—D,ﬁ) dans
le groupe fini Aut(3ﬁ/Xv.Wﬁ)).

On peut donc appliquer le lemme d'Abhyankar relatif & chacun des
faisceaux localement constants 3v (v ¥1). On trouve que, pour chaque
entier v¥»1 , il existe un entier N , dépendant de v , inversible
sur S , tel que l'image réciproque de 5&) sur Vg-D se prolonge, de
fagon unique, en un faisceau lisse sur VN tout entier. Si nous fixons
les notations par le diagramme ci-dessous

jN

VN—D —> VN

Yy ( "x ley

v-D «d v

nous pouvons exprimer ce résultat en disant que, pour un tel N , le

faisceau
(3y) (T ) " (F )

sera lisse sur VN . Notons aussi que ce faisceau est naturellement

muni d'une action de By -
Il est tautologique gue nous pouvons récupérer 3&) sur V-D et
son image directe j*gV sur V a partir du faisceau lisse
¥*
(jN)*(ﬂN) (3V) sur VN muni de son action de By @ l'aide des
formules suivantes :
[
* . . N
) () (M) "B )]

B, =Ly, Gy

i
3.8, = [(pg) (3 (m ) "& HT' N
et
1 . * 1“N
(3,F,)1p = [((5) ,(m ) "& )Ip] ¥ .

Ceci étant, la construction qui associe a EV le Gx/Xv.Gx—faisceau

sur D
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((3) (T "® ) 1D
muni de l'action naturelle de NN , pour N inversible dans S et
suffisamment grand, passe & la limite et définit le foncteur voulu
(qu'on vérifie &tre indépendant des choix faits, en particulier du

choix du réseau &),
F h—r?(Eo sur D muni d'une action de Zi(l)) .

Notons que, par passage a la limite, nous avons la formule

Z, (1)
: ~ 3L
(3,%) D = & .

C'est 1l'unicité du prolongement de (TTN)*?FV en un faisceau loca-
lement constant sur Vg qui assure que la formation de (SO,pD)
commute & tout changement de base S' > S . De cette propriété, il
s'ensuit que la formation de j,¥ commute a tout changement de base

S' - S et que le faisceau (j*g)!D est encore lisse sur D.

COROLLAIRE 4.7.3. Soient S , V et D comme dans le lemme d'3Abhyankar

relatif. i & est un Ex—faisceau constructible sur V tel gque

3|lv-D et F|D soient tous deux lisses et tel gue E\V?~—Df soit

modérément ramifié en tout point de DT , alors
F = Ker(F —s §_5°3)
pct = Rer J.J
est concentré sur D , lisse sur D et de formation compatible & tout

changement de base S' 2> S . Le faisceau

F = §/F
npct pct

est isomorphe & ¥ sur V-D , sa restriction & D est lisse et sa

formation commute 4 tout changement de base S' = S .

EXERCICE. Soit R un anneau intégre normal, dont le corps des fractions
K est de caractéristique nulle. Soit T une indéterminée. On considére
l'anneau R((T)). Soit A wune R((T))-algébre finie étale. Montrer

qu'il existe un entier N inversible dans R et une R-algébre finie
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étale B tels que le revétement fini étale de B((TI/N)) obtenu a

partir de A par 1l'extension des scalaires R((T)) = B((Tl/N)) , i1.e.

1/N
A®L (), BUTYN))

est complétement décomposé, i.e. isomorphe a une somme directe de copies
de B((Tl/N)). Déduire de ce résultat que le groupe fondamental de

Spec(R((T))) est un produit semi-direct
T, (Spec(R((T)))) = T (Spec(R)) K % (1) (K)

du groupe fondamental de Spec(R) et du groupe Zi(l)(ﬁ) ou L est
l'ensemble des nombres premiers inversibles dans R .

Notons, en particulier, que Spec(Z((T))) est simplement connexe !

4.7.4. La filtration de la monodromie.

En termes du foncteur

)

F w-7(3o,pD

rappelons aussi la définition de la "filtration de la monodromie" du

faisceau 30 sur D (la filtration de la monodromie du faisceau

(j*3)|D sur D n'est autre que la filtration induite sur (j*3)\D
Z, (1)

vu comme le sous-faisceau des invariants 30L de 30).

Pour ceci, nous supposerons en plus que le schéma de base S est
de type fini sur 2[1/¢]. S'il en est ainsi, le théoréme de monodromie
locale (SGA 7, exposé I ; Weil II) garantit 1l'existence d'un endomor-
phisme nilpotent, nécessairement unique,

N:F —>3F (-1) ,
(o] (o]

ayant la propriété suivante : désignons par

ty - ZL(I) ——»-Ze(l)

la proijection sur la composante d'indice € , 2€L ; alors, pour tout

ac€ ZL(l), nous disposons d'un_ endomorphisme nilpotent

tp(a).N: 30 ——»-30
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ce qui nous permet de définir une action de Zl(l) sur 30 par la

formule
a h—e-exp(te(a).N)
m Mm
F .
z, (1) — Aut( o)
Alors cette action coincide avec 1'action donnée P, de Zi(l) sur

30 sur_ un_ sous-groupe ouvert de Zi(l).

Ceci étant, Deligne définit la filtration de la monodromie de 30

comme 1l'unique filtration finie croissante

... MF M F <L
io

i+l o
telle que
&F < F -
N(MF ) € (M, ,F ) (-1)
et telle que, pour tout entier i Y0 , l'application induite sur le
gradué

i M M .
N":Gr (3 ) —>Gr_ (3 )(-1)

soit un isomorphisme. Sa construction se fait dans la catégorie abélienne
des Ex-faisceaux lisses 30 sur D , munis d'un endomorphisme nilpo-

: & 2 F (-1) ; i ier, -fai s
tent N ° o( ) : en particulier, les E,-faisceaux M F

M 3 1n 3Z']L(l) M ZL(l)
Gri(Jo) . (Mi O) ( ° ) et Gr (30 ) sont tous des faisceaux

i
lisses sur D , dont la formation commute & tout changement de base
S' ? S (le point étant 1'unicité de la filtration).

Notons en passant que
s 3y lp . 5 3 B
(3.5 ( o o( )) o( O)

(on a Ker(N)’-"Mo car

i

- o
NT M /M S M /ML
donc si 1iY1 et si Ker NCb%_, on a Ker N=M, , et par suite, ccmme
M. =& pour 1i assez grand, on gagne par récurrence descendante) ;

i o

par suite
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Gr?(j*3)|D) =0

pour tout entier i>o .

La derniére partie (v) du théoréme 4.7.1 résulte du théoréme

suivant de Deligne (Weil II, 1.8) :

THEOREME. Soit S un schéma noethérien, irréductible, de type fini sur

Z , de point générigue } , soit F un _point géométrique localisé en

I + soit € un nombre premier inversible sur S . Soient V et D

comme ci-dessus (D défini par une égquation g=0 dans V) et soit

F un E, -faisceau lisse sur V-D (X1€) tel que JIV?-D? est modé-

rément ramifié en tout point de D? . Supposons que & est pur d'un

certain poids w . Alors, pour tout entier i , le faisceau lisse

Gr?(3o) sur D est pur de poids w+i . En particulier, pour tout

entier i€ 0 , le faisceau lisse GrT((j*g)\D) sur D est pur de

poids w+i (il _est nul pour i O).

4.7.5. L'anclogue transcendant.

Soit S wun schéma de type fini sur € , soit V un S-schéma
lisse de dimension relative 1 et soit DSV un diviseur fini étale sur

S , défini dans V par une équation g=0 . On considére des faisceaux

sur les espaces topologiques v(c)2® -p(c)3? et D(c)3" (pour 1la

topologie "classique'"). On va construire un foncteur

$ank~—7(3gn,

pl)

D
de la catégorie des faisceaux localement constants 337 sur 1'espace

topologique v(c)@? - p(c)®® dans 1a catégorie des faisceaux localement
3an

sur D((I:)an munis d'une action P de 2miZ , foncteur

constants
a D

qui sera l'analogue transcendant du foncteur

] i——-—7(30,p )

D

construit précédemment, dans un sens que l'on va préciser.
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Voici la construction : au-dessus de 1l'espace analytique
V(c)an--D(c)an nous fabriquons le revétement étale, galoisien, de

groupe Z , défini par log g ; plus précisément, nous posons

Vlog = {(v.t)IvEv(c)3", € c,et==g(v)}

i € , i an _ an
(si (v,t) V1og on a en fait vE€v(c) D(C)® ). Alors Vlog se
trouve dans un diagramme commutatif

Vlog

2mizZ m

v(€)2™ - p()2" I 5 v(c)2" Lo p()an

l

s(c)an
ol m((v,t)) = v . Ceci étant, posons
an _ . * *oan _ L *. *ran
F = i k*ﬂ 3 = 1 J*ﬂ*ﬂ & H
327 est muni d'une action Pp de 27miZ provenant de l'action naturelle

de 2TiZ sur ﬂ*ﬂ*3an qui, elle-méme, provient de l'action naturelle

de 27TiZ sur le couple (Vlog:"*3an)- Il nous reste a voir, pour termi-

ner la construction, que 32“ est localement constant sur D(c)2" .
Pour tout point d¢€ D(c)®™ , on doit donc montrer qu'il existe un

voisinage de d dans D(¢)®? au-dessus duquel 32“ est un faisceau

constant. Fixons un point d¢€ p(c)@” d'image s dans s(c)@™ . I1 est

clair que le comportement de Fan 4y voisinage de d dans p(c)®? ne
q o

dépend que du comportement de 320 a4 voisinage de d dans v(c)an ,

par suite, on peut se localiser, au sens analytique, dans v(e)an
autour de d .
Plus précisément, on peut trouver un voisinage czZntractile S

an
cC)

de s dens S( , un veisinage U de & dans v(c)®™ , un réel

€e)>0 et un H~isomorphisme
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v ¥Yx {z€c| lz| (e}
\ /‘1
b

qui transforme la fonction g!¥ en la coordonnée =z . Par suite

D(€)@?Nny =~ ¢x {z=0}
(v(c)@-p(e)@™MNnv =~ ¥Yx {z€clo |zl (e}

et

Vieglt = ¥ x {(z,t)€exeal |zl Ce, et =2}
~ ¥ x {t€c|RrRe(t) {Log €}

En résumé, le diagramme

vlog

k
2mizZ ( T

V(@)@ -p(@)@M) nu I v Lo pe)@Pny

$

est P -isomorphe au produit par ¥ du diagramme habituel de la mono-

dromie locale
{t€clre(t) (Log ¢}

exp l exp = joexp
{z€clol |zl Ce} A fzecllzl (e} &5 (z=0} .
Quant au faisceau F27[(v(€)@"-D(C)®?)NV , vu comme faisceau localement

constant sur 1l'espace analytique produit

Ix {z€clod |zl Ce}
il est isomorphe a

Pr2 q an
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pr, : #x {z€clod |zl (e} —>{z€clo(]|z] e}
est la seconde projection et ol
an an
G = (prz),3
est un faisceau localement constant sur {0¢ |z| (€} , le point étant
que, par hypothése, § est contractile.
On a alors
— *
3gn|D(¢)ann v = pr;(i*exp*exp G
ol maintenant
an ~
pr, : D(C)Z" NV $x{z=0}) — {z=0}
est la seconde projection. Ceci montre bien que 32n\D(C)ann ¥  est
constant de valeur

;R *Lan — *~an
i exp,exp G = (exp,exp G )o .
On peut préciser cette valeur en remarquant que {t¢€ clRe(t) { Log €}

. *,an .
est simplement connexe, donc que exp G2 est un faisceau constant de

valeur

(o} *~an

H°({t € ¢/Re(t) { Log €},exp G27) :
cette valeur est clairement indépendante du choix de € , donc
5gn\D(C)ann ¥ est le faisceau constant de valeur

o € l ¢ *Lan

H ({t€ clRe(t) {Log €},exp G°)
(pour un € arbitraire) muni de 1l'action évidente de 2TiZ .

, on déduit 1le

REMARQUE. De cette description explicite de 32“

résultat suivant
. n . 2Mi
(3,327 Ip(e)an = (3am) 2%
En particulier, si F0 se prolonge en un faisceau localement constant

321 sur v(€)®" tout entier, alors, on a
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3an ~ EanlD
o

avec action triviale de 27iZ .

4.7.6. Comparaison de la construction algébrigue et de la construction

transcendante.

On garde les notations de 4.7.5. Supposons gque 3% se prolonge

en un faisceau localement constant sur VN(G:)an ou VN —> V est le
revétement fini obtenu par extraction de la racine N-iéme de 1'équation

g de D , pour un certain entier N . Alors nous aurions pu aussi

considérer le diagramme

J i
an N vN(c)an N D(C)an

v (e)® - p(e)
" | | o |

v(©)3" - p(0)®® I v(e)@® o p(e)an

de la fagon suivante :

qui s'insére dans le diagramme pour Vlog

v

log )
(N
A0 1 X
J
™ v (@3 - p(e)2" B v (e)2n p(c)3"

s | | ll

v(€)2P - p(0)2" I y(0)2® L . p(g)a"

les groupes de Galois sont les suivants

Vlog

21 ing ( 1

2TiZ vg(©)@ - p(e)3"

o (]

v(c)3® - p(ec)3”

avec la suite exacte
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. . d*’ea/N
O —> 2MiNZ — 2TiZ —ky — 1
qui les relie.
. . *~an an
LEMME. Si In ﬂN3 est localement constant sur VN(C) , alors on a
*
Fan _ XL ”*~an
o InIn, N7
et 1'action de 2TiZ sur Fan se factorise & travers 1l'action de NN
¥ *an ' : " n
sur i j. . T & par 1'homomorphisme "transcendant
I NN, N e ——

o /N
2mizZ Ji—ji——é

Y

PREUVE. En effet, on a par définition

Fan _ i*k*"*san
or
* * * * *
. r*Fan _ (N), (N)* *zan
ik, i pN*k* N
et, par le théoréme de changement de base propre pour Py + ©n a donc

3:n - i;kiN)ﬂ(N)* (n;&an) i

»*
Comme le faisceau "Ngan sur VN(GZ)an--D(G:)an se prolonge, par

hypothése, en un faisceau localement constant

lui appliquer i;kiN)ﬂ(N)*

*
o T gan an
jN* N sur VN(C) ,
i.e. la construction transcendante, redonne
sa restriction & D(€)2" , d'ol le résultat. La compatibilité entre les

actions de 2miZ et de By résulte de la formule

N t
Vg = exp(ﬁ)

. t_
sur Vlog (puisque e =g).
A partir du lemme précédent, un passage a la limite donne le

théoréme suivant de comparaison.

THEOREME. Soit S un schéma de type fini sur € , soit V un S-schéma

lisse de dimension relative 1 et soit DSV un diviseur, fini étale

sur S , défini par une égquation g=0 dans V . Soit F un
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an .
F le faisceau localement cons-—

Ex—faisceau lisse sur V-D et soit

tant en E,-espaces vectoriels sur Vv(c)2" -p(ec)3" associé (cf. SGA 4,

XI, 4 et XVI, 4). Alors nous avons un isomorphisme canonigue de fais-

ceaux localement constants sur p(c)a"

(3 )an P 3an .
o o

i

an . N .
sur 30 se factorise a travers l'action de

l'action de 2miZ

Z(1) = lim @

N N

n . .
sur (50)a par_1'homomorphisme canonigque

2MiZ —> Z(1)

limite des homomorphismes

i —_ 0
2miZ By

. . . 2mia/N
gui envoient 2Mia sur e a/

COROLLAIRE. L'action de %(1) sur 30 est unipotente sur un sous—-groupe

3an

est
o ===

ouvert de %(l) si et seulement si 1'action de 2TiZ% sur

unipotente sur un sous-groupe d'indice fini dans 27iZ . S'il en est

ainsi, désignons par

e L FC R S N
Ml [e} M1+l o

et ar
PRI, & < & (el
M( ) M. 1( ) ...

les filtrations par la monodromie correspondantes pour 30 et pour

n . .
32 . Alors 1'isomorphisme

(3 )an ~ san
o o

induit des isomorphismes de faisceaux localement constants sur D(c)3"

F yan o an
(Mi o) Mi(3O )
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. an . . an an an
((3,3) DN M, F ) 3,(3M Ip(@)3"n M, (337

pour tout entier i .

4.8. Preuve du théoréme clef.

Rappelons briévement la situation considérée en 4.3 : RS C est un
anneau de type fini sur Z ; E est un corps de nombres et Ey\ est le

complété de E en une place finie A de E , X divisant un nombre

premier ¢ ; ¥§ est un Ex—faisceau constructible sur A; ; re€Rr-{o}
. 1 .
est tel que R' = R{1/r2] soit normal et que 31AR. soit bon

UQJ%A;,«—’D=_LLDQ
o

. - . N 1
est une décomposition adaptée a GIAR, .

4.8.1. Conséquences _du théoréme de spécialisation de la cohomologie.

Soit

1 k Pl.

Ap: R

la complétion projective de Al

R' et soit D, 1le diviseur a i'infini

de A;. dans Pé. . Comme R' est normal et de caractéristigque nulle,

les hypothéses du théoréme 4.7.1 sont vérifiées par la situation

1 3 1 I
U =pp, - (DUD,) “d>py, <—DUD, = (Ll D)+ D,

l / o
Spec(R')
(o6 i, 3 sont les inclusions) et le faisceau Flu .

Par suite, on a les conclusions suivantes :

(i) pour tout homomorphisme d'anneaux non trivial

®:R' —> F
q

et toute clbture algébrique fq de Fq (Fq est un corps fini nécessai-

rement de caractéristique p#?¢), 3|U®®F ﬁq est modérément ramifié le
q

long de DUD, et
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1
3 =
x(a, B Fq. ) X (AR, Bp. €, F)
(AL = AL, ® F_, U, =U® F) ;
© ' RHEf q 0] R'—a’ q’

(ii) le noyau et le conoyau de la fléche d'adjonction

1 L L 1
Flag, — 3.3 (Blag.)

sont bons sur Aé. , avec méme décomposition adaptée que 31A§. , et
leur formation commute & toute extension des scalaires R' —> A ; en
1 .
i i F F
particulier, pct et npct sont bons sur AR' et de formation

compatible a toute extension des scalaires R' —> A .

4.8.2. Lemme clef.

Pour tout nombre premier p# € , soit EX,p le complété du corps
E(Cp), oa ¢ est une racine primitive p-iéme de 1'unité, en une
place qui prolonge la place A de E . Pour tout corps fini Fq de

caractéristique p et pour tout caractére additif non trivial Y de

Fq A valeurs dans E; , on dispose sur l'ouvert affine
ap = {(x_#0} de e = Proj(F_[x.X;]) d'un B, -faisceau lisse de
qa q )

rang 1 , £Y , déduit du Fq—torseur d'Artin-Schreier d'équation

q— =

T*-T Xl/XO
par extension du groupe structural a l'aide du caractére
- »* -
Y :F_ —>E, ; si F est une cldture algébrique de F_ , on note

q P q q
encore £, 1l'image réciprogue de £, sur A% .
q

LEMME CLEF. Si & est un Ek—fgiscegu constructible sur 1'ouvert

, modérément ramifié & 1'infini, alors on a :

Al

affine A% de P,
q q

(0) la fléche canonigque

* 1 * 1
HC(AE,qJ%&Y) —>H (A&—,q,sezasy)

est un isomorphisme ;
. 2,1 _
(i) Hc(AﬁqJ@SY) = (0)
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(ii) Swan,(F®Ly) = dim(3z).

Si, de plus, ¥ est modérément ramifié en tout point de P% ,
q

on _a

(iii) xcm&%q,w&y) = Xc‘ﬂéq'g’ - dim(F5) .

PREUVE. La partie (i) est conséquence de la partie (0) et du théoréme
de Lefschetz affine qui nous assure que
HZ(A%, FREY) =0 .
q

La partie (iii) résulte par Ogg-§afarevié-Grothendieck de la partie
(ii).

Il nous reste donc & montrer (0O) et (ii). Pour cela, considérons
une cldture algébrique K du corps des fractions K de Ag et
choisissons une place « de K prolongeant la place « de K . On

dispose alors du groupe d'inertie
Iz € Gal(K/K) :
soit Pz 1la partie sauvage de Ig . Si W = Spec(K), Iz agit sur
FREL )= = F-R (£,)=
( Y)n A ( Y)ﬂ .
L'hypothése de ramification modérée & 1'infini s'exprime par le fait

que Pz agit trivialement sur Jﬁ . On va voir maintenant que pour

montrer (0) (resp. (ii)) il suffit de montrer

[ £ *® =
(0") (( Y)ﬁ) =0
(resp. (ii') Swanw(sy) =1).
En effet, l'assertion (0) est équivalente a la nullité de la coho-

mologie galoisienne de Iz agissant sur UF@&Y)ﬁ , i.e.

H (1, (3®£y)z) = 0 ;

* Poo
H (15/25,((369£Y)ﬁ) )

B (Ig, (38 8)5)

car
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HY (P, (3®Ly)5) = O (Vi) 0)

(Pz est un pro-p-groupe, alors que UFSSY)H est une représentaticn

€-adique de Pg) ; par suite, pour montrer (0), il suffit de montrer que

Ps
((38L,)5) ~ =0

(3z® (£,)5)

38 ((£)5) © = o
puisque Pz agit trivialement sur 3ﬁ , ce qui nous raméne a montrer
(o").
D'autre part
Swan, (¥®Ly) = dim(3F:).Swan,(Ly)
car ¥ est modéré & 1'infini, donc (ii) équivaut a (ii)'.
Pour montrer enfin (0') et (ii'), on considére la filtration de

ramification en numérotation inférieure du groupe G==Fq du torseur

d'Artin-Schreier : elle s'écrit simplement
=...= = c = =
(o) Gy = G,SG; = G Fq
donc
Pz G
= 1 _
((SY)TT) = ((£Y)ﬁ-) = 0

car Y est non trivial et

G
1 . 1
Swan(£,) = - di ((E)=/((£y)=) 7)
¥ (G567 mEA'p YR ¥on
=1
d'ol le lemme clef.
REMARQUE. Pour montrer Swanw(iy) = 1, on aurait aussi pu invoquer la

v
formule d'Ogg—safarevié—Grothendieck et le fait que
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a
puisque
* 1 _ * _]: Y _

(Y est non trivial).

4.8.3. Conséquences du lemme clef.

Pour tout triplet (Fq.w,Y) dans R', le lemme clef s'applique a

3MA$®E. Eq , compte-tenu des résultats de 4.8.1, et par suite, on a :

(0)

. 2. 1 =
(1) HA(A 8 F_.39%y)
q
1 -
s e £
(15) %8y Bp Eqi3®Ly)

. 1 .
X (AR, ®Bp, €) - dim(F5)
ol N désigne un point géométrique générique de A;

c s o 1 = 1
F®L =
@ii)h (A¢®Fq Fq. ®Ly) X (AR ®Pp. m,Epct)

. 1,,.1 = 1 .
v) - ® ® L = D F - -
(iv) -h (Afp F l?q'z; y) X(Ag. ®p. € npct) dlm(gﬂ)

(pour les deux dernieéres assertions, il suffit de remarquer que

1 = 1 = 1 -
L = =
((3la,2g FN®LY) = Flage, F) 2Ly = (3 la, 8 F)Iol,
q q q
puisque la formation de spct commute aux changements de bases, idem
pour ‘“npct").

4.8.4. Derniére étape.

Faisons les hypothéses supplémentaires suivantes :

. 1 ~ . s ¥ 1
(i) Flag, == 3,3 Glag.).
(ii) Flu est pur de poids w,
on va voir alors que, pour tout triplet (Fq,w,Y) dans R' ,

i, 1 =
3 & =
Hc(@‘cogrs‘ tE'q, d y) (0)
q

pour tout i# 1 et que

1 1 =
H_ (A 8|Fq F g 398y
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est pur de poids 1l+w . Pour cela utilisons le théoréme de Deligne
(Weil II) qui dit que, pour tout E,-faisceau @ lisse et pur de poids

w sur Uw®f‘q , le groupe de cohomologie
1 lo= =
H (P(p@Fq,J*Q)
est pur de poids 1l+w . On applique ce théoréme a
*
= 3 S .
G =3 (331y) ;
on aura gagné si 1l'on montre que
1 1 = = .* o 1 1 -
g FRL = &
H™ (P Fq,J*j ( y)) HC(Aw®Fq, 3iy)
donc si 1'on montre que
- .*
J,3 (3®£Y) = kl(3®£\i’) .
Pour cela on remarque que

Fi(F88) = k*(j*j“(s&sv))

et que

. 0* . -*

3.3 (FBLY) = (3,3 F)®L,
(SY est lisse sur Aigp £ ), donc, comme par hypothése

q

3.3 5 & F
sur Al®_ F on
o F_-q ' a
q

- -* o

3,3 (38£Y) =1 k*(3®£‘y) .
Maintenant

(k,(33£y)); = (Jﬁ®(£Y)ﬁ)

donc

Ps
(k*(38£w) )s € (5;]@ (‘S\y)ﬁ)

et comme Pg agit trivialement sur 35 et que

Poo
((£)5) = = (0)
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(k,(3®E,))g = (0)

- -* o . — E
I3 (5®£Y) o k*(gga\:\y) = k1(38£\y)

ce qui achéve la démonstration du théoréme clef.

4.9. Indépendance de la place X .

La démonstration du théoréme 3.1.1 donnée en 4.3.2 faisait inter-

venir un choix préliminaire d'un nombre premier € dans la définition
i . i . . P .
des hw . Nous allons voir que les hw ainsi définis sont en fait

essentiellement indépendants de ce choix en un sens qui sera précisé

plus loin.

4.9.1. E-familles faibles et E-familles : sorites.

Soit E un corps de nombre, i.e. une extension algébrique finie
de @ , et soit X un schéma de type fini sur Z . Nous appelons

E-famille faible de faisceaux sur X les données suivantes :

(1) bcur toute place A de E , un Ek—faisceau constructible
3)\ sur X®ZZ[1/€] ou E, est le complété de E en la place XA et
ou € désigne la caractéristique résiduelle en X ;
(2) un E-faisceau algébriquement constructible sur 1l'espace
analytique (X®Z,C)an:

(3) pour toute place A de E , un isomorphisme

~

: (3 ® an ®
Py, (FIXBZ 0% =5 5 B By
de E,-faisceaux algébriquement constructibles sur O(®z¢)an .
Etant données deux E-familles faibles & , G sur X, un
morphisme
¢:F —> G
est une famille de morphismes de faisceaux

{ oyt FH —> Gy pour toute place X\
a 2 T, —> G

telle que, pour toute place A de E , le diagramme
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« )an
(3xlx8z,a:)‘3rl A >(Q)\|x.*az,o:>a“
@ zlw
Ao Ei o, ® idy Ao
)
5o.®p By, ——————> G, B E,

soit commutatif.

Avec cette définition, on vérifie facilement que la catégorie des
E-familles faibles sur X est une catégorie abélienne et que les
foncteurs

F h——PEX ,
de la catégorie des E-familles faibles sur X dans la catégorie des
EA—faisceaux constructibles sur x@zz[ 1/8] , et

F —3
de la catégorie des E-familles faibles sur X dans la catégorie des

E-faisceaux algébriquement constructibles sur D(®z¢)an , sont tous

exacts.

Nous dirons qu'une E-famille faible & est une E-famille
s'il existe une décomposition finie de X en sous-schémas localement

fermés

avec les propriétés suivantes

(i) pour toute place X de E ,

EN lzi®zz_ 1/¢2]

est lisse quel que soit i€1 ;

(ii) pour tout i€1 ,
F ) an
| (2 B, C)
est un faisceau localement constant de E-espaces vectoriels de dimen-

sion finie (nous dirons simplement "lisse" dans ce cas aussi).
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Nous regarderons les E-familles comme une sous-catégorie pleine
de la catégorie des E~familles faibles. Les E-familles forment une
sous-catégorie abélienne et, un peu plus généralement, on a la propriété
suivante :

(*) étant donné une suite exacte
0O —F —> G — A —> 0

de E-familles faibles, si deux des E-familles faibles J§ , G et
H sont des E-familles, alors il en est de méme de la troisiéme et

toute décomposition
x= 1l z
i€r

qui "marche" pour deux d'entre elles "marche" aussi pour la troisiéme.

i

EXEMPLES DE E-FAMILLES : (1) la E-famille triviale définie par

12 pour toute place A de E

——
(8]

g >
1] ]

E
(2) si Z est un sous-schéma localement fermé de X et si
j:2 —>X

est 1'inclusion, alors, étant donné une E-famille § sur 2 , nous

définissons une E-famille j!Q sur X en prenant

(j!Q)X = jl(qk) pour toute A
(3, W) = 3, (G

(3) étant donné un morphisme
f: X —Y

entre schémas de type fini sur Z et une E-famille ¥ sur Y , nous

*
définissons une E-famille f ¥ sur X en prenant

(f*u)A f*(ﬂx) pour toute A

(£"%)y, = £ (d)
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Propriétés supplémentaires gque peut gvoir une E-famille : une E-famille

F sur X est dite

- lisse si la décomposition X=X "marche" pour & , i.e. si tous
les 3)\ et JF_ sont lisses sur X®ZZ’[1/€] et (x®z¢)an respecti-
vement

- pure de poids w si tous les faisceaux 3X sont ponctuellement

purs de poids w sur les schémas X®ZZ{1/€]
- pure si elle est pure de poids Ww pour un certain w
- entiére si tous les EA sont entiers

- mixte si elle admet une filtration finie dans la catégorie des

E-familles dont chaque gradué associé est pur (attention ! contrairement

aux propriétés précédentes, mixte ne se vérifie pas Sk par EX)'

4.9.2. E-familles sur les courbes.

Soit S un schéma de type fini sur Z qui est irréductible et

dont le point générique est de caractéristique nulle. Soit

ne<—n
Hhi

une courbe propre et lisse sur S a fibres géométriquement connexes et

soit

1.p

£

ne—0n

un diviseur dans C qui est fini étale sur S . Nous supposons aussi
qu'il existe un voisinage ouvert de D dans C dans lequel D est
défini par une égquation "g=0". Désignons par U 1l'ouvert C-D de
C, par j:U¢é—>C 1l'inclusion et par f£:U — S la restriction de

£F a vu:
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U = C-D «1»

N

THEOREME. Soit & une E-famille sur C telle que 3J|lU et 3

LH

£

n«—nN

sont lisses (une telle E-famille J sera dite "bonne" sur C , adaptée

4 la décomposition (U,D) de C). Alors on a :

*
(i) les faisceaux J,Jj (J). j*j*(3w) sur C définissent une

*
E-famille, notée j,j & , sur C , qui est bonne sur C et adaptée &

la décomposition (U,D) ;

(ii) le noyau et 1l'image de 1'application canonique

F—> 3,35,

ésigner F et & i
gue nous désig ons par pct &t npct respectivement, sont des

E-familles bonnes sur C , adaptée a la décomposition (U,D) :

(iii) la filtration de la monodromie sur les faisceaux j*j*(3x)lD ,

*
3,3 (3w)|D définit une filtration finie, dite encore de la monodromie,

de 1a E-famille 3,3 3ID ,

c ri1™5.3"3p) = Fil™ (5.3"3'D) =
ce it I« i+1t ) T

*
par des sous-E-familles lisses sur D . Les gradués GrT(j*j F|p) sont

des E-familles lisses sur D et on a

M, . .*
Gry (3,3 Flp) =0

*
(iv) si j & sur U est pur de poids w , alors GrT(j*j Flp) est

pur de poids w+i pour tout entier i {0 (et _nul pour iYoo) ;

(v) les faisceaux Rl?*3x , R'E,F_ forment une E-famille lisse, notée

R'E,F , sur s ;

* .
(vi) si j F sur U est pur de poids w , alors, pour tout entier

iY0 , la E-famille lisse Rl?*(j*j*ﬁ) est pure de poids w+i .
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DEMONSTRATION. Comme S est supposé irréductible avec point générique
de caractéristique zéro, les faisceaux j*ZFX sur U®Zz[l/€] sont
automatiquement modérément ramifiés le long de DSZZfl/E]. Les énoncés
(i), (ii) et (iii) découlent immédiatement de ceci et de la comparaison
entre la monodromie locale algébrique et transcendante (cf. 4.7.6).

L'énoncé (iv), qui se vérifie X par X , est A4 & Deligne
(cf. 4.7.4).

Une fois vérifié (v), (vi) se vérifie X par X et équivaut
alors au théoréme fondamental de Deligne. Vérifions (v) : il résulte de
4.7.1 que les faisceaux Rif*gx . Ri_f*g‘oc sont lisses sur S®ZZ[1/€] .
(S®Zdnan respectivement ; ils forment une E-famille grice a 1l'iso-
morphisme de commaraison entre cohomologie étale et cohomologie trans-—
cendante sur € ,

(RiE*JAIs®Zc)an - Rif*(ﬁklxgyzc)a“ :
en effet, puisque & est une E-famille, on a un isomorphisme

. an ~
Py et (B X®, )% 255 @ E,

donc des isomorphismes

i= an -~ i=
RYE, (3, [x®,€)%" =R £, (3,®L Ey)

T~

i=
(RTE,5) ®E E,
d'ol la conclusion.

4.9.3. Le cas général.

THEOREME. Soit f:X - Y un morphisme entre schémas de type fini sur

Z et soit JF une E-famille sur X . Alors on a les résultats

suivants :

(1) il existe un entier N )1 (dépendant de f et de F) tel que

pour tout entier i %O , les faisceaux le13>\ , lel'Jm forment une

E-famille, notée lelfi , sur Y®ZZ[1/N] H
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(2) si JF est entiére, alors les R1f15 sont entiéres

(3) si F est mixte de poids { w , alors, pour tout entier i %O ,

le|3 est mixte de poids < w+i .

DEMONSTRATION. Le théoréme est visiblement vrai pour £ une immersion
fermée avec N=1 . Par le dévissage habituel (couper Y en morceaux,
couper X en morceaux, factoriser le morphisme £), on se raméne au
cas ol Y est irréductible et ou X==A; . De 13, on se raméne au cas
ou X==P; en prolongeant la E-famille & par zéro. Quitte & couper
Y en morceaux une fois de plus, on peut supposer qu'il existe un divi-

seur DCZP; , qui est fini étale sur Y et qui est défini par une

g=0" dans un voisinage de lui-méme dans P; , tel que la

E-famille & sur P; soit "bonne" adaptée & la décomposition (Pi—D,D).

équation

Si le point générique de Y est de caractéristique p? O , on
prend N=p et il n'y a rien & prouver.

Si le point générique de Y est de caractéristique zéro, 1'énoncé
(1), avec N=1 , résulte de 4.9.2 (v). Pour démontrer (3), un dévissage
standard nous raméne a traiter le cas ou 3\@;—D est pur de poids w
et od F|D=0 ; dans ce cas, 1'énoncé (3) résulte de 4.9.2 (iv) et (vi),

via une suite exacte longue de cohomologie que le lecteur explicitera.

4.9.4. Applications aux guestions d'indépendance.

COROLLAIRE 1. Soit R un sous—anneau de € gui est de type fini sur

Z et soit V un R-schéma de type fini. Soit & wune E-famille

mixte sur V (exemple : E=Q , 3g==Qe , 3.,=Q@). Alors il existe un
élément r € R-{0} tel que, pour tout corps fini Fq , pour tout homo-

morphisme ¢ :R{l/r] - Fq et pour toute place X de E de caractéris-

tigque résiduelle & # car(Fq), on a 1'énoncé suivant :

. . . . . i
"pour tout entier i ¥ O et pour tout entier w , la dimension hw

de la partie de poids w de

i _
HC(V®R/JFq' JX)
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est indépendante du choix de (Fq,w,k)".

PREUVE. Pour 1r convenable, les Rif!$ sont des E-familles lisses
sur Spec(R[l/r]) qui admettent une filtration finie par des sous-E-
familles lisses dont les gradués sont des E-familles lisses et pures.
La somme des rangs des gradués de Rif13 qui sont purs de poids w

. i N .
est alors l'entier hw , d'ou la conclusion.

COROLLAIRE 2. Soit R un sous-anneau de € gui est de type fini sur

Z , soit V un R-schéma de type fini, soit £:V = A; une fonction

sur V et soit F une E-famille mixte sur V . Alors il existe un

élément r € R-{0} tel que, pour tout corps fini Fq de caractéristique

p . pour tout homomorphisme @ : R[1/r] - Fq , pour tout caractére non
trivial

Vi (F ) —> Q(Cp)*

et pour toute place X de E de caractéristique résiduelle ¢ #p ,

on a les énoncés suivants :

(1) pour tout entier i% O et tout entier w , la Ey p—dimension
’

i -
h (VO o F .3 @8, ()

de la partie de poids w de

i -
HC(V®R/vaq,3X ®£Y’f)

est _indépendante du choix de (Fq,w,Y,\) :

(2) la suite spectrale de Leray

a,b alogg b a+b _
/b _ =
E, HC(A(p@Fq,(R £,5)3%Ly) = H (vcp@Fq,ng&Y’f)
satisfait Eg'b==0 , pour a#0,1 , et par conséguent dégénére en E2 .

PREUVE. Démontrons (2). Quitte & se localiser sur Spec(R), nous pouvons

supposer que les E-familles le,3 sur A; sont "bonnes", adaptées
N . N 1 \ ,
a une décomposition (AR—D,D) ou DCIA; est un diviseur fini étale

au-dessus de Spec(R), défini par une équation. Cela étant, il résulte
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de 4.7.1 que les Rif13)\ sur A;®ZZ[1/8] sont modérément ramifiés le

long de 1'c , d'on E%'b==0 (cf. 4.8.2). Pour une raison de dimension,

on a Eg’b==0 pour a Y2 , et on trouve 1'énoncé (2).
Démontrons (1). Grice & (2) et au théoréme 4.9.3, on se raméne au
cas V==A; , f=id et JF = "une E-famille mixte sur A;". Quitte a

rétrécir R , nous pouvons supposer en plus que R est lisse sur

1 .
Spec(Z), donc que R est normal, que JF est "bonne" sur AR , adaptee
4 une décomposition (Aé—D,D) , avec DC:A; un diviseur fini étale sur

& admettent

Spec(R), défini par une équation, et que & , dpct et npct

toutes les trgis des filtrations finies par des sous-E-familles qui sont
toutes bonnes sur A; , adaptées a (Aé—D,D), et que les gradués de ces
filtrations sont des E-familles pures. Dans cette situation, le
théoréme clef de 4.3 et ses corollaires 1 et 1' marchent tout aussi

bien dans le cadre des E-familles (car dans les formules explicites

de ces énoncés, seuls entrent en ligne de compte les entiers

1 an . .
® e F )= 8T
X ((AR R02) 180) dim(( 00)n) et leuvrs analogues pour & et ).

pct 0‘npct

RETOUR AU THEOREME 3.1.1. Prenons pour E 1le corps @ et pour R
l'anneau Z . D'aprés le corollaire 2 ci-dessus, appliqué a la
Q-famille triviale (...,Qe,...,Q) sur V , il existe r € z-{o}

tel que les entiers

ni = ni(ve_oF
w

w = )

Zqu' Y, £
définis en (loc. cit. (1)) soient indépendants du choix de
*
(e:2{1/r] Fq,Y:Fq - Q(Cp) non trivial,? #p).

Les entiers h; ne dépendent que de f :V = A; , & la différence de

ceux définis en 4.3.2, qui dépendaient du choix de ¢ .

Par contre on ne sait pas si les polyndmes
i -
- ]
det (1-TF,H_(V PAE Ly g

sont indépendants de la place ¢ choisie (cf. 3.2.2). Cela nous
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conduit 3 poser le probléme plus général suivant :

4.9.5. Question.
Disons qu'une E-famille JF sur un schéma X de type fini sur Z
est "compatible" si pour tout point fermé x de X et pour toute place

A de E de caractéristique résiduelle ¢ # car(k(x)), le polyndme
caractéristique
det(1-T.F_, (%)) .

qui 3 priori se trouve dans EX[T] , est en fait dans E[T] ol il est
indépendant du choix de la place X .

Est-il vrai que, si f:X ?* Y est un morphisme entre
schémas de type fini sur Z et si 3 est une E-famille compatible
sur X , alors il existe un entier N1 tel que les Rif!J sur
Y®Z zl l/N] soient encore des E-familles compatibles ? Y a-t-il une
notion encore plus exigeante de "E-familles strictement compatibles"
qui est stable par les Rif! et telle que la E-famille triviale

(...,Qe,...,Q) soit une E-famille strictement compatible ? On n'en

sait presque rien !
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5 - ANALYSE PRECISE DE SOMMES EXPONENTIELLES DONT LA GEOMETRIE EST

TRES BELLE

5.1. Introduction.

Le théoréme clef du numéro 4 est un théoréme générique ('"pour
presque tout p , on a...") ; dans une situation particuliére
("p donné”), il ne nous fournit par contre aucun résultat.

Cependant, si on considére une situation

\4
¥*
fl , Y:F_ —> Q(C )
1 a P
a
ol V est un schéma de type fini sur Fq , £ une fonction sur V et

Y un caractére additif non trivial, on dispose, pour toute place X\
de Q(Cp) , Ale #p , d'un Q(Qp)x—faisceau lisse de rang 1 , SY , sur

A; et des groupes de cohomologie
q
lve, F_,£7€,) (i €N
HC F_q' Y
q
sur lesquels "Frobenius" agit et on attend les résultats suivants :
(1) les dimensions et les structures de poids de ces groupes de coho-

mologie sont indépendantes du choix de la place X de Q(Gp), Xle#p ;
(2) les polyndmes caractéristiques

Py 3 (T) = det(l—T.F,Hi(\f@F Fq,f*SY))
sont, en fait, & coefficients dans Q(GP) et indépendants du choix de
la place Mle#p (rappelons qu'on sait seulement jusqu'd présent que
la fonction L ,
i+l

L(r) =TT p; NEI R
l r

est & coefficients dans Q(Qp) et est indépendante du choix de la

place )\!e;&'p) ;
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(3) on espére aussi que les structures de poids des groupes de cohomo-

logie ci-dessus sont indépendantes du choix du caractére additif non

trivial VY .

Dans certains cas que l'on va traiter ci-dessous, on sait démontrer
qu'il existe io‘EN tel que, pour toute place X de Q(Cp), A'e#p ,
*
et pour tout caractére additif non trivial Y :Fq ——e-Q(Cp)

i = * . . .
= €
(a) H (V®E‘ F_,f iy) O , pour tout i€N , i#i

i
o — * . .
® &
(b) HC (v Fq,f Y) est pur de poids ig -

F
q
On en déduit aussitdt que
(i) les Pi \(T) sont & coefficients dans Q(Cp) et sont indé-

pendants du choix de la place Xle#£p (Pi )\(T) =1 si i;at'io et

i +1

_ (-1)%o .

P; A (T) = L(T) )
o

(ii) les racines réciproques de

i +1

B, (m) =1(mY
o

sont des entiers algébriques aj purs de poids iO .

Par conséquent, pour tout entier n%1l , la somme trigonométrique
- oy an
s_ = Y (Tr, (£(v))) = (-1) o
D GEV(F ) £ o /Fq 7 3
q" d

admet la majoration
| | io _ * nio
s | € (-1) .xc(v®Fqu,f y) - V)

et cette majoration est la meilleure possible au sens ou
' Is | i o & %

1:1_1. f:p m = (-1) “.x_(v Fqu'f v) -

Si, de plus, on connait une formule explicite donnant

xc(V8F ﬁq,f*ﬂy) en fonction des degrés des polyndmes qui servent a

q
définir V/EE‘q et f:V ——*-Aé , on aura complétement résolu le
q
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probléme de majoration des sommes trigonométriques Sn ci-dessus.

La fin de ce cours est consacrée a la démonstration de théorémes
qui résolvent ce probléme de majoration dans des cas ol la géomé-
trie est particuliérement belle. Le premier de ces théorémes s'énonce :

THEOREME 5.1.1. Soit X une variété proijective, lisse, géométriguement

. . . . N
connexe, de dimension m , sur un corps fini !Fq , soit X c—-—»lPF =P

q
un plongement proijectif de X , soit L€ HO(LP,@P(I)) définissant un

hyperplan de P , noté encore L , transverse & X , soit

*
HEHO(IP,@P(d)) , d€EN , d premier & la caractéristique p de IFq ,

définissant une hypersurface de P , notée encore H , transverse &

XNL . On associe & ces données le IFq—schéma de type fini
V =X-(XNL)

et la fonction

- . . . . *
Pour tout caractere additif non triwvial VY : Fq d Q(Cp) et pour toute

place A de Q(Cp). xle , ¢e¥#¥p ., on a

(0) pour tout i€WN , la fléche canonique

i - * i - *
P2
H_ (V3L IE‘q,f Ly) — H (V3 IFq,f Ly)
q q
est un isomorphisme ;

(1) B (V®,_, F LJEL,) =0, pour tout i€N , i#m ;
[} Eq q Y

(2) H‘Z(V®qu‘q,f*£y) est pur de poids m ;
— *
= -— n - 1 - -
(3) xc(v®Fqu,f £y) X (X=(XN 1)) =d.x_((XN L) - (XN LNH)) ;
3') si HE HO(P,GP(d)) définit une hypersurface de P , notée encore

o

transverse & X et a8 XNL (H n'est pas supposée transverse a X),

xc(v®Fqi~q,f*£Y> = X (X=(X0 L)) -x_((XNH) - (xNHI L)) ;

B") si c<(X) est la classe de Chern totale de X ,
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xc(V®Fqu’f Ly) = « (TFL)(1%aL) -

REMARQUE. Deux cas particuliers de ce théoréme sont déja connus :

(i) (Deligne, cf. Weil I). Cas ou

_oN .
X = thq prog(Fq[xo,xl,...,xN])
ol H = H(Xo’xl""'XN) est un polyndme homogéne de degré 4 ,
(d,p) =1, et L=X . 8i x; = xi/xo (i=1,...,n), on a
N
= X- (XN = =
V=X-(XNL) = Ay 5pec(Fq[x1,...,xN])
a
et
f = f(x CeX.) = H/Ld = H(1,x x.)
17 %N R R N L

L'hypothése signifie que la partie homogéne de degré d de

f(xl,...,xN) définit une hypersurface lisse dans
Pg-l = Proj(Fqul,.-.,xN]). Deligne a prouvé alors que les conclusions
q
(0), (1), (2) du théoréme sont vérifiées et que
S N N+
XC(V®|F Fq,f ‘SY) = (-1) (d-1)
q

(énoncé équivalent dans cette situation aux énoncés (3), (3') et (3")),

de sorte que

y ; V(Trg e (x| € (a-1)¥ e .
,...,xN r n n q

* a
q

1

(ii) (Katz, exposés a Irvine 1977 ; cf. Séminaire E.N.S. 1978-1979,
exposé n® 10). Cas ou

X e—> P, = PrOJ(IE‘q[XO,Xl,XZ,X3])
est une hypersurface de degré p , (D,p)=1 (X est défini par un
polyndme homogéne G(XO,Xl,X2,X3) de degré D), ou
H=oX +ao. X, +a_ X et ou L=X_ - Ssi X, = xi/x0 (i=1,2,3), on a

171 272 373

V=X-(xXNL)< Ag = Spec(Fq[xl,xz,x3])
q

et
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f = f(xl,xz,xa) = alxl-+azx2-+a3x3 .

Alors les conclusions (0), (1), (2) du théoréme sont vérifiées et
- * _ 2
X (VL Eé,f £y) = D(D-1)
q
(énoncé équivalent & (3), (3') et (3")), de sorte que
¥ (Tr, (v x +a x,+0_x.)) | ¢ D(D-1)2 §" .
3 n/Fq 171 27277373 N

€
XXy Xy Fqn
G(l,xl,xz,x3)=0
HISTORIQUE. Le cas (i), démontré par Deligne, était conjecturé depuis

longtemps par Mordell, et plus récemment par Bombieri.

Le cas (ii) était "commandé" par C. Hooley, dans le cas d=3 ,
X une surface de Fermat ; il en avait besoin pour ses travaux sur le

probléme de Waringe.

QUESTIONS (1) Si pld , que devient le théoréme ?
(2) Scus les hypothéses du théoréme, quelle est la dépendance en Y du
"polygone de Newton" (i.e. des valuations p-adiques des valeurs pro-
. — *
pres de Frobenius sur H:(VG%, Fq,f SY)) ?
q
(3) si 1'on part de X, L, H, ... définis sur Z , quelle est la dépen-

dance en p , (p,d) =1, du polygone de Newton ?

EXEMPLE (Sperber). Soit V 1'hypersurface affine de A§+l d'équation
q
m+1
TT- xi =1
i=1
et soit
m+1
£= 2z X5 .
i=1

Deligne a montré que Frobenius agissant sur HS(V®F ﬁq,f*iy) admet
m+l valeurs propres &j (j=1,...,m+l) de poids m et Sperber a

montré que, si p ¥ m+2 , les ordq(aj) forment un ensemble qui est

{0,1,2,...,m} .
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Ce qui est trappant dans cet exemple, c'est que le polygone de
Newton est indépendant de p . En général, on ne sait rien sur 1la
variation avec p du polygone de Newton. Mé&me le fait que, dans
1'exemple de Sperber, les sommets du polygone ("break points") sont a

coordonnées entiéres semble tout & fait exceptionnel, ce n'est déja

plus vrai pour la somme & une variable

I ¥(x%+1/x)
x#0

(les pentes sont O , 1/2 et 1).

Les idées de la démonstration de 5.1.1.

Notons Jj:V = X- (XN L) X 1'inclusion, l'énoncé (0O) résulte,
via la suite spectrale de Leray pour Jj , de 1'énoncé local a l'infini
de V suivant :

(0') la fléche canonique

JE Sy —= 3.E Ly
est un isomorphisme et

rRij,£%, = o

pour tout entier i> O .
(Cet énoncé est un cas particulier de résultats plus forts dus a
Deligne, cf. Séminaire ENS, 1978-1979, exposé n® 10 ; cependant on
donnera une démonstration globale de 1'énoncé (0O) au numéro 5.3).

Les énoncés (1) et (2) se déduisent alors de 1l'énoncé (0) via la
dualité de Poincaré, le théoréme de Lefschetz affine et le théoréme
fondamental de Deligne (Weil II).

Pour les formules (3) et (3'), la suite spectrale de Leray pour

le morphisme £ : VS%, ﬁq ——»-Aé nous raméne au calcul des
q q

1 i .
Xc(Aﬁq,(R £,0,)2Ly) (i €N)
pour cela, on utilise le lemme clef du numéro 4.8.2 : en effet, on sait

montrer que les le,me (i € N) sont modérés & 1l'infini.
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Enfin, on passe des formules (3) et (3') a la formule (3") en
utilisant les relations suivantes entre caractéristiques d'Euler-

Poincaré €-adiques et degrés des classes de Chern (cf. SGA 7, XVII) :

x(X) = c(X)
S
L
X(XN L) = —= c(X)
5 &
xxn® = {2 e

et
~ ar?
ALn -
x (X LA H) x (I+L0) (1+dL c(x) .

Concluons ce numéro en remarquant que 5.1.1 est un cas particulier

du théoréme un peu plus général suivant :

THEOREME 5.1.2. Soit X une variété projective lisse, géométrigquement

. . .. . N
connexe, de dimension m , sur un corps fini Fq , soit X h—e-PF =P

q
un_plongement proijectif de X , soit 2Z € HO(P,Gp(a.G)) définissant une

hypersurface de P , notée encore 2Z , transverse a X , soit
HE€ HO(P,GP(b.é)), définissant une hypersurface de P , notée encore H,

A * ’ . .
transverse & XN Z . On suppose que a,b,5 €N vérifient :

(a,b) = (a,p) = (b,p) =1 (p = car(Fq)).

On _associe a ces données le Fq—schéma de type fini
V =X-(XN2)

et la fonction

f:Ha/Zb:V—>Aé', .
q
Pour tout caractére additif non trivial Y :Fq ——»-Q(Cp)* et pour toute

place X de Q(Cp), xle , ¢¥p , ona :
(0) pour tout i€N , la fléche canonigue

i _ M
®
H_ (Vv & Fq,f Ly)

F_,£'¢,) —> (VD
E a

F
q

est un _isomorphisme ;
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i N ¢ .
’ = pour tout ' 7
(1) HC(V®FqFq £y ] our tout 1i€N i#m

¥*
_ N . .
(2) HZ(V%F Fq,f Y) est pur de poids m ;

q
- *
& = - n - n - N n .
(3) xc(v%Fqu,f v) xc(x (xN z)) bxc((x z) - (xNz"H)) ;
3') si HE HO(P,GP(b.é)) définit une hypersurface de P , notée encore

~

H , transverse & X et & X"z

XC(V®Fqu,f£ = xc(x—(xﬂ z))-a.xc((x”- H) - (XN H" 2)) ;

3") si c(X) est la classe de Chern totale de X ,

c(X)

= * _ 1+b(1-a)bL
Xc(ngqu'f Ly) = SX (T+afL) (155 L)

\

ou L est la classe d'une section hyperplane de P .

Comme 1'énoncé 5.1.2 n'est pas beaucoup plus difficile a démontrer
que l'énoncé 5.1.1, on se placera dorénavant dans la situation un peu

plus générale de 5.1.2.

5.2. Preuve de 5.1.2.

PREUVE DE (0), (1) et (2). Soit j:V = X- (X" 2) «= X 1'inclusion,
Deligne a démontré le résultat suivant (cf. Séminaire ENS, 1978-1979,
exposé n® 10) :

(0') la fléche canonigue

. * . *
]qf £‘y —_— J*f ’(‘“y

est un isomorphisme et

R®j,£°%, = O

pour tout entier s> O .

Considérons alors la suite spectrale de Leray pour Jj ,

rs r = S . * r+s = *
Eg H (X®FqEE‘q,R i &y) ==H (ngqu,f Ly) s

d'aprés (0'), on a
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r,o _ .r - *e
E,’" = H (V3 Fq,f v) (Yr € N)
q
et, pour tout entier s> O ,
E;S =0 (Vr€N) ,

donc la suite spectrale dégénére en E, et se réduit a4 une collection

d'isomorphismes

r

El'C o~ gL (Vr € N)

r
2
d'ou (0) (pour une autre démonstration, cf. 5.3).

Maintenant, déduisons (1) et (2) de (0O). Tout d'abord, comme V

est affine, on a

i = * .
® & =
H (V¥ Fq,f v) 0 (Vi > m)
q
donc, d'aprés (0), on a aussi
i = * .
£ =
H_(V®g E‘q,f v) o] (Vi P m) .
q
D'autre part, VQ%, F est lisse sur fq et f*SY est lisse sur
q
Ve, ﬁq , donc, par dualité de Poincaré
q
i = * 2m-1i = * v v
® £ = £
H_ (V&g Fq,f v) (H (Ve Fq,(f y) )(m))

a q
et par Lefschetz affine, on en déduit que l'on a encore

i = * _ .
H_ (V& F . f Ly) =0 (vi {m) .
q
*
On a donc prouvé (1). Pour (2), on remarque que £Y , donc £ SY , est
pur de poids O , donc d'aprés le théoréme fondamental de Deligne

(Weil II),
- »*
HO(V®g B f oy
q
est mixte de poids { m ; d'autre part, la dualité de Poincaré donne
1'égalité
- * - * v \

HY(VB B £8y) = (I—l‘:(vg’Fqu,(f L£y)7) (m))

donc, si on applique de nouveau le théoréme fondamental de Deligne, on

trouve que
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- ¥*
® ,E L
HY(V p Py f »
q
est mixte de poids Y m ; la conclusion résulte alors de (0) (cf. aussi

SGA 41, [ sommes Trig.], prop. 1.20).
PREUVE DE (3), (3') ET (3"). La suite spectrale de Leray pour le mor-

phisme £ :V®

- 1 . * = . .
= L R ! t
- Fq ——ﬁ'AFq et le faisceau f y sur \Y & Fq s'écri

q q
ij _ i1 j i+j = *o
E5" = Ho(ag Sy®PRE Q) == H_ "~ (VR Fyf v)
q q
par suite
- * _ _ j 1 ]
X (VO F . f Ly) = E (-1)° x_(Ag ,Ly®RE DQp) .
a J q

Si 1'on montre que les Qe—faisceaux constructibles ij'QE (3 €EN)
sur A% sont modérément ramifiés & 1'infini, on pourra appliquer le

9
lemme clef du numéro 4.8.2 et on aura, pour tout JFEN ,
1 3 _ 1 b R j _
XC(AE—.q,J:\y@R £,0,) Xc(Aqu,R £,Q,) dlmQZ(R £,0,)5

ol M est un point géométrique générique de A% . Par suite, on aura
g
- * - -
[ & = -
X (v Fqu,f v) X (V) =x (£ 7(M))

Si l'on montre que

xc(f“l(ﬁ)) b.x (XN 2) - (XN 20 H))

[}

a.x ((XNH) - (xN HN 2))

on aura gagné pour ce qui est des formules (3) et (3'). On passe ensuite
de ces formules a la formule (3") de la maniére habituelle (cf. SGA 7,
XVII).

On va prouver simultanément la modération des ij!QE et les
formules donnant la valeur de xc(f_l(ﬁ)).
PREUVE DE LA MODERATION DES ijxoe ET CALCUL DE xc(f'l(ﬁ)).
Commengons par remarquer que, quitte a remplacer le plongement projectif
donné de la situation par son d-iéme multiple, on peut supposer & =1 ;
on suppose donc gque
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deg(z) = a , deg(H) = b ,
avec (a,b) = (a,p) = (b,p) =1 .
On considére alors le revétement suivant

y = x[a¥/?,z172]  , p:

" |

—

x
n

(si P = Proj(Fq{Xo,Xl,...,XN]) et si X< P est défini par 1'idéal
homogéne IC Fq[xo,xl,...,xN]), alors P' = Proj(Fq[Xo,Xl,...,XN,T,U])
et Y© P' est défini par 1'idéal homogéne J engendré par I , ™-H
et U®-2). Y est une variété projective lisse sauf en un nombre fini
de points, ceux qui sont au-dessus des points singuliers de XN H

(Z est transverse a H et transverse a8 XNH , donc d'une part le
lien singulier de XM H ne rencontre pas 2 ; d'autre part XN H ne

présente qu'un nombre fini de points singuliers, puisque toute courbe

singuliére dans XM H rencontrerait 2).

LEMME. Pour tout X € Gm , le revétement 7 induit un morphisme

m,osxn (a1 ozl o xn (w2 =23PZP)

A

gqui est radiciel, surijectif et propre.

PREUVE. Comme T est propre, il ne reste a montrer que Ty, est radi-
ciel et surjectif et pour cela, on peut supposer X affine ; H et 2
induisent des fonctions h et 2z sur X respectivement. Un point de
=Xabzb

X(Fq)n (42 ) est un point x¢€ X(ﬁq) tel que

A7Ph(x))? = z(x)P
et un point de Y(f‘q)n (Hl/b==le/a) au-dessus de x est un triplet

(x,t,u) od t , u€ Eq et ol

tP = h(x) , u? = z(x) et t = Au .
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Or, si on se donne A,BE€ E‘q tels que Aa=Bb , i1 existe un unique
u€F tel que
a q
WwW=a , uv=38
. ' N _ . ' _.b'_a’
puisque (a,b)=1 (d'aprés Bezout 1=aa' +bb et u=A" B° ). Donc
Ty s Y@E )N P21zl s x(F) 0 (17 =22

est bijectif, d'ou la conclusion.
En particulier, pour tout A€ 6 + ona
x(xN (52 =x3PzP)) = x(yn (w/P=1z'/2))
Considérons la variété d'incidence

? > Y XP

Az

oG, pour XEAIC Pl .

o1y = vo (ul/Ponzl/3)

¥ est 1'éclaté de Y 1le long de (Hl/bzzl/a= 0) et Y est lisse
sauf en un nombre fini de points appartenant a cp_l(O) (Y est lisse
sauf en un nombre fini de points, ceux qui sont au-dessus des points
singuliers de XN H). De plus, co—l(X) est non singuliére pour A géné-
ral ; plus précisément, si o est le point a 1'infini de Al dans

Pl , cp_l(oo) est non singuliére : en effet,

o le) = ¥n (z1/2=0) = (xn z)[a/P] ,

H est transverse & XN Z et b est premier & p .
Comme (b,p) =1, la formule d'Hurwitz (cf. 5.5.2) permet de cal-

culer X(w-l(w)) et on obtient
x(@'l(oo)) = b.xc((xﬂ zZ) - (XN zNH)) + x(xXNzNnH) .

Par suite, pour X € G X général, on a
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x(xN (H2=x3PzP)) = x (0”1 (0)) = x (o 1())

b.xc((xﬂ Z) - (XN zZzN H)) + x(XN 2N H)

X (E7HT) = bax (XN 2) - (XN 20 H))

puisque, pour X € G, : on a
£710%P) = (x- (xn 2))N (w2 =13PzP)

(xN (B2 =23PzP)) - (xnznm) .

Maintenant, si H est une hypersurface de degré b transverse a X

et & XN Z , on a clairement
X ((XNZ) = (XN ZNH)) = x_((XN2)-(xN2zNH))
donc pour montrer que
x (£71(T) = a.x_((XNH) - (xNHN 2))

on peut remplacer f = Ha/Zb par } = ﬁa/zb ou, ce qui revient au

méme, on peut supposer gque §==H , i.e. que H est transverse aussi a
X . Mais alors w_l(O) est non singuliére : en effet,

o~ l0) = yn (utP=0) = (xn u)z/2]
et Z est transverse a XN H , qui lui-méme est non singulier ; de

plus, on a

x (™1 (0)) = a.x ((XNH) - (XN HN 2)) + x(XNHN 2)
(formule classique d'Hurwitz puisque (a,p) =1) ; donc pour A€ &
A  général, on a

x (XN (B2 =22PzP)) = x (071 (\)) = x(0o~1(0))

a.x (XN H) - (XN HNZ)) +x(XNHN Z)
d'ol comme précédemment

X (£75(7)) = a.x_((XNH) - (XN HN 2)) .
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Prouvons maintenant la modération des R]fla}e 4 1'infini. Pour

cela, considérons la variété d'incidence

~ 1
X e—> XXP
o, e

2
pl

ol, pour tout AEAICPl , on a

8=1(x) = xn (v =22P) .

La projection pr; : XXIP1 —> X 1induit un morphisme propre
tel que
-1 1
Yy (XN HNZ) = (XNHNZ)XP
et que

Y : X —> X

yl(')v(—y'l(xﬂ HN 2Z)) = i—y'l(xﬂ HN Z) — X- (XN HN Z)

soit un isomorphisme, de sorte que 1l'on peut identifier X - (XN HN 2)

N
On considére alors le diagramme commutatif suivant :

V=X-(XN2) e>X- (XNHNZ) e X «— x|at

A 1'ouvert de X , complémentaire du fermé 7/_1()(0 HN z) = (XN HN 2Z) XP".

lf =w2/z° 4 lg =u2/zP 16 - ls |lal
al < . pl pl al
ol le dernier carré est cartésien par construction ; on vérifie sans

peine que le premier carré est lui aussi cartésien ; par suite, pour

tout JEN ,

3 1 3
(R g!Qe)lA rR7f, @,

et

(RjGIQe)lAl Rj(GlAl)lme

(théoréme de changement de base pour la cohomologie a support propre).

. o 1
Or on a la suite d'excision sur P
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-————?Rjg!q}e ———>R39!Qe — ¥l

ou HJ est le Qe-faisceau constant sur Pl de valeur HJ(Xm H" Z),

donc par restriction a Alh* Pl , on a la suite exacte longue
——— RJf!Qe -——»RJ(9|A1)!Q8 —s¥I|at .

Comme la partie sauvage Pg du groupe d'inertie Iy du point
o € Pl est un pro-p-groupe, les représentations continues ¢€-adiques
de dimension finie de PgZ sont semi-simples ; donc les foncteurs qui
associent 34 de telles représentations leurs composantes isotypiques

sont des foncteurs exacts. Si on applique ce résultat a la suite exacte

longue ci-dessus, on trouve que, pour tout JEN ,
3 = 3 1
Swan (R f;“’e) = Swan,(R7(8]a )!QE) .

Considérons alors le diagramme commutatif

~ 1 ~ Tle, .
Xla® «—— X6 «—8 vle
m m

by "ab" A ab
< 3]
m

1
A >

1.1
lexa o [Olsm ele
G

ol, par construction, le premier carré est cartésien ; le second carré
de ce diagramme est "topologiquement cartésien", i.e. que la fléche
(Tle ). (@6 )
x
Gm < ® Gm

Yle m —s (Xl6 )x. @
m m Gmm

déduite de ce carré est propre, surjective et radicielle (cf. Lemme
ci-dessus), par suite, pour tout JFEN , on a
= rI(sg|

RI(816 ) @,

3j 1
(R7(8 A )!Qe)m
m

et
(*ab") "(rRI(81¢ ), 0,) = RI(ale ) 0
m’1Te m’ 178
(théoréme de changement de base pour la cohomologie & support propre

et le fait qu'un morphisme surjectif, propre et radiciel est "innocent"
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pour la topologie étale). Or

est propre et lisse au-dessus d'un ouvert de Pl contenant le point
prop

o , donc, pour tout JEN ,
Il - b) |
RI(®'6 ), @, (R79,@,) 16
se prolonge sur Pl en un Qe—faisceau, ijloe , lisse au voisinage de
© . Comme "ab" est modéré ((a,p) = (b,p) = 1), on a

3 -
Swan,, (R7(816 ), @,) = 0O

donc
Swanw(Rj(elAl),Qe) =0

et on a gagné.

5.3. Preuve directe de la partie (0) du théoréme 5.1.2 (méthode globale).
1/blzl/a]

Considérons 1l'action de mt)xua sur Y = XEH définie par

((cb,ca),(x,nl/b,zl/a)) — (x,;b.nl/b,ga.zl/a)

m m
(o, xw_) xx[0?/P,21/3) o x[ul/P, z1/2]
et l'action de By XW_ sur pl = AlLJ{w} définie sur m} par

((Eb,Ca),X) »—e—(Cb/Ca).X
m m
(. X0 )xAl-———+ Al
b a
et qui laisse fixe le point o . Alors
(1) 1'action produit de mt)xma sur Y><lPl induit une action de

1

mt)xma sur la variété d'incidence Y < Y XP et le morphisme

P :§ —_ Pl

~
est mt)xma—équivariant pour les actions de mk)xma sur Y et sur
pl que l'on vient de décrire (on rappelle que pour tout XEAAI‘* el '

on a w—l(X) = (Hl/b = X.zl/a)ﬂ Y) ;
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(2) si on passe au gquotient par 1l'action de [}.ben.»a , le morphisme

P:Y > IPl induit un morphisme
- ~ 1
2 { X
@ Y/u.:.bxpa —_ P /uuLb Mo

qui est topologiquement isomorphe au morphisme

via le diagramme commutatif

X1 — 7

TR

|P1 "ab" [Pl

(on rappelle que la variété d'incidence X - xxpl est définie par

e—l(k) = xN (B®=X.zP) pour tout xéalepl , que le morphisme

"ab" : pl— pl vrolonge le morphisme X+ A ap de Al dans Al et

que, au-dessus de Gm , le carré ci-dessus est topologiquement cartésien).
D'autre part, rappelons que les seules singularités de Y sont

des singularités isolées au-dessus des points de X ol H n'est pas

transverse a X (les singularités de XN H sont isolées car Z est

transverse a XN H) ; en particulier, Y est lisse dans un voisinage de

Yn Hl/bﬂ Zl/al , donc Y est lisse dans un voisinage du diviseur excep-

tionnel (YN Hl/bﬂ Zl/a) x Pl de 1'éclatement Y = Y et ce diviseur

exceptionnel est lui-méme lisse.

On peut alors calculer la cohomologie de V = X- (XN Z) a valeurs

dans f*«-‘:y de la maniére suivante :
H (v, ££,) ~H (X ,-(xNznH) xat,8"C,)
Y Al Y

~ ~ B, X
= u (Y - (¥n z1/an x1/b) xal,7T0%s,) P2
A 12
* ~
~5"¥ - (¥vn 220 5P xal, 0% (ap) "S,) P2 .
1 ¥
A
Pour aller plus loin nous aurons besoin de quelques rappels.
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RAPPELS. Soit X un schéma et soit D un fermé de X , pour tout
faisceau (pour la topologie étale) F sur X , on dispose de la suite
exacte longue de cohomologie a support

e (%, F) — il (x,F) — v (x-D,F) — B (X, F) — -

et d'une suite spectrale

bPa - xP q p+q
59 = wP(p,¥J(x,%)) = nE(x,3)

ol, pour tout gq€N , ﬂg(x,3) est la restriction a D du faisceau sur
X associé au préfaisceau
q |
U — H, U(U,31U) .
X
Si DS VSU, o V est un ouvert de X , la suite spectrale ci-dessus
montre que
i i .
IH)()(I:}) = I{D(V'G) (VIGN) .
Supposons maintenant que X est un schéma de type fini sur un corps Kk
algébriquement clos, que D est lisse sur k et admet dans X un
voisinage ouvert V qui lui-méme est lisse sur k et que D est pure-
ment de codimension ¢ dans X . Alors
i i-2 .
Hy(X,3) ~ B °S(D,3(-c)) (Vi)
pour tout E,-faisceau F lisse sur X (M|2 # car(k)) : en effet,

on a, pour tout i ,
Hp(X,3) = H (V,3) ,
on a la suite spectrale
+

P (0, 41 (v,3)) == 85" 4v,7) ,
on a, pour tout q ,

N4d = 39 !

D(V,3) KD(V,Q€)® (¥1D)
et le théoréme de pureté relative (SGA 4, XVI) permet de calculer les
q

3D(V,Qe) '
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¢} si q#2c
q =
Ho(v.@,) =
Q,(-c) si q=2c .

Donc la suite spectrale ci-dessus dégénére en E, et fournit les iso-

morphismes cherchés. En résumé, on a donc une suite exacte longue, dite

de Gysin,

e #729(Dp, F(~c)) —> B (X,F)—> B} (x-D,F) —> u1T2H (D, F(c))—mmm

* *
Si 1l'on revient au calcul de H (V,f SY), on a une suite exacte
de Gysin

e HI72(D,F(-1)) — B ¥ ) — ¥ 17D, %) — 17D, F(-1)) —m-
A A

ou l'on a posé D = (YN Zl/aﬂ Hl/b)xa-\1 et F = w*(ab)*iy . Or
B'(D,3) = v (¥n 220 u/P, g ) @ " (al, (ab) "g,)

et
H*(All(ab)*x\y)mbma = H*(Al,«ﬁy) =0
donc
H*(D,J(-—l))mbma -
et on a des isomorphismes

s . B X . By X
(¥ Lo"(ap)*E,) P2 = uh(¥ - (yn zl/2n /Py xal, 0 (ab)*L,) P 2
1 Y 1 Y

A A
pour tout i€WN , donc
. . o [T
B (v, £7¢) ~ 5N (¥ .o (ab)7g,) P 23
Y 1 Y
A
pour tout i€WN .
En travaillant avec la suite exacte longue d'excision & la place
de la suite exacte longue de Gysin, on verrait de la méme maniére que,

pour tout 1i€WN ,

i * ~ i, * *
HO(V, £ £y) HC(YA1,<D (ab) £y) .
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On aura gagné si l'on montre que les fléches d'oubli des supports

3~ »* * 3 ~ *
HY(Y |,0 (ab)"L,) — HY(Y |,0 (ab) £,)
c 1 Y 1 Y
A A
sont des isomorphismes. Pour cela, si l'on considére les deux suites

spectrales de Leray

2 = wP(a', (rR%e,0,) ® (ab) "8y) = #PTIT 0" (ab) "Ly)
A

Pd _ H4P(al q * ptq 3 * *
EJ HO (A7, (R70,0,) ® (ab) &) == H_ (YAl.cp (ab) £)

pour le morphisme & .Y 1> Al (on rappelle que ® est propre), il
suffit de montrer que pour tout couple (p,q), la fléche d'oubli des

supports
1 * 1 *
R (A", (R%,0,) ® (ab) '£y) —>HP (A", (R%,@,) ® (ab) "£y)

est un isomorphisme. La conclusion résulte alors du fait que les

2

wa*Qe sont modérés a 1'infini et du lemme clef du numéro 4.

REMARQUE. Dans le cas (a,b) = (1,d) du théoréme,la variété Y devient
simplement X[Hl/d] ., pour tout X € €, le morphisme

1/4

7+ ¥n (@Y/%4=x.2) — xn (1=1%"

est un isomorphisme et pour presque tout X € & la variété
xnN (H==Xdzd) est par conséquent lisse (pour A = , cette variété
devient YN (Z2=0) = (XN Z)[Hl/d] , or H est supposé transverse a
XNZ et d est premier a p , donc (XN Z)[Hl/d] est bien lisse).

Or, dans le cas (a,b) = (1,d), si nous remplagons (2,H) par
(Z,H+de), la variété V = X- (XN Z) ne change pas et la fonction
f = H/Zd est remplacée par f+X ; un tel changement est donc inoffensif

pour 1'étude de la somme exponentielle

z Y(£(x)) .
xév(Fq)

Autrement dit, on aurait pu ajouter aux hypothéses du théoréme 5.1.1
1'hypothése que H est transverse & X (on remplace H par azd

pour X assez général dans Gm) sans affaiblir ce théoréme. On verra
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plus loin (cf. 5.4.1) un cas ou l'on ne sait pas si on peut ajouter

1'hypothése que H est transverse & X sans rien perdre.

5.4. Une variante du théoréme 5.1.2.

Dans ce numéro, nous allons démontrer le théoréme suivant

14 h ’ ’ . . . ’ ’ .
THEOREME 5.4.1. Soit X une variété proijective, lisse, géométriguement

connexe, de dimension m , sur un corps fini Fq , soit X< Pg =P
q
un_plongement projectif de X , soient dl""'dr des entiers » 1 ,

soit, pour i=1,...,r , Zi€ HO(P,Gp(di)) définissant une hypersurface

de P notée encore Zi , soient bl""'br des entiers » 1 , premiers
r

4 la caractéristique p de Fq , soit 4 = £ bidi et soit
i=1

HE HO(P,GP(d)) définissant une hypersurface de P , notée encore H .

On_suppose que pour tout sous-ensemble non vide I < {1,...,r} , On_a

les deux conditions de transversalité suivantes

(a) XN N 2, est lisse de codimension # I dans X ;
i€1
(b) XNHN N 2z, est lisse de codimension # I+1 dans X .
i€1

On _associe & ces données le Fq—schéma de type fini

r
V=X-(XD(U 2,))
i=1 1

et la fonction

b.
- u/TT il 1
£f = H/ Zi : vV —_-’AFq .

Alors, pour tout caractére additif non trivial Y :Fq ——»-Q(Cp)* et

pour toute place A de Q(Cp), xle , ¢#p , on a

i = * . .
(1) HC(V®F lF‘q,f S\y) = 0 pour tout i€WN , i#m ;

- *
(2) HZ(V%F Fq,f £Y) est pur de poids m .

Si 1l'on suppose en plus que H est transverse & X , i.e. gue

HN X est lisse de codimension 1 dans X , alors on a la formule suivante
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c(X)

m — »* - *
- ) = ® £
( 1)mhc(v®Fqu,f ) x (Vv Fqu,f y ﬁ
(1+44L) . (l+diL)

i=1

ot L est la classe d'une section hyperplane de P . Plus explicite-

ment, si l1'on suppose en plus gue XCZPS est une intersection compléte
q *

. ” Cees , — R £ .-
de multidegré (al, aN—m) alors xC(V®Fqu £ Y) est le coeffi
cient de LN dans 1'expression

N-m N+1
al""'aN—m'L .(14L)
r N-m *
(1+aLn) . 11 (1+a.1). TT (1+ay.L)
i=1 o=

DEMONSTRATION. Considérons la variété d'incidence

oy 1

X G—e—X><PF
'\él

P

/ q
pPr

1 2

(3

q
définie par

~—1 r b,
£Fo(0) = xn H=x.TT zil)
i=1

pour tout XGEAIC:Pl . De fagon naturelle, on peut voir V comme

1'ouvert des couples (v,f(v)) de X ;7 le complémentaire de V dans
A
r
X , est le produit (XNHN (U zZ.)) xal :
A i=1 %

. ~ . r
vedsX & (xNHN (U Zi))X/Al

N

A

=

¢

= H

Nous allons démontrer les deux assertions suivantes

1

(i) X est lisse sur F_ ;
N q

(ii) 1les Qe—faisceaux Rl},Qe sur Al sont modérément ramifiés a

1'infini.
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Admettons provisoirement les assertions (i) et (ii) et déduisons

de ces assertions le théoréme.

Pour les parties (1) et (2) du théoréme, il suffit de montrer

l'assertion suivante :

(O0) pour tout entier i , la fléche d'oubli des supports

i - * i — *
Hc(v®Fqu,f £\y) —>H (V®th~‘q,f Sy)

est un isomorphisme.

En effet, V est affine, lisse sur Fq , purement de dimension m
et f*£y est lisse et pur de poids O sur V , donc (1) et (2) se
déduisent de (0O) par Lefschetz affine, dualité de Poincaré et 1'esti-
mation fondamentale de Deligne (cf. 5.2).

Prouvons donc (0) & partir des énoncés (i) et (ii). Tout d'abord,

comme
* 1
H (Ag ,Ly) =0
q
la suite spectrale de Leray pour
g 1 1
pr, : (XN HN (U 2Z.))xAa” —A
i=1

dégénére en une suite spectrale identiquement nulle, donc

HY(((xN BN (U Le F *s
c X (“ Zi))XA ) F Fq.pr2 ‘t’) = 0 .
i=1 a

La suite exacte longue d'excision pour 1'immersion ouverte j :V ¢ X

donne alors un isomorphisme

* o~ - R * - *
H(X ,®, F ,f&,) «<— H (VR F ,f&,) .
c A} Fq q Y I, c Fq q Y
Ce résultat est encore vrai pour le caractére Y ; comme (&Y) = S? ,

que, par (i), X ;1 est lisse sur Fq et que V est lisse sur Fq ’
A
nous obtenons, par dualité de Poincaré, un isomorphisme
H* ~ 8 @ "\fd*S ~ * 8 - <l>£
(X ’ \{’) —TPH (V F Fq,f Y)

1°F
A" “gq 4 3 q
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(le twist & la Tate disparait puisqu'il est le méme des deux cdtés,

dim X 1 = dim V). Les isomorphismes ci-dessus se trouvent dans le
A
diagramme commutatif suivant

~

H (VR F ,£8,) ———»u (X ,®, F,%,)
’ Y T 1 ’ 4
c Fq a Jx <A Fq [
* - * ~ * o~ - ~ %
H (V®F Fq,f £‘i’) *—‘5';—— H (X 1®IF Fq,f SY)

q A q
ol les fléches verticales sont les fléches d'oubli des supports. Pour

démontrer 1l'assertion (0), il suffit donc de montrer que la fléche

canonique

*

~ ® - ~*£ * o~ 2 - ,-E*x
Hc(xlFF'f Y)——)H(XlFFq, ‘if)

A “q 9 A q

est un isomorphisme. Pour ceci, considérons les deux suites spectrales

de Leray pour E : X 1 ——a-Al (en cohomologie a support propre et en
a ~
cohomologie ordinaire) ; comme f est propre, elles s'écrivent
Pa _ P l q: £ p+q, 3 - %
E; H (Ag . (R £,0,)94y) = H, (X 1%p Fq,f £y)
q A q
Pq _ yPpl qF p+a % F *
Ef9 = H (AFq,(R £,0,)®Ly) ==H (xAl®Fqu,'§ L) .

On a une fléche canonique de la premiére de ces suites spectrales dans
la seconde, on veut montrer que cette fléche est un isomorphisme sur
les aboutissements, il suffit pour cela de montrer que cette fléche est
un isomorphisme au niveau E2 . Or grace & (ii), on sait que les

RqE*Qe sont modérés a 1'infini, donc le lemme clef de 4.8 nous assure

que la fléche d'oubli des supports

P, .1 ax Ppl qF
Hc(Aﬁq'(R £,0,)8%y) —>H (Aﬁq'(R £,2y) ®Ly)

est bien un isomorphisme pour tout couple (p,q) d'entiers ; d'ou
1'énoncé (0) et les parties (1) et (2) du théoréme.

Essayons maintenant de calculer
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- * _ _ m - *
xc(v®Fqu,f Ly) = ( l)mhc(V®FqE§,f L) .

Vu les isomorphismes
H (Ve F ,£'¢,) =>u (X 8 F £,
' —> ,
c Fq q Y Ja ChS IFq q Y
et la suite spectrale de Leray
Pad _ 4P pd dqF p+a % =
ES HC(AFq.(R £,0,)®%y) = H] (XA1®F Fyf L)

nous avons

— * ~
x (VB F . £70,) = x (X

® F ,
c 1 F
q a q q

-1)4 1 qF
Z( 1) XC(AFq,(R £,0,)®4y) .

Or, par (ii), 1les Rq}*Qe sont modérément ramifiés & 1'infini, donc le

lemme clef de 4.8 s'applique et
1 qF = 1l R9% - aim(RTE _
XC(AFq,(R £.0,)®Ly) XC(AFq,R £,0,) - Aim(R7E @, )5

ol M est un point géométrique générique de al . vu 1a suite spectrale

de Leray

Pd _ yPal q3 p+q Y B
E5 HC(AE.q,R £,0,) = H_ (XA1®Fqu,Qe)

~
et le fait que f est propre, on obtient le résultat suivant

F

xc(v®
q

- * _ ~ ~N-], -
E‘q,f SY) = xc(XAl) -x(£ “(n)) .

Le terme xC(X ) se calcule de maniére purement combinatoire :

1

A
~ r
XX 1) = x (V) + x ((XNHN (U 2)) xa’)
A i=1
r r
= x(X) - x(xN (U 2,)) + x(XNPHN (U z.))
i=1 1 i=1
soit
~ #1-1
X (X ) = x(X) - 2 (-1) x(XN (1 z.))
¢ al {1, ....,r} i€r *
1#8 4
+ (-7 x(xnEN (0 2))
<{1,...,r} i€1

1#8
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ou encore

D= T2 n"axn (002

x (X
A <{1,...,r} i€1

(e}

- ;. (-0 x(xn B (N z.)) -
IC{l,.é’.,r} i€1
1#

Pour le terme X(}_l(ﬁ)) nous avons besoin de l'hypothése supplé-
mentaire que H est transverse & X ; en effet, cette hypothése assure
que }—1(5) est lisse : ¥—1(O) est lisse (¥_1(O) = XN H) et donc

f () est lisse pour presgue tout xEal .

REMARQUE. Il semble probable que cette lissité générique des fibres de
F  résulte déja des hypothéses que l'on a faites sans qu'on ait besoin
de supposer H transverse & X (comme c'était le cas dans 5.1.1 ou
il n'y avait gqu'un seul Zi), mais je ne sais pas le prouver.

-1

. a ~ - .
En tout cas, si on suppose H transverse a X , £ (1) est lisse

et
x(F L@ = xF o
pour tout X eal tel que F1(\) soit lisse, en particulier, comme
?'l(o) = XNH est lisse, on a
(F1M)) = x(xnH) .
En résumé,

E‘q,f*ély) = 2 (—1)#I{x(xﬂ ('ﬂ zi)) -x(XN HN ('ﬁ zi))] .

X _(V®
€ aq <{1,...,r} i€1 i€1

F

Pour finir, on utilise les formules suivantes

x(xﬂ(ﬂz.))=g c(x). TT ——
jer t x ier 1*d;L
a.L
dL i
Xx{(XNHN (N Z.)) = c(x).—==.T]
i€r * Sx 1+dL"jep 1+d;L
(cf. SGA 7, XVII). Alors
a.L
= * #1 dL i
x (V® . F_,£°C,) = -0 oo 0-320 . T 2
e Fyga ¥ 1={1,...,r} X IHAL"Tyep 1L

172



ANALYSE PRECISE DE SOMMES EXPONENTIELLES

ou encore

_ * dL K1 i
x (Ve F£5) = cxo.-13ey. T -0fLTT A
c Fq q Y x 1+d4dL IC(I,...,I'} €1 1+diL
_ 1 1
= S ‘:(X)'lml_.'.]:r I+d.L °
X i=1 i

. . N . . N N
Dans le cas particulier ou X est une intersection complete dans P

de multi degré (al,...,a ) on a de plus

N-m
+
c(x) = <) _ (Nt
i * T
TT (1+a..L) (1+a.L)
j=1 J j=1 J
(cf. SGA 7, XVII), donc
N+1
x (VR F_,£'€,) =S (1+L)
c F_ g Y X r N-m
q (1+4arn) . 1T (1+a.n). 1] (1+a.L)
i=1 1 j=1 J
N-m N+1
_ S al....aN_m.L (1+L)
- PN r %ﬁm
(1+4aL). 11 (1+44.L). (1+a.L)
i=1 1 j=1 J

d'od la conclusion.

I1 nous reste a établir les points (i) et (ii). Le point (i), 1la

~ r ~
lissité de X .+ est facile. En dehors de (XN HN (U Zi)) xm} , X est
A i=1
isomorphe & l'ouvert V de X , donc est lisse par hypothése. En un
r
point (xo,XO) de (XN HN (U Zi))><A1 , il existe s€{1,...,r} tel
i=1

que  xg soit dans s des hypersurfaces Zi et ne soit pas dans les

r-s autres. Quitte a renuméroter les Zi , on peut supposer que

et

zs+l(xo) # o,.....,zr(xo) # 0 .

Par hypothése, XN HN Zln...nZS est lisse de codimension s+1 dans X,

)

donc il existe des coordonnées locales (h,zl,...,zs, Yyreeeo¥o o 4

sur X centrées en X5 telles que dans les coordonnées locales

X-\O) sur x><Al centrées en (xo,l ),

(h.zl,--.,zs, Yireeery o

m-s-1"'
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X , est défini par une équation du type
A

s b.
h-Xx.g. 1T zil
i=1

ol g est une fonction sur X inversible en X, - Si 1'on désigne par
= - @
(1(’ (hrzl,~~~:ZSIY1,.-~,Ym_s_1,X XO).

1'idéal maximal de l'anneau local © de xxal en (xO,XO), on a

= 5P 2
h-—k.g.gj; z;” = h-Xo.g(xo).jj; z; (mod A4“)
or
g i 2
h-xdgu%nll_z € dlb—d
donc

de sorte que, prés de (xo,Xo), est défini dans la variété lisse

X><A1 par l'annulation d'une fonction de dé—#z , donc X , est lisse
A

en (xO,XO).

Le point (ii), la modération a 1'infini des Rr¥*Qe , est un peu
plus délicat. Commengons par remarquer qu'il suffit de démontrer qu'il
existe un entier BY» 1 tel que, si [B] désigne l'application B-iéme
puissance

1 1
(B] : & —a

Xr——>XB ,
. 1
alors les faisceaux, sur A" ,
* i~
(817 (rRYE,@,)
sont modérément ramifiés a 1'infini. Le point (ii) est donc conséquence

du résultat plus précis suivant :

PROPOSITION 5.4.2. Si B est un multiple du p.p.c.m. de bl'bz""'br’

alors les faisceaux
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(8] (r'E,0,)

ont une monodromie & 1'infini unipotente d'exposant i+1 , donc, a

fortiori, sont modérément ramifiés & 1'infini.

COMMENTAIRES. Si p : Iz —> GL(V) est la représentation locale corres-
pondant au faisceau [Bl*(Rr§*Qe) , V étant un Q,-espace vectoriel
de dimension finie, la premiére conclusion de 5.4.2 signifie que

(p(e)-1 )% = o

pour tout o€ Iz . La partie sauvage Py de I est un pro-p-groupe,
donc P(Pg) © GL(V) est un sous-groupe fini de GL(V). Comme p(Pg)
est contenu dans les unipotents, P (Pg) = (lv) ce qui n'est autre que

la seconde conclusion de 5.4.2.

PREUVE DE 5.4.2. Nous allons nous servir de la méthode des cycles éva-
nescents pour ramener cette gquestion a une question "locale en haut".

Notre démonstration est calquée sur la démonstration "géométrique" du

théoréme de monodromie locale (cf. SGA 7, Exposé I).

Considérons la variété d'incidence

%
7]
Pl
et soit
x(B]
f[B]l
Pl
1'image réciproque de F:x ——a—Pl par le morphisme [B] : Pl ——9»P1
qui prolonge le morphisme, ’B] : Al ——e-Al , élévation & la B-iéme
puissance. Soit & = 1/A 1l'uniformisante standard de Pl centrée au
point o , soit
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S = Spec(ﬁq[[u]])

le complété de Pé au point o et soit
q
B r b.
Y = {0qu) | wtim(x) = TT z,(x) 1)
i=1
gl
S =

Spec(Fq[[u]])

1'image réciproque de ?[B} : x[B] —>p! par la fléche évidente

S ——a-Pl qui envoie le point fermé s de S sur le point o de Pl
Soit M 1le point générique de S , M = Spec(?q((u))) et soit M un
point géométrique localisé en m , M = Spec(ﬁq((u))sep) ou Fq((u))sep

est une cldture séparable de fq((u)). On doit montrer que 1l'action de

I = Gal(f/n)

* 3 —
sur la fibre du faisceau (B] (RrE,Qe) au point géométrique T de el

est unipotente d'exposant i+l . Il résulte du théoréme de changement
de base propre que cette action s'identifie a 1'action par transport de
structure de Gal(n/n) sur Hi(Yﬁ,Qe). Pour montrer la proposition, on
doit donc montrer que l'action de Gal(7W/n) sur Hi(Yﬁ,Qe) est unipo-
tente d'exposant i+l , ou, ce qui revient au méme vu la définition de
la cohomologie @-adique, que, pour tout entier n¥%»1 , l'action de
Gal(7/n) sur Hi(Yﬁ,z/EnZ) est unipotente d'exposant i+l . Pour le

faire, nous allons utiliser la méthode des cycles évanescents.

Interlude : la méthode des cycles évanescents.

Considérons une "situation de cycles évanescents"”

Yﬁ-—l——>Y<—3———Ys
gﬁl Dgl a lgs
N —>S «—— s

ol S est un trait strictement hensélien de point fermé s , de point

176



ANALYSE PRECISE DE SOMMES EXPONENTIELLES

générique M , ol 71 est un point géométrique localisé en 1 et ol
g:Y —> S est un morphisme propre ; soit A un anneau de torsion
premiére a la caractéristique résiduelle de S . On s'intéresse a

l'action de la monodromie, i.e. l'action du groupe de Galois

I = Gal(n/n)
par transport de structure sur les groupes de cohomologie Hl(Yﬁ,A).
Plus précisément on cherche un critére "local en haut" qui assure que
cette action sur Hl(Yﬁ,A) est unipotente d'exposant i+l , pour tout
degré i . Pour cela, on calcule les groupes Hl(Yﬁ,A), munis de

l'action de I , a l'aide de la suite spectrale de Leray pour le

morphisme
—>Y .

J:Y'ﬁ

Cette suite spectrale s'écrit
S’ = vP(v,rI3,0) = wPT (v, 0)
Comme le morphisme g:Y —> S est propre et que S est strictement
hensélien, la fléche de restriction
H(Y,3) — H(Y_,i'F)
est un isomorphisme pour tout faisceau étale & sur Y , de sorte que

1l'on peut réécrire la suite spectrale de Leray ci-dessus sous la forme

p.q4 _ P i AT A P+ _
E; B (Y_,i RJN) =>H (Y, 0) .

Les faisceaux
q dfn . *_g=
R YﬂA == i R°j A

sur Y_ s'appellent les faisceaux de cycles évanescents pour le mor-
phisme Y -5 S & coefficients dans A ; ils sont munis d'une action
canonique de I pour laquelle la suite spectrale ci-dessus est

I-équivariante.

Compte-tenu de la suite spectrale I-équivariante
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ED'9 = P (v_, Ry 1) = nPT (s, 0)
pour prouver que I agit de fagon unipotente sur le groupe Hi(Yﬁ,A)
avec exposant i+l , ceci quel que soit le degré i , il suffit de
prouver que I agit trivialement sur les faisceaux RanA : en effet,
si O0€1I agit trivialement sur tous les termes qu de la suite spec-
trale, I agit aussi trivialement sur tous les termes Eg’q ., Or
Hi(Yﬁ,A) est filtré avec comme gradués
Grp(Hi(Y,ﬁ,/\)) = gP/i-P
de sorte qu'il y a au plus i+l gradués non nuls et que sur ces gradués
I agit trivialement; ceci implique bien que l'action de I sur
Hi(Yﬁ,A) est unipotente d'exposant i+l .
Pour prouver que l'action de la monodromie sur Hi(Yﬁ,A) est uni-

potente d'échelon i+1 (Vi), il suffit donc de montrer que pour tout

entier q , l'action de 1 sur RYnA est triviale, i.e. gue pour
tout point fermé y de Ys , I agit trivialement sur les fibres
Ay A €
(R Yo )y (geEmw) .
Or, ces fibres se calculent de la fagon suivante : soit Y(y) 1l'hensé-

lisé strict de Y en y et soit Y(y)ﬁ la fibre en M du morphisme

composé

Y(y) —sv L5,

alors, on a un isomorphisme I-équivariant

q A £ q - A
(R Yo )y H (Y(y)n, )

pour tout entier q .

En résumé, pour montrer que l'action de I sur Hl(Yﬁ,A) est
unipotente d'échelon i+l , il suffit de montrer gue pour tout point
fermé y de Y et pour tout entier g %0 , l'action naturelle de I

q - A . .
sur H (Y(y)ﬂ' ) est triviale.
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Revenons & la situation de 5.4.2 : Y est défini dans XXS par
1'équation
B r b,
WLHG) = TT 2z
i=1
En un point fermé de Y_ € Xx {0} , ona w=0 donc certains des z;
s'annulent. Quitte & réordonner les Z; + on peut supposer qu'au point

fermé considéré, on a

et

Zi4q # 0,...,zr # 0

avec t)/l .

Si H s'annule au point considéré, 1'équation de Y dans XXS
s'écrit en coordonnées locales (h,zl,...,zt,u , autres coordonnées)

sous la forme

B t b,
wono= (IT 2z, .u
i=1
ol u est une fonction sur X , inversible au point considéré.
Si H ne s'annule pas au point considéré, 1l'équation de Y dans

XXS s'écrit en coordonnées locales (zl,...,zt,u , autres coordonnées)

sous la forme

N

ou u est une fonction sur X , inversible au point considéré.
Comme les bi sont premiers & p , en particulier 1le b1 qui

apparait ici est premier & p (on a besoin que tous les bi soient

premiers & p , car on réordonne arbitrairement les Zi , donc les bi)’
1/b
(h,z_.u 1,2 ,....z, ,autres)
1 ’ 2 ’ tl
et
1/bl
(z,.u 1250 -+-,2, ,autres)
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sont des coordonnées locales dans un voisinage du point considéré de
Y . Dans ces coordonnées, Y est défini dans XXS par une équation

qui s'écrit suivant les cas, soit

soit

le point considéré étant l'origine des coordonnées.
La conclusion résulte du lemme plus général suivant (lemme qui
peut éventuellement servir & d'autres estimations de sommes trigonomé-

triques).

LEMME. Soient k un corps séparablement clos, € un nombre premier

distinct de la caractéristique de k et m et n deux entiers Y 1.

Dans 1'espace affine sur k

A" x A™ x spec(x[[u]])

avec coordonnées (hl,...,hn,zl,...,zm,u), on _considére la variété V

définie par une éguation

n a. m b.
uB. ‘ h.? = l z,
j=1 J i=1

i
ou les a; sont des entiers » O, ou les bi sont des entiers ¥ 1 et
ol B est un entier » 1 dans 1'idéal engendré par les ajr---.a et

les b;,...,b_ . Désignons par V(O) 1l'hensélisé strict de V e

l'origine (O0,...,0) des coordonnées et par V(O)ﬁ la fibre de V(O)

pour la projection de V(O) sur Spec(k[[u]]) en un point géométrigque

N  au-dessus du point générique T = Spec(k((w))) de Spec(k{[u]])-

Alors le groupe d'inertie I = Gal(W/n) agit trivialement sur les

groupes de cohomologie

Hi(V(O)ﬁ,Z/EvZ)
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(i€N , VENT).

REMARQUE. On ne suppose plus les bi premiers a p .

DEMONSTRATION DU LEMME. Fixons i et v . D'aprés un théoréme de

Deligne (SGA 4%, [Finitude]), nous savons que

Hi(V(O)ﬁ,Z/QVZ)

est un groupe fini. L'action de I sur ce groupe de cohomologie est

donc définie par un homomorphisme continu
I — aut(at(v, \=.2z/¢"%))
(o)n’
dont le noyau est un sous—-groupe distingué ouvert de I , correspondant

4 une extension galoisienne finie E de k((w)) : si

31

= Spec(k((u))sep) ol k((uw))®P  est une clbdture séparable de k((w)),

on a la tour d'extensions

k((w))=eP
| ) Ker
I E
I ) I/Ker
k((w))
I1 nous faut montrer gque Ker =1 , i.e. que

E = k((w)) .

Commengons par quelques remarques sur les cycles évanescents. Soit

K un corps quelconque et soit

Z

spec(k[(u]])

un morphisme ; ce morphisme se met dans un diagramme cartésien

23 > 2 € > 2

l ! l

M = Spec(K((w))SP) 0y Spec(K[[u}}) «—> Spec(K) = s
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sep sep

o K((w)) est une cldture séparable de K((w)). Soit K la

cl8ture séparable de K dans K((u))®P , aprés 1'extension des sca-

laires K —>s K°SP , ce morphisme devient

v - sep
4 Z®KK

Spec(Ksep@K k[ {ul])

et se met dans un diagramme cartésien

-

Yo = - J LI Y ] - ®
(z )11 Z3 > Z z., zZ K

| ) 1

M — Spec(Ksep®KK[[u]]) -— Spec(Ksep) = s' .

Or 1'anneau

kK5Pe, k[[u]] = ;J k'([u]] S KS°P([u]]

(ol K' parcourt les extensions finies séparables de K contenues
dans K°°P) est un trait strictement hensélien, donc le diagramme
ci-dessus est un diagramme de cycles évanescents et on dispose des
faisceaux de cycles évanescents

R'Y,,(2/277)

sur z', = z_®_ K°°P
) s K

Ksepé%cx[[u]]'ﬂ . Ces faisceaux sur Z;. sont munis d'une action de

(n' = "Spectre du corps des fractions de 1'anneau

Gal(K((1))®®P/K((u))) au-dessus de 1l'action évidente de son quotient

sep

Gal(kK®SP/K) sur zL, = 2 ,® K (cf. SGA 7, Exposé XIII). En parti-

K
culier, si =z'¢€ Z;,(Ksep) est fixe par Gal(KS®P/K), alors tout le
groupe Gal(K((u))%P/K((u))) agit sur la fibre en z' des faisceaux
de cycles évanescents Rlyn,(z7€v2).

Dans notre situation, prenons K = k(t) ou t est une indétermi-

née. Nous disposons de deux k-homomorphismes
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1)
k[[u]] ————*’KE[u]]
(2)

définis par
(1)

o — U

(2)

bo—=rs tu .
Les deux K[[u]]—schémas déduits de

TN | SRSCIN, o e
vV = {(hl,...,hn,zl,...,zm,u) v h.”’ = ) z, 7!

l j=1 J i=1

Spec(k[[u]])

par ces deux extensions de scalaires sont K[[u]]—isomorphes par un
isomorphisme qui fixe 1l'origine (O,...,0). Explicitement, ces deux
K[[u]]—schémas, que l'on notera w1 et W2 , sont définis dans l'espace

affine

A" x A™ x spec(k[[u]))

par les équations

n a. m b.
W1 :uB. h.J = 17 zll
j=1 I i=1
n a. m b.
w2 H uB.tB.-rY h,d =TT 2z, * .
j=1 3 i=1 *
Or, par hypothése, il existe des entiers cl,...,cn,dl,...,dm tels que
n m
B= & c..a, - Z d,-b;
j=1 J 3 i=1
de sorte qu'un K[[u]}—isomorphisme wl - w2 , préservant 1l'origine,

est donné par

c.
h, >t J.h.
J J
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Choisissons maintenant une cldture séparable K((u))S®P  ge

sep

K((n)) et soit K la cldture séparable de K dans K((u))S€P |

Soit T 1le trait, spectre de l'anneau de valuation discréte strictement

hensélien

k((u]] ®K K5€P .

on note 8 1le point générique de T et & 1le point géométrique, loca-
l1isé en & , défini par la cldture séparable K((u))%%P | pour chacune

des deux fléches
k((pl] <8 k([u]]  (8=1,2)

on dispose d'une situation de cycles évanescents

v ®k[[u]]-?§7—,xttu]]) ®x KSEP = Wg ®y k3P = Wy

spec(K[[u]] By KS€P) = 7

donc de faisceaux de cycles évanescents

leé(z/e“z,e) .
On va décrire l'action de Gal(K((u))sep/K((u))) sur la fibre en
(0,...,0) de ces faisceaux de cycles évanescents, i.e. la fléche

Gal(K((5))5P/K((3))) —> Aut(H' (W) )5.2/¢"7))

pour 6=1,2 .
Pour cela, remarquons que ces deux situations de cycles évanescents

proviennent par les deux changements de traits strictement henséliens
sep
kr[u]] ?K[[u]] —»K[[u]] ®K K

de la méme situation de cycles évanescents

v

|

spec(kf(ul]) .
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Or, d'aprés un théoréme de Deligne (SGA 4%, TFinitucel]), la formation
des faisceaux de cycles évanescents commute aux changements de traits.

Par suite, pour 8=1,2 , si 1'on choisit une inclusion

sep
K((2))SeP (O 77 |y ((uy)SCP

qui recouvre 1l'inclusion

k((u)) <y ki)

on a un isomorphisme

i ) ~ i , v
H (V(O)ﬁ,Z/e Z) — H ((We)(o)g.ZVE Z)

et un diagramme commutatif

S
Gal(K((1))S®P/K((1))) —ZorGal(k((u))S®P/k( (1))

| l

Aut(Hi((Wé)(O)g,z/e"z)) = aut(a(v ,z2/0VZ))

(o)

ol la surjection entre les deux groupes de Galois est induite par le

couple d'inclusions ((9),(8)%°P) (c'est une surjection, car chaque
extension finie séparable de k((w)) est totalement ramifiée, donc

reste un corps, extension finie séparable de K((uw)), aprés tensorisation
par K((u)) au-dessus de k((u))).

Maintenant, si on se rappelle que les deux situations

Wy
1 (6=1,2)
spec(k({u]])
sont K[{u]]—isomorphes, on a la conclusion suivante : les deux repré-
sentations (6 =1,2)

Gal(K((w))**P/K(())) —> aut(u'((Wy) )5, 2/2"2)

)(o

ont méme noyau, donc, si N est le noyau de la représentation

Gal(k((u))S®P/k((4))) —> Aut (i (v ,z2/e 7))

(o)
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et par suite

_—K((u))

E®
k((u)) 0

si 1'on voit ces deux corps comme extensions de

K((u))S°P
((2),(2)5°P)  respectivement.
En termes plus concrets,

k[ [uw)][x] , aisons

f(u,X) = x% + al(u)xe-
tel que
E =
ol x est une racine dans k((u))%P ge

a;(w),.vova

. M.

= E

au moyen des couples d'inclusions ((1),(1)

choisissons

KATZ

(N)

__SK((u))

P (1) 35

K((w))
sep,

contenues dans

et

un polyndme d'Eisenstein dans

Loy o+ a (u),
e

k((w))[x]

f(u,X) (on a

(0) €u.klTul]

ae(u) = &.uw modulo uz.kﬂzu]]
ot @€k’ et e =[E:k((s))]). Nous avons alors
BB () g7 KU = K((u)ir 1,
ou m = (1)%°P(x) est racine dans K((u))®®P de f£(k,X) wvu comme
élément de K[[u]][xl , et nous avons
E Py ((u)) 57 KOG = K((u))[m,]
ou ", = (2)%°P(x) est racine dans K((u))%%FP au polyndme en X ,

f(tu,X) € K((u))[X] . On a établi jusqu'a présent que

K((u))im ]

Il nous reste & voir que e=1

Pour cela remarquons gque ﬂl

et T

= K(Nin,1 .

pour terminer la démonstration du lemme.

sont deux uniformisantes de la

2
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méme extension de K((u4)), cette extension étant totalement ramifiée,

donc nous avons un développement de ﬂ2 en série en ﬂl H
© .
T, =b(t).m + I b (t).m]
i=2
avec
b, (t) €K = k(t) (vi»1) .

D'autre part, comme l'extension en question est totalement ramifiée de

degré e et que u est une uniformisante de K((w)), on a un dévelop-

pement en série en T, de w :
oo
= z 1
53 = ci.ﬂl
i=e
*
ol ciE k (ViYe) et ce€ k . Considérons alors 1l'équation
m = .
f(tu, 2) O ;
comme W =0 (mod ﬂi) et "25 0 (mod ﬂl), on a
[ e+1
=7 m
f(tu,ﬂz) 5 totu (mod 1 )
- 2 = e e+l
= =c .7
et comme 72 bl(t).TTl (mod ﬁl) et u ce-Ty (mod Ul ), on a
£(tu,m,) = ((b,(£))®+o.t.c )TS (moa 7St}
‘2 1 cTttte’ 1 1
donc
e e - e+l
T =
1(b, () +a.t.ce) 0 (mod m ")
et
e
+o.t. =
bl(t) o.t Ce )
donc, on a
e_ —
bl(t) = a.ce.t
dans K = k(t) , ce qui implique e=1 et la conclusion.
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5.5. Application aux sommes de Kloosterman et & diverses généralisations

de ces sommes.

5.5.1. Fixons un corps fini Fq de caractéristique p , un entier

n)»1l et un n-uple
b = (bll---.bn)

d'entiers positifs (bi Y1 pour i=1,...,n). Notons d 1la somme

des Db. ,
i

Nous désignerons par Gy le sous-groupe algébrique de (Gm)n défini

par 1l'équation
n b.
TT‘ xil =1
i=1

ou x; est la coordonnée standard sur le i-iéme facteur € du produit
(Gm)n ; 6, est un groupe algébrique commutatif défini sur F_ .
Soit

*

Y 2
Fq ——*-Q(Cp)
un caractére additif non trivial de Fq et soit

)*

X :Gb(Fq) — Q(Qq_l

un caractére guelcongue du groupe fini Gb(Fq) (Cq_l étant une racine
primitive (g-1)-iéme de 1l'unité).

’ s ’ ’ *
Etant donné un entier k»1 et un n-uple d'éléments de Fq

o = (dll.-..an)

nous pouvons former la somme exponentielle définie par

n
S(b,k,a,¥,x;F_) = T X()Y(Z o, .x¥)
d x€G, (F ) i=1 .
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et, plus généralement, pour une extension finie F o de Fq nous

pouvons former la somme exponentielle définie par

n
S(D k,o,¥,Xx:F )= X (Y (T a.xf)
q x€G (F ) i=1
< aq
ou X, = XoNg v/F et Yv = YOTrF v/Fq .
q 4 q

Dans le cas particulier ou

= (1,...,1)

1o

caractére trivial

X
k=1
nous retrouvons les sommes de Kloosterman multiples

n
= Y( 2 o,.x,)
e.-.0X_ =1 i=1 1 1
n

x.EF”
i1 q

*1
avec lesquelles nous avons commencé le cours. Comme nous 1l'avons déja
dit, par un argument fort astucieux, Deligne a démontré que, pour la
somme de Kloosterman ci-dessus, les groupes de cohomologie correspon-
dants sont nuls pour 1i#n-1 , que le Hg_l est pur de poids n-1 et
que la dimension de ce Hg_l est n . Nous allons donner une nouvelle
démonstration de ce résultat dans le cas ol l'entier n est premier a

P - En compensation pour la restriction "n premier a p", qui est une
limitation intrinséque de notre méthode, nous allons mettre en évidence
et exploiter une relation frappante entre la somme de Kloosterman
ci-dessus et la famille a un paramétre X des hypersurfaces de degré n

dans 771 d'équation homogéne
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Dans le cas général des sommes

S(b,k,o,Y,x;:F )
- - q

n

nous allons prouver que, si les entiers bl""'bn , da= I bi et k
i=1

sont tous premiers & p , alors les groupes de cohomologie correspon-

dants sont nuls pour tout degré i #n-1 , que le Hz—l est pur de poids

n-1 et que la dimension de ce H2'1 est d.kn-l . Comme dans le cas

particulier des sommes de Kloosterman, notre méthode de démonstration

dans le cas général s'appuie sur une relation entre nos sommes et une

famille convenable a un paramétre d'hypersurfacesdans P qui sont

encore des "single-monomial deformations" des hypersurfaces de Fermat.

Il serait trés intéressant d'essayer de se servir de cette relation
en cohomologie p-adique pour étudier les polygones de Newton associés
4 nos sommes. Déja dans le cas ol X est le caractére trivial et ou

k=1 , donc dans le cas de la somme

n bi i
X, =1
i=1
x,EF*

i

q

€

quelle est la régle qui donne les valuations p-adiques des
n

d= I bi "racines réciproques" correspondantes en fonction du n-uple
i=1

b (bl,...,bn) ? Dans le cas b = (1,...,1), Sperber a démontré que

les n racines réciproques ont pour valuations p-adiques (normalisées par
ord(q) = 1) O0,1,... et n-1 , ceci indépendamment du choix du nombre
premier p » n+2 . Que se passe-t-il pour b = (bl,...,bn) en général ?
Pour le moment, personne n'en sait rien !

5.5.2. Interlude : "formules d'Hurwitz".

Dans notre étude des sommes

S(E'krz'ylef‘ \))
q
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nous allons nous servir plusieurs fcis du théoréme suivant qui contrdle
les caractéristiques d'Euler-Poincaré des revétements finis, étales,
galoisiens d'ordre permier & p (on s'est déja servi de ce théoréme
dans la démonstration de 5.1.2 sous le nom de "formule d'Hurwitz").
Dans le cas des "coefficients constants" ce théoréme est dQi & Deligne-

Lustig. Notre légére généralisation en découle facilement. La voici :

THEOREME. Soit k un corps algébriguement clos de caractéristique P .

soit V un k-schéma séparé de type fini, soit G un groupe fini

d'ordre premier & p gui agit librement sur V (i.e. pour g<G ,
g #id , g agit sans point fixe). On suppose gue le guotient V/G
existe (ce qui est automatique si V est supposé guasi-proijectif) et

on le note U ; on note 7 1'application guotient,

)

=vV/G .

Soit d'autre part H un groupe fini, soit W un H-torseur sur U ,

)E

soit E un corps de nombres,extension finie de @, et soit M un

]
c € =

E-vectoriel de dimension finie muni d'une action P de H ,

P :H ———)AutE(M) .

Pour toute place A d E dont la caractéristigue résiduelle ¢ est

# p . on désigne par Py la représentation A-adigue correspondante,

Py : H —> AutEX(M'gE Ex)

et par SX le Ex—faisceau lisse sur U obtenu a partir du H-torseur

W par "extension du groupe structural" a l'aide de px ’
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w
Px
® l) H —)AutEX(M’gEEX) .
U

Considérons alors les dgroupes de cohomologie

i *
HC(V," 3,\)

ui sont des E,-représentations de G , ainsi gue leur somme alternée
gul sont ceS A

i i *
i (-1)" H_(V,7 )

gui est une El—représentation virtuelle de G . Alors

(1) pour toute place X de caractéristique résiduelle ¢ #p ., le

caractére de la représentation virtuelle de G , donnée par

(-0t wiv,n3)

est & valeurs dans E , et ce caractére est indépendant du choix de X ;

(2) pour toute place A de caractéristique résiduelle @€ #p , le carac-

tére de cette représentation virtuelle est le caractére d'une représen-

tation virtuelle donnée par une différence de GE [G)-modules projectifs:
A

(3) pour toute place X de caractéristique résiduelle € #p , l'entier

xc(U,3X) din ¢ (—1)i dim

i
T X(Hc(u,ﬁx))

E

est _indépendant de A et nous avons 1'égalité de représentations vir-

tuelles de G

i i * _
i (-1)" H_(V,m &) = XC(U,3X).Reg(G)

ol Reg(G) désigne la représentation régquliére de G .

PREUVE. Désignons par Z 1le GXH-torseur au-dessus de U défini par

2 =VX_ W,

#iS
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Alors, pour toute place XA de E , nous avons des EXKG]—isomorphismes
canoniques
i * i H .
= ? € .
H_(V,7 3)) (H_(Z,Ey) B M) (i €N)
Par suite, pour tout g€ G , nous avons les relations

i * _ 1 i
Tr(g,HC(V,TT $>\)) = 7n hé‘y Tr(h.g,Hc(Z,E)\)).Tr(h,M)

et donc, en prenant la somme alternée de ces relations, nous avons,

pour tout g€G ,

(-0 rr(g,ulv,r"5)) = & T rrmum.E (- Trin.g,EL(Z,8)) .
i heH i

D'aprés Deligne-Lustig (cf. Ann. of Math. 103, 1 (1976) p. 119, propo-
sition 3.3), pourvu que 1l'on suppose X de caractéristique ¢ #p ,

pour tout h€H et tout g€G fixés, la somme interne

£ (-0F Tr(h.g,Hl(2,E,))
i

est un entier indépendant du choix de la place X ; ceci rend évident
l'assertion (1).

L'assertion (2) est un "general nonsense" (cf. Deligne-Lustig,
p. 120, proposition 3.5) et serait valable pour un Ex—faisceau cons-—
tructible JX sur U quelconque.

A partir de (1) et (2), 1'argument donné dans Deligne-Lustig

(cf. théoréme 3.2) montre que, pour tout g€ G , g#id , nous avons bien

£ (-0 (g, Ei(v,775,)) = 0
i

pour toute place X de caractéristique € #p , ce qui veut dire préci-
sément que, pour une telle place X , la représentation virtuelle
i i *

T (-1)" H (V,T 3 )

. c

i
est un multiple de la représentation réguliére de G . Comme le carac-
tére de notre représentation virtuelle est indépendant de X , ce

multiple l'est aussi, i.e. nous avons

193



N. M. KATZ

i i * B
? (-1) HC(V,ﬂ SX) = N.Reg(G)

avec un entier N indépendant de X .
Si nous prenons la dimension des invariants des deux cdtés de
1'égalité de représentations virtuelles ci-dessus, nous obtenons la

formule

T (-1t aim(ul(v,7"3,)%) = x
i

formule valable pour toute place X de caractéristique résiduelle

£ #p . Compte-tenu des isomorphismes canoniques de Ex—vectoriels
i * G ~ i
H (v,m & )" <— H_(U,3)
on en déduit 1'assertion (3).

REMARQUE. En fait, il est connu que la relation entre représentations

virtuelles

i i * _
i (-1~ H_(v,m &) = XC(U,EX)-Reg(G)

est vraie pour un Ex—faisceau constructible GX sur U quelconque,

Ey étant une extension finie de @, . avec e#p , et T :V * U étant
un G-torseur avec G un groupe fini d'ordre premier a p . Ce résultat
est lui-m@éme un cas particulier d'un théoréme général de Deligne, exposé

par Illusie au séminaire E.N.S., 1978-79.

COROLLAIRE 1. Avec les hypothéses et les notations du théoréeme, nous

avons la "formule d'Hurwitz"

X (VT F ) = #G.XC(U,3X) .

COROLLAIRE 2. Avec les notations et les hypothéses du théoréme, soit

*
X :G —» E

un caractére linéaire de G . Soit X une place de E de caractéris-

tigue résiduelle € #p ; on note Xy le caractére
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i

X * *
G —> E L—?Ex

£ le Ex—faisceau lisse de rang 1 sur U obtenu & partir du

XX

G-torseur V par extension du grcupe structural par x:l ’

-1
Xy N
m G —— E)\ .
v,
u
Alors (pour mémoire) nous avons, pour tout entier i , un isomorphisme

canonigque

(ou_1 'exposant Xy

. . X
i ~ i * A
HC(U,3X®£XX) —— H_(V,7 3,)

désigne la composante Xx—isotypfque). Par

conséguent, nous _avons la formule

= _ _ 1 *
X(UFHBL, ) =x(UF) = g5 X (V.175) .

PREUVE DES LEUX COROLLAIRES. La premiére "formule d'Hurwitz" découle

de 1l'égalité

z

(-1 wl(v,775,) =x(U,3,) .Reg(q)

en prenant les dimensions virtuelles des deux cdtés. La seconde découle

de la méme égalité,

des Xy —composantes

mais en prenant maintenant les dimensions virtuelles

isotypiques des deux cdtés et en se servant des

isomorphismes

. . X

i i * A

F £ =~ T &
HC(U, X® XA) —)HC(V, )\) .
5.5.3. Retour aux sommes S(b,k,,Y,x;F ).
q
Pour un n-uplet d'entiers ) 1 donné,
b = (bl""'bn) ’

le groupe Gb ne va &tre connexe que si les bi sont premiers entre

eux. Pour se ramener & ce cas, il sera commode d'introduire
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r = p.g.c.d(bl,...,bn)

et
a = (al,...,an)
avec
a; = bi/r (i=1,...,n)
de sorte que
b=r.a
et
p.g.c.d(aj,...,a ) = 1 .
Pour tout n-uplet ¢ = (cl....,cn) d'entiers, on désigne par
el : (6)" — 6
= m m
le caractére
n [
(xpreeeix ) —> TT x.*
n L i
i=1
du tore trivial (Gm)n , de sorte que Gb est le noyau du caractére
n
(e : (6 )" — 6 .

Nous avons alors un diagramme cartésien

n
(Gm) -— G(q_l)}g «— G «— G

o0 J o 1@51@

Gm<—‘p(q_l)re——-»mr¢-———={1‘r .

Si nous choisissons, de plus, des entiers al,...,aA tels que

alors 1l'application
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. N n
(a') : € —> (6)

a.
A — (..., Y, 00

définit une section de [9] ’

et induit des décompositions en produit

(Gm)n >~ G. X @

é m
> G_ X
%(q-1)b a X ¥(g-1r
GE G':;l X l}-hr .

Considérons le "revétement de Lang" du groupe (Gm)n par lui-méme,

i.e. l'endomorphisme "élévation & la puissance (g-1)-iéme",

)n

qui fait de (6

un (Gm)n(Fq)—torseur sur lui-méme. L'image réci-

progue de ce torseur sur Gb < (Gm)n est le torseur

n
G(q_l)l-) > (6 )

n " " " "
(6 ) (Fq) ( l q-1 a l g-1
G.

L———————a—(Gm)n .

b
Etant donné un caractére
G (F ) —»E
X'l_)q E
« ), nous pouvons toujours le

p'"g-1
prolonger en un caractére X du groupe (Gm)n(Fq) P

ol E est un corps qui contient @(¢

197



N. M. KATZ

n X *
(6)"(F,) —*—&
U X
GE(Fq)

Pour chaque place A de E de caractéristique résiduelle ¢€ #p ,

~
notons X le caractere

~

n x * *
(Gm) (f) ——> E <—— E,

*
de (Gm)n(F ) a valeurs dans Ey, et désignons, provisoirement, par

le Ex—faisceau lisse de rang 1 sur Gb déduit du (Gm)n(wq)_

X)\ o
torseur G(q-l)g sur G? par extension du groupe structural par X\ v
C(q-1)p ~
" 1" € )n XX *
a- l> (6,)"(F ) ——E] .
Gb

’ . . ’ A . ’ . . ’ v
On vérifie facilement, a l'aide du théoreme de densité de Cebotarev,

que le Ex—faisceau L; sur Gb ne dépend pas du choix du prolongement
~ A =
X du caractére X , nous pouvons donc noter ce faisceau £X .

x

D'autre part, étant donné un n-uplet
P

o= (a,...,a)
*
d'éléments de Fq et un entier k¥ 1 , nous désignons par
£ : G -——74\1
ke © Cp
la fonction définie par
n
k
== Z
fk,a(E) I exy .
- i=1

Etant donné le caractére additif non trivial

Y:F —>E
q
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nous disposons du Ex—faisceau lisse de rang 1 , SY , sur A~ , d'ou
*
par image réciproque du E, -faisceau 1lisse de rang 1 , £ &(QY ) sur
‘= X
Gb .

La formule des traces de Lefschetz montre gue pour toute place X

de caractéristique résiduelle ¢ #p , notre somme exponentielle

S(b.k,a, ¥, X:F )

q

n'est autre que

5 (- i v i 5 < *
T (=1)" Tr(F ,HC(G]E@Fq, xngk,g \

THEOREME 5.5.3.1. Avec les notations ci-dessus, supposons gue les entiers

n
bi,...0b A= z b, et k sont tous premiers a p . Alors, pour
i=1
tout caractére X du groupe Gb(Fq) , pour tout caractére additif non
trivial Y de F et pour toute place X de E de caractéristique

résiduelle € #p , nous avons les résultats suivants :

(1) pour tout entier i , l'application naturelle

i _
2 & R
)) — H (Gb Fq, % £

ig 9F ,¢ <
HC(G.Q IFq, X ®f ( b N

*
SUE D Y

est un isomorphisme ;

(2) pour 1i#n-1 , on a

i = * _
Hc(Gng L ®fk'§(iyx)) =0
et
n-1 = *
H (G‘E'_@F ’Sxngk,g(i‘i’x))
est pur de poids n-1 ;
(3) la dimension de ce Hg-l est a.kP? ;

€

(4) désignons par X et Y les caractéres x-l et inverses de

X et Y respectivement, alors le cup-produit

n-1 = * n-1 = *
=y £ £ { - -
HY, (G? Fo xngk,g( Y)\)) x H (Gk_nqu”ch@ fk.g(‘svx))
—>H"2(6 9F ,E,) —YE5 E (1-n)
c b g’ N
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est une dualité parfaite & valeurs dans EX(l-n) ; si 1'on désigne par
{Vl,...,vj,...} les valeurs propres de "F" sur le premier de ces
E\-espaces vectoriels, alors les valeurs propres de "F" sur le

second sont

@y @y = T )

pour toute conjugaison complexe Y " Y de la cldture algébrique de QE’

PREUVE. Compte-tenu de l'existence d'un isomorphisme

Gb G§ X mr

ou Ga est un tore de dimension n-1 , nous voyons que Gb est affine,
lisse, purement de dimension n-1 ; dés lors, (2) et (4) résultent de
(1) par l'argument habituel et (3) équivaut a 1'énoncé :

. = * ~ (_1yn-1 n-1
(3bis) XC(G§®Fq,£XX® fk"l’(&"x)) = (-1) d.k .

Nous allons commencer par nous ramener a traiter une situation du
méme type dans laquelle X est trivial. Pour cela considérons le

revétement fini, étale galoisien

\Y c;(q_l)]EJ
" " n
G (vl l g-1 )(Gm) (Fq)
= Gk_)
et le faisceau
*
3X = fk,g(£Y )

A
sur U=G_ . Nous pouvons appliquer le théoréme 5.5.2 ("de Hurwitz") &

cette situation, car le groupe

— n
G = (6 ) (Fq)

m
est d'ordre (q-l)n , donc d'ordre premier & p . Plus précisément nous
appliquons le corollaire 2 de 5.5.2 : si X est un prolongement quel-
conque du caractére X au groupe (Gm)n(Fq) = G , nous avons donc des
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isomorphismes canoniques

. X
i = £ * ~ 1 2 F * s A
Ho (G, BF . anfk'i(x\vx)) Ho (S (gm1)p® Fq f(g-1)k,a Yk))
et
g, ®F &£ ®f5 (£, )) ~ H(G BF ,f, @, 1A
H (G}_g Fq' X k,g( Y\ (g-1)b q’' T (g-1)k,~ Y)\
(le point étant que le diagramme
S(q-1)b
hg-1" f(q—l)k,g
1
G ———rA
b fk a

est commutatif), de sorte que 1'énoncé (1) pour S((g-1)b,(g-1)k,«,Y,

trivial:F v) implique 1'énoncé (1) pour S(b,k,o,Y,x:F o)+ De plus,
q q
on a 1'égalité

F £
XC(GI_)®'Fq'£X ® f ( ))

* 1 *
SR ; % (G (q-1)p® Fq Elg-1k, oSy,

Y = n
X #(e) (Fy

de sorte que 1'énoncé (3bis) pour S((gq-1)b, (g-1)k,>,¥,trivial;:F V)
q
équivaut a 1'énoncé (3bis) pour S(b,k,a,Y,X;F o) -
q

Il suffit donc de démontrer le théoréme avec 1l'hypothése supplé-
mentaire "X trivial".
Considérons donc la situation de la somme exponentielle
S(P,k,S,Y,E;F \))

q
ol € désigne le caractére trivial de Gb(Fq). Notre deuxiéme réduction

consiste a& nous ramener au cas ou les bi sont premiers entre eux,

i.e. au cas ou r=1 et a=b . En effet, nous avons un isomorphisme

G BF < [ G_®F
b q gepr(@q) a q

(3 (£,x) ou ¢ Emr(ﬁq), x € Gaibfq , cet isomorphisme associe 1'élément
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, a a
¢2 x = (¢ lxl,...,C x )
de Gbébﬁq) a travers lequel 1'application
£ : G ®F —>nk
koo b g q

devient l'application somme disjointe pour €€ parcourant mr(@q) des

applications

I

£ ' :
k,c*2 o a g

¢ka’

Lo = (‘; all"‘lc n-dn) .

Nous trouvons donc des isomorphismes de groupes de cohomologie

* - * ¥
H (G ®F ,f (£, ) = D H (G_®F ,f £y )
SRR =T U -2 Cep (F ) S 2 9 g ckal ¥
r q -
et
»* »*
H (G ®F ,f (£ )) =~ ® H (G_®F ,f (£,
- S - CEm_(F ) a 'y cka' L, H

de sorte que les assertions (1) et (3bis) pour S(b,k,%,¥,e;F ) sont

équivalentes respectivement aux assertions (1) et (3bis) pour

'
S(a k.65 o, v, e:F ).
q
On est donc ramené & montrer le théoréme dans le cas ou X =€ et

ou le p.g.c.d des bi est 1 . Dans ce cas Gb est un tore de dimension
n-1 . Nous allons "voir" Gb comme un ouvert dans 1l'hypersurface
H(p) = P"

définie, dans des coordonnées homogénes

(Zer:...;Xn)

n

sur P, par l'éguation homogéne

d

n  p,
x. ' = 2% .
- i

i=1

De fagon évidente nous avons
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G, = H(b) - H(R)N (2=0) .

Considérons d'autre part le tore T de dimension n-1 u'est 1l'ouvert
q

de P71
1 1 L
r=p""" - p" 0 (T T, =0
i=1
(ou (Tl;...;Tn) sont des coordonnées homogénes sur Pn—l). Nous avons
un homomorphisme de tores
GE 2 (23X 5...5X)
r > (Xl:---:x )
dont le noyau s'identifie au sous-groupe kg de Gb formé des éléments
(¢,....¢%)
ou ( parcourt By - Par conséquent, 1'endomorphisme "d" de T se
factorise & travers cet homomorphisme
m
T ————-- a—Gg
\dn\l> lud
r

On voit facilement que 1l'homomorphisme 7 est donné en coordonnées

homogénes par la formule

T .Pia a
b 3> ( TT i%Tl:...;Tn)
= i=1
et que, si H est le groupe fini étale d'ordre dn"2 , sous-groupe de
" - n
Ker("d") = (Md) AHd
(Md < (Bld)n comme sous-groupe diagonal), formé des classes modulo kg

des éléments
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n
(ClreeasC ) € @y

qui vérifie

alors T donne & T une structure de torseur sur Gb sous le groupe

H . En particulier, aprés tensorisation par Fq , nous trouvons une

situation
Vv = 1 8>§q
G l m H(E‘q)
U = G,[_)@ E'q

4 laquelle nous pouvons appliquer le corollaire 2 de 5.5.2. Nous avons

donc des isomorphismes canoniques

M M * % H(F )
®F ,f. (£, )) ~H (TPSF ,7 £ (£, )) qd
Ho(Gp P Fgr iy, oty c K, o' Ty,
et
N : . _ . s H(E_'q)
H(Gy R £y o (fy ) ~ HI(XBE 7 e (5 )
et la formule
X (G ®F ,f. (£,)) = —2 x (r®F _, 1", (£, ))
ek Ta k¥ #u(F ) © Tokex ¥y
q
- *
= 2 x(r®F_,m7g; MCVREEE

Ceci nous raméne a démontrer que la fléche d'oubli des supports

*

"(T®F 7 £ £ (roF el (& )
H_(T Fq, k'g( Yx)) —> H (T Fq. fk,g Yx)
est un isomorphisme et que
= *_* -1 n-1
T &£ = - n .
XC(T®Fq, fk,t_r( Y)\)) (-1) (dk)
Or la fléche composée S L s'écrit en coordonnées homogénes
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r — . at
w v
n
z dl.T?k
Ci=1
(Tl"“’T )+ = "
T o.*
i=1 1

donc, ce qui nous reste a démontrer est un cas particulier du théoréme
5.4.1: cas oU 1l'on prend (notations de 5.4.1)

X = Pn—l

HC X , hypersurface de degré dk , d'équation

Zinx , hypersurface d'équation T, =0 , pour i=1,...,n

bi : = bik et di:=l (i=1,...,n) .

L'ouvert

n
V=X-XN (U 2z,)
i=1 1

n'est autre que T et la fonction sur V

_ H
£= 5,
z, 1

=1 1

1

n'est autre que la fonction £ o°T - Par suite d'aprés le théoréme, 1la

fléche d'oubli des supports est bien un isomorphisme et on a la formule
explicite suivante

*

X (P®F ,m f
c q

k,g(xYx))
(1+#akL). [ (1+L)
i=1 .

S (14L)R
p"" 1 (1+dkL) (1+L)"

= S 1
pn=-1 I+dKL

n-1

(-dk)

d'od la conclusion.
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English Summary

These notes are devoted to the theory of exponential sums over finite
fields. The first chapter recalls some of the number-theoretic interest
of such sums. The second chapter discusses the L-functions attached to
such sums, the "Weil conjectures" for these L-functions as established by
Deligne, and the consequences for, the exponential sums themselves. The
third chapter is devoted to the cohomological interpretation of exponential
sums and of their asscciated L-functions. These first three charters are
largely of an expository nature.

The main new results are found in chaptercs four and five. Chapter
four is devoted to theorems of uniformity '"for almost all p" for the
cohomological structure of quite general exponential sums. Chapter five
is devoted to a precise analysis of the cohomological structure of certain
specific classes of exponential sums for which the asscciated algebrc-

geometric situation is especially attractive.
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