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INTRODUCTION

INTRODUCTION

Le but de ce séminaire est de faire le point sur la théorie des instantons.

Soient M une variété riemannienne de dimension A et F un fibré vectoriel

complexe sur M , à groupe structural SÛ  * A une connexion cÂ sur F ,

on associe l ’action £(cÀ) -  ̂ , où ^  est la courbure de i/b . Si M
M

est compacte (ou si (Jb est soumise à des conditions au bord), les connexions 

pour lesquelles 1'action est stationnaire sont celles qui vérifient 1*équation 

de Yang-Mills

V*$> = 0 »
Cette condition est en particulier satisfaite si 

& = -25OUIY
(condition de Yang-Mills self-duale ou antiself-duale) ; les connexions corres-

2fpondantes donnent un minimum absolu de l faction» Lorsque M = S , les solutions 

de 1*équation de Yang-Mills self-duale sont également appelés instantons. On 

ignore encore s ’i l  existe des solutions de l ’équation de Yang-Mills non self- 

duales ni antiself-duales»
L’intention de 1*exposé I est d’indiquer des motivations d’origine 

Physique pour la théorie» Sa compréhension n’est pas nécessaire pour le dérou
lement mathématique du séminaire»

Les exposés II à VII contiennent un développement de la théorie d’Atiyah- 

Penrose, qui ramène la classification des instantons à celle de certains fibrés 

algébriques sur P̂ C » On donne ensuite des propriétés de ces fibrés : en par

ticulier le théorème d’annulation de Manin-Drinfeld est complètement démontré»

Il s ’agit d’une exposition de résultats qui figurent dans la littérature (cf» 

bibliographie générale du séminaire)»

Les autres exposés donnent des compléments indépendants les uns des autres :
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INTRODUCTION

L’exposé VIII donne une autre démonstration du théorème d'annulation, 

utilisant plus de géométrie différentielle et moins de géométrie algébrique» 

L'exposé IX étudie la construction de Serre pour les fibrés vectoriels 

sur Fn » Cette construction est utilisée dans l'exposé X pour donner, en 

suivant Hartshorne, une description d'un certain espace de modules» Il se 

trouve que, pour cette description, la construction de Serre est mieux adaptée 

que celle de Horrocks»

L'exposé XI étend la construction de Horrocks à des fibrés plus généraux 

que ceux considérés dans l'exposé V»

L'exposé XII contient des tables de résultats de Barth»

L'exposé XIII donne une démonstration, inspirée d'une ancienne démonstra

tion de Halphern, du théorème 4 de l'exposé IV»

A. Douady»

J.-L. VERDIER.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)
Exposé n° 1

LES EQUATIONS DE YANG-MILLS 

DANS IA PHYSIQUE DES PARTICULES ELEMENTAIRES

par J. ILI0P0UL0S

Le but de ce séminaire est d'exposer quelques problèmes de la physique des parti
cules élémentaires qui pourraient intéresser les mathématiciens. Mon impression 
étant que la barrière la plus difficile est, probablement, celle du langage, j'ai 
essayé d'établir une correspondance entre les terminologies en usage chez les 
physiciens et les mathématiciens. Ces notes sont donc, en grande partie, un dic
tionnaire. J'ai dû introduire plusieurs notions de la théorie quantique des champs 
mais aucune démonstration n'est donnée et les arguments sont simplifiés au maxi
mum.

1. Le cadre.
Les phénomènes physiques se passent dans l'espace-temps de Minkowski qui est dé-

4 , /crit par iR muni d'un pseudo-metrique gJjV (g =1 ; g. . = - 1r v oo h
i = 1,2,3 ; g.u. = 0 ^  /  V ) . Ce sera notre espace de base que nous dési
gnerons par M . Pour des raisons techniques nous sommes amenés à remplacer

4 4l'espace ÎR de Minkowski par un espace euclidien E . Le passage de l'un a 
l'autre se fait par prolongement analytique, comme nous mentionnerons brièvement 
plus loin.

Les variables dynamiques de notre problème sont des champs classiques Cp (x) . 
N / \x 6 M ; CD : M---* IR (IJ . On sera aussi amené a introduire un groupe G et

N , vIR sera un espace vectoriel associe a une représentation de dimension N de
x NG . Ce langage, selon lequel les champs sont des fonctions a valeurs dans IR ,

est le plus souvent utilisé en physique. Cependant, pour l'étude des théories
, Pde jauge, le langage le plus approprie est celui des fibres. | est un fibré

MNvectoriel de fibre R et de groupe G et le champ Cp est une section.
Tout comme en Mécanique Classique, la dynamique est déterminée par un Tagran- 

gien £  qui est une fonction à valeurs réelles des champs et de leurs dérivées 
premières (et, dans certains cas, du point x de l'espace-temps) :
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EXPOSÉ 1

; 9  ; c)ucp ) , -N _ 'Bou dJU, = ------
'  c* TT b

Les équations du mouvement sont obtenues

à partir de par principe variationnel. Dans le langage des fibres X  est
défini comme : Ĵ F ----->R (il) .

On dira que G- est un groupe de symétrie s’il laisse l ’action S = j x  A
invariante. Des exemples bien connus sont le groupe des translations x ---^x + a
ou le groupe de Lorentz SO(3* 1) • Dans cet exposé on sera tout particulièrement
intéressé aux groupes qui agissent uniquement le long de la fibre et n’affectent 
pas le point de l'espace de base. Nous appellerons ces symétries internes (ex. 
la symétrie dite "du spin isotopique”, basée sur le groupe Sïï(2) , qui laisse 
invariantes les forces nucléaires).

2. Symétries locales ou symétries de .jauge - Le Lagrangien de Yang-Mills.
Jusqu'à maintenant nous n'avons pas encore introduit de géométrie sur le fibré 
et nous n’avons aucun moyen de comparer des quantités qui se trouvent sur des 
fibres différentes . En physique, on dit dans ce cas que G est un groupe de 
symétrie globale. L’étude de l ’action du groupe est réduite à celle d'une seule 
fibre. Il est beaucoup plus intéressant d’un point de vue esthétique d’enrichir 
cette structure et d’introduire une connection A sur le fibré principal. En 
physique, nous considérons A comme une 1-forme à valeurs dans l ’algèbre de 
Lie Q, du groupe G . Si j ) > oC = 1,...,k est une base orthonormée
dans (ÿ, on écrit

k = k
h

(x) ¿'^ dx^ 0)
\ V-N / \où jju est un indice de vecteur dans E . On appelle les champs kj^(x) champs 

de .jauge ou potentiels de .jauge et le groupe G groupe de symétrie locale ou 
groupe de .jauge.

Introduisons aussi la courbure ¥ . C’est une 2-forme qu’on écrit comme :

¥ = ¥^ j (x) dx^ a dx̂  (2)

Soit maintenant un Lagrangien o£(cp,c)^Cp ) qui est supposé invariant sous 
l ’action de G considéré comme un groupe de symétrie globale. Il est facile de 
vérifier que l ’action S^ donnée par

= J~<X (Cj> ,D^ Cp )d4x - — || W | (3)

où D|. est la dérivée covariante construite à l ’aide de la 'connection A
r

est
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LES ÉQUATIONS DE YANG-MILLS

invariante sous le groupe G- considéré comme un groupe de jauge. L'expression 
(3) est l'action de Yang-Mills. Même en l'absence des champs Çp , on peut écrire 
le Lagrangien de Yang-Mills pur comme

= ■ Tw/"v (x) ^  (x) (4)
En termes.de (x) de l'équation (1), (x) est donné par

ŵ v(x) = 3/u-Av (x) - 3v Â _(x) + gf̂ c AyLL (L Av M (5)

où fa sont les constantes de structure du groupe G et nous avons introduit bc
une constante arbitraire réelle g , appellée "constante de couplage". Les équa
tions de mouvement qu'on obtient à partir de (4) par variation sont :

3^¥un; - A' (x) wuv(x) = 0 (6)
ExempleConsidérons le cas où G = U(l) . Alors f ĉ =0 et (6) donne les 
équations de Maxwell en l'absence de sources ; V (  x) est le potentiel-vecteur,
et ¥ . = E. est le champ électrique et ¥. = £. B, est le champ magnétique.01 1 ij îjk k

Avant de terminer ce paragraphe, je voudrais insister sur le fait que l'in
troduction des sypétries de jauge n'est pas du tout un ornement ou une décoration 
inessentielle pour une théorie physique. Nous voyons déjà sur l'équation (3) 
que la théorie contient maintenant une nouvelle variable dynamique qui est le 
champ associé à la connection. Savoir donc si les symétries de jauge sont, ou ne 
sont pas, intéressantes pour la physique des particules élémentaires, est une 
question que seuls les résultats expérimentaux peuvent trancher. Nous savions 
depuis longtemps que l'électrodynamique était décrite par une théorie de jauge 
basée sur le groupe abélien ïï(l) .On croyait en revanche que les groupes de 
jauge non abéliens n'avaient pas d'application physique. Tous les progrès specta
culaires dans notre compréhension de la structure de la matière accomplis pendant 
les dix dernières années sont dûs au fait que nous avons enfin réalisé, à partir 
des arguments théoriques, que toutes les interactions entre particules élémentaires 
et non seulement les interactions électromagnétiques, sont décrites par une théo
rie de jauge. Cette réalisation a conduit à des prédictions qui ont été brillamment 
vérifiées par l'expérience, telles que la découverte des courants faibles neutres 
et des particules charmées.

3. Quantification.

Jusqu'à maintenant, nous considérions une théorie des champs classique. Nous allons
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EXPOSÉ 1

procéder à la quantification a l ’aide d'une généralisation de l 'in tégrale  des 
chemins de Feymman. Nous commençons par l'introduction d'une source J comme
application J : M---- > *F où *F est le dual de F et nous considérons le
Lagrangien = & + J Cf . Maintenant nous définissons z[j] , fonctionnelle
de J à valeurs dans € , par

K[j] =
f J  j<i4X
h . J ssrco'i

f J j<i4Xf J j<i4Xf J j<i4X
(7)

où ^ [ 9:1 est une mesure appropriée. Le postulat est que ZJ\jJ est la fonction
nelle génératrice des fonctions de Green de la théorie quantique. En développant 
2 W en puissances de J on obtient les fonctions de Green G^n^(x , . . . , x  ) :

z [J]
n=0

L
n!

n

, i=0
[d4x.j(x.)j G ^ ( x  , . . . , x  ) L 1 1 J 1 n ( 8)

En écrivant les formules (7) et (8) j ' a i  u t il isé  le langage des physiciens où
je considère les champs Cjp et les sources J comme des fonctions à valeurs 

N Tsur IR se transformant selon des représentations conjuguées du groupe G . On 
démontre que, sous certaines conditions, nous avons suffisamment d'analyticité pour 
obtenir les fonctions de Green dans l'espace de Minkowski par prolongement ana
lytique. I l  s 'ag it  en fa i t  d'une rotation des composantes du temps de tous les 
x  ̂ par TT/2

La définition des intégrales de l'équation (7) se heurte à deux sortes de
difficultés , les "divergences ultraviolettes" et les "divergences infrarouges".

A 4Les secondes sont dues au volume infini de E et peuvent avoir une signification 
physique. Par contre, les premières sont d'origine purement technique, et sont le 
résultat de notre formalisme trop simpliste. Elles sont dues au fa i t  que nous 
avons introduit un degré de liberté (un champ Cp ) à chaque point de Ê  , donc 
même dans un volume f in i ,  nous avons une infinité  de degrés de liberté.

Afin de mettre en évidence ces d ifficultés, et comme un exemple de calcul de 
(7), considérons le cas où Cjp est un seul champ scalaire, le groupe G se 
réduit à l ' id en t i té  et £  est une fonction quadratique de Cp de la forme

- *— (3(jp)^ - m̂ Cp̂  . Nous trouvons, formellement

-  f  tìi'àCp)2 + Tim2 Cp2 -  JCpld^xos r n = (det K) 2
-1 -i(j)K-1j)

(9)
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LES ÉQUATIONS DE YANG-MILLS

2 2où K est l ’opérateur - 2) + m # et nous avons utilisé la mesure Gaussienne.
Le problème est que det K est divergent. Il y a plusieurs façons de maitriser 
ces difficultés. On maîtrise d'habitude les divergences infrarouges en restrei
gnant à une région bornée .0. , de volume liil avec des conditions
appropriées au bord et en étudiant la limite S \ ?  . Pour les divergences

, 4ultraviolettes, le plus simple est de discrétiser E en un reseau de maille
a et d'étudier la limite a  >0 . Pour a fini, les intégrales fonctionnelles
deviennent des intégrales ordinaires. Dans le cas de l'équation (9), on voit 
que det K , qui est maintenant bien défini, est indépendant de J et s'en va
avec le dénominateur de l'équation (7). Le rapport a une limite pour a --->0 ,
-fl ----» E4 .

4 . La série des perturbations et l'algorithme de la renormalisation.

Lorsque contient des termes de degré plus grand que 2 , on ne connaît pas
d'évaluation exacte de l'intégrale fonctionnelle ( l l l ) .  On écrit alors

£  = X + f T  (10)o 1
où ^  est la partie quadratique et X le reste, qu'on appelle "Lagrangien o I
d'interaction". Z [J] peut être développé en série

Z [J]
oo

n=0 '
1
n! [p?/*]n e

/(̂ o+Jcp)d :
f J j<i4X d o

et on est de nouveau amené à évaluer les intégrales Gaussiennes. La série (il) 
s'appelle "série des perturbations". Elle est bien définie, terme par terme, au 
sens des séries formelles, lorsque a /  0 et b d  est fini. La limite du
volume infini peut être obtenue mais celle de a ----*0 , en général, n'existe
pas. La théorie de la renormalisation est un algorithme qui permet d'absorber 
toutes ces divergences ultraviolettes à des quantités non physiques, telles que 
la différence entre la masse d'un électron et celle qu'il aurait s ' i l  n'y avait 
d'interaction électromagnétique. Toute grandeur physiquement mesurable admet un 
développement en perturbation dont chaque terme est bien défini.

L'algorithme de la renormalisation ne s'applique qu'à une petite classe des 
théories qui s'appellent "renormalisables". La première qui fut étudiée par ce 
processus est l'électrodynamique quantique. Son accord avec l'expérience est 
spectaculaire. Par exemple, la valeur expérimentale du moment magnétique de l'élec
tron est (l 159 652 410 Í 200)l0 ^  fois sa valeur donnée par l'équation de 
Dirac tandis que l'électrodynamique quantique, si on retient les trois premiers
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EXPOSÉ 1

termes de (il), prédit (l 159 652 359 Î 282)10 ^  .La grande découverte des 
dernières années consiste à avoir démontré que les théories de Yang-Mills sont 
aussi renormalisables et peuvent décrire les interactions faibles et fortes dans 
un cadre unifié avec les interactions électromagnétiques.

5. Comportement de la série des perturbations.

Dans des modèles très simplifiés, on peut démontrer que la série (il) est sommable 
au sens de Borel. Pour les cas réalistes, ce résultat est peu probable. Le pro
blème de savoir si la série des perturbations détermine une fonction de façon 
unique reste ouvert.

6. Effets non perturbatifs.

Revenons à la théorie de Yang-Mills. Supposons que, a volume -O. fini, nous avons 
imposé des conditions au bord du type Dirichlet. Normalement, on écrirait 
Cjp = 0 , mais ici il suffit d’imposer que la connection A s’annule a une

transformation du groupe de jauge près, c'est-à-dire

A = g_1dg g € G (12)N qen dehors de 4Z . Ceci équivaut a compactifier l ’espace de base M et de E
x 4de passer a S . Remarquez qu’une compactification analogue resuite meme si on 

impose des conditions au bord différentes. Par exemple, à des conditions pério
diques (à des transformations de jauge près) correspond une compactification de
4 4 ,  4E a T . Les fibres principaux sur S sont classifies par le nombre topolo

gique entier

n
16TT h 1

(x)*p/^v (x)d̂ x (13)

Dans ce cas l ’intégrale fonctionnelle (7) doit être modifiée et comporter une 
sommation sur les différents secteurs :

H  e ’ ‘ ‘2>[A] (H)n Jtn1
OÙ 2) [A] 

LnJ
est l'intégration sur les champs de jauge associés aux connections

sur le fibré caractérisé par n 6 1 .11 est facile de voir que seul le secteur
n = 0 contribue à l'évaluation de l'intégrale par la méthode des perturbations. 
En effet, essayons d’être plus général, par exemple en utilisant la méthode du 
col. Pour cela, il nous faut connaître tous les minima de l ’action, c*est-a-d.ire
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LES ÉQUATIONS DE YANG-MILLS

toutes les solutions des équations du mouvement qui donnent une action finie. 
Celles-ci étant homogènes, elles admettent toujours la solution zéro. La série 
des perturbations est équivalente au développement autour de cette solution qui 
appartient à n = 0 . C'est seulement pendant ces dernières années que nous
avons fa i t  l 'e f fo r t  de ne pas ignorer toutes les autres solutions. Dans le cas 
de Yang-Mills, on peut regarder le problème simplifié

Cw =*wuvW = :uv™¥ r r a W (15)

Toute solution de (1b) est aussi une solution de (6) mais i l  n'y a pas de preuve 
au sens inverse. De l 'autre  côté, personne n'a jamais fourni un contre-exemple. 
Toutes les solutions de ( 15) ont été trouvées et un algorithme pour leur construc
tion explicite a été donné par Atiyah et collaborateurs. I l  est vraisemblable 
que ces solutions, et les effets non-perturbatifs qu'elles engendrent, jouent un 
rôle très important dans la dynamique des systèmes physiques mais, d'un autre 
côté, i l  n 'est pas du tout évident qu'elles dominent complètement l 'in tégrale 
fonctionnelle. D'autres points critiques, peut-être complexes, peuvent être impor
tants, ou alternativement, des configurations des champs qui ne sont pas des 
solutions doivent être inclues. Ces observations sont basées sur l'étude des 
systèmes simples, par exemple des théories des champs a deux dimensions d'espace- 
temps, qui offrent des analogies avec Yang-Mills, mais tous ces mécanismes sont 
loin d 'être compris dans les cas réalis tes . Les problèmes que nous devons 
résoudre semblent très d iffic iles  et une collaboration étroite entre mathémati
ciens et physiciens est, plus que jamais, indispensable.

Je remercie A. Douady, H. Epstein et R. Stora pour leurs conseils au cours de 
la préparation de ces notes.

NOTES :
(i) Je n'essaierai pas, dans cet exposé, d 'é tablir  le lien entre champs et par
ticules. Je mentionne seulement que les champs introduits ic i  sont appropriés 
pour décrire les particules de spin entier (mésons, photons, e tc .) .  Pour les par
ticules de spin demi-entier (électrons, protons, e tc .) ,  on doit définir les 
champs sur une variété Grassmannienne.
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EXPOSÉ 1

(il) Ĵ F est l'espace des jets à l'ordre 1 de sections de F

(ill) Ceci est vrai pour les théories, physiquement intéressantes, définies sur
4 2 E . Il y a cependant des modèles simplifiés, définis sur E , ou on arrive

à définir l'intégrale des chemins du type (7) exactement, sans faire appel à la
théorie des perturbations.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)
Appendice a l ’exposé n° 1

QUELQUES REMARQUES SUR L'APPROXIMATION SEMI-CIASSIQUE DE IA THEORIE 
DE YANG-MILLS QUANTIQUE

par R. STORA

S'il est communément admis que la construction d'une théorie quantique de Yang 
et Mills passera vraisemblablement par la construction d'une théorie "sur réseau 
a la Wilson |j], par un passage a la limite où la maille du réseau tend vers 
zéro, la construction d'une théorie perturbative, analogue a celle de l'électro
dynamique quantique - série formelle dans la variable fi - fait apparaître des 
phénomènes nouveaux dus a la géométrie du problème.

Il s'agit d'abord de définir une intégrale fonctionnelle

3 = " J e " 4^ l , F | l <Z>  a "  (1)

où a = £ ap„(x)dx/>ceo
x = (x̂  ,x  ̂,x ,̂x. )̂ £ l ’espace euclidien a quatre dimensions, i eo( ] est
une base de l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie compact simplement connexe
G (par exemple le groupe de couleur SU3 )

F ? v f J j<i4Xf J j<i4Xf J j<i4X
4  C  ) d A A dx̂ f J j<i4X2 /* V °< eu

| | f ||2= j d 4 X I f* v (x)Pp'v W
g : la constante de couplage 
ü : la constante de Planck.

La définition d'une telle intégrale se heurte à deux sortes de difficultés
- les difficultés ultraviolettes, qu'on doit maîtriser par une régularisation 
ultraviolette - par exemple, la discrétisation de Ê  en un réseau de maille
a £lj , puis la renormalisation g ----* g(a) de sorte que la limite a --- > C
existe ;
- les difficultés infrarouges qu'on maîtrise usuellement en restreignant Ê  a
une région bornée x i  , de volume IV  et en étudiant la limite H ^E

La définition de l'intégrale régularisée restreinte a XI nécessite alors 
d'imposer des conditions au bord.
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APPENDICE A L'EXPOSÉ 1

Par exemple, des conditions de type Dirichlet, dans le cas présent 
-1 ,a = g d g

en dehors de x i ou des conditions de type "périodique" aux bords d'un hyper- 
cube n  de côté L [3] :

a(0,x^x^x^) = g’ t x ^ x ^ ) f J j<i4Xf J j<i4X)

g (l I X ) + g Vx x x )64 | 2 3 4 1 2' 3

dfî* (x x x )ë4 1 2 y

et des formules analogues pour relier a(x^,0,x^x^) , a(x  ̂,Lf J j<i4X) e tc .. . ,
avec les conditions de compatibilité nécessaires sur g^. . .g

Dans ces deux cas, populaires en mécanique statistique, modulo l'adaptation
faite ici aux champs de jauges, on voit que la variable a définit une connec-

, 4 r *tion sur un fibre principal de base S ~ U ^ooJ dans le cas Dirichlet ,
dans le cas périodique, l'un et l'autre classifiés par le nombre topologique

entier jj5]
1 r

k = ----- g F i v  duvpo- pPcr (x)d4x
16 Tt Jsx r  / I I

L'."intégrale" (l) doit alors être modifiée et comporter une sommation :

yui
k

r eg

(k)

e"4gft,|F,l5)a

où
’(k)

. .3) a dénote l'intégration sur les champs de Yang-Mills associés aux

connections sur le fibré caractérisé par k i I
La valeur moyenne d'une observable invariante de jauge ©"(a) est définie

par

< <©> lim lim
reg^œ

k (k;
dgfgfghhj (a)e 4is!1FH£

fghgh

si cette limite existe et est indépendante de la procédure |.CL|7oo , et des

* ou, d'ailleurs, en choisissant de compléter différemment en dehors de ,
n'importe quelle riemannienne de volume 0( l^ i)  .

14
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conditions aux limites choisies.
Parmi les renormalisations nécessaires figurent la factorisation du volume

du groupe de jauge £ groupe des automorphismes du fibre de classe k J
La construction d’une série perturbative pour les fonctions de corrélation

< & (x ) . . . ) >  passe par l ’application formelle de la méthode du col, d’où 1 4  2
l'intérêt de rechercher les points critiques de l'action | | f || , pour lesquels
l'action est finie. La construction des connections qui saturent le minimum de 

2|| F|| pour k donné est un pas important dans cette direction. Il est néanmoins 
vraisemblable que d'autres points critiques, peut-être complexes, doivent être 
inclus - ou, alternativement [2], des familles de configurations simulant un 
gaz où instantons (k > O) et antiinstantons (k < O) coexistent.

Ces observations sont basées sur l'étude de modèles bidimensionnels qui 
offrent des analogies avec le système de Yang et Mills, à savoir des modèles pour 
lesquels l'action est l'intégrale d'"énergieM pour les applications de Ê  (S ) 
dans les plans projectifs complexes ou les grassmanniennes complexes [4] .
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Séminaire E.N.S. (1977-1978) 

Exposé n°.U

LA TRANSFORMATION DE PENROSE 

par A» DOUADY

1. Les conditions de Yang-Mills»

Soit M une variété de dimension 4 sur IR , orientée et munie soit 

d’une métrique riemannienne, soit d’une pseudo-métrique de signature +++- •

Soient F un fibré vectoriel complexe de rang r sur M (on s ’intéressera 

surtout au cas r = 2 ), et <Â une connexion linéaire sur F , le tout de 

classe '\S°° . Pour toute section s de F , on note t7S la différen

tie lle  de s relativement à (Al , et plus généralement pour toute forme 

différentielle w sur M à valeurs dans F ou dans un fibré vectoriel 

associé à F , on note Vcü la différentielle extérieure de relative

ment à (A  •

La forme de courbure R i Q2(M;X(f,F)) est caractérisée par V .V s = R.s 

pour toute section s de F , On a = 0 (identité de Bianchi).

Pour toute forme différentielle a ( Q (m) , on définit la forme

* a ( Q2(M; IR) par la formule (Vp € Q2(M$ IR))Pa *« = (3*Ctf)a > où 

a i Q̂ (M;]R) e’st  la "forme volume" (définie par l ’orientation et la pseudo

métrique) et le produit scalaire (p.a) £ ^  (M;IR) étant défini à partir du 

produit scalaire sur les espaces tangents. On a **a = a dans le cas rieman- 

nien, et **a = -or dans le cas minko wskien (signature +++- ) (cela provient 

du fa it que l ’expression qui donne a dans le cas riemannien donnerait -  cT 

dans le cas minkowskien).

Cette opération * peut s ’étendre de deux façons aux formes à valeurs

dans X(FfF) . Pour u> é n2(M;X(F;F) , on définit par *(a ® u) = *o( ®u
2

pour a (. il (M;]R) et u section du fibre <X(F;F) . Si F est muni d’une
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EXPOSÉ 2

métrique hermitienne sur les fibres, on définit * par *(a u) = & ® u* ,

où u*(x) est l ’adjointe de u(x) pour x ( M •

On dit que la connexion <A sa tisfa it à la condition de Yang-Mills si 

l ’on a

( 1 ) V (  * R) = o

Plaçons-nous dans le cas riemannien. En vertu de l ’identité de Bianchi, 

la condition (l)  est satisfaite si l'on a

( 2) *IR = 3t (condition de Yang-Mills auto-duale)

ou

(2*) #IR = -  IR (condition de Yang-Mills anti-auto-duale).

En changeant 1'orientation de M , ce qui change l'opération * , les

connexions qui vérifiaient 2 se mettent à vérifier 2' et réciproquement.

D'autre part, s i F est muni d'une forme hermitienne p, sur les fibres et 

s i la connexion est compatible avec cette forme ( i .e . Vp, = 0) , la forme 

de courbure R est à valeurs dans le fibré ^¿(f) des matrices anti-hermi- 

tiennes, de sorte que * R = - *R • Dans ce cas, en remplaçant l'opération * 

pair J , on ne fa it donc qu'intervertir les conditions (2) et (2').

Dans le cas minkowskien, on ne peut pas avoir 2 ou 2' sauf si R = 0 , 

puisque ** R = - R . Mais on peut avoir

(3) = iS  ou (3') *3? = -ilR

On passe de (3) à (3'J en changeant l 'orientation de M , ou en remplaçant 

la structure complexe de F par la structure conjuguée ( i .e .  en posant 

\ 7  t  = X. t pour X C (C , t ( F^). I l  est impossible d'avoir (3) ou (3') 

pour une connexion compatible avec une structure hermitienne sur les fibres 

de F , puisque 1X(f) est une forme réelle de X(F5F) ( i .e .  X(F;F) =

U ( f) e î U (f)) .

En physique, on s ’intéresse au cas où M = 3R̂  muni, so it de la métrique 

euclidienne, so it de la métrique minkowskienne à coefficients constants. Le
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LA TRANSFORMATION DE PENROSE

fibré F est celui où certaines "fonctions d'ondes" prendront leurs valeurs.

nage de l1infini i .e . avec R à support compact, ou plutôt aux connexions 

avec R à décroissance "assez rapide". Dans le cas minkovskien, i l  serait 

peut-être raisonnable d*exiger que R décroisse dans les directions spatiales. 

Pour des raisons que je ne comprends pas bien, c’est surtout le cas euclidien 

qui intéresse les physiciens.

2. Compactification conforme de M •

Nous dirons que deux pseudométriques y et yf sur M définissent la
x oomeme structure conforme si y’ = hy , ou h est une fonction y sur M 

à valeurs réelles strictement positives. L’opération * ne dépend que de la

structure conforme (et de l ’orientation) de M .
4 4Dans le cas euclidien, on plonge ]R dans S en utilisant la projection 

stéréographique, qui est conforme. On obtient une condition de décroissance

sur R en exigeant que le fibré F avec sa connexion se prolonge en un fibré
4 oovectoriel sur S muni d’une connexion de classe Tî « Cette condition de

décroissance est assez faible. Répond-elle vraiment aux exigences des physiciens ?

Pour le cas minkowskien, nous prendrons M = , muni de la pseudo'■métrique

invariante par translation et qui, sur l ’algèbre de Lie est donnée par

bien décrire le comportement à l ’infini d’un tel plongement.

Nous nous proposons d’indiquer une méthode qui permet de construire des

faisant aux conditions [ 2 ) ou ( 3) , à partir de fibrés vectoriels C-analytiques

On s ’intéresse dans le cas euclidien aux connexions c :̂ intégrables au voisi

4des analogues à celles de S •

- ad + bb , car i l  se trouve que ce cas se traite par des métho-

4L’espace IR avec sa métrique minkovskienne à coefficients constants peut

se plonger conformément dans U,2 , mais je ne sais pas

4fibres vectoriels complexes sur S ou sur , munis de connexions satis

19



EXPOSÉ 2

(ou ce qui revient au même d’après le théorème GAGA de J.-P, Serre, algébriques)
3sur IP (C . Nous montrerons à l ’exposé sur la transformation de Penrose inverse

que l ’on obtient par ce procédé toutes les solutions au problème dans le cas 
4de S «Au cours du séminaire, nous nous efforcerons de rassembler des résul

tats sur la classification des fibres vectoriels algébriques (essentiellement 

de rang 2) sur ]P°C et d’examiner leurs conséquences en termes de solutions 

des équations de Yang-Mills.

3. Complexification de M •

Considérons la grassmannienne Y = ĜC , ensemble de sous-espaces vec- 
4toriels de dimension 2 de C • Pour chaque point y i Y , notons le

4 fsous-espace de C correspondant (formellement = y , mais je préféré

avoir une notation différente). L’espace tangent T̂Y s ’identifie à

£(Fy ; Ĉ /Fy) • Si on choisit des bases dans F̂  et C^/f  ̂ , cela définit

une forme quadratique q̂  : fi $ Détf non dégénérée sur T̂ Y = ¿(F^ ; Ĉ /F̂ ) .

Si on change de bases, cela multiplie q̂  par une constante ; ceci permet 

de définir sur Y une structure conforme algébrique (donnée par une forme 

quadratique non dégénérée sur le fibre tangent, à valeurs dans un fibré vec

toriel algébrique de rang 1 ) . Pour chaque y ( Y , q^(o) (qui est bien 

défini) est un cône quadratique dans T̂ Y , appelé cône isotrope de y .

Comme Y est de dimension 4 , i l  contient deux familles de plans.

On peut définir à partir de la structure conforme une opération

* : Ci (u) ---r u (u) pour tout ouvert U de Y , 0. (u) désignant l ’espace

des formes différentielles holomorphes. On emploie le formalisme euclidien, de 

sorte que ** a = a • (En fait, # & n’est défini qu’au signe près, mais comme 

Y est simplement connexe, on peut choisir une définition globale). Il résulte 

de la proposition du n&4 que les formes satisfaisant à * d( = a sont celles 

qui s ’annulent sur tous les plans de l ’une des familles de plans contenues
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LA TRANSFORMATION DE PENROSE

dans les cônes isotropes, celles satisfaisant à a - - & s'annulent sur les 

plans de l'autre famille*
4 2Soit IH le corps des quaternions* Identifions C à 3H » e t  soit M

le sous-espace de Y formé des sous-espaces IH vectoriels de dimension 1
2 1 4de IH (à gauche pour fixer les idées). Alors M = P H , et la struc

ture conforme algébrique de Y induit sur M la structure déduite de la mé

trique usuelle.

La variété M est une forme réelle de Y , c'est-à-dire que, pour y ( M , 

on a T Y = T M © iT M ; la conjugaison t ; T Y  > T Y conserve le côney y y y y y
isotrope, et préserve chacune des familles de plans contenus dans ce cône.

, 4 2 2 2 •Considérons maintenant C comme C x C et munissons C de sa métri

que hermitienne usuelle. Alors le groupe unitaire se plonge dans Y en
2 2associant à chaque u : C ---- son graphe. Ici encore, M ' = est une

forme réelle, et la conjugaison conserve les cônes isotropes, mais cette fois-

ci elle échange les deux familles de plans contenus dans ces cônes. La variété
3 1M' est homeomorphe à S x S .La structure conforme induite est de signa

ture (+,+,+,-) : c'est la structure conforme définie par la pseudo métrique

décrite au n°2 • La variété M* , munie de cette pseudo métrique est isomorphe 
3 1au quotient de SJ xS par la relation d'équivalence identifiant (s,u) à

3 4 1 2 3 1(- s , - u) pour s f SJ cIR^ et u £ S c IR , quand on munit S ° x S de
, 2 2 la pseudo métrique ds - du ' *

Dans les deux cas, on a une involution anti-analy tique t : Y —* Y dont

les points fixes sont les points de M (resp. M') . Mais dans le cas rieman-
2 2men cette involution provient de la multiplication par j de IH dans 

(qui n'est pas ©-linéaire), tandis que dans le cas minkowskien, cette invo

lution est F i— t a(Fx) où cr(x,y) = (y,x) , elle ne provient pas d'une 

application de dans lui-même. Nous verrons au n°5 (remarque), la relation

entre cette différence et celle du comportement de r envers les deux familles
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de plans»

4* Un peu d’algèbre.
4 /f J j<i4Xf J j<i4XxMunissons (C de sa base canonique ) et de la forme quadra-

ptique q : x »— £xl . Notons A le plan engendré par (e + ie , e + ie ) » i 0 1 j 2 4*
Notons (A.). . _ (respÎB.). . _) la famille des transformes de Â par les i i (  I j j ( J y 0
éléments de SO .C (resp OC - SO C) , Les A. et les B. sont les plans 4 4 N i J -----
isotropes, i»e. les plans sur lesquels q s'annule identiquement,

4PROPOSITION,- Soit f une forme bilinéaire alternée sur C , On a
-X-f = f si et seulement si V. f . =0 ,1

et #f = - f si et seulement si Yj ftr ■- 0
1 j

LEMME 1 .- _Si f est nulle sur les et les B̂ , on a f = 0 ,

Démonstration.- Pour tout vecteur isotrope ca /  0 , l ’orthogonal de a pour 
f contient les deux plans isotropes passant par a , donc l ’orthogonal de ot 
pour q .11 encréaulte que c/ est vecteur propre de l ’application linéaire
f : (E --  ̂ 0 définie par f(x,y) = < x,f(y)> . Ceci entraîne que f est
de la forme XI . Comme f est antisymétrique, on a nécessairement X = 0 •

LEMME 2.- Si f — * f , ona f | , — 0 «— n0
Démonstration,- Posons f . . - f(e.,e.) . On a---------------  ij i 3

f| = 0 « f  q + ie3 . e2 + ie4) = 0 « f12 - f34 + i(f14 - As) = 0

Or la condition f = *f s ’écrit f 1 2 = » f14 = f23 * f13 = " f24 0

Démons tration de la proposition,- Pour u ( 0̂ ,0 , notons u*f la forme
(x, y) i t f (u(x) ,u(y) ) . On a u*(*f) = (u*f) si u ( SÔC , et - *u*f
si u ( OC - S 0 CD .S i *f = f (resp. *f = - f) , on a u*fi = 0 pour 4 4 |
tout u £ SOC (resp u ( 0,(D - SO f) , d’où Yi f . , =0 (resp. Yj f. = O)4 4 4 |*Aj_

Réciproquement, mettons f sous la forme f̂  + f „ , avec *f̂  = f̂  et
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LA TRANSFORMA T ION DE PENROSE

*f̂  = - f 2 • Alors est nul sur les et f? sur les ß .S i f
est nul sur les A.î (respo les B.) , lu forme f„ j ^ (resp. f )̂ est nulle

sur les A.î et les EL , doncj est null ...

5. Un peu de géométrie.

Notons X l'espace IP̂O , et pour tout y ( Y = Ĝ(C , notons la
droite projective p(F ) r. X . Pour tout x f X , l ’espace A = [y (. Y | D ? x) y x y
est un plan projectif plongé dans Y • Pour tout plan projectif P c X (cor
respondant à un hyperplan de (C  ̂ ), l'espace = {y| D̂ c P1- est un plan pro
jectif plongé dans Y .

Soit y. £ Y « L'espace C = {y C Y|D n D /  f!) est une sous-variétéo y yo ' vQ n yr
de Y ayant en y une singularité conique. En effet, soit y £ Y - C ,U 1 yn
on a (D F S F Yn j et pour tout y £ Y - C , le plan

yi yi
est le graphe

d’une application linéaire c d e  ŷ  dans . La correspondrance y -,—̂ cp̂
est une carte algébrique représentant Y - C sur X(F ; F ) = Tr Y ; une

yi yo yi yo
telle carte est appelée une "carte canonique" centrée en , On a y £
si et seulement si Dét & = 0 , autrement dit l ’image de C par une carte

y yo
canonique centrée en ŷ  est le cône isotrope de ŷ  pour la structure con-
forme définie au n°3.

On a C U
x £ DYn

L J
P Z) D

«, En transportant par une carte cano-

nique centrée en ŷ  , ou simplement en prenant les plans tangents, on voit 
apparaître les deux familles de plans contenus dans le cône isotrope de y .

Remarque.- Dans le cas riemannien, l'involution an ti-anal y tique 7 s Y ----r Y
provient d'une involution T : X ---->X , et on a évidemment t(a ) = A / \1 x7 t(x)
Dans le cas minkowskien, on a r(Ax) ~ Bp »où P = a(xJ") .On voit ainsi 
de façon géométrique pourquoi T préserve chacune des familles de plans dans 
le cas riemannien et les échange dans le cas minkowskien.
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6. La transformation de Penrose0

Posons X = PJ<E , Y = G2d4 , Z = {(x,y) ( X x Y | x Ç Dy> et défi-

nissons p : Z  > X et q : Z  > Y par p(x,y) = x , q(x,y) = y 0

Soit E un fibre vectoriel algébrique de rang 2 sur X • Pour tout

y 6 Y , le faisceau associé à E|^ est isomorphe à un faisceau de la forme

(/(m ) 0 Cftn ) avec m < n « La somme m + n = C. (e) est indépendantey y y x y y y 1 '
du choix de y , et yt---» n̂  est semi-continue supérieurement pour la topo

logie de Zariski (cf, exposé 2), ce qui entraîne qu’elle a une valeur généri

que* Nous ferons sur E l'hypothèse suivante :

[ ;  Pour presque tout y , on a m_ = n  ̂ = 0 .

Autrement dit, on suppose que Ei est topologiquement trivial pour
' y

toute droite » et analytiquement trivial pour au moins un y (donc pour

presque tout y )•

Notons S l'ensemble des y ( Y tels que n  ̂> 0 (droites de saut).

On peut montrer que S est une hypersurface de Y , et meme lui affecter des 
coefficients de multiplicité pour en faire un diviseur (cf, exposé 2) •

Notons &  le faisceau q^P*^ sur Y , C'est un faisceau cohérent, 

localement libre de rang 2 sur Y-S (*) , d'où un fibré vectoriel F de 

rang 2 sur Y-S défini par

F = H°(D ; ® = {sections analytiques de E sur D } .y y ÛY y

Nous allons montrer que ce faisceau est naturellement muni d'une connexion 

linéaire algébrique satisfaisant 2 • Pour y et y' éléments de Y-S tels

que D D , /  0 , définissons a t : FH y y' r  1 y ,y1 y F , de la façon suivante :y ’

- si D r\ D . = {x} , cï . = e .y y* y»y' y \ x
est l'évaluation en x ;

y, x ou e : Fy, x y

- si y = y’ , a , = 1 „______ y.y' Fy __________________________________________________
(*) En fait 9+ est localement libre sur Y - S2 , où = {y|n ^ 2} , mais 

ce fait nous intéresse peu car la connexion que nous allons construire 
sur Y-S ne se prolonge pas à Y - •
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On vérifie que o d é p e n d  de façon régulière du couple (y, y’) £ Cn(Y-S) , 
où c = {(y,y') I y' i cy) .

Pour y ( Y - S , les (« ,) . . „ définissent une trivia-’ y .y 'V  (■ cy r\ (y - s)
lisation de F sur C r\ (Y-S) . Comme cet espace contient le voisinage infi- 
nitésimal y d'ordre 1 de y , on a, pour tout y C Y-S , une trivialisation 
de F sur , dépendant de façon régulière de y , i.e. une connexion
linéaire algébrique c/t sur F 0

Si y, y', y” sont tels que 5 B̂ , et D̂„ passent par un même point 
X , on a ayyU = yM « 0^, » ^  est intégrable sur les
plans de la forme A , x ( X . Par contre, si D , D ., D ,, sont dans unx y y * y1
même plan P , on n'a pas en général = ay»yu & a , » et ^  n'est pas
en général pas intégrable sur les plans de la forme , Il en résulte, si
on a pris les bonnes conventions de signe, que la forme de courbure R de çÆ 

vérifie * R = R .

7. Solutions de l'équation de Yang-Hills.

Soit M la forme réelle (resp. U ) de Y 0 Si E est un fibré
vectoriel algébrique sur X tel que S r\ M = $  , on obtient un fibré ]R-ana
lytique F sur M muni d'une connexion IR-analytique dont la forme de
courbure satisfait à la condition * R ~ R (resp„ *R= iR ) «

Remarquons que Ira condition S /  x entraîne (e) = 0 , donc le fibré E
admet comme groupe structural SL ® .11 en est par suite de même de F .2
Nous verrons dans l ’exposé n° VII comment se traduit pour E dans le cas

4de S la condition que F admet une réduction à SU ,
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Séminaire E.N.S. (1977-1978) 

Exposé n°IJX

LA TRANS FORMATI ON DE PENROSE INVERSE 

par A. DOUADY

1 » Notations*

On reprend les notations de l'exposé II :

- X = P C

- Y est la grassmannienne ĜG; (ensemble des sous-espaces C~vectoriels de
4 \dimension 2 de (C ) ;

- Pour y C Y Dy c X est la droite correspondante ;

- Z = {(x,y) € X x Y|x ( Dy} ?

- p : Z —> X et q : Z —» Y sont les projections ;

- Pour x ( X , Ax = {y ( Y|x € Dy } ;

- Pour PCX plan projectif, Bp = {y C Y|DyC P} ;

- Pour y ( Y , Cy = {y ’ I Dy n DyI /  •
L'image de par une carte canonique de Y centrée en y est le cône

isotrope de y . On a C = U A = U B, , ce qui met en évidence
7 x iD  X FDDy y

les deux familles de plans contenus dans C .y
- M = P1 W C Y .

2* Correspondance entre ouverts de X et Y ,

Soit U un ouvert de X , on notera Ck'(u) l'ensemble des y ( Y tels

que Dy c U . L'ensemble tf(u) est ouvert dans Y * En effet, pour tout

ouvert Wc Z , l'ensemble qf (w) = f)q(Ĉ ) est ouvert dans Y car q est

propre, et on a a(u) = qr(p 1(u)) *

Soit V un ouvert de Y , on posera p(v) = U D . L'ensemble
y ( V y

8(v) est ouvert dans X , car p s Z — .̂X est une application ouverte
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et P(V) = p(q_1 (v) ) .
Pour tout ouvert U c X , on a ft(a(u)) c U et a(p(a(u))) = cv(u)

Pour Vc Y ouvert, on a a(P(v)) -O V et p(a(P(v)) = &(v) .

3* La transformation de Penrose.
Soit U un ouvert de X et posons V = cy(u) • Soit E un fibre

C-vectoriel de rang r analytique sur U . L'ensemble S des y £ V tels 
que Ei soit non trivial (analytiquement) est un sous-ensemble analytique

' y
de V .Le faisceau fi = q*p* £ est cohérent sur V et localement libre 
de rang r sur V - S , d'où un fibre (C-vectoriel F de rang r analyti
que sur V-S .Ce fibre est naturellement muni d'une connexion linéaire 
analytique cA , intégrable sur A s\ (V-S) pour tout x ( X ; par suite 
le tenseur de courbure R de satisfait à la condition *R = R (cf.
exposé II). La transformation de Penrose associe au fibre E sur U le 
fibré F sur V-S muni de la connexion •

4m La transformation de Penrose inverse.
Soit V un ouvert de Y , posons \J = q  ̂ (v) et U = p(\l) = fi(v) .

Faisons l 'hypothèse'suivante :
(scj : Pour x ( U , l'espace V(x) = Â V est connexe et simplement 

connexe.
Nous allons associer à tout fibré C-vectoriel de rang r analytique F 

sur V , muni d'une connexion linéaire analytique (ji dont le tenseur de 
courbure satisfait à la condition *R = R , un fibré vectoriel analytique E 
de rang r sur U .Le fibré F et la connexion c'f étant donnés, la con
nexion fÂ est localement intégrable sur Ax A V pour tout x i U , donc 
le fibré q*F sur ¥ est muni d'une connexion q*¿7?; , intégrable sur chaque 
fibre de p : ¥  t U .On obtient le fibré E en prenant pour Ê  l'espace
vectoriel des sections de q*Fi horizontales pour la connexion q*g/£

'p"1(x)
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cet espace est de rang r . ,
Autrement dit l ’espace total de E est quotient de l ’espace total de q*F 

par la relation d’équivalence dont les classes sont les feuilles du feuilletage 
$ défini de la façon suivante : pour z £ W et £ ( q*F(z) , l ’espace 
est le relèvement horizontal pour q* de T (W|U) ,

Pour faire cette construction, on peut affaiblir l ’hypothèse (sc; en la 
suivante î

(sy:h : Pour x ( U , 11 espace N(x) est connexe et le système local 
défini sur W(x) par q*F muni de la connexion q*^ est trivial»

En appliquant à E la transformation de Penrose, on obtient un fibré 
F sur V - S , où ? = a(u) , muni d’une connexion <A . On a V- S Z) V ,

V s 'identifiifie à F et v à cA • Inversement, si on part d’un fibré E
sur un ouvert U de X , en appliquant la transformation de Penrose, on 
obtient un fibré muni d’une connexion satisfaisant à *R = R et (sc 
appliquant alors la transformation de Penrose inverse, on obtient E|*(«(u)) •

5* Etude d’une fibration.
4 , „ 1 . 4Dans Y = Ĝ(C , considérons la forme reelle M = P H — S .

PROPOSITION,- La projection p : Z —> X induit un homéomorphisme, ]R-analy- 
tique ainsi que son inverse, de q (il) sur X ,

4 2Démonstration,- Tout sous-espace (E-vectoriel Le® = ]H de rang \ sur C 
est contenu dans un unique ]H-espace vectoriel de rang 1 sur H , à savoir 
EL = L © jL , et L (E> jL dépend de façon IR-linéaire de L ,

COROLLAIRE 1.- On a une fibration ]P3<C   ̂S4 de fibre S2 .

Remarquée- Cette fibration peut aussj. être décrite de la façon suivante. On
7 4 1connaît les fibrations de Hopf : tt : S __* S de fibre S et1 i II

7 3 . 1  , 7tt : S ---  ̂IP (D de fibre S «La relation d’équivalence définie sur So,o
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par rr est plus fine que celle définie par îf , d'où une application J i ^ 1 , H

P3C -- * s4 de fibre S3/s1 = S2 .

COROLLAIRE 2.- La variété M admet dans Y un système fondamental de voisina
ges tubulaires satisfaisant à la condition (sc. du numéro 4 o

Démonstration»- On définit sur Y ime distance d de la façon suivante :
Munissons C de la métrique hermitienne standard, et notons le sous-

4espace de (D correspondant à y » Pour y et y' dans Y,si F , est le
graphe d’une application linéaire çp : F Fy , on pose

d(y,y') = INI

+  I M I :
î et d(y,y») = 1 si F  ̂ 0

Pour e > 0 -, soit V£ = ,{y|d(y>M) < e} • Soit xQ ( X et yQ ( M
l ’unique point tel que (x^y^) (. Z * Alors s'identifie à l'ensemble

des en : F --  ̂ F tels que coi T
Y0 ° I x.

0 et en < ;
/1 -

=g , qui est convexe

donc simplement connexe»

46» Connexions IR-analytiques sur S vérifiant *R = R •

THÉORÈME»- Soit F un fibré (C-vectoriel de rang r , IR-analytique sur 
M Ŝ  , muni d'une connexion , C-lincaire, IR-analytique et dont le
tenseur de courbure R satisfait à *R = R « Alors il existe un fibré vecto
riel algébrique E sur X , unique à isomorphisme près, tel que l'ensemble S
des droites de sauts de E ne rencontre pas M , et que F muni de (/{-

s'identifie au fibré déduit de E par la transformation de Penrose, restreint 
à M »

Rappelons un lemme de théorie des faisceaux :

LEMME G .- Soient: Y un espace paracompact, M c Y un fermé, G un faisceau
de groupés abéliens (resp» de groupes, resp» d'ensembles) sur Y • On' a alors
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Ĥ(M;G) = lim Ĥ (V;G) (limite inductive sur les voisinages V de M dans Y )
pour tout p (resp. p < 1 , resp. p = 0 )•

Cf. Godement, Théorie des faisceaux.

Démons tration du théorème.- Les fibrés (C-vectoriels de rang r , IR-an al y tique s 
sur M sont classifiés par les éléments de H (m$G) où G est le faisceau
sur M des applications IR-analytiques dans GL̂O . Comme M est une forme
réelle de Y , ce faisceau est la restriction à M du faisceau sur Y des 
applications G-anal y tique s dans GL̂(D . Il résulte du lemme G que F est la 
restriction à M d'un fibre C-analytique sur un voisinage ouvert V de M 
dans Y • Quitte à restreindre V , on peut alors, en vertu du même lemme, 
étendre la connexion C’4 en une connexion C-analytique au-dessus de V .
La condition *R = R sera encore satisfaite. D'après le corollaire 2 de la 
proposition du n°5, on peut supposer que V satisfait à la condition ¡scy .
On a !-’(v) = X , et la transformation de Penrose inverse donne un fibre C- 
analytique E sur X qui répond à la question. D'après le théorème GAGA de 
J.-P» Serre ([ ]), E est de façon unique un fibré vectoriel algébrique.

Remarque.- La construction de Penrose et la construction de Penrose inverse 
sont fonctorielles. Il en résulte que, si E et E' sont des fibrés vecto
riels sur X dont les ensembles de sauts S et S ' satisfont à SrM =S ViM=0 
et si (F,c/!) et (F ',^ ')  sont les fibrés munis de connexion sur M qui
leur correspondent, tout morphisme cd î F  ± F* IR-analytique et compatible
avec les connexions A  et C7̂’ provient d'un morphisme algébrique unique de E 
dans E' . Autrement dit on a une équivalence de catégories,

7* Analyticité automatique.
La proposition suivante montre que, dans le théorème du n°6, les hypo

thèses d'analyticité réelle sont inessentielles.

PROPOSITION.- Soient le :> 1 , G un ouvert de M , F un fibré Œ-vectoriel
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de classe ^ sur G t c/t une connexion (E-lincaire de classe ^  ̂ sur

F dont le tenseur de courbure R (qui est de classe ^  ̂  ̂ ) satisfait à la 

condition *R => R ,» On peut alors uettre sur F une structure de fibre

3R-analytique plus riche que sa structure ^ f J j<i4Xf J j<i4X, telle que cÀ devienne

une connexion IR- anal ytique.

Le fibre q*F sur q  ̂(g) est muni d’une connexion q * (/l , qui permet

d’identifier, pour chaque point Ç £ q*F au-dessus de z = (x,y) £ q (g) ,

l ’espace T (q*F) à T (q (̂g)) fî? F • D'après la proposition du n°5, b z y—1T (p) : T (q '(G)) ---* T̂X est un isomorphisme, d’où une structure complexe

sur l'espace vectoriel T̂ (q*F) • Cette structure complexe dépend de façon

^^ du point Ç , autrement dit on a une structure presque complexe V de 

classe \) sur q*F • Nous allons montrer que cette structure presque 

complexe est intégrable. Mous proposons une démonstration un peu lourde, 

mais qui correspond à l ’intuition du rédacteur» Le lecteur préfera peut-être 

faire un calcul qui établit la condition d’intégrabilité à partir de la condi
tion *R = R .

LEMME»- Soient p : N ---* U une submersion de variétés G-analytiques,

F un fibre vectoriel sur M et B une connexion linéaire (E-analytigue 

sur F , Ho tons R la forme de courbure relative (restriction de la forme 

de courbure à T(w|ü) ) . Soit £ \J « _Si R(z) est 0(d(z,ZQ)‘*C , i l

existe une connexion linéaire C-analytique B’ . sur F au voisinage de ẑ  , 

de courbure relative nulle, telle que B-B' soi t ĉ (d( z, z )̂k) »

Démonstration.- On peut supposer que V = U x V , où V est un voisinage 

convexe de 0 dans c/C , et ẑ  = (x ,̂0) « Posons a(x) = (x,0) pour

x £ U .On définit par transport B -horizontal radial dans V un iso

morphisme cd de p*cr*F sur F . La connexion p*o*B sur p*o*F est rela

tivement intégrable, et son image B’ par' cd répond à la question»
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Démonstration de la proposition.- Soit = (xo’yÔ  ̂ q Y G) • Choisissons
/> P+1au voisinage de une trivialisation x> de F et une connexion IR-ana-

lytique B sur F qui coïncide avec d  jusqufà l ’ordre k . La connexion 
q*B a une courbure relative R qui est C>(z -  Zq)  ̂  ̂ > donc il  existe une

leconnexion B* , relativement intégrable, telle que B’ - q*B soit £*(z-Zq) • 
Il en résulte qu’il existe une structure presque complexe Y’ sur q*F , 
intégrable qui diffère de Y par ^(z-z • D’après le théorème de
"Frobenius complexe" de Newlander-Nirenberg, il y a pour les structures presque 
complexes une condition d'intégrabilité qui s ’exprime en chaque point par une 
condition sur le jet à l ’ordre 1 de Y : cette condition est donc satisfaite 
en chaque point de q*F .

En identifiant q (l/) à son image U dans X par p , on obtient 
un fibre vectoriel (D-analy tique E sur U » La transformation de Penrose 
appliquée à E redonne F , muni d’une structure ]R-analytique plus riche, 
et ûff .

Référence.
[1 ] J.-P. SERRE, Géométrie algébrique et géométrie analytique, Annales de 

l ’Institut Fourier, Grenoble, Tome 6,  (1955-56), p, 1 à 42.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)

Exposé n° IV
PRINCIPAUX RÉSULTATS SUR LES FIBRES STABLES DE RANG 2 SUR P (c) .

par Hubert AUPETIT

§1 . Espaces -projectifs .

a) Désignons par ^(c) l'espace projectif des droites de Cn+̂ (en abrégé IP )
Soient (x ...x ) des coordonnées homogènes sur JP et pour chaque i soit U o n  n 1
l'ouvert {x. 4 oj de TP v i 4 * n

Le cocycle u. . = z /z sur le recouvrement (ü ) définit un fibré en ij i «J i
droites 0̂  (l) . On désignera son dual par 0̂  (-1) et on notera 0 (k) le

n n n
fibré 0̂  (l)^k si k> 0 et 0̂  ^  si k < 0 .Le fibré 0 (-i)

n n n+1 nest le sous-fibré canonique de IP x fl) qui, au-dessus du point Td"! de ÎPn L J n
met la droite d de CTn+1

Nous ne distinguerons pas le fibré 0̂  (k) du faisceau localement libre
n

associé.
On a les propriétés suivantes :

- Tout fibré en droites sur ÎP̂ est isomorphe à un 0̂  (k)
n

- Les sections globales de 0̂  (1) s'annulent sur les hyperplans de P
n

- Plus généralement, si S est une hypersurface de IP̂ , il existe une section
d'un 0̂  (k) dont le lieu des zéros est S elle-même. L'entier k est le degré

n
de cette hypersurface.

b) On désignera dans toute la suite pour un faisceau cohérent 7  , par h1((£ )

la dimension de H1(p , .  On a alors les égalités suivantes :
p = 0 et q ^ 0

°0 hP(0p (l)) = 0 sauf pour £
n p = n e t q < - n
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p) h°(0ip (*)) =(n + q)
n ' a '

r) hn(0fD (q))
q - 1

si q > 0

si q <, - n

Pour tout k-plan : IP̂ ---[P̂ , on a un isomorphisme entre j*0̂  (p) et

Ĉp (p) ; on notera 0p (p) = 0p (p) .
V k n *n *Pk

2c) L’espace H (ïP ,Z) est isomorphe à Z et admet pour générateur

h = Cé0P 0)) • 0n a alors H2k(Pn>z) -  Z.hk pour n .n
Dorénavant les classes de Chern des fibrés sur CP seront considérées commen

des entiers.

La référence pour tout ce paragraphe est [10,11] ainsi que [ 4, ch. V, § 1 J 
pour le paragraphe c) .

§2. - Grassmaniennes - drapeaux.

a) Désignons par Gr(m,n) la grassmanienne des m-plans de f  .Le plongement
de Plüker fait de Gr(m,n) une sous-variété de P

( n + 1 ) -'  m + 1 '
3t on note 0 (1)Gr

la restriction de 0,IF’
(n + 1i -vm + 1 >

a Gr(m,n) . Le fibré 0 (1) jouit alorsGr

des mêmes propriétés que celles de 0̂  (1) énoncées au paragraphe 1, a), et on
n

peut ainsi transférer les notations et définitions de cet alinéa a Gr(m,n) . En 

particulier un "hyperplan” de Gr(m,n) est l ’intersection d’un hyperplan de 

P +  ̂ et de l ’image de Gr(m,n) . Une hypersurface de degré k de
( m  + 1) -  1

Gr(m,n) est l ’intersection d’une hypersurface de degré k de tP 

et de l ’image de Gr(m,n)
( n + 1 ) _ 1' m + W

Remarquons que Gr(n - 1,n) , ensemble des hyperplans de IP est isomorphe 

à l ’espace projectif dual de ÎPn construit sur le dual de Cn  ̂ . On notera

Gr(n - 1,n)~ P* [ 4, ch. V, §2 ] .
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b) Soit F(m,n) = i(x,TT) f IP x Gr(m,n) |x £ tt) . Les projections F—— IPL n 1 J n
et F_-_^Gr(m,n) sont des fibrations localement triviales de fibres respec

tives Gr(m - 1, n - l) et IP .Ce sont en particulier des morphismes plats. 
Pour un fibre vectoriel algébrique V sur IP , on notera l'image récipro

que p*V de V par p
Le fibré 'F est C> f \-plat et, par le théorème de semi-continuité desF Gr(m,nJ

images directes [ 3 les fonctions
TT I------»h^v _ ) = dim H^efV , vp _ )

|q n |q. tt

= dim H^P^'V , v|pq-1pf )
de Gr(m,n) dans I sont semi-continues supérieurement pour la topologie de 

Zariski de Gr(m,n) . En d'autres termes, ces fonctions ne montent pas au voisi
nage d'un point. De plus,sur l'ouvert T̂T |h1(v̂  )minimalJ , le faisceau

i K"1rr
cohérent R q̂ V̂  [3] est localement libre. La fibre en TT du fibré associé 

est précisément Ĥ (pq > |̂pq-^Tr^

§3. Droites de saut d'un fibré.
Soit V un fibré vectoriel algébrique de rang 2 sur P̂  . Dans toute la suite, 
on suppose que n ^ 2 .On désignera par o(v) le faisceau localement libre 
associé. A toute droite £ de P̂  on peut associer un couple d'entiers unique 
(a,b) tel que a ^ b et

v p -° i (a )®  °/b) M  •
On notera d(i) la différence a(i) - b(i) et d = inf d(i)

£ G Gr(1,n)
On remarquera que les entiers d(i) et d ne changent pas si l'on tensorise V

par un 0̂  (k) (opération que nous appellerons "tordre le fibré V "). 
n

PROPOSITION 1.- L'ensemble XL des droites £ pour lesquelles d(i) = d est 

un ouvert de Zariski de Gr( 1 ,n) .
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Preuve.- Tordons Y de manière à avoir, lorsque d(i) = d , 

v|i - 0i(_l)® °i(~d - 1) •
Pour une droite Z telle que d(i)> d , on aura v |i^o i(a)0o i(b) avec 
a - b > d  et a + b = c (̂v) = - d - 2 
Par suite on aura

a ^ 0 et h°(V|P > 0 .
Il est clair que tP(Yi ) = ĥ (V . -1 ) et en utilisant le paragraphe 2, b), l Z 1 q Z
on voit que [z\~kP(Y^) ^ l} est un fermé, ce qui prouve la proposition.

DEFINITION.- Une droite Z telle que d(z) > d est une droite de saut pour le 

fibre Y

PROPOSITION 2.- ŜL d = 0 , l ’ensemble S = Gr(l,n) -UL des droites de saut est

une hypersurface.

En tordant Y , on peut supposer Y ^  — 0̂  0 0̂  pour Z £ *tL

(l) Une droite de saut Z est alors caractérisée par h°(v(-l)|^)> 0
Soit Z £ S .11 existe alors une suite exacte o

0---->0 (-k)— --- »0 (k)--- >0 avec k>0 .
0̂ I 0 0̂

Par semi-continuité (§2, b)), ( i,v(k)|C i (q (̂ z ) ,Ŷ (k)| -̂1
reste nul au voisinage de Ẑ

0 1Comme h (V(k) j ̂ ,) - h (v(k)|^) est constant en Z (Riemann-Roch sur fl?̂ î)

le nombre h^(v(k)|^) est constant au voisinage de Ẑ  . Par suite (§2, b)),

le faisceau q./VlJk) est localement libre en . L’application définit* 1 O
un -point de la fibre de q„V̂ (k) en Z„ . Il existe donc une section locale* l 0 ————

de ce fibré passant par ce point. On a donc pour toute droite Z voisine 

de Zq une suite exacte

° --->0g(-k)--- --------- >0̂ (k) ----- > 0
qui, après tepsorisation par 0^(-l) , devient
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0--- >(q(-k-l)--- -—̂ v(-1 ) ĵ  ---E ,  O^(k-l)---- »0 ;

ai e"̂ 10£ dépendant algébriquement de Z

Comme k ^ 0 , on a H°(Z,0^(h-1)) =0 . On a donc une suite exacte

(2) 0 ---- >H°(V(-1) |P ----> H°(0̂ (k-1)) è£ >H1(Oi(-k-l))

avec S£ algébrique en Z

Les deux espaces de droite sont en dualité de Serre ; ils ont donc même 

dimension et est non injective si et seulement si det = 0 . L'ensemble
des droites Z voisines de Ẑ  , pour lesquelles est non injective, est

donc une hypersurface d'équation det S = 0
D'après (l) et (2) , c'est l'ensemble des droites de saut voisines de Ẑ  

c.q.f.d.
On étudiera plus loin cette hypersurface en détail (§9, Th. 3) .

§4. Faisceaux normaux.
Avant d'aller plus loin dans l'étude des fibrés sur ÏP̂ , rappelons quelques 
résultats sur les faisceaux cohérents sur une variété X lisse de dimension ^ 2
(ou sur un espace normal). Soit x £ X ; désignons par Cl(x) le faisceau "gratte- 
ciel" en x et par 7  (x) le tensorisé d'un faisceau cohérent Ji par C(x) 
L'ensemble des x tels que le rang de Tn (x) soit minimal est un ouvert de 
Zariski de X . Cette valeur minimale est par définition le rang du faisceau. Si 

est sans torsion, il est localement libre en dehors des points d'une variété 
de codimension 2 . On pourra donc parler de sa première classe de Chern.

DEFINITION.- Le faisceau cohérent J-> est normal si. pour toute sous-variété 

fermée A de codimension ^ 2 , le morphisme de restriction

Reŝ  : H°(U,3*)---- ^H°(U-A,^)

est bijectif pour tout ouvert de Zariski U

(Dans la terminologie de £ 6 J, le faisceau 7  est A-clos pour tout A de
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codimension ^ 2 ).

Si 7  est normal, il est sans torsion.
Le faisceau 0 est normal et donc, tout faisceau localement libre sur X X

aussi. Pour tout faisceau cohérent 7 , le dual 7 i* = Homi?’ ,0 ) est normalX
(exercice).

LEMME.- Si un faisceau normal est localement un faisceau d'idéaux, il  est locale

ment libre.
iIJ

Supposons que, sur un ouvert U , on ait une injection 7   ̂ . Soit

B le sous-espace de U où i s'annule et soit D le plus grand diviseur con

tenu dans B . Soit A = B - D . Alors codim A  ̂ 2 (le diviseur D est peut- 

être vide).
Le morphisme i  ̂ induit une injection 7  0 Ô (-D) -----  ̂ 0̂  , le fais

ceau 0 (-D) désignant l'idéal de D dans U . Le morphisme j  ̂ est un iso

morphisme en dehors de A . Les faisceaux J1 Oy(-ü) et 0̂  sont normaux 
et isomorphes sur U - A , avec codim A^ 2 . Ils sont donc isomorphes et on
a ^ ^ ( ^ ( d) c.q.f.d.

On en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 3.- Soit 7  un faisceau cohérent de rang 1 sur une variété lisse 

de dimension n  ̂ 2

b n  * est localement libre.

2) Si 7  est normal, on a 7 - 7 * *  et. c (3* ) = c ̂ (7 **)

3) 7  est localement libre si et seulement s 'i l  est normal.

§5. Proposition utile.
Démontrons pendant qu'on est dans les faisceaux un résultat utile dans la suite.

PROPOSITION 4.- Soit 0 o(v) -JL-» a  _  —>0 une suite exacte de

faisceaux avec V fibré de rang 2 sur P̂  , % et deux faisceaux cohé-
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rents de rang 1 sur P̂
Le faisceau est sans torsion si et seulement si :

(i) %  est localement libre ;
(ii) codim{x|i = oj > 2

=̂  (i) - Pour montrer (i), il suffit de montrer que %  est normal en vertu de

la proposition 3 . Soient A un fermé de codim ^2 et le faisceau des

sections de x  a support dans A t [ 7 ]). Soient Ĥ(]K>) les foncteurs dérivés
en ■K du foncteur F . On a, i désignant l ’inclusion P - A --->IP , laA n n
suite canonique exacte ( [ 7 ] )  :

0---- 7 rA('K) — » _A) — > HAk(X)----- »0
' n

de sorte que est normal si et seulement si rA(ft) = 0 et Ha(X) = 0 ,
pour tout fermé A de codim ^ 2 . Comme le foncteur f  est cohomologique

(£ 7 ] ), on a la longue suite exacte

o—> rAw)^> rA(o(v))—>rA(&) - ^ cjo —»^(otv))
rA(0(v)) = 0 et h| ( 0(v)) = 0 car o(v) est normal ; 
r^(Q,) = 0 car Q? est sans torsion.

Donc
r  (^0 = 0 et Hk{~K) = 0 c.q.f.d.

(ii) - Si i s’annule sur l ’hypersurface H d’équation f £ H^(o(X))> 0 ,
on a le diagramme suivant, 0(/t ) désignant le fibré en droites -H :

0  - > o(% f .
0

o ex ) o ( 2C + X )
f .0( x ) t — >0

i/f
0 • 0(%) i o(v) P a 0

a
0

est un sous-faisceau de â
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Ker(p«i/f) = Ker g donc la correspondance naturelle de R = Im(pc.i/f) dans 
est une application.

On vérifie que c'est un isomorphisme ; comme est de torsion, %  est de

torsion, ce qui n'est pas possible puisque Qb n'a pas de sous-faisceau de 

torsion.
^= On se ramène au

LEMME.- Soit s £ Ĥ (v) tel que codim |x |s (x )= o ]> 2  . Alors v/sO est sans

torsion.
s s / » • 2 rLe complexe 0  > 0 ---- * V —1--  ̂ V est exact en vertu de l'hypothèse (exer-

2cice) . Par suite V/sO se plonge dans A  V localement libre ; il est donc sans 

torsion.

§6. Fibres stables et semi-stables.

PROPOSITION 5.- Pour un fibre Y de rang 2 sur , les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1) Pour tout faisceau quotient Çb de o(v) de rang 1 sans torsion, on a

Cl(v)< 2c1(<â.) •
2) Pour tout morphisme de faisceau in.jectif de 0̂  (k) dans 0(v) , on a

n
2k<Cl(v) .

3) Si Y désigne le fibré v(k) tel que c.(v(k)) = 0 ou - 1 , on— norm---- -------------- ----- 1— 1 — —
a h°(vnorm 

4) Si
End V - C

théties).

= 0 .
End Y désigne l'espace vectoriel des endomorphismes de Y , on a 

c'est-à-dire que Y n'a pas d'endomorphismes autres que les homo-

PROPOSITION 5'.- Pour un fibré V de rang 2 sur et de 1ère classe de Chern

paire, les conditions suivantes sont équivalentes :

1') Pour tout faisceau quotient Qb de 0(V) de rang 1 sans torsion, on
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a o1(v)$2c1(^) .
2') Pour tout morphisme injectif de 0̂  (k) dans 0(v) , on a 2k ^ (v)

y )  h°(v (-1)) = o .norm
DÉFINITION.- a) Un fibre vérifiant les conditions de la proposition 5 est appelé 

stable.
b) Un fibre vérifiant les conditions de la proposition 5f est appelé semi- 

stable .
La propriété 4) n'entraîne pas 1), 2), 3) sur un espace quelconque ( [ 8,9]) .  

Un fibré non stable est appelé instable.

Exemples.- Les fibrés décomposables de la forme 0̂  (a)0  0̂  (b) avec
n n

|b - a| $ 1 sont semi-stables.
Le fibré tangent a eŝ  stable.
Il existe des fibrés non stables et non décomposables sur P̂  . (Horrocks,

A construction for locally free sheaves, Topology 7).
Le fibré associé a une corrélation triviale sur P̂  est stable (§13). On

ne connaît pas de fibré stable sur P avec n > 5n ^

§7. Démonstration de la proposition 5.
Pour prouver (1) (2) , il  suffit d'utiliser la proposition 4 et de remarquer
qu'un morphisme i : 0(k)---  ̂ 0(v) nul sur une hypersurface de degré 1 induit
un morphisme j : 0(X+1 ) ---> 0(v)

2 4$ 3 est facile.

2 ^ 4  . Supposons 2 vérifiée ; soit

X une valeur propre de l'endomorphisme
xo

x(--->det(h -A  Id ) est algébrique surx x V 0 x
Xq . Elle est constamment nulle.

h un endomorphisme de V

h de V .La fonction
xo xo
P , donc constante et vaut

Soit

0 en

43



EXPOSÉ 4

Soit cK = h - \  Id .S i ex  ̂ 0 , alors ex est de rang 1 # Le
X0

noyau x de o\ est un sous-fibré de rang 1 de V et comme l'image Qi> de 

CK est un sous-faisceau de rang 1 de 0(v) , Qi est sans torsion. D'après

le paragraphe 4, lemme, le faisceau ** est localement libre et vérifie
(& **) = .

Appliquons 2 aux sous-fibres X  et â  ** de T :

c^X) < c^v)
«^(â**) = 3.c,)(â) < c1 (v) .

D'où o^X) + c^(Q) = o1 (v) < ô  (v) ;
ce n'est pas possible, donc «X* = 0 et h est une homothétie.

4) ¿2) . Soit i : o(k)-- ), 0(v) un morphisme injectif de faisceaux tel
que c (V) < 2k et codim ■[ i = Oj ^ 2

Soit Ie quotient de 0(v) par 0(k) . Il est sans torsion (§4, prop.
4) et vérifie c (2, ) < k . Le fibré en droites ** (paragr. 4) a une classe 
de Chern inférieure a. celle de 0(k) . Il existe dont une injection de a  ** 
dans ©'(k) (c'est là où intervient P̂  : on se sert du fait qu'un fibré en 
droites de classe de Chern ^ 0 a une section). La composée

y — » ÇL — i £* *  — * o(k)----* v
est un endomorphisme de rang 1 de V : ce n'est pas une homothétie.

§8. Premières propriétés des fibrés stables.

PROPOSITION 6.- Soient D le disque unité et ^  et deux fibrés sur

P x D . Soit '\J‘ = ITi « -1 (resp 'W' ) . Si D" et CUT sont stablesn x lr x |x\ x x uci n J
pour tout x , isomorphes pour x 0 , ils sont isomorphes pour x = 0

(séparation de l'espace des fibrés stables).

Preuve.- Soit = “&om( ty ,vx) . Le faisceau est localement libre et véri-
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fie par hypothèse h (̂^£jp x ) = 1 pour x  ̂ 0 . Si ÎT : x D----  ̂D
désigne la projection, le faisceau TT est localement libre de rang 1 hors

de 0 et sans torsion. Il est donc localement libre en 0 et isomorphe a 0̂
(comme tout fibre en droites sur D ). En utilisant le morphisme d’évaluation

•n *tt* % — et l ’isomorphisme ■U- 0̂  , on obtient une section de %

et donc un morphisme non trivial h de 19” dans 'UX' .
En utilisant la stabilité, on voit que h est un isomorphisme en dehors de

P x f o l . Soit 2L = Im ĥ  .S i rg0j = 0 , soit c*. l ’ordre d’annulationn 0 J 0
de h sur {P̂ x £o^ .En remplaçant h par h/z0̂  , on se ramène à
rgâ> j  0 .S i rgQ> = 1 , en utilisant Q,** et les propriétés l) et 2) des

fibrés stables, on trouve c (VJ <C c (KJ*’) alors que c ( ^  ) = c 0U?O1 0  1 U  1 X 1 x
partout ailleurs. C’est impossible.

Donc rgQ?= 2 et â  est presque partout égal à . Par suite det h
s’annule au plus sur une variété de codimension ^ 2 . Elle ne s'annule donc

pas et ïIq est un isomorphisme.

PROPOSITION 7.- Soient S une variété réduite et U" un fibré de rang 2 sur 

P x S . Alors o n *  |(P x{s } n°n stable  ̂ est fermé pour la topologie de 
Zariski de S (Même énoncé pour "non semi-stable").

preuve.- Le faisceau 1̂ ,_, .. r est 0_-plat (reso 'l'Y r  ̂ (-1))------  (P xis [ norm S^ v P x s) norm. "1 n 1 J * n j

On utilise alors la semi-continuité de s i 

s» yh (V|p x fs] norm(“,)) '

• h°('\5"irn v r i (resp|tP x { s 3 norm

PROPOSITION 8. - _Si V est de rang 2 sur 0?̂ stable sur un hyperplan, alors 

V est stable. (Même énoncé pour les semi-stables).

La réciproque est vraie pour un hyperplan générique de £P avec n > 3 

Elle fera l ’objet d’une étude plus détaillée dans le cas n = 3
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§9. Résultats principaux.

THÉORÈME 1.- Soit V un fibré de rang 2 sur P (c) . Le fibré V est semi-
stable si et seulement si d = 0 ou 1

n

THEOREME 2.- Soit V un fibré de rang 2 sur P (e) , n ^ 3 ., sans droites

de saut. Alors V est décomposable.
n

THEOREME 3.- Soit V un fibré de rang 2 sur P (e) vérifiant d = 0 .L'en-
semble S des droites de saut de V est le support d'un diviseur dans Gr(l,n)

2
de degré ~ — . Si A/s) est la "multiplicité11 de ce diviseur en £ , on a

aU) < 2 ^ (s)  .
Le diviseur S(v) dépend analytiquement de V

THEOREME 4.- Si, V est un fibré stable de rang 2 sur IP̂ distinct du fibré 

associé à une corrélation nulle (construit plus loin), il  existe un ouvert U de 
(P* = Gr(2,3) tel que V |  ̂ soit stable pour h (: * L .
Le théorème 1 est dû à Grauert-Mulich. Une démonstration se trouve dans P L  

Le théorème 2 est dû à Van de Ven ([12]).

Les théorèmes 3 et 4 sont dûs à Barth ( [ ’ ])•
Le théorème 4 est valable en toute généralité dans P̂  , avec n  ̂ 4 , avec

cette restriction qu’on ne connaît pas de fibrés stables sur P̂  avec n ^ 5 
La démonstration du théorème 1 fait l ’objet du §10, celle du théorème 2 

l'objet du §11, celle du théorème 3 l'objet du §12, et celle du théorème 4 l ’objet 

du §14 .

§10. Preuve du théorème de Grauert-Mülich (cf. §9).

A) Construction dans la variété des drapeaux.
Soit V un fibré de rang 2 sur P̂ (c) type générique (0, -d) avec d ^ 1 

(nous dirons que V est de type (a,b) sur une droite £ si
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Vi ~ 0 (a) © 0 (b)) . Prenons m - 1 dans la construction du §2 b). Le fais-I z z z
ceau cohérent q V_ , de rang 1 car d v 1 , est normal (§4) ; en vertu de* I ^
la proposition 3 (§4), il est localement libre. Il existe donc un entier \

unique tel que q V soit isomorphe à 0 (X)* I Gr

PROPOSITION 9.- Si d ^ 2 , le faisceau q ^  est trivial.

Preuve.- Soient ^  le morphisme canonique q*q̂ .V̂ dans et Z l ’ensemble
des points de F où <§ s'annule. Si Z 0 IL = Gr - S , ensemble des droites

ordinaires de V , on a q^V^f) = Ĥ (i,V| )̂
Par suite le morphisme (3 en (x,f) est non nul pour tout x € Z et on

a donc q(z)ci S

a) LEMME 1 .- Il existe un fermé T _de S tel que

1) Si Z £ S - T et si V est de type (k,-k-d) sur Z , la fibre 
q  ̂Z O Z _de q < est constituée de k points distincts ou non.

IZ
2) L’ensemble T est de codimension ^  .2 dans Or . En particulier Z 

est de codimension ^ 2 dans F
Soit Z une droite de IP considérée comme point de Gr . Soit L. une réso-n
lution libre locale du faisceau gratte-ciel C(i) . Soit K6 = q*L,®V1

Considérons les deux suites spectrales des fondeurs hyperdérivées de q̂_ 
de termes

'®2,b = RV_b(K0} et "E2’b = H-a(RVK0)

On a 'E^’k = 0 pour b /  0 et ' Ê ’  ̂— Ha ( i , V j . Comme q est plat,

R̂ qJ£ = L, ® r\  V . Le terme ’’Ê ’  ̂ s'écrit donc Tor (R̂ q V ,C(f)) et 

a pour aboutissement H*(i,V. )
I z

On en déduit la suite exacte

0--- >Tor2(R1qyF,C(p) ---» q*Vp®ŒU) --- >H°U,V|4 --- » To  ̂(R1 q#?p, <C(z ) ) 0
Soit T le fermé des points Z de S où Tor (R̂ q V ,C(f))  ̂ 0 . C' estc.  ̂ F
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l ’ensemble des points Z tels que la dimension cohomologique de R q V en Z* P
soit supérieure ou égale a 2 . D'après , T est donc de codimension 2

Soient i j T et x 6 Z ; la flèche i est alors injective de même que la 

flèche i <g> ^  , du diagramme commutatif

Qq*VF®(CU) ] ® C(x,£) 1& Lfx.i) H°(i,V|^)® ®(x,ü)

&(x,£]

Vx®C(x,i)

évalx

Notons (k,-k-d) le type de V sur Z . L'image de i g) ^  est de dimen

sion 1 donc engendrée par une section s de V|^

La flèche s'annule alors exactement aux k zéros de la section s

d'où le 1

Si I é T , la flèche i est nulle donc aussi '§>(x p) Pour tout x 

L'ensemble Z ne contient de fibres entières de q qu'au-dessus de T ; i l  est 

donc de codimension ^  2 dans F

b) Rappel.- Soit E un fibré sur une variété X . Soit P(e ) le fibré en espaces 

projectifs des droites de E ; posons Ep(g) = E x ^p (e) . Soient Sp(g) le 

sous-fibré universel de Ep(g) » dont la fibre en un point de P(e) est la 

droite de E correspondante, et Qp(E) le quotient Ep(g)/Sp(g) . L'espace

tangent vertical T P(e) r e la t i f  a  la projection sur X est canoniquement iso- 

morphe à Hom(sP(E)>®p(E)) •

c) L'application „ induit une application £ de P - Z dans P(v)t — Z
commutant aux projections sur P  ̂ uniquement déterminée par la formule

( . * 5 ^ ,  s =  H .  J q * q  X )  . S i  £  i  IC , la droite £(x,f)  de V est laP V V ) F - Z * F x
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trace de l ’unique sous-fibré trivial de V|  ̂ dans

d) LEMME 2.- Si d^ 2 , la dérivée de £ relative aux protections

sur IP est nulle au-dessus du point générique de ÜP̂
Soit x un point de (P par lequel passe une droite Z 6 IL . Le diagramme

F - Z £ P(V)

P ùn
se restreint sur £ au diagramme

■R1 — z
K

£ u
p(vlh

e

Il suffit de montrer que TL „ £i „ est nulle.---------------------------------a—  Rei j£ --------------

C’est un morphisme de “ Z)i  ̂ dans £ *TRelP(V¡£̂  * Comme F = P(Tp )I I n
et 1̂  ~ T£ 0 (n-1 ) 0^(l) on a d'après b) :

n *

TRelF| i^(n- l )  h ( - l ) ® ° F | i -l) h(-l)®°F|i•
D’autre part

W ( l | i ) “ li“ (Sp(T|,)'l!p(V|,):

Comme Vi ü 0 ® 0 (-d) , on a
I /v J/ Jô

fe<sp(vu) = ë | F - z | i ( ^ V 2i 0i & 0F- z | i
et

E*S(v, , )-°/ (-a)®°p-z| /
Le morphisme induit donc un morphisme de (n-1) 0^(-1) dans

0 (-d) , nul car d ^ 2 . Ceci prouve le lemme 2 .
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e) Fin de la preuve de la proposition 9 .
Soit x 6 au-dessus duquel 81 est constante. L’espace qp {x} est un
espace projectif P de dimension ^ 1 ; d'après le lemme 1 , si x est choisi

, -1suffisamment general, Z est de codimension ^ 2 dans p x . On a

n ° p ( i ) | _ i  -  £*SP(V ) -  V L  - z • Les fibrés q*0 (% ) et 0 - 1 , ^  ,

isomorphes en dehors des points d’une variété de codimension ^ 2 , sont isomor

phes *
(cf. par exemple §4).

On a donc \  = 0 et q V trivial, c.q.f.d.* Jh

b) P.reuve du théorème de G-raüer-Mülich.

Soit V un fihré de rang 2 sur CPn

a) Y semi-stable ^ d = 0 ou 1
Si V est de type générique (0,-d) avec d ^ 2 , d'après la proposition 9 ,

on peut trouver un morphisme injectif de 0̂  dans V ; d'après la condition
n

2' de la proposition 5' , le fibré V n'est pas semi-stable.

b) d = 0 _ou 1 = Y semi-stable.
Supposons par exemple d = 0 ; soit i un morphisme injectif de 0̂  (k) dans

n
V il se restreint sur une droite générique Z en un morphisme f  0 de 0 (k) 

dans 0̂  d'où 2k .̂c^(v) . On conclut alors a l'aide de la condition 2' de 

la proposition 5* .

§11. Preuve du théorème de Van de Yen (cf. §9).

PROPOSITION 10.- a) Un fibré de rang 2 sans droite de saut sur {P avec n> 3 
est décomposable.

b) Tout fibré de rang 2 sans droite de saut sur ¿P̂ et indécomposable est 
isomorphe a un T p0(a)
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PreuveSoit V un fibre de rang # 2 de type (O, -d) sur toute droite de [P . 
Nous utiliserons les deux résultats de topologie rappelés ci-après.

ïl-!-1 ji-f ̂PROPOSITION 11.- Soit G- = G(2,C ) la grassmanienne des 2-plans dans 0
(ou des droites de P ). On désigne par w. G Ĥ (G,Z) et £ Ĥ (G,Z) les-- ----------------- n --------  --- --- 1 — y ---

, n+1classes de Chern du sous-fibre universel de rang 2 d_e G x (C sur G 
Alors

1 ,w2 ]/R~ H-(G.Z)
où 1*idéal R des relations est engendré par des classes homogènes de degré

2total  ̂ 2n . En particulier, il n'y a pas de relation entre jet ,
2sauf pour n = 2 , auquel cas

PROPOSITION 12.- Soit F l'espace des drapeaux £ h C. k <n_ (En+̂ j , avec 
dim h = 1 , dim k = 2 . Considérons le diagramme

F D (Pn
1

G
où p _et_ q sont les projections canoniques. On pose u = c (p*Ô(l)) . On a

H’((G,Z) [li] /(U tUVfj = uqJ 2î H‘(F,l)

c*)Démonstration de la proposition 10.- a) Supposons V sans droite de saut de 
type de scindage (0, -d) , avec d > 0 . Soit V = p*V ; l'image directe 
L = q*(V') est un fibré de rang 1 sur G , dont la classe de Chern s'écrit 
cPl) = o< w avec % .De plus, le morphisme canonique sur F

ev : q*(L) = L' ---» V
est partout non nul. Par conséquent, le conoyau de ce morphisme est un fibré de

2rang 1 de classe de Chern, en posant c (e) = ĉ u

(*) Cette démonstration nous a été communiquée par J. Le Potier.
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1 du + ĉ u2

1 + o< w .1
= 1 - (du + c< ) + ĉ û  + dô uŵ + + ...

2= 1 - (du + c*ŵ ) + (doc - ĉ Juŵ  + ( c* w - ĉ ŵ ) + •••

Il en résulte c2 = do<

2 2w1 - = 0

Supposons n > 2 ; alors d’après la prop. 11 , o( = 0 . Par suite, le
morphisme ev ci-dessus provient d'un morphisme injectif de fibres :

& -----
et par suite ? ^  0  © & (-d)

Supposons n = 2 . Les relations ci-dessus s* écrivent = d e t
2

°2 = • -̂ ar sui ê> o< (oC - d) = 0 .S i = 0 , on termine comme dans le
cas n > 2 : V se scinde. Si o<  ̂ 0 , (A = d .On considère alors le mor
phisme canonique au-dessus de IP̂

Cp
F --------> P(V)

P2

défini par le sous-fibré L' = q*(L) de V' , et tel que f  J j<i4Xf J j<i4X=
La différentielle verticale dûp : T(f/  ) --- >T(p(v)/ ) s'interprète commer2
un morphisme

Ôp(-1,2)---- > 6p(-d,2d)

où l'on a posé ©„(a,!}) = p* 6 (a) ® 0 (b) . Il en résulte que pour d > 1 ,r lr Lrn
cette différentielle est nulle ; par suite, L' provient de fl? et o< = 0 ,

ce qui est contraire a l'hypothèse.

Par suite, d = 1 . On a alors la suite exacte

o — > 6f(o, - i )—> v* — j, 6f(-i , i ) —* o
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qui donne par image directe par p ; V cü T(-2)
b) Supposons d = 0 . Alors ¥ = q V* est un fibre de rang 2 ; on a un

isomorphisme sur F
ev : q*¥Cd V'

Il en résulte que le fibre ¥ est trivial sur l ’espace projectif
Ĝ = | £ £ G , 6 i J où est un point de . L’isomorphisme ci-dessus

donne une trivialisation de V' sur q (G ) ; le morphisme

q" (G ) ---X 7 no
étant l ’éclatement de x dans tP , orr voit que la trivialisation ci-dessuso n
provient d’une trivialisation de V sur IPn

D’où la proposition.

§12. Preuve du théorème 3 : calcul du degré de la variété des droites de saut.

a) Supposons donné un fibré V semi-stable avec Ĉ (v) = - 2 . Soit S 1'hyper- 

surface des droites de saut de V .Le faisceau cohérent q V (cf. §10) est* p
sans torsion et nul presque partout ; il est donc nul.

Soit 0----»A ---  ̂B --> V ---*0 une résolution de V par des faisceaux
b

localement libres avec B = 0fgfgfgfgf0(b.)fgfgfgfgfgfgf, b. < 0 . On en déduit la suite exacte
i=1 1 14 O "l 1(l) 0 —> R q̂ Â  ——> R q̂ B̂ ----» R q̂ V̂ --- >0 . D'autre part, la restriction

de la résolution de V à une droite £ donne la suite exacte

° —» H°(V|P f J j<i4Xf J j<i4Xf J j<i4Xf J j<i4Xf J j<i4Xf J j<i4Xf J j<i4X .

0 1 1De la constance de h (V | )̂ - h (V| )̂ et de h (Bj )̂ quand £ varie, on déduit
1 1 que h (A.) est constant et donc R q„A localement libre.J £ * F

On déduit d’autre part du diagramme commutatif

H <v • ' h 1 ( V  - •h1v o

f J j<i4Xf J j<i4X f J j<i4Xf J j<i4X r\ j ¥*>Q̂ £) >0
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1 1que la fibre vectorielle du faisceau R q_̂ V̂  en % est H (i,V|^) . Soit

T = r\  V ; le faisceau a C  a pour support S . Comme S ^ Gr est fermé, les* p
1 1faisceaux R q̂ A et R q_̂ B̂  , localement libres, sont de meme rang.

b) Plus généralement, soient S une sous-variété d’une variété G et un

module cohérent porté par S

Une résolution 0 ---» ——> L̂ -----> -> 0 de par des modules lo

calement libres fournit une section D de /\maXL & ( AmaXL )  ̂ noté D2 1 L r L2

LEMME 1.- a) Le fibré D ne dépend pas, à,isomorphisme près, de la résolu-
V L2

tion choisie.

b) Si S b  est le diviseur des zéros de D , si_ Z £ S et si X est un 

disque ouvert centré en Z coupant S transversalement, la multiplicité jju ( Z ) 

de ç jb  en Z est égale a  IcP 

Le a) découle du b ) .

Preuve du b ) Comme X est transversal à S la suite exacte

0 ----- > L2 — L -----> %  -----» 0

se restre in t à X .En  tr iv ia lisan t L , , on obtient

0 ----> rO — rO ---- > iY ---- » 0

L'entier est l 'ordre d'annulation de det £ en 0 . On en déduit, par

récurrence par exemple, l 'éga lité  jj*(z) = h D(f|X) .

c) Dans le cas qui nous préoccupe, la résolution

0 — ► rV  — » R1q#Bp R V P  — 0

donne un diviseur à support S , indépendant de la résolution de V choisie,
0 1et,dont la multiplicité en un point I i S est h (R q V . ) où X est un* 1 A

disque ouvert coupant S transversalement en Z

Soient z . . . z  / \ des coordonnées locales en Z te lles que

x = [ i q l  < 1 > z2 = ••• = Z2(n-1) = ° )
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On a

h T t  ,x) = h I
f J j<i4X

f J j<i4Xf J j<i4X
f J j<i4X tr

f J j<i4Xf J j<i4XM¨P%£

h° •r
( z i ’ - - - ’Z2(n-l )) ir

h°( f  ® <E(i)) = h1 (V I

Si (k-1, -k-1) est le type de V sur £ , on a h (V|^) = k d'où l 'inégalité  

d(i) < 2 |i,(z) qui démontre la 2ème assertion du théorème 3 .

d) Calculons le degré du diviseur construit en b). Soit £ une droite ordinaire 

de V ; si P est un plan contenant £ , le fibré est semi-stable d'après

le théorème 1 . D'autre part, l'ensemble P* des droites de P est une sous- 

variété de degré 1 de Gr(l,n) (en effet 0 ^ ( l ) | P ^ ^  0^_(l) ). Le degré de

S dans Gr(l,n) est donc égal au degré de la variété Sp des droites de saut 

de V|p : on est ramené au cas n = 2

e) Pour n = 2 le fibré A est décomposable.

Rappelons en effet le lemme des syzygies pour un module gradué.

Soient K un corps et A = l'anneau gradué des polynômes à (p+1)-

variables.

Soit M un module de type fini gradué sur A . Pour toute résolution

pro.jective L de longueur p d̂e M , L_̂ est libre sur A

Soit f1 le foncteur qui à un faisceau cohérent F  sur {P̂ associe le

C [xq,x ,x2]-module gradué 0  H^IP^, 3* (n) ) . Le foncteur T est exact, défi
ne Z

nit une équivalence de catégories et transforme les faisceaux décomposables en 

somme de fibres en droites, en A -modules libres. I l  résulte du lemme énoncé 

plus haut que le fibré A du a) est décomposables sur Œ

f) Notons A = ^  0_ (a. ) B = ® (b ) , a ,b <  0
i P2 1 j P2 1 1 i

Comme

deg S = C1 (R1 ÇL̂Bp) - C^E'q^Ap)
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on a

deg S = 2 C^R^O^b )) - 2 C^R^O^a.)) .
j i 1

Calculons C (R̂q O (m)) avec m < 0 Soient M la variété produit P x P*„1 * .b 2 2
et P et Q les projections. La sous-variété P de TT est une hypersurface 

dont le faisceau d'idéaux est P*C> (-1 ) (&) Q*CLv(-l) . On a donc sur Tf la
p2 «q

suite exacte

0--- > P*0_ (m-1 )® Q*0 (-1) --->P*0ro (m) --> Ojm)---» 0P2 P2 P2 F
En prenant les images directes par Q on obtient la suite exacte

0  > R1qy (m) ---> R2Qy*0 (m-1 )® 0 (-1 ) ---» R2Q#P*0 (m)---» 0
2 2 2

R2Q#P*0p (m-1) = h2(0 (m-1)).0 .
2 2 2 

1 1Donc c (R q̂ Ô (m)) = - -  m(m+1)
La formule c(b) = c(a ) c(v) liant les a. ,b_. aux classes de Chern de V

donne alors deg S = c^V) - 1 qui est le résultat annoncé pour ĉ  = - 2
c

Pour c. quelconque on remarque que c (v) ----- (v) ne change pas si l'on tord
1 2 4

V .

§13. Classification des fibrés semi-stables dont 1*hypersurface des droites de 
saut est de degré 1

D'après le théorème 3, cela revient à classifier les fibrés semi-stables V dont

les classes de Chern sont c0 = 1 et c = 0 .On notera N l'ensemble des2 1 n
classes d'isomorphismes de tels fibrés.

A) Cas n = 2
Une droite de P* représente l'ensemble des droites de P̂  passant par un point 

x .L'application de 1$ dans l'ensemble des droites de P* qui a un fibré 

associe le diviseur de ses droites de saut définit donc une application S de 

dans P̂  par composition.
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PROPOSITION 13.- l) Les fibres semi-stables sur P̂  vérifiant ĉ  = 1 et_

ĉ  = 0 sont instables.
2) L'application S est bijective.
Posons x = S(v) . Comme la variété 2 des droites de saut Y est lisse o

on a pour tout £ 6 Z» , i.e. pour toute droite £ de P̂  passant par x̂  , 

h :  (i) = 1 .11 résulte du théorème 3 (§9) que pour tout £ 6 Z , d(z) = 2.
Soit X la variété des couples (x,i) 6 P̂  x êPs Q.ue x 6 f et que Z 6 2
Notons p : X —» P̂  et q : X---> Z les applications induites par les projec
tions. La variété X peut encore se décrire comme l'éclatement de x dans P_o 2
Posons D = p (̂x ) • L'application q est fibration en droite projective qui
induit un isomorphisme de D sur E . Pour tout i i ï  , on a 

V\Z 0^(l) ® 0^(-1) . Par suite q*P*V(-l) est un fibré de rang 1 sur 2 
donc de la forme 0^( -r \ )  . Le morphisme d'évaluation

ev : q*0 (-/V) ---> p*V(-1) est un isomorphisme sur un sous-fibré de rang 1 deJl*
p*V(-l) . Le fibré quotient est de rang 1 et on-a donc une suite exacte de
fibrés

0---> q*or (-'X) ---> p*V(-1 ) ---* q*ô , (V)® p*0p ( V ) 0

Comme la restriciton de p*v(-1) à D est un fibre trivial de rang 2 , on a 
A = \  ' et A ^ 0 . De même en se restreignant à une fibre de q , on cons
tate que U = - 2 . Notons v et d les classes d'équivalences rationnelles
des fibres de q et de D . On a c (q*0 — (— *\ ) ) = - \  v ,• 2j
c (p*0 (-2)) = - 2v - 2d . Comme v =0 et v.d = 1 , ona

2 = c p*V(-l) = 2 A

et par suite A = 1 . On a donc une suite exacte
0 q * o (-1 ) P*v(-1) q*o£, ( 1 )® p̂ Op (-2) ► o

Comme R p̂ .q*0 (-1 ) =0 , on en déduit une suite exacte
0---» P*q*0£ (-1) ---> V(-1)---* Q -->0

57



EXPOSÉ 4

où p q*0m (-1 ) et Q sont localement libres de rang 1 en dehors de x * X, o
Montrons que p^q^O^ (-1 ) est un faisceau normal. I l  suffit pour cela de montrer

que H°(iP2,p^q*0£ (-1 )) = H 0 ^ -   ̂x ^  ,P*q*0j.(-l)) = 0 . Mais

p^q*0 n (-1 ) |lP_ - \  x \  est isomorphe à 0 (-1 ) |P - [ x X et comme 0 „(-l)* Z, ' 2  c ô  jp2 2 o rpS
est normal, on a Ĥ (iP - f x { ,0 0(-l ))  = l2(P_,0 .. (-l ))  = 0  . On en déduit les

2 °} F2 2
égalités cherchées car p„Q*0_(-l) est sans torsion. Par suite (§4),* £
p^q*Or (-1) est localement libre et comme i l  est isomorphe à 0  ̂ (-1) sur

IP - {x J , i l  est isomorphe à 0 (-1 ) . En tensorisant (*) par 0 (-1 ) on 
2 0 r P

obtient donc une suite exacte

0 • 0 - l )  h ( - l ) ® ° F | i - l )  h ( - l ) ® ° F | i

et cT est une section qui ne s ’annule qu'en x avec la multiplicité 1 caro
c ^ ( y ) =  1 . Soit Q’ le bidual de Q* . Comme Q' est sanv torsion, on a une

injection de Q’ dans QT , et comme Q' est localement libre en dehors de

x , le quotient R = Q’/Q' a pour support x . On a donc une suite exacte o o
0 ----  ̂ 0 v — ^ Q' ----$ R — *0

P
Comme le support de R est de codimension 2 , cette suite exacte fournit un

2 _ 2 _  
isomorphisme Av 1 0   ̂ ®  Q' et comme c (v) = 0-l) h(-l)®°F|ijhjj0 -1 A V Ci Q'

P P2-l) h(-l)®°F|i-l) h(-l)®°F|i-l) h(-l)®°F|ip
On a donc une suite exacte

- l )  h ( - l ) ® ° F | i - l )  h ( - l ) ® ° F | i - l )  h ( - l ) ® ° F | i

Comme x est un zéro simple de cr , on constate que par un calcul en coordon-o
nées locales que R = €(x^)

I l  en résulte tout d'abord que V est instable car i l  possède une section.

Ensuite la construction précédente associe à V une extension, élément de
2 2 Ext (c(x ),0 > définie a un facteur scalaire près. Comme Ext (®(x ),0 ~ ® ,

on en déduit que S est injective. Enfin pour x 6 IP , notons I l ' id éa l  des

fonctions qui s'annulent en x . On a ExtVl ,0 0) = C. , d'où une extension
x p2 1
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0--- >0 _ > v  —*1 x —^0 •

On constate que V' est un fibre de rang 2 tel que c (V') = 0 , c^V') = 1

et par suite S est surjective.

B) Etude des hyperplans de Gr(l,n) pour n Z 3
Rappelons (§2) qu'un hyperplan de Or est donné par définition par une section 

2B du fibré /\ S* ou S désigné le sous-fibre universel de rang 2 de 
GrP GrP

. Si Plue désigne le plongement Or c—>p( /\̂ (CrL+ ̂ ) donné au §2 , on a Gr

A 2S*r = Pluc*Op(A2ca+1}(1) et H°(A2S*r) -  A2®n+1* .
2 -oSoit B une section f  0 de AS* .On désignera par B la forme bili-GrP

néaire alternée sur €n+̂  associée. Notons ¡P] le point de Gr(l,n) associé
V „n+1a un plan P de (C

a) LEMME 1 Une droite Z _de (Cn+̂ est dans le noyau de B si et seule
ment si, pour tout plan P contenant Z , on a B( [p] ) = 0

Il suffit en effet de constater que, si x et y sont deux vecteurs de 
Cn+1 dans un plan P , la valeur sur le couple (x,y) de la forme bilinéaire 
alternée B([pJ) est B(x,y)

b) LEMME 2.- Si un hyperplan de Gr est le diviseur des droites de saut
d'un fibré semi-stable et si n  ̂ 3 , la forme bilinéaire alternée associée sur
n+1 , , , ,C est non degeneree.

(*) f ,Preuve .- Soit V semi-stable tel que S(VJ soit 1'hyperplan H defini par
une forme B et que c (̂v) = 0

rv n+1Si le noyau B contient une droite L c C , il existe un sous-espace E 

de dimension 4 , contenant L et tellque b/e soit non nulle. Le fibré v/p(e) 

est semi-stable (Th.l), et il suffit donc de démontrer le lemme lorsque n = 3

(*) Démonstration communiquée par J.-L. VERDIER.
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rv AD'après le lemme 1, le noyau de B est un sous-espace de dimension 2 de € 
qui correspond à une droite a C P̂  .La variété des droites de saut est alors 

la variété des droites qui rencontrent a . C'est un cône quadratique C de 
dimension 3 de sommet a , de base vrjBL quadrique lisse de dimension 2

«V> ti , , ,Notons C --- >C la variété lisse obtenue en éclatant a dans C . Le mrophisme
Tt permet d'identifier C - a a C - Tf (a) . Posons T = ft (a) . Notons
X la variété des couples (X,i) où x 6 , Z i C et x £ Tt(z) . Notons
p : X---> (P̂ et q : X ---->C les projections. Pour toute droite £ de ,

Z O a = $ , notons Q c C - a  = C-  T la quadrique des droites de P quiZ .J
rencontrent a et £

Toutes les droites i ^ a  , £ D a. /  $ , sont des points lisses de C 

D'après le théorème 3, pour toutes ces droites on a v/z = 0(l) © 0(-1) . Par 
suite pour tous les Z de C - T , V(-l)/n (z) est isomorphe a 0® 0(-2)
Donc q̂ .P*V(-1 ) est un faisceau de rang 1 sur C , sans torsion et normal car
q est une fibration et X est lisse. Donc L = q̂ .p*v(-1 ) est un faisceau loca
lement libre de rang 1 (prop. 3). On en déduit une suite exacte de faisceaux 
sur X :

0---> q*L eV‘ > p*V(-l) -- > M -- »0 .
Le faisceau M est sans torsion de rang 1 . Il s'injecte dans son bidual M**

qui est localement libre de rang 1 . On a donc une suite exacte

0--- » q*L - e Y '  > p*v(-1 ) --- > M** —> R --- > 0 ,

et comme le morphisme d'évaluation ne s'annule qu'en codimension 2 , le support

de R est de codimension ^ 2 , contenu dans q (t) . Comme

c (ï*T(-l)) = Cl(p*0(-2)) , on a M** = q*L  ̂® p*0(-2) . D'où une suite exacte

(0 0---» q*L --> p*V(-l)---> q*L“1® p*0(-2)---* R ---> 0 .

Soit £ une droite de P , Z /  C . Alors p \ z )  est une quadrique qui se
--«o  ̂-j

projette isomorphiquement sur C C et qui est disjointe de q (t) . Par
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suite la restriction de R a p '(/) est nulle. On a done une suite exacte sur

P_1U)^ Q.£ :

(2) 0---»q*L/p_1(i)--- » p*Y(-l)/p-1(/)---> q*L-1® p*0(-2)/p-1(i)-- > 0

LEMME 3 Soient K une quadrique lisse de dimension 2 , E un fibre trivial 

de rang 2 sur K , N c E un sous-fibre de rang 1 . Alors N est trivial 

sur un système de génératrices de K
Un tel sous-fibré fournit une application K . Si y  est constante,

N est trivial, sinon il existe deux points distincts ŷ  , ŷ  dans ydans .'v» (k)

Soient g et g' les classes d'équivalences rationnelles des génératrices de
— *]K . Pour tout y G iP̂ , la classe d'équivalence rationnelle du diviseur y  (y)

ne dépend pas de y . On a donc [y 1 ( y , )] = [y 1( y 2 ) J  = «g + pg' , e t
comme y   ̂(y ) fl y  Vy£) ~ l  on a, dans l'anneau de Chow de K ,

2Ug + pg') =0 .Ce qui donne 2 oC p gg' = 0 . Donc o( ou est nul,
d'où le lemme 3 .

Notons g^ la classe d'équivalence rationnelle du système de génératrices
—. 'J _ -Jsur p {z)^L Q. telle que p*0(-1 )/p (z) = 0 (ëvt) , et g la classe

1 p“1(i) p
d'équivalence de l'autre système. On a l/ q̂  = 0( c* g_̂+ p ) pour deux entiers
c* et (2> convenables. Comme Z est une droite ordinaire de V , v/z est
un fibré trivial de rang 2 . La suite (2) donne donc une suite exacte de fibrés

° “* V* U+ P*" +gw} V"* V Pew -glf}  ̂0 '
On voit donc (lemme 3) qne deux cas seulement sont possibles : ou bien

L/Qi” °Qi((3grr) ’ ou bien L/ù -°Qi(°<Vgn) '
Rappelons que l'anneau de Chow de est

A-(ai) = 2[gp,gn]/(4'4 ) ’
que C est le complété projectif d'un fibré vectoriel de rang 1 sur Q de
bidegré (l,l) et que par suite
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A'(C) = [̂gp»gn >t]/(gp,g^ ,t2+t(gp+gn ))
où t est la classe de T , et qu'enfin X est un fibre projectif associé a

W2 = tgn + gpgfTun fibre vectoriel de classe de Chern = t + g_̂ + 

et qu’on a donc
A" (x) = A " (c) [hj/(h2-¥1h+W2)

où h est la classe de l'image inverse des hyperplans de iP̂
D'après ce qui précède, on voit que deux cas seulement sont possibles pour

L ; ou bien L = ^g .̂ + yt , ou bien L = oig - 3rr tt . Enfin comme
— 1 2R est contenu dans q (f) , il en résulte que sa classe [r] £ A (x) est

du type

[R] = - t.(mg +ng +rt)- p TT
On a c2(v(-l)) = 2ĥ ‘ . Donc c2(p*V(-l)) = 2h .De la suite exacte (l)
résulte l'égalité

- [R] + c2(p*V(-l)) = - o^L) 2hCl(L)
Remarquons que tg tgnr ’ gpgn ’ ht hĝ  , hgr̂  forment une base

de A (x) . Compte-tenu des relations le premier membre s'écrit
- [R] + c2(p*V(-l)) = (m-r)tgp + (n-r-2)tgr1 - 2ĝ ĝ

+ 2ht + 2hg + Rhg.̂
Le dernier membre s'écrit, dans le premier cas

- ĉ l)2 - 2hĉ (l) =f J j<i4Xf J j<i4Xf J j<i4Xf J j<i~ 2yht - 2[3>hsrf
d'où une contradiction car g g  ̂ ne figure pas dans le dernier membre. Par 

suite L = <*g_̂ - g^ + y t  . On a donc

- cjL)2 - 2hĉ  (l) = /y,2tgp+ + 2<*gp grr

2yht - 2c<hĝ  + hg^
d'où encore une contradiction car les coefficients de hg^ sont distincts.TT

C) Cas n ^ 4
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PROPOSITION 14.- I l  n'existe par de fibre semi-stable sur avec n ^ 4 te l

que = 1 e_t = 0

Supposons que V soit un fibre semi-stable sur vérifiant = 1 et

c t  =  0  •
a) Si n ^ 3 , d'après le b) lemme 2, i l  définit une forme alternée non

n+ ̂dégénérée sur C ; i l  n'existe pas de te lle  forme si n est pair ; donc

n est impair.

b) Soit alors Z une droite ordinaire de V ; d'après le théorème 1, si

un hyperplan H contient Z , on a V ^  semi-stable ; V|^ vérifie aussi

C2(V|H) = 1 et c / i y  = 0  .

D'après a), comme n - 1 est pair, i l  doit être < .2  . On a donc n <. 3

d'où la proposition 14 .

D) Cas n = 3
4 / ANotons E l'espace vectoriel Œ (qui peut d 'a illeurs etre remplace par un 

espace vectoriel complexe de dimension 4 ).
2L'ensemble des vecteurs decomposables de A  E* définit une quadrique de 

p(A E*) dont le complémentaire est un ouvert affine de dimension 5

En vertu du lemme 2 , l 'application qui à un fibré associe le diviseur de ses 

droites de saut, définit une application S de N̂  dans %  ■

PROPOSITION 15.- l) Tout fibré semi-stable sur vérifiant = 1 et----------------------------------------- 3 --------------  2 —

C. = 0 est stable.1 --------------
2) L'application S est bi.jective.

COROLIAIRES.- a) L'opération par transport de structure de PG/(e) sur N̂  est 

trans it ive .

b) Le stabilisateur d'un point de N̂  pour cette action est P Sp(E)

( Sp(E) désigne le groupe symplectique de E ).
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CommentairesL'application S munit donc N d'une structure de variété
analytique dont il est facile de voir qu'elle coïncide avec celle de Maruyama
(cf. exposé ultérieur). En fait, on va montrer mieux : il existe une famille de
fibrés (V ) „j qui est une déformation universelle de chacun des éléments B Bc jtÇ
de N .

Remarquons aussi que la compactification naturelle de N̂ ne s'obtient pas 
en lui rajoutant des fibrés semi-stables.

a) Preuve de 15.1 .
Soit V un fibré vérifiant = 1 et = 0 . Soit s /  0 6 Ĥ (v) ; mon
trons que V n'est pas semi-stable. Comme = 1 , la section s s'annule
au moins en un point x . Si Z est une droite passant par x , la restric
tion de s à Z divisée par "l'équation" du point x sur la droite i donne 
la suite exacte

0 * °i(l) * * °i(-1) *0 •
Le fibré V est donc de type (l, -1) sur toute droite passant par x ; il 
n'est pas semi-stable d'après le lemme 2 .

b) Preuve de 15-2 .
On va construire une application réciproque a S

b) o() Soit B une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur E ; elle 

définit un isomorphisme noté encore B de = E ® dans

E*(e) = Hom(E,C) <& 0p(E) .
Notons i l ’injection canonique su sous-fibré universel p̂(p) (isomorphe 

à Op̂ ĝ (-l)) dans ^p )̂ considérons la suite d'applications

sp(e)
fgfi

ep(e)
B

> ep(e) -
ti

' sp(e)
La flèche N (transposée de i ) est surjective

DEFINITION.- Un complexe --->L  ̂ de fibrés où les première et seconde
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flèches sont respectivement in.jective et surjective est une monade.
La cohomologie de ce complexe est un fibre de rang : rgLQ ” rgL̂  - rgL_̂

([2]) • i iBLa donnée de B fournit donc la monade -----» Ep(e) ------  ̂^P(e)
Sa cohomologie est un fibre Y de rang 2

On identifiera désormais Op^(-l) P̂(e)

b) ô) LEMME 4.- l) Le fibré est stable et vérifie = 1 et C. = 01 ————— d \
2) L'hypersurface des droites de saut de V„ est l'hyperplan de Gr(l#3)B

défini par B .

Preuve p> 1).- Considérons le diagramme commutatif

0 0

0 - l )  h ( - l ) ® ° F | i* K = KertiB gfghD 0

0 - °p(e)^-1 Ep(E) • Q Ep(e)
°p(e) ^ _ 1 ' ; tp(e)̂ 0

°P(e/ 1 ) °p(Er1'

0 0

(déballage de la monade)
Toutes ses lignes sont exactes.

On calcule facilement C (V ) =0 et C (V ) =1 .La deuxième horizontaleI JJ C. £>
donne = 4 ; la deuxième verticale donne alors h°(v ) = 0B
Ainsi V est stable.B

2) Notons pour x 6 P(e) et Z 6 Gr(l,3) , d̂  la droite de E correspon
dant à x et F £ le plan de E correspondant à Z
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La droite £ , considérée comme point de Gr , est dans l'hyperplan défini 
par B si et seulement si F̂  n F̂   ̂ {o} (le signe JL désigne l'orthogona

lité pour la forme B ). Il suffit donc pour montrer 2 de prouver

3) E = Fi®Fi°VBl - 2°i
4 Supposons E = F 0 F  ̂ ; comme K = d*̂ , on a pour tout x £ Z ,£ £ x x

± / -L NK = d ® F . On a donc l'isomorphisme K. ~ S , x 0  Fn ® 0 J . L'injection x x i  \£ F{E) i n £ £

i de S.

3p(e)I

P(e) âns K se restreint sur £ au plongement
SP(E)| ® (F >  0̂ ) .D'après la première horizontale du déhallage de

la monade de B , on a I ~ ® ~ 20̂

s'obtient en remontant le raisonnement de ^

b)
Notons 
dans N

y ) Fin de la preuve de 15.2 .
V  le morphisme de H  dans N̂ qui à une forme B associe
, du fibré V . D'après le lemme 4 , il suffit de prouver le > B

la classe

LEMME 5.- Si un fibré V vérifie c?

oil-PCDII et s 'i l  est stable, il est
isomorphe au fibré V_B obtenu en (X

1
avec la forme B associée à V

Soit V vérifiant les hypothèses ci-dessus.
b) y  1) SOUS-LEMME 1 On a h1(v(k)) = 0 pour k i  - 1 , h1(v(-1)) = 1.

Preuve.- Soit P un plan de p(e) ; d'après la proposition 13 (§14), le fibré
Vi est extension d'un I (x 6 P) .La résolution |P x

0 ----> 0p --- V 20p( 1 ) --- > Ix(2) ----> 0
donne h1II (-1)) = 1 1 x

La suite exacte 0—» 0 ---> V. —  ̂ I  »0 donne alors ĥ  (v(-1 ) < ) = 1 .P ]P x |P
La suite exacte 0 —̂ v(-1 ) —> V —» V|p --^0 donne enfin

h1(V(-1)) ^ 1 (car h1(v(-l)) + h1(v) - 3)) - 1 ) et 1'injection 

0 --- ? H°(V|p) --->H1(V(-1)) .
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Comme h°(V|p) = 1 (prop. 13, §13)., on a h1(v(-l))^ 1 d'où h1(v(-l)) = 1 ;
la nullité des h1(v(k)) pour k  ̂ - 1 s’en déduit aussitôt par récurrence.

b) -JA 2) Preuve du lemme 5.- Considérons le fibré Q- Tp(e)^~^ D
b) p 1 . En tensorisant par V la suite exacte
0--  ̂0  ̂ v ( — 1 ) —» E / \ ---  ̂Q. ---^0 , on obtient d'après le s ou s-lemme 1 etPIE; P\EJ
la stabilité de V l'égalité ĥ (v ® 0) = 1

Soit s  ̂ 0 i Ĥ(V (£) O) ; par composition avec l'isomorphisme V ~ V* , 

elle induit un morphisme de faisceaux s de 0(v) dans 0(Q,)

SOUS-LEMME 2.- Le rang de s est 2 .

Supposons en effet que l'image de s soit un faisceau J< de rang 1 

Comme 37 est sans torsion et V stable, on a Ĉ (J* ) > 0 (prop. 5, §6)

Comme 3* * est un fibré de classe de Chern - C (37) (prop. 3, §4) , on déduit

de la suite exacte 0 * ----> Ep(e) —* 0* —> 0 l'égalité
h°ÇF * & q) = 0 ; cela contredit le fait que 37 soit un sous-faisceau de Q
d'où le sous-lemme.

D'après le sous-lemme 2 , on a une suite exacte
0 — » o(v) —%  o(q)---- ». ----»0

où est un faisceau sans torsion de rang 1 ; en dualisant on obtient la
suite exacte

0 --------------» 0(Q*)--- > o(v) ----*0 .
Or d'après le sous-lemme 1, h\v(k)) f  0 équivaut a k = - 1 . On a donc

^ - °p(E)(-l) et la suite exacte 0 » —* Q,* —> --->0 donne
l'isomorphisme V ~ V .Le lemme 5 est ainsi prouvé.-D

c) Remarques.- 1) Si V vérifie = 1 et C, = 0 , les droites de

Ĥ (v(l)) sont classifiées par les couples de droites orthogonales dans 0? pour 

la forme alternée associée à V
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2) Dans la terminologie de Barth, un fibre Y est appelé Ma nuli corre-B
lation bundle".

Une corrélation C de P̂  est en effet un isomorphisme linéaire de JP̂
dans P* ; c’est donc la donnée d’une forme bilinéaire non dégénérée B de 
4 / \C . L'application C est "nuli” si, pour tout x £ P̂  , on a x £ C(x; , 

c'est-à-dire si et seulement si B est alternée.

§14. Preuve du théorème 4 : restriction d'un fibré stable à un hyperplan.
Comme il résulte du théorème 1, la restriction d'un fibré semi-stable à un 
hyperplan de P̂  contenant une droite ordinaire est semi-stable.

PROPOSITION 16.- 1) Sur P avec n ^ 4 , la restriction d'un fibré stable à
1'hyperplan générique de est stable.

2) Sur ce résultat est vrai si et seulement si le fibré Y vérifie

4c2(v) - c (̂v) /  4 .
2Remarque.- Dans le cas - c (v) =4 , on connaît le comportement de Y

sur les plans de P̂  (§13 A et D).

Preuve de la proposition 16.-  Le cas c (v) impair rentrant dans le cas semi- 
stable, supposons que Y soit un fibré stable sur P̂  , avec n ^ 3 et 
c (V) = 0 . S'il existe un hyperplan sur lequel Y est stable, ce sera vrai

pour presque tout hyperplan d'après la proposition 7 (§8).

Supposons donc Y instable sur tout hyperplan.
a) LEMME 1 Pour tout hyperplan H sur lequel

h 0 ( v , J  = 1 . Pour tout 0- e H°(V.H) , a  ^ 0 ,
lH

est de codimension 2 dans H

Le fibré Y . a au moins une section s f  0 ;
lH

a) o< ) Y  ̂ 0 .S i Y est vide, on a c (Vj )2 |H

Y est semi-stable, on a 

le lieu des zéros de

notons Y = f s = 0 J 

= 0 d'où c (v) = 0 . Donc
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V ne possède pas de droite de saut (Th. 3) et d'après le théorème 2 , il  est 
décomposable. Mais V est stable par hypothèse ; l'assertion Y = j6 est donc 

absurde.
a) ) Codim Y = 2 .11 suffit d'après de montrer que Y ne contient

pas d'hypersurface . Pour cela soit f 6 Ĥ (0p (k)) (k ^ 0) telle que s s'an-
n

nule sur (f = 0] ; le morphisme s/f de 0̂ (k) dans V est injectif ;

par semi-stabilité on en déduit k^O d'où k = 0 . c.q.f.d.
; la section H

s H s' de 0 est constante donc identiquement nulle. Par suite, s et s'H
sont proportionnelles sur le corps des fonctions de H ; si une fonction ration

nelle s'annule, elle le fait en codimension 1 seulement ; le coefficient de 
proportionnalité appartient donc à (C (d'après 3̂ ) d'où le lemme 1 .

b) En appliquant la construction de §10 A à P = F(n-1,n) et V , on prouve
de même que le faisceau q V est localement libre de rang 1 , donc isomorphe
à un 0 (A) .Sa fibre au point H générique de P* est l'espace Ĥ (H,Vitt)r n nn '
LEMME 2.- En dehors du cas n = 3 . deg S(v) , = 1 et S(v) , lisse, le------------------  ° red — red ------ 2----
fibré q„V_ est trivial.* Jj

Preuve.- o< ) Supposons n  ̂ 4 . Soit P un sous-espace linéaire de codimension
2 de P contenant une droite ordinaire Z et une droite de saut Zx se n
coupant en x .Un tel sous-espace existe car il  existe des droites ordinaires. 

Notons J l'ensemble des hyperplans contenant P .S i H 6 J , on a Yi
lH

semi-stable car H contient Z . Soit 0"̂  6 H (ïi ) une section non nullen H
(Lemme l). Alors CTn(x)  ̂ 0 .En effet si O" (x) = 0 , alors O" . = 0b n n x,
pour toute droite ordinaire Z" passant par x ; donc 0" est nul sur unH
ouvert dense de H contrairement à l'hypothèse. La direction définie dans Vx
par 0“g(x) est la trace dans de l'unique sous-fibré positif v|^f de

) 'y ) h (V. ) = 1 . Soit s' une section  ̂ 0 de V
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V| f̂ . Cette direction ne dépend donc pas de H et l'évaluation en x fournit

une trivialisation de q V i . On a dim J = 1 , d'où \  = 0 et le lemme pour* I J
n > 4 .

p) Supposons n = 3 . Pour tout x G , notons c(x) l'espace (réduit)

des droites de saut de V passant par x . Comme V est stable, pour tout x 

dans un ouvert de Zariski non vide , C(x) est une courbe. Pour Z G C(x) ,
on a Vi =0 (n(x))® 0 (-n(x)) avec n(x) y 0 et le sous-fibré 0 (n(x))c. Vi

I X/ Xj AJ Xj I AJ
est uniquement déterminé, notons-le . Pour tout Z G C(x) , notons

d(i) G ÎP (V̂.) la direction c  . Nous allons montrer que sous les hypo
thèses du lemme 2 , l'application d : C(x) ---f fP(V ) est constante pour au moins
un x G U . Supposons ce point acquis et démontrons le lemme 2 . Soit Z une o V
droite ordinaire pour Y passant par x̂  et notons J' la variété des plans
passant par Z . Pour P G J' , V. possède une section rr non nulle|P wp
(lemme 1 ) et le lieu des zéros de cette section est fini (lemme 1 ). Donc
(J (x )  ̂ 0 car sinon O" i „ = 0 puisque Z est une droite ordinaire. Comme Pp o p | Z
contient des droites de C(x) , çr (x ) appartient à la droitep o
d(c(x)) G P(Vx) . Ceci fournit une trivialisation de et comme J* est
une droite de P* , on a \  - 0 , d'où le lemme 2 .

-yv ) Dèmoni rons que d : C(x) _ >  tP( ) est constante lorsque

deg S(v)red } 2 , pour un x convenable dans U . Les sous-espaces linéaires

de codimension 2 de la grassmanienne des droites de ÎP̂ pour le plongement 
2dans P(A E) sont en général constitués par l'ensemble des droites qui rencon

trent deux droites Ẑ et Ẑ  en position générale. Il existe donc un tel sous-

espace tel que qU ,/2) ns(v)red soit un diviseur réduit, donc une
courbe réduite de Q(i-j ,Z )̂ . Le morphisme Tt qui à i G Q (Z ,Z )̂ associe

(z C\ Ẑ , Z H Ẑ ) est un isomorphisme de Q(Z ,̂Z )̂ sur Z x Ẑ  . Pour un

x G Z en position générale, TT (̂x) O (Q O ^"^red^ eŝ  Un sĉ ®ma réduit.
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Soit x un tel point, notons £ (x ) la variété des droites qui passe par o . o
x et P0 le plan engendré par x et £ . Ce qui précède montre que leo 2 o 2
schéma JE] (x ) O s(v) _ O P0 est fini et réduit, et comme £ (x ) O P0 est une o red 2 o 2
droite de Gr(2,4) , le nombre de points de £ (x^)O S(v)_̂  ̂O P est égal au
degré de s(v) n . Donc £ (x ) O s(v) n est une courbe réduite de degré > 2 & v red o red
Comme C(x ) est le schéma réduit associé à Z (x ) O S(v) n , C(x ) est une o o red o
courbe réduite de 2 (x ) de degré ^ 2

Un plan P passant par x en position générale par rapport a C(x ) coupe

C(xq) en nombre fini de droites £^, . . . ,£^ , k = deg(s(v)^e )̂ . Le fibré V|p

possède une section non nulle qui s’annule en un nombre fini de points,

(lemme l) et cette section est non nulle en x̂  puisque par x̂  passent des

droites ordinaires pour Y . On a donc d(  ̂) = d(i^) ••• = d(/£ ) et comme ceci
est vrai pour tout P en position générale par rapport a C(x̂ ) > l ’application
d est constante.

S ) Démontrons que d : C(x ) P(V est constante pour un x conve-
hable lorsque, deg S(v) ê  ̂ = 1 et. S(v)_̂  ̂ n’est pas lisse. D’après le §13 , 
S(v)  ̂ est constitué par l ’ensemble des droites qui rencontrent une droite 
fixe a

Soit P un plan contenant a . Toutes les droites de P sont des droites 
de saut pour V . Il en résulte que n'est pas semi-stable (Th. l). Soit k
le plus petit entier tel que h°(P,v(k))  ̂ 0 , et 0" 6 H°(P,V(k)) , cr /  0
On a k < - 1 et (T ne s'annule qu'en un nombre fini x ,...,x de points de1 m
P . Soit x £ P o x /  ao ±  X. , 1 < i  ^ m . La variété C(x ) est
formée des droites de P passant par x et pour tout £ 6 C(x )j d(i) esto o
engendré par cr (x ) Ç V (k) V . Par suite d : C(x )--- > P(V ) est cons-o x x o x0 0 o
tante.

c) Reprenons la démonstration de la proposition 16 . Soit Y un fibre stable

71



EXPOSÉ 4

instable sur tout hyperplan , C (v) - 0 et supposons qu’on ne soit pas dans

le cas n = 3 , deg S(v) . = 1 , S(v) . lisse. Alors, comme qV  ̂ est
trivial (lemme 2 ), on a une section non nulle de V , d'où une section non1
nulle de V ce qui contredit la stabilité de Y . Pour achever la démonstration 

il suffit donc de démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 17.- Soit V un fibré sur IP de rang 2 , stable, tel que

c (v) = 0 . On suppose que

1) Pour tout plan P c n'est pas stable.
2) La variété (réduite) des droites de saut est lisse de degré 1 

Alors c (v) = 1
Nous donnerons ici une démonstration communiquée par J. Le Potier.
Soit F la variété des drapeaux du type (point, plan) de P̂  . Notons

p F ■ P̂  , q : F ►P les projections. Soit B la forme bilinéaire non

dégénérée associée à s ( v ) (§13) et notons Wc F le graphe de la corrélation
r-0 QP^---> P_ définie par B . Pour tout plan P O P_ , h (P,V) = 1 (lemme 2 ),3 3 3

et pour CT 6 Ĥ (P,v) , O"  ̂ 0 , le lieu des zéros de cr est le point conjugué 
de P pour B . Il en résulte que q„(p*v) est un fibré de rang 1 sur fl? ,* j
donc de la forme 0~ (<*h) ( h est la classe de la section hyperplane) et que
le morphisme d'évaluation

ev : 0F(c* h ) ----» p*V =

a  pour lieu de zéro la variété W . En particulier sur F - ¥ , C>F(c< h) |F ^

est un sous-fibré de rang 1 de  ̂ . Notons X la variété des drapeaux

(x,z) où x £ , Z est une droite de saut de V et x G Z . Pour tout

point (x,P) 6 F - ¥ , le point x n'est pas le point conjugué de P .11

existe donc une seule droite de saut Z = s(x,P) passant par x et contenu dans

P . On définit ainsi un morphisme TT : F - ¥ ---->X qui a (x,P) associe

(x,s(ac,P)) . Le morphisme TT est une submersion. La fibre de TT au-dessus
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d’un point (x,i) est constituée par les plans P qui contiennent Z et tels 
que x ne soit pas Conjugué de P . Notons m : X  > P la projection et

3
V = m*V . On a alors un isomorphisme canonique identifiant Tf *V à V i TT .X X r 1 J? — W

LEMME 3.- Il existe un sous-fibré de rang 1 V+ de V„ tel queX
TT*L = 0F(o(h)lp _ w .

En tout point (x,f) la fibre de V est la fibre V de V en x PourX x
démontrer le lemme, il suffit de voir que pour tout (x,z) , 0 (oi h)/TT \ x , z )F
est un sous-fibré constant de : c'est-à-dire que pour tout plan P contenant
Z et non conjugué de x , la droite de engendrée par les valeurs en x
des sections non nulles de V sur P , ne dépend pas de P . Notons le
sous-fibré de rang 1 de V|  ̂ de classe > 0 et facteur direct dans V . Pour
tout P contenant Z et non conjugué de x , et toute section cr de V|p ,

CT i  0 , cr s'annule au point conjugué de P . Donc a* (x) ^ 0 . Une telle
section CT se restreint en une section cy ¡Z non nulle en x de Vi . Donc\Z

CT A est une section de non nulle en x et la droite engendrée par
cr(x) est (V*)̂  et est donc indépendante de O" et de P

Retenons de cela qu'il existe un sous-fibré V+ de rang 1 de V qui enX
tout point (x,i) i X a pour fibre  ̂ . Soit S la variété des droites de
saut. C'est une sous-variété de la quadrique Gr(2,4-)c P obtenue en intersec-5
tant Gr(2,4) avec un hyperplan de P̂_ en position générale. C'est donc une
quadrique de ditnension 3 . Soit E le fibré canonique de rang 2 sur Gr(2,4) ,
E sa restriction à S . Le fibré projectif associé à E s'identifie à X S S
Notons n : X---^S la projection. Nous utiliserons l'énoncé suivant :

LEMME 4.- Soient Vj[ = ^  (Eg) , Vp = c^E^ , h = ^ ( 0(1)) 6 H2(p^,z) la
2section hyperplane et notons encore h la classe n*h 6 H (X,z)

2 2On a alors f H‘(s,z) = Z[v1,?2]/(V1 “ 2V2,V2)
l  H'(X,Z) = H‘(S,Z) [hj/h2 + V h + V2 .
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D’après le lemme 4, on a H^(S,Z) = Zg ® 3  ̂ . Donc (v+) = av̂  + bh
_j_ ^

Comme V est un sous-fibré de rang 1 de V et comme c (v ) = 0  , on aX  ̂ X
une suite exacte

0 -----> V+ ---- * V --- > V" ---- > 0 ,X
où V est le dual de V+ . On a donc

(1+C2h2) = C.(vx) = 1 - ct(V+)2 ,

et par suite

1 + =. 1 - (av  ̂ + bh)2
2 2En u til isan t  les relations = 2V̂  et h + V̂h. + = 0 , on obtient

(c2-2ab+b2)hVl + (c2~2a2+b2)V2 = 0 .
2

Comme hV̂  et sont linéairement indépendants dans H (S,Z) , on a

(  °2 ~ 2ab + R = 0 ,

(_ - 2a + b = 0

On a donc a = 0 , c  ̂ = - b ; ou bien a = b , = b ’ .L a  première solu-
+ 2 2tion est à écarter car c  ̂ > 0 . On a donc c^(v ) = b(v  ̂ + h) , c^(v) = b h

— 1Soit £  i  8  . Alors n (i) C X s 'iden tif ie  à la droite £ <c P et V i -1 / \3 X|n { £ )

s 'iden tif ie  à .De ce qui précède résulte que = 0^(b) avec b̂  = c

Donc le saut de V sur les droites de saut est constant et indépendant de la 

droite considérée. Soient P un plan de une section non nulle de V

sur P . On a une suite exacte

0 > 0 » V » 0 * R t  0

où R est un anneau quotient de 0  ̂ , de support le point x  ̂ conjugué de P ,

de longueur c (v) et définie localement par deux équations f,g  . On a donc 

R — 0 iu,w] / ( f ,g) . Toutes les droites passant par x et contenues dans PX L J  oO
sont des droites de saut de V et comme le saut est constant et égal à 2b , sur 

toutes ces droites £  , f |^  , g ^  s'annulent en x  ̂ à l 'ordre <. b , une 

de ces fonctions s'annulant à l 'ordre b . Par suite les termes initiaux de f
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et g sont des polynômes non nuis #de degré b en u et w . Il en résulte
2 2, j -D . v( b+l ) ( b +2)que la longueur de R est supérieure a _________  -3  . On a donc

Xo 2
(b2+j)(b2+2) _ ,  < ,2

2 "
d'où

+ c2 - 4 < 0
et par suite

°2 = 1 c.q.f.d.
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Séminaire E,N.S. (1977-1978) 
Exposé n°V

CONSTRUCTION DE HORROCKS ET CRITÈRE DE BARTH

par Adrien DOUADY

Notations,
On pose T = Œ , X = F(T) = P t . Pour tout espace V , on notera

Vx ou simplement V le fibre vectoriel trivial de fibre V sur X • Si E 
est un fibré vectoriel, on note ET son dual, ^  le faisceau de ses sections 
algébriques régulières ou analytiques selon 'le goût du lecteur. Une forme 
symplectique sur un fibré E est une forme bilinéaire alternée, non dégénérée 
en chaque point.

1 • La construction de Horrocks.

Soient V = (ü2n+r muni d’une forme symplectique (donc r pair) et posons 
WQ = Cn » Soit cp : T x Wq —► V une application bilinéaire toile que

(i) Pour t ( T non nul, l ’application cd̂ s ---► V est injective,
(ii) Pour t ( T non nul, f J j<i4Xf J j<i4X est Un sous“esPace isotrope de V ,

Pour x É X , on pose f J j<i4X pour t un représentant quelconque de x •
Les ¥ sont les fibres d’un fibré W sur X et cp identifie W (-1) à ¥ , x 0
On pose E = . C’est un fibré de rang r sur X , muni d’une forme
symplectique. On dit que E est obtenu à partir de cp par la construction 
de Horrocks,

PROPOSITION 1 Avec les notations ci-dessus, soient x̂  et x̂  deux points 
distincts de X, et D la droite passant par x̂  et x̂ . Pour que E|̂  soit tri

vial il  faut et il  suffit que et ¥  ̂ soient supplémentaires dans V ,

Démonstration,- a) Il suffit : soient t̂  et t̂  des représentante de et
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, et t = a.j + a t̂  ̂ 0 ^ors c + ¥̂  , ce qui permet de définir
une application & : E ---  ̂V/V + ¥ pour tout x ( D .La forme bilinéairex x  x̂ x̂
induite sur ¥ +W est non dégénérée, cet espace est de dimension 2n ,

X1 X2
et ¥̂  est isotrope de dimension n , donc est égal à son orthogonal
dans W + ¥ , autrement dit ¥1' (¥ + ¥ ) = ¥ • Par suite C* estx X2 x 1 X2 x x
injective ; pour raisons de dimension c’est un isomorphisme, et on obtient ainsi
une trivialisation de E|D

b) Il faut : montrons que si ¥ et ¥'L ne sont pas supplémentaires, le
 ̂ 2 J_fibré Ei n’est pas trivial. Soit u ( W p ¥ un vecteur non nul. On a 

!D X1 xp1 _Lu ( Wx pour tout x t D , donc u définit une section de W|̂  . On ne peut
avoir u ( W pour tout x ( D , car u définirait une section non nulle
de ¥ , ce qui est impossible puisque W £6 Ŵ( - 1 ) .La section de E, définie
sur D par u , n’est donc pas identiquement nulle, cependant elle s ’annule
en x̂  ce qui montre que Ej  ̂ n’est pas trivial, c.q.f.d.

PROPOSITION 2.- Soi t E un fibré de rang 2 sur X obtenu par la construction 
de Horrocks. Pour presque toute droite De X , le fibré Ej  ̂ est trivial.

Démonstration.- On a g (e) = 0 puisque E admet une forme symplectique. 
D’après le théorème de Grauert-MUllich (exposé IV), i l  suffit de montrer que 

H°(X:S (-1))=0 . Ceci résulte de la suite exacte

0  > W0(- 2)------- ? VX(-1 ) -----> E(-1 ) -----> 0 ,
où lf(X;Llt(-1 )) = 0 puisque est un sous-fibré du fibré trivial ,

et H1(X;Wq(-2)) =0 puisque VQ est trivial.
Remarque t J ’ignore si l ’hypothèse r = 2 est nécessaire.

2. Monades.

On appelle monade sur X un complexe de la forme
0 ----- » WQ(-1 ) —tP-—>V -CL_> H0C+1 ) ----- » 0

où V, W , Mq sont des fibrés triviaux sur X , injectif et Y surjectif.
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Le fibré d'homologie E = Ker Y/lmf cp est le fibré défini par la monade.

Un fibré, obtenu par la construction de Horrocks, est défini par la monade

o ----- » W0(-1 ) — v — Wq (+1 ) ----> 0

PROPOSITION 3*- Soient E un fibré de rang r sur X , défini par une monade

0 ----- > V0(-1 ) ----- » V ----- > M0(+1 ) ------ 0

et a une forme symplectique sur E • Il existe alors une forme symplectique P 

sur V et une seule telle que E muni de a soit obtenu à partir de cp et ft 

par la construction de Horrocks.

Remarque : Si V est le fibré trivial de fibre , une forme bilinéaire sur V

est nécessairement une forme bilinéaire sur indépendante de x £ X •

Démons tration.- Posons N = Ker Y , W = Imcp , M = M̂(+1 ) , notons Alt(M)

le fibré des formes bilinéaires alternées sur V , nulles sur Nx̂ W , On a 

une suite exacte

0  > Alt(M)  —? Alt(v,Nfw) ----- > Alt(E) ----- > 0 .

Mais Alt(M) = (Alt(MQ))(-2) , donc H1(Alt(M)) = 0 pour i=0  et 1 , et a

provient d'une forme unique p ( H°(X;Alt(V,N,w)) c Alt(VQ) »

Pour tout x ( X , on a puisque p £ Alt(v,N̂ ,Ŵ ) et que la
forme est non dégénérée. Enfin P est non-dégénérée, car s ' i l  y avait un

vecteur non nul v ( V1' c V , i l  appartiendrait à pour tout x , donc

définirait une section non nulle de W , ce qui est impossible puisque Wc Wq(-1) 

Remarque s Si E est de rang 2 , les conditions suivantes sont équivalentes «

(i) E admet une forme symplectique.

(ii) Le fibré a E est trivial.

( iii)  C1(e) = 0 .

(iv) dim Mq = dim W .
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3* Le critère de Barth.

Soit E un fibre vectoriel de rang r sur X , muni d'une forme symplec

tique. Pour tout k i TL , posons = h\ x ;^(k)) . Par dualité de Serre, en 

remarquant que E ^  Ê  et que ü^£$(-4) , on a H2(X ; £ (k)) <̂  H_  ̂ k .

L’espace vectoriel gradué H = ©Ĥ  est de dimension totale finie, et est un 

module gradué sur l'algèbre A = 0 H°(x ;6^(k)) = S(tT) .
I NTHEOREME.- On suppose que, pour presque toute droite DC X , le fibré E |  ̂

est trivial. Les conditions suivantes sont équivalentes î

(i) E peut être obtenu par la construction de Horrocks.

(ii) Le A -module H es t engendré par H  ̂ •

(i i i ) On a H1 (X j $(- 2) ) = 0 .

Ce théorème est la conjonction des propositions 4, 5, 6 et 3 •

4. L'implication (i) (iii)  .

3PROPOSITION 4.- Soit E un fibré vectoriel sur X = F C défini par une monade. 

On a 6̂ (k)) = 0 = 0 pour tout i

Démonstration.- Avec les notations du n°2, on a les suites exactes

0 ----» N(-2) —— v ( - 2 ) --^ M 0 ( -1 )  - — > 0

0 ----> U (-3) - —» N(-2) _ ----=> E(-2) ----— »  0

Rappelons que H1(X : 6̂  (k)) = 0 pour k = -1 , -2, -3 , i quelconque. Comme

les fibrés V, et V/Q sont triviaux, i l  en résulte que H1(X 2)) = 0

pour tout i , puis que H1(x?o '̂"2)) = Q » c.q.f.d.

5. L'implication (iii)  (ii) •

PROPOSITION 5.- Soit E un fibré vectoriel de rang r sur X . On suppose
Tque E| p est trivial pour presque toute droite D , que E cz E et 

H1(x »£(-2)) = 0 . Alors H est engendré comme A -module par H . •
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Démons tr ation.- On a H°(x {¿(k)) = 0 pour k < 0 .En effet, une section de 

E(k) est nulle sur presque toute droite, donc nulle. De même, si P c  X est 

un plan contenant une droite D telle que E|  ̂ soit trivial, on a Ĥ (P; 'ép(k) = 0 

pour k < 0 .

On a H1(X ¡^(k)) = 0 pour k 2 , comme on le voit par récurrence

descendante au moyen de la suite exacte

0  > H°(P;ÎpOO)------ ^H1(X;-£(k-l)) ----- >-H1(X;^(k)) ,

où P est un plan comme ci-dessus.
2Par dualité de Serre, on en déduit que H (xî'JOO) = 0 pour k >, - 2 • 

Soient maintenant D une droite telle que E|̂  soit trivial, P,j et P̂  

deux plans tels que D = P̂ c\ P2 , ^ et £ H°(X )) des équations

de P̂ et P̂  respectivement. On a une suite exacte à la Koszul, ou à la

Mayer-Vietoris :

0

V  
-?1 1hghjjjh CVBVV(VV,j VV 0 ,

En tensorisant avec ^ (k) , on obtient une suite exacte que l'on peut décompc

ser en deux suites exactes courtes :

0 - c(k-  2) ^ ( k -  1) ( ^ 2 ) S M > 0

0 - *00 •^(k) BGVHG » 0
Pour k^O , on a H (X;'é(k-2)) = 0 donc : H£ —> H^Xj^Ck)

surjectif, et Ĥ (X;Ĉ (k))r = 0 , donc : Ĥ (X;5Îr(k)) —  ̂ surjectif.

Il en résulte que tout élément de H est de la forme %. h + i£ h * avec-K I I ¿» C>

h1 et h2 ( Hk-1 , c.q.f.d*

6. L'implication (ii) ^ (i)

PROPOSITION 6.- Soit E un fibré vectoriel de rang r sur X . On suppose gu 

H°(X; *§(-1 )) = 0 E «  ET , et que N est engendré comme A-module par H  ̂

Alors E peut être défini par une monade.
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Remarque : La condition E|  ̂ trivial pour presque toute droite D entraîne 
H°(Xî ^(-1 )) = o, comme on l ’a remarqué au début de la démonstration de la pro
position 5 .
Démons tration,- Posons M̂= H et Ĉ L - é̂ jQ(+1 ) . Les extensions du faisceau
localement libre par ^  sont classifiées par

Ext1 {(JL-, 't) = H1 (x ;c£  g <§) = & H'(X; t  (-1 ))  = Hora(M0 ; H_1 ) .
Q ifSoit 0  > o -----* -----v 0 l ’extension correspondant à l ’iden

tité de H -̂--• En transposant, on obtient une extension
0 ----rOC -----, g T _ U t  ----->0 .

L’application u* : Ext̂  (çMj; GT) —> E x t »'é ) est bijective. En effet, dans 
la suite exacte
H\x^om(éi6;q/i(T))-----> (X; ¿féom(Ĉ; T) -----  ̂ (X̂ Dm(ĉ 'J))--->■ ĤXjtiom(c/{jÔ*) ) ,
les deux termes extrêmes sont de la forme & M̂ & H1(X; CK~2) ) =0 . Ceci
permet de construire un diagramme commutatif à lignes et colonnes exactes :

0 0

cMl 0 7

0 » 2 r 17 C/li 0

0 i <7 (A 0

0 0
LEMME9- Le fibre V ainsi obtenu est trivial»

Démonstration,- Dans la suite exacte de cohomologie associée à
0 ■ ^(-0 - £ ( -  O ^ 0 • 0 ,

l ’homomorphisme de liaison d : M -- * H  ̂ est l ’identité par définition de
l'extension Qj . Tout élément f i définit un morphisme de cette suite
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exacte 0 ----><̂ (k) ----(k) -------> (̂k) --> 0 ; il en résulte que dans la suite
de cohomologie associée, 1'homomorphisme de liaison 

d : Ak+1 « MQ = H°(X ?̂ t(k)) -----r Hfc

est celui défini par la structure de -module de H : il est surjectif 
par hypothèse»

Dans la suite exacte
H°(X;c/{(k)) —, H1(X;/(k)) —t H1(X;£(k)) -- t H1(X;ĉ (k)) ,

1 1l ’homomorphisme d est surjectif et H (X;c$Kk)) = 0 , donc H (X;(£(k)) =0 .
2 TPar dualité de Serre, H (X (k)) = 0 pour tout k 0 Les suites exactes 

H1(Xj<AT(k)) -----J. H1(X;t̂ (k)) -----* H1(X;£(k))

H2(X;̂ T(k)) -----* H2(X?'îA(k)) -----+ H2(X;̂ (k)) ,
où H1(X}C'̂ T(k)) = it ® H1 (X; ^(k-l )) =0 
et H2(X;ĉ 6(k)) = MQ « H2(X;(Xk + 1 )) = 0 ,
montrent alors que E (X; 'lf'(k) ) = H2(X;2t(k)) = 0 pour tout k »

D’après l'exposé 1 , le faisceau 'l}- est de la forme © CHv.) .
1 s? i-$ r

La suite exacte
H°(X;f (-1)) -----* H°(X; Q (-1 ) ) -----? H°(X;gÆ(-1)) H1(X;£(-1))

où d est un isomorphisme et H (̂X; (̂-1)) = 0 par hypothèse donne 
H°(X;£(-1)) , et la suite exacte

H°(X;cI>q(-2))-----> H°(X;U(-1))----- » H°(X;<2.(-1 ))

montre que Ĥ (Xî'lJ*(-1 ) ) =0 0 II en résulte que p̂  0 pour 1 .< i < r •
TD’autre part, c (̂e) = 0 puisque E -25 E , donc (q) est égal à la

dimension n de M_ , et C. (v) = n-m = 0 . Comme c,(v) = £p. , on a0 1 1 1
= 0 pour tout i , c.,q.f,d«

Fin de la démonstration de la proposition.- Le fibré E est défini par la
•pmonade 0 -----> M (-1 ) -----> V -----> MQ(+1 ) -----> 0 , c.q.f.d.
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Remarque»- 1) Il résulte du fait que H°(X;v6(-l)) = H°(X; (2,T(-1 ) ) = 0 que 
les quatre extensions qui figurent dans le diagramme ci-dessus n’admettent pas 
d'automorphismes. On peut donc considérer l ’espace vectoriel V = Ĥ X; 1̂ ) 
comme "naturellement" défini par E . On a en fait V = H* (X,E &-O* ) comme 
on le montrera dans un exposé ultérieur.

2) Rappelons que (X; 'fj (-1 ) ) . Pour obtenir une description de V ,
observons que H°(X?Ĉ ) = H* (X;£/#£**) = 0 , d'où V = H°(X;(? ) . On a donc une
suite exacte

0 -----> H°(Xi^) -----► V -----* TT 0 H1(X;^(-1)) -----ï  H1(X;V<?) ---- * 0

3) Sous les hypothèses du théorème et les conditions (i), (ii), (iii),
j ’ignore si Ĥ (x ; % ) = 0 pour r = 2 dès que E n’est pas trivial, ou plus 
généralement si pour r quelconque on peut mettre E sous la forme Ê ® ,
avec Ê trivial et H°(X; <§ ) = 0 . Cependant lorsque E est de rang 2 et 
possède une structure réelle, on verra plus tard que H^(X,^) = 0 (exposé VII, 

prop. 4.2).
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Séminaire E.N.S. (1977-1978) 

Exposé n°VI

THEOREME D'ANNULATION 

par A» DOUADY

1 • Notations et résultats»

On reprend pour l'essentiel les notations de l'exposé sur la transforma

tion de Penrose :

X = , Y = (grassmannienne). Pour y ( Y , c est le

plan correspondant, • A = A+ = A2$+ et A = A2$ .* y 7 y y y y y y
On pose Dy = c X et Z = {(x,y) ( X x Y|x î D̂ } (variété de drapeaux)

p : Z  ^X et q : Z — ï  Y sont les projections. On note = {y ' | D̂ nDyr / ff} •

Pour tout espace vectoriel V , on note V*** son dual.

On note E , un fibré vectoriel algébrique sur X , et S l'ensemble des 

y ( Y tels que Eî  ne soit pas algébriquement trivial. On pose & = q#p* ^ ,
'y

ce faisceau est localement libre sur Y-S , d'où un fibré F sur Y-S , et 
ce fibré est muni de la connexion de Penrose V •

Enfin Y contient M = 3P1E ^ •

Le but de cet exposé est de démontrer le résultat suivant :
/ \

THEOREME 1 (Drinfeld, Manin).- On suppose que S r\ M = fi et que F|  ̂ peut être 

muni d'une forme hermitienne compatible avec la connexion. Alors (X;¿(-2))=0

Ceci permet, dans le cas où E est muni d'une forme symplectique (ce qui 

est toujours possible si r = 2 )t d'appliquer le critère de Barth qui montre 

que E peut être obtenu par la construction de Horrocks.

Dans tout l'exposé, nous supposerons S n M = $  .La deuxième hypothèse 

n'interviendra qu'à la fin.
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2« Rappel sur les images directes et les suites spectrales.

Soient X (*)< v ) et S deux espaces, rr : X —* S une application continue
et un faisceau sur X • Les faisceaux J t f r est le faisceau associé au
préfaisceau V»---> Ĥ (tt Vv)îo) . On a une suite spectrale dont le terme IE
est (Ĥ (S ; ) aboutissant aux Hn(X; ^ ) . En bas degré, ceci se réduit
à une suite exacte
0  > H1(S;VÉ) —» H1(X; )̂  » H0(S;Æ,1r* %) —> H2(S;tt*£) — H2(X;£) .
D’autre part, une suite exacte 

0 “7 O -r o -e1  6^ (k))
de faisceaux sur X donne naissance à une s^ite spectrale de faisceaux sur S 
(suite spectrale relative de la résolution), dont le terme IÊ est 6^  (k)) =  0>
et qui aboutit aine Æ>nrr* <5 •

Si X et S sont des espaces C~analytiques, tt analytique et propre, 
et <5 un faisceau cohérent sur X , les faisceaux "c sont analytiques
cohérents sur S (théorème de Grauert). On n’aura à considérer ici que le cas 
où X et S sont des variétés, tt une submersion propre, et <£> un faisceau 
localement libre sur X (faisceau des sections analytiques d’un fibre E )•
Dans ce cas, la démonstration du théorème de Grauert se simplifie, mais ceci 
n’entraîne pas que les *<§ sont localement libres sur S • Cependant,
on a la description suivante î

X(s) = tt \ s )  , notons (s) le faisceau surpour s ( S posons
X(s) des sections analytiques de E|y(s) (éventuellement prolongé par 0 à 
X ). Pour q fixé, la dimension de Ĥ (x( s) ; "6 (s) ) est une fonction analyti
quement semi-continue supérieurement de s . Sur l ’ouvert S’ fermé des s 
pour lesquels cette dimension prend sa valeur minimum, les espaces Ĥ (x(s) ; (̂s)) 
sont les fibres d’un fibre vectoriel rSt* ,̂ dont les sections analytiques 
forment le faisceau 6̂ (k)) = 0 •

(*) Ce paragraphe est consacré à des généralités S , X et cf n’ont pas les 
significations particulières données au n°1 .
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3. Le faisceau ^Q(-2)

Notons E.j le fibré £*E sur Z , et naturellement le faisceau

sur Z des sections analytiques de E., • Nous noterons le sous-faisceau

de formé des sections localement constantes sur les fibres de p , Comme

p est une submersion, on a ('¿g)x y = pour (x»y)  ̂ z • En appliquant le
même procédé à '¿(k) , on obtient un faisceau noté t - M  sur Z . Comme

__-j
p induit un homéomorphisme de q (l-l) sur X , on a

H^Xj'gik)) = ¿Q(k)) = lim H^q-1 (v) 5 ^ ( k )  )

pour V voisinage de M dans Y .

Nous nous proposons de déterminer

H1(X;^(-2)) = H1(q_1(M)i^0(-2)) .

Pour cela nous utiliserons la suite spectrale des images directes par 

qM : q-1 (M) —» M .

Remarques.- 1) Pour tout faisceau Ùj sur Z , on a *&qH*(̂ l q_i (M)) =(&%# &j) |K 

(restriction sans extension des scalaires). Nous écrirons donc q pour q̂  •

2) Le faisceau <Pq(-2) n’est pas un faisceau de ¿^-modules, on ne peut 
donc pas lui appliquer le théorème de Grauert.

PROPOSITION 1 On a H1 (X? '¿(-2)) = H°(M; q#^0(-2)) .

Ceci résulte de la suite exacte

0 H1(M;q#vé0(-2)) ---> H1 (X;^(-2)) H°(M} &>q*'&Q(-Z)) —•» H2(M;q* £Q(-2))

et du lemme suivant :

LEMME 1 On a q* ^ (k ) = 0 sur Y - S pour k < 0 •

Démonstration«- Soit y C Y-S • Comme Ê est trivial sur Z(y) = Dy , on a 

H°(z(y)j ^  (k)(y)) = 0 pour k < 0 • Or ^  est localement libre sur Z , 

donc q*^ est nul au voisinage de y . Comme q est un sous-faisceau 

de '<5̂  , le faisceau est un sous-faisceau de q#^ , donc est nul

au voisinage de y . C.Q*F*D.
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Pour déterminer Ç* ^q(“2) , nous utiliserons la suite exacte de

Poincaré

(3.1) 0 _ ^ ' 6 0(-2) --->'g1(-2) - ^ 4 |X ® ^ ( - 2 )  -^Qz|X*^l(-2) —»0 >
que nous écrirons

 6̂ (k)) = 0—>?>(-?) 6  ̂(k)) = 0 6  ̂(k)) = 0 6  ̂(k)) = 00

Les faisceaux sont localement libres sur Z (mais les 3 ne sont pas

(^.-linéaires !).

4* Calcul de quelques images par q •

On pose Q |̂x(i) = Qz | x 0 pour 1 * 71 » j * {0,1,2} . Nous
■j "1 *1allons déterminer notamment les faisceaux q*Q |̂x(i) et q*̂ 2|x^) Pour 

3 = 0, 1 , 2 et i = 0, - 1 , - 2 .

-Remarque 3.- Ceci nous permettra de déterminer q*(^  ̂Q^|x(i)) et 

^  ® ClJ|x(i)) sur Y“ S • En effeti sur Z-q 1(s) , le faisceau ^  ^
s ’identifie à q* (<!#") , donc q̂ ClfL ® q* Or pour tout faisceau Or

1 o é  o
sur Z .

LEMME 2.- On a flj,|y = ^ ( - 2 ,  1) .

Démonstration.- On a T D = L̂  é?) ( $ /L ) ..Or L X ( § / l ) = a , d’où ----------------  xfy y x y7 x7 x y x y
T =L , C.q.f.d.x, y x y

4
PROPOSITION 2.- Les faisceaux q*£A(i) e_t (Éj q* ^ ( i )  sont donnés par le 

tableau suivant s

<% q* ^z(i) en K*

I__
__ C\(-i ) 0 0 0 0

q*i>z(i) 0 0 0 ( O t sVT

i - 2 - k
k > 0

- 2 - 1 0 1 i^1
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Démonstration.- Pour y i ï  , on a Ĉ"D ® (Az(i) = (i) , et
y y

H°(Dyî C^(i)) = S1( '̂r') pour i ^ 0 , 0 pour i < 0 f d’où les q^C^i) *
■y- 1 -y -|

La dualité de Serre relative donne (q#Çÿ) = ¿Ĵ  q*((̂  & ^z|y) Pour tout
faisceau Qi localement libre sur Z tel que q* Q soit localement libre.

* 0 k _ < y
Ici, q* 6^-2 - k , 1) = S $ , d’où les q*û^(i) en vertu de la remar

que 3 , c.q.f.d.

PROPOSITION 3.- On a le tableau suivant ï

q * ° z |x ^ 0 0 0

‘̂ I x ^ 0 *+T(-1) 4

i - 2 -1 0

Démonstration.- a) On a TV a A = ( i-  A  )T «  $+ , d'où TT A = $+T€T çV l----------------  7 (xfy) x y 7 xy y x,y x y y7 x
Or L $ /L s ’identifie à A » donc § /L = a  ̂ L » et Q* i v = x y  x y * Y x y x 1 Z X^z|x
(q**+T)(l,-0 .

On a q^Q |̂x(i) = $+T" q* ^ ( i  + 1 , - 1 ) = O pour i = - 2 et $+T0^(-l) 

pour i = - 1 «De même v^q*0^|x(i) = $+T ® $) q* (^ (i + 1 f - 1 ) = 0 pour 
tout i - 2 • Enfin, pour y £ Y , on a

H°(Dy4|X ® ) = ?yTi> H°iDy»V/i:) = *yT® ?y = TI Y * d’OÙ q*4|X = 4
1 1(en fait l ’application q* : est ^  isomorPhisme)> c.q.f.d.

LEMME 4.- On a nz|x = <̂ z(2, - 3) .

Démonstration.- On a T A = L A 0C$ , d’où

A2(Tx,yAx) = Lx 2 ® A+ = L®2 « (A“) ^ “3 , c.q.f.d.
2 2Remarque 4.- L’opération * : —> Qy vérifie * o * = 1 • On a donc une

2 2 2décomposition ® en parties paire et impaire pour cette opéra-
2 4 2tion. Le fibré est localement libre de rang (̂ ) = 6 , les fibrés Q̂  +

2et sont localement libres de rang 3 •
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PROPOSITION 4»- On a le tableau suivant :

1 2 • 
£  q*°z|x(i) 0 0 0

q*Qz|x^ ¿ y -3)

i
Ji 1 CO s2rT(-3) = n2_ = o 2 /^

i - 2 - 1 0

Démonstration»- On a $,kq*Q̂ ■ i) = j£kq* C9~̂{ 2 + i , - 3) , d'où le tableau
2 2 —extrait de celui de la proposition 2, avec 3*̂ 2|X = S § (-3) . Le transport

2 2des 2-formes par q définit un morphisme q* : --> q*̂ z|X * resû ê
l'exposé sur la transformation de Penrose, (n°4, prop.) que le noyau du mor
phisme de fibres correspondant est le sous-fibre fermé des f tels que #£ = f. 
Par suite on obtient un morphisme injectif = 0^/q ^
morphisme de fibres associés est encore injectif. Comme ces deux fibres sont 
de rang 3 , c'est un isomorphisme, c.q.f.d.

Remarque 5.- L'image directe de la résolution

A — > Qz | X  ̂^ 1 — ni I X ,iô ^ 1 de pax q*
est ¿P" __  ̂ SP ------ (̂ - 2 )  <X Ü*~GFFGF• La première flèche est donnée par
la connexion de Penrose V j comme il résulte de la définition de cette con
nexion, et la deuxième flèche est déduite de la dérivation extérieure par rap
port à cette connexion. On observera que VV f = f pour f section de p , 
¿R K * £ i X) JÎ puisque * Jv - ; on retrouve le fait que la composée des
deux flèches est nulle.

5. Une suite exacte.

Considérons la suite exacte
o (-2) -^4|X®^(-2) -^Qz|X*^l(-2) —GBGHJHJ>0

où ^  X: <^(-2) • Le terme IE1 de la suite spectrale relative de
cette résolution de é0(-2) est donné par le tableau suivant :
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X -i) 0 0
q* c 0 , ?(-3)

^ 0 Y1 f2

PROPOSITION 5.- On a sur Y-S une suite exacte

0 ----->ÆÎq,£0(-2) -----—£-**(-3) *
Ceci résulte de la suite spectrale, mais nous allons en donner une démons

tration plus élémentaire, ce qui permettra d’obtenir une meilleure description 

de G .

Démonstration«- On peut décomposer la résolution de en suites exactes cour

tes :
o ----- » o0(-2)-----* t r -----> Z ----- > o

o--- » z é1 —!■» -Ç>2 —» o
Il en résulte des suites exactes de faisceaux sur Y-S .

q*Z----► t  q* tQ(-2) ----» à  q* 'é0KLLKLKJLKLq*'£

o — i*Z  — > q* Y —  ̂ q* 'tfo — q*̂ - — q* é
11 J1  x o0 ¿(-3) 0

-j
La deuxième donne q*X = 0 et Æ Qv.2? = é£~ (-3) ; la première devient alors la

—1suite exacte annoncée, avec G = 6 o d*

Remarque 6.- Il est plus ou moins clair que G doit être un opérateur diffé

rentiel d'ordre 2 • C’est en tout cas ce que nous constaterons au paragraphe 7*

6. Laplacien relatif à une forme u £ Ĥ (Y; •

La variété Y = est munie naturellement d'une structure conforme

algébrique (cf. exposé "Transformation de Penrose”). Mieux : on a une forme

quadratique sur Ty à valeurs dans 0^2) • En effet, pour t £ T =ï Y, y
Hom(§y ; , on a A2t £ Hom(Ay » A* )= A*  ̂2 • En polarisant, on obtient u

morphisme de faisceaux : <xMLMKKKLJJKLJJJ« ■<>y(2) , d'où un isomorphisme

a 8 ̂ y(-2) —» 4  .
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Rappelons que le fibré F sur Y-S est muni d’une connexion : s i 

cp € Jt(v) avec V c Y ~ S  , on a V<p  ̂6^ (k)) = 0 . On pose alors

grad cp = (S 1 1 ) V cp ( Fjy ® (F (-2) (v)
On peut aussi définir la divergence* Remarquons d’abord que = (^ .(-4) 

et que le produit intérieur permet d’identifier  6̂ (k)) = 0 à , de sorte

que qJ = * £ y(-4) •

On définit div :tfY®3K-4) ---- >J(-4) par la commutativité du diagramme :

y  ® (F  (-2) (v)div y  ® (F  (-2) (

4 « v 4 « s
On ne peut pas définir de façon naturelle gradqp pour (p ( Ctr (k) ou div Y 

pour Y ( ® (k) s i k /  0 (resp. k /  -  4) .E n particulier, on ne peut

pas définir A<p = div gradcp sans faire de choix.

Soit u i H0(Yj(^Y(l)) . On définit 9^ad  ̂ ;$*(-1) — > 7jy  6̂ (k)) = 0 et

div^ : 7jy ® ôr (-3) -----> tfr (-3) sur Y - (SuH) , où H = u  ̂(o) , par

grady<p = u grad(u<p) et div̂ cp = udiv(u <p)y ® (F (-2) (. Ceci permet de définir

Au : -»^ (-3 ) par Aucp = div (̂grad ĉp) • Nous allons maintenant exa

miner comment A dépend de u . I l est évident que A* = A pour \  ( (E • u  ̂ \u u

PROPOSITION 6 .-  Soient u .et v ( H°(Y;C^(l)) , et notons h la fonction

méromorphe — • Pour cp ( Qt (-1 ) , on a
1 2

V? = Auf + ĥ Auh “ h® ĝradh » grad h)) • <f •
2 _2Ici, Â h = u div(u grad h) .

Démonstration.-  Pour f  ( C£.(v) , fCjf ( - l ) (v)  , Y i ^  ® ¿P (-3) (v) , on a

grad (̂f<p) = f.grad^cp + grad f ® cp 

div (fY) == fdivuY + c*(grad f  , Y)

(ic i on prend o î < B ' é ® y ® (F (-2) (y ® (F (-2) (* # ( - 3 ) ) .

On en déduit, pour v = hu ,
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grad̂ cp = h  ̂ grad̂ (hcp) = grad̂ çp +~ grad h ® cp

div Y = h div (h Ŷ) = div Y - 7- a(grad h, Y) •v u v u h ’
D'où la formule de la proposition, c.q.f.d.

Pour y ( Y , on note Ĉ. l'ensemble des y' £ Y tels que D̂r̂ D̂., # ff
OA crSi on plonge Y dans 1P(a C; = IP̂C , C est l 'intersection de Y avec 

l'hyperplan projectif tangent à Y , Il existe donc un u ( Ĥ (Y;Ĉ (l)) »
__-junique à un facteur près, tel que u (0) = C .On pose A = A pour uny y y

tel u .y
PROPOSITION 7*- Soient et yA deux points de Y . Les opérateurs AY0 1 Jq
et A s (-1 ) —> $  (-3) coïncident sur Y- (S U C KJ C ) .

A 1
Démonstration.- Soit y ( Y - (C UC ) . Nous écrirons à pour $ ,---------------  00 yQ y1 0 yQ
etc. On a 0 $ .e t  pour tout y C Y - C , § est le graphe d'une
application linéaire de dans 5̂  . On obtient ainsi une carte c repré
sentant Y-C  ̂ sur Hom($0; 5̂ ) . L'expression de CQ dans cette carte est 
le cône  ̂  ̂(0) , où t| est la forme quadratique f 1—> détf à valeurs dans
(a2$q)̂  2 , qu'on peut identifier à (C .

Choisissons uQ et C Ĥ (Y;(̂ y(l)) s'annulant sur CQ et •
u0 * ,L'expression de h = — dans la carte c est une fonction algébrique regu-
°° 1lière h telle que h~̂  (0) = t] (0) , et avec multiplicité 1 5 on a donc 

h = Xt) avec X (. C* , et on peut supposer X = 1 • L'expression de grad h
(resp. Â h) dans la carte c est simplement le gradient (resp. le laplacien)

2 2de r\ relativement à la forme quadratique t| .On trouve At] = — (gradi]) = 8Ti
( -q n'est autre que le carré de la distance à 0 ). La proposition 6 donne

A0 “ Aoo » c.q.f.d.

COROLLAIRE.- Il existe un opérateur 5 (-1 ) ----, défini au-
dessus de Y - S , et dont la restriction à (Y - SU C ) est Â, pour tout 
y C Y .

93



EXPOSÉ 6

7. Plus de doute, c'est lui !

THEOREME 2o- L1 opérateur 8 = 5~̂ o 3* : ¿/r (-1 ) ----^^(-3) de la proposition 5

est de la forme k.A_^ , £Ù k est une constante non nulle indépendante

de 'ê •
La démonstration de ce théorème est l'objet de ce paragraphe. L’idée est 

de montrer que 9 est l'extension à Cfc d'un opérateur différentiel Ĉ(1 (-3)

indépendant de d? , et qui ne peut être, pour des raisons d'invariance, qu'un 

multiple du Laplacien. Mais la notion d'extension d'un opérateur différentiel 

à un fibré muni d'une connexion n'est valide que pour des opérateurs d'ordre 1 

(le fibré tangent T̂r n'a pas de connexion naturelle), et nous allons être 

amenés à décomposer l'opérateur G en deux opérateurs d'ordre 1, tout en pre

nant soin de faire cette construction de façon assez naturelle pour que les 

arguments d'invariance s'appliquent.

7.1. Produit tensoriel d'un opérateur d'ordre 1 par une connexion.

Soient M une variété, E , G , deux fibrés vectoriels, L : E —> G un 
opérateur différentiel d'ordre 1 , F un fibré muni d'une connexion . Notons 

Xf(L) : E <8>  ̂ G le symbole principal de L .11  existe un et un seul

opérateur d'ordre 1 , noté

L ® V : E © F-----  ̂ G © F

tel que, pour toute section locale e de E et f de F on ait

7.1.1. L ® V (e ® £) = L(e) ® J? +;/(L) ® Id_(e ® 7 f)  .C
Cet opérateur est appelé le produit tensoriel de L par V •

Soient a s E* —> E , g s G ——̂ G* des homomorphismes linéaires. Alors

7.1.2. (M L o a) <& V = (0 <» Idp) o L o « « Idp .

Enfin, supposons que M, E, G, L, F, V soient C-analytique. Soit q : M —> N 

un morphisme propre tel que q*E , q*G soient des fibrés. Soit F' un fibre 

C-an al y tique sur N muni d'une connexion V* tel que F = q*F' , V = q* • 

On a alors la formule de projection
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7.1.3 q*(L « q*y ') = (q*0 ® v' •
Toutes ces assertions sont élémentaires et leurs démonstrations sont 

laissées au lecteur. A titre d’exemple, notons que les opérateurs de divergence 
et gradient définis au n°6 pour les fibres F munis de connexions sont des pro
duits tensoriels des opérateurs de divergence et gradient pour le fibré trivial, 
par la connexion de F . De môme avec les notations des numéros 4, 5, 6, con
sidérons les suites exactes sur Z - q \ s )  ,

f, <-i>  6̂ (k)) = 0 6̂ (k)) = 0 (k)) = 0 6̂ (k)) = - l *  £, ® 4 / / - ^  — >0 •
Le faisceau est le faisceau des sections de q*F et est par suite muni
d’une connexion. Les opérateurs 3 de ces suites exactes sont des produits 
tensoriels des opérateurs correspondants pour le fibre trivial, par la connexion.

7*2. Complexe de Koszul.
Nous choisissons un point y , posons - §+ . D = D , etc...r yoo * r oo v * oo yoo oo

Remarquons que Y-C est naturellement un espace affine sous ü($+ ; § ) .
Le faisceau (Jt- admet sur X une résolution de Koszul :

O —*c> (-2) ® A' -^ t t t -1 )  ® C  6̂  (k)) = 0----»C* — » o
Par image réciproque sur Z , on obtient un complexe

(7.2.1) JC. * 0 ----^Ccz(-2)®A  ̂ JL±0- (-1 ) <g> ^ y ® (F (-2) (y ® (F (-2) (6̂  0

qui est acyclique en dehors de p (dJ c (Ĉ  •
bur ï - , on obtient par image directe

q»< ,̂(-l) ® Î+1 • q* ' Æ1q*C%(-2) ® 6̂ (k)) = 0 (k)) = 0 6̂ (k)) = ¿  cM -i)® C

U HJGH
C Y("1) ®A- 0

d*où compte tenu de 1’identification de la proposition 2, un isomorphism
(7.2.2) ô sC- -----KU-1 ) ® A
D'autre part l'injection naturelle /^«—» (a2Œ4)T = H°(Y; (>Y(1)) donne un 
morphisme
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(7.2.3) »„«Cty-O ® /£  ----
qui est un isomorphisme sur Y - . Le composé t^o 6̂  : 6 ,̂ ——> est la

multiplication par une fonction algébrique Y - — > (D , inversible sur

l'espace affine Y-G , donc constante 5 notons c sa valeur. L'application 

--->c de Y dans; (C* est algébrique, donc constante. Autrement dit, on a

(7.2.4) 6̂  = c.uf1

où c est une constante indépendante du choix de y  ̂ • Quand on fait le cal

cul, on trouve c = - 1 ou Î 2iir , suivant les conventions adoptées, notam

ment dans la dualité de Serre qui est intervenue dans l 'identification de la 

proposition 2 •

7*3* Un complexe double.

Considérons sur Z le complexe double de faisceaux

0 0 0
4

£ A - 2) ® AT
KLKL S «o;,x(-2) d ®c |̂X(-2) ®â

(7.3.1)
h° F Hz

y  ® (F  (-2) ( a t, ®4|X(-1) ® £ 3 ■ *£ ® o! |T ( - i ) ® CT

■v0 v-1 NBN

H
e> ®nzlx a «^Ix

n 0 0

obtenu en tensorisant (3*1 ) par (7.2.1 ). Comme les colonnes sont exactes sur 

Z - , le complexe <2#*° t̂enu en se restreignant aux deux dernière lignes

est une résolution, sur Z - q  ̂(C^y ® (F (-2) (y ® (F (-2) (, de la ligne du haut.

Sur Z-q~1(s) , le faisceau 'é s'identifie à q*̂ T • Sur Z-q \ s  u

en vertu des résultats du §4 , les termes de Q  sont q^-acycliques (i.e.

JÇ,1 q*21* = 0) , et: l'image directe par q de (7 . 3 .1) est le diagramme
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o , O - (-3)

O - ► «+T(-1 ) ® Í+T' oo JLsl r̂Pa*
1 ® M.2

'T(-3) ® S+Tx ' oo
~ 1 ® P 1 »  v2

¿r. V $%  0̂ 3 0 V (F® S2?"T(-3)

o
où 3̂ f 3 ,̂ v2, p,2 sont les opérateurs que l ’on obtient en prenant <£ = <>
(pour 3° et 3̂  cela résulte de la formule (7.1.3)).

PROPOSITION 8.~ L’opérateur 0 de la proposition 5 est donné sur Y - (S U 
Dnr le diaarnmme commutatif

& r*e

y  ® (F  (-2) ( Ü* (-3) ®aTe 0 1
où ? ( f )  = - ( i  ( r  ® v ) ( i  ® v )  v f  ■

Remarque 7.- Il résulte de l'exactitude de la colonne de droite de 7.3.2 et de
. , »■'Jla commutativité du diagramme que la formule donnée définit bien un opérateur 9 «

Démonstration«- On peut décomposer le diagramme 7.3.1 en deux, en introduisant 
les noyaux des deuxièmes flèches horizontales :

0 0

U - 2 ) ® ^ 0 2.® aTOO

£0C d BBV

q 01 *0 1 21

0 0 0

0 c-r̂  T
oo y  ® (F  (- é 2  ® . 0

0 - z,° -t %™ a2C o

o NBN /i £11 , 0} 21 0

0 0 0
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La première partie donne la commutativité de

j- d > **z1
ôo

(̂ Î «luti (-2) ®/£
GGF

y ® (F (-2) (

Cr (-1 ) ® A

Reste à montrer la commutativité de
GHJ

6
y ® (F (-2) ( & ®

Q t

q*^2 ®
du G1 = - (1 &L ù̂ ) ' (3° ^V)(1 ® v ) "L ,0n a une suite exacte

0 y ® (F (-2) ( Z° © ® AT ■CO W o
où 1ÀJ est le sous-faisceau de X © Q_j ® u ® A f’orm̂ des (u,vfw) tels 
que <(u) * v*(v) et Bv = jju w .
Le diagramme commutatif

0 CO
-h ^ c«"O v ‘̂ 1 > o

0 Z®AI -CO 2:° © 1 ® a *CO 10 o

o • y ® (F (-2) ( ^ 1® aI -
"2

y ® (F (-2) ( 0

où TT, et rr̂ sont les projections, montre que

<1*2.,

n ,n-'

q* 't ® v 6-m..v

■¿q*2 ® â

est commutatif. Or : \jQ ---» est un isomorphisme, Ô* =* - rr̂ o tî̂  , et
6 = - 6 , d'où la proposition*
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7.4. Une rétraction naturelle« .

En tensorisant 7.2.1 par °Z|J , on obtient un complexe sur Z

o • > ^ |x ( - 2 )  ®Al
r 1 (8 u,

nzlx(_1) ® €
1 ® v

í2zlx o

exact sur Z-q  ̂(C  ̂ . En prenant les images directes par q on obtient,

compte tenu des identifications de la proposition 4, un complexe exact sur Y-C  ̂ :

0 - <£y  ® (F  (-2) (y  ® (F  (-2) ( «b i,T <-3 y  ® (F  (-2) ( ' 0

Les morphismes p,2 et v2 sont, après tensorisation par (£^(-3)y ® (F (-2) (y ® (F (-2) (y ®» ceux qui

rendent commutatif le diagramme
JKH ,+T _+T$ ® $co oo

y  ® (F  (-2) (i & 1

"OO ^2
1 ® i

-T -T$ ® 5 2 -T
où i î $ —  ̂ est le transposé du morphisme naturel et les flèches horizon
tales sont les applications naturelles.

En composant la rétraction ®  ̂ qui à un tenseur associe sa ̂ "CO oo co n
composante antisymétrique avec l'inverse de i (S) 1y ® (F (-2) ( y ® (F (-2) (, puis en tensorisant avec

¿V-3) , on obtient au-dessus de Y - une rétraction p de p,2 .

La proposition 8 admet maintenant comme conséquence :
*T*

COROLLAIRE.- L'opérateur G ® 1 o ô : Jr----> <jr (-3) ® Â  est composé de deux

opérateurs différentiels de degré 1 :

V: —» ét® n̂ .
et

b5" = ( 1 ® p ) o ( V)o( i  ® v1)  ̂ s ^ ® a1 » ¿*(-3) ® /£

Remarqué 3.- On voit que l'opérateur 0̂  est de la forme 0̂  ® V , où 

01 s O1  » ¿H-3) ® est un opérateur différentiel indépendant de ^  ,
défini sur Y - C .oo
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7.5. Opérations de G .■—»---- --  1 oo
Le groupe G = SL(4,Œ) opère sur X et sur tout ce qui lui est attache 

fonctoriellement, notamment sur Y et sur Z . Cette opération respecte tou
tes les identifications du paragraphe 4 (il n'en serait pas de même pour 
GL(4fC) i notamment dans le lemme 4). Notons Ĝ le stabilisateur dans G
du point y (Y .Ce groupe opéré par transport de structure sur (3* , ) ,oo y y

« etc. Il respecte sur Y - Ĉ  la structure d' "espace affine conforme", 
i.e. d’espace affine associé à un espace vectoriel muni d’une forme quadratique 
non dégénérée définie à un facteur près. Toutes les constructions que nous avons 
faites dans ce paragraphe sont invariantes par l ’action de Ĝ • Il en est 
ainsi de l'opérateur 9̂ : 0̂  __ >C?(-3) ® de la remarque 8.

PROPOSITION 9,- Tout automorphisme de Y - pour sa structure d'espace affine 
conforme est induit par un élément de Ĝ .

Démons tration î notons A le groupe des automorphismes de Y - Ĉ  comme espace 
affine conforme. On a un homomorphisme cp : Ĝ —> A dont on veut montrer qu'il 
est surjectif. Le noyau de (p se compose des éléments de Ĝ qui opèrent tri
vialement sur Y , donc des homothéties de rapport - 1 , - i • Comme Ĝ 
et A sont tous deux des groupes de Lie complexe de dimension 11, et que cp 
est analytique, <p(̂c>0) est un sous-groupe ouvert de A . Mais A est connexe, 
donc = A •

On voit maintenant que l'opérateur 9̂ , défini sur Y - , est inva
riant par A •

7.6. Opérateurs invariants.
Soit V un espace affine sous un espace vectoriel muni d'une forme

quadratique non dégénérée a • Le groupe f= AS o(c() des transformations 
affines de V dont la transformation linéaire associée est déterminant 1 et 
préserve a opère sur le fibré tangent TV. •
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PROPOSITION 10.- a) Tout opérateur différentiel M s de degré 1

invariant par F est de la forme f \——> k grad f , où k est une constante.

b) Tout opérateur différentiel L : * 6?̂ . de degré 1 invariant

par T est de la forme § »----> k div Ç , où k est une constante.

Nous donnerons seulement la démonstration de la partie bf qui est la seule 

que nous utiliserons. La démonstration de a est analogue.

Le symbole de L est un morphisme ®  ̂ invariant par

l'action de F : c'est nécessairement, à un facteur près, l'accouplement cano

nique, qui est d'ailleurs le symbole de l'opérateur "divergence". Par suite L 

est de la forme k.div + çp , où <p s  ̂ 6^ est un opérateur de degré 0 ,

i.e . un morphisme, invariant par l'action de T • Mais ceci entraîne çp - 0 ,

C.q.f.d.

7«7* Démonstration du théorème 2.

Reprenons le diagramme commutatif sur Y-(C U S)

GFG V GFGGJ

0^" = 61 ® v600

^ ( - 1 )  6̂ (k)) = 0
® 1 (T(-3) ®ATN J CO

du corollaire de la proposition 0. On peut encore l ’écrire

CÊ® v y  ® (F  (-2) (

ebo® n
tf(-1 ô

\  pf = A. ® v
* ( - 3)

et le compléter en
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y ® (F (-2) (

6 ® 1oo

• jr ® ® am

#(-l)

6 ® 1OO

,/(-i ) ®

grat%-, a

Jr(~3) ®Yy

Û

t <"‘üo; = o. ® V

CK-3)

où 0̂ est un opérateur différentiel Ijy{-3) ---> 0“(-3) indépendant de ,
défini sur Y - C .oo

Soit w ( H°(Y;(JH 1 )) une section telle que v (̂o) = • L’opérateur
L s t?y(-3) > ($- défini parrie diagramme commutatif

<£,(-3) 01 >y(-3)

w3 w3

HJA L (51Y
est invariant par l ’action du groupe A des automorphismes de Y - C comme 
espace affine conforme, et a fortiori par 1*action du groupe ASO(ft) contenu 
dans le précédent. Par suite L est de la forme k.div , où k est une cons-

, r+r ^tante indépendante de JT et 9, = k div f d'ou 0 = kA sur Y - C .’ 1 oo * co co
Reste à montrer que k n’est pas nul. Si k était nul, la proposition 1 

et la proposition 5 donneraient (X;‘¿J (-2)) = H°(M; ̂ (-1 )) • Mais M , forme
réelle de Y , admet un système fondamental de voisinages de Stein et HĤ(X;̂ (-2))) )
est de dimension infinie dès que E est de rang r > 0 , tandis que H (̂X; (̂-2)) 
est de dimension finie. Ceci achève de démontrer le théorème 2 énoncé au début 
du paragraphe 7 •
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8. Un théorème de positivité.

PROPOSITION 11.- On suppose Fĵ  muni d'une forme hermitienne compatible avec 

la connexion. Alors, pour (p 6 Ĥ (M; y ( -o )  , non nul, on a

J<cp |&alg cp> co .
Démonstration.- Posons v = u„ + u . Dans la carte de M définie par la ----------------  0 oo ^
décomposition C * = $0 ® , on a v = (l+r )̂u00 9 où r est la distance

à l'origine. Ceci donne

kvCp = + *■ A>oh --|c>‘(grad h,grad h)).(p .

On a nrl=l[(A=oh ■"§°<(&rad h,grad h)) > 0 .

En effet, h > h = r2 , donc -§ C 4 ’ et pour hr> on trouve 0 (cf- Prt>^  0 h  ̂ hQ u

position 7). Far suite ^alg ^ = ’ avec ^   ̂ 0 • Or v ne
s'annule en aucun point de M .On peut donc écrire

J „ < c f l û . i s c f >  - ¿ « ‘f l V o  - [ „ t W 2
= - ( f  'r)||(f|i 2 + || gradv <f|| 2) < 0 , o.q.f.d.

Jm
COROLLAIRE.- L'opérateur 0: H°(M; 3? (-1 ) ) ----->H°(M;y (-3) ) est in.jectif.

Le théorème énoncé au n° 1 est une conséquence de la proposition 1 , de la 

proposition 5, et de ce corollaire.

103





Séminaire E.N.S. (1977-78) 

Exposé n° VII

INSTANTüNS

par J.-L. VERDIER

1 • Enoncé des résultats,
41.1. Sur la sphère euclidienne S , on considère les fibrés

vectoriels complexes F de classe C00 , de rang 2 , munis d'une

forme hermitienne et d’une connexion ¿rts compatible avec la 

structure hermitienne, dont la courbure % est autnduale (*& = ^  
cf. exp. II) . Un tel fibré est appelé un instanton, Notons

k 6 tt3(s3) = z  le nombre de Pontrjaginde F et I (k) l ’ensemble 
des classes d’isomorphismes d’instantons de nombre de Pontrjagin 
k *
1.2. Soit k un nombre entier ^  0 . Notons IHL le corps des

2quaternions. Pour tout q = (q^q^) GH et tout couple (Â ^Â )
de matrices quaternioniques à k + 1 lignes et k colonnes
(A. € Hom (Ĥ  + 1 ) )1 In. , posons B ( q) = A q + A q . Posons alors

M = (AlfA2) Vq j: 0 , B(q)*B(q) £ Bl(k,IR)
Notons Sp (k + l) le groupe des matrices (k + l) x (k + l)

IR
quaternioniques a telles que a a = Id , et

G - Sp (k + 1) x Gl(k,jR) .
IR rO _ T _1Le groupe G opère sur M par (a.bHA^A^) = (aÂ b âÂ b ).

Le sous-groupe -l.+ l
ojplongé diagonalement dans G opère

^ AJ ^trivialement sur M <> L’opération de G sur M se factorise donc
u

par G - G/ -1,+1 • Posons M = M/ G » Si k << 0 posons
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M = #  .

1*3. THÉORÈME

1) Pour k ^ 0 , M est une sous-variété non vide de
k k + 1 2IHom̂tiH ,IH ) et le groupe G opère proprement et librement sur

-\J v
M . Pour k > 0 , le quotient M = M/ G est une variété de

dimension B k -  3

2 ) I l existe une bijection canonique entre I ( k ) e_t M .

2. Structure réelle et quaternionique sur X = F ( C ) *
22*1. On se donne un isomorphisme [-lin éa ire  (à gauche) de (H avec

4C . La multiplication (à gauche) par j £ 1H induit un automor

phisme antilinéaire encore noté j : , de carré (-1) .
3 3Notons 0" : IP (C)----- >lP (C) l'application continue induite par

2j . On a CT = id . Pour toute fonction analytique cp définie

sur un ouvert U de X 9 (X Cp = Cp o 0” est une fonction analy—
■X"tique définie sur CT ( U ) . Le couple ( C , (T ) encore noté

O" : IP ̂  ( (L ) -----> IP̂ (ID) est une forme réelle  de X = IP ̂  ( (L ) , i . e .
X- 2O" est antilinéaire et CT = I d ̂  . Il existe donc une variété

•algébrique X̂  définie sur tR. te lle  que X̂ ® C = X et te lle  que

l'involution qu'on en déduit sur X so it CT . Cette involution n'a

pas de point fixe , i . e .  X̂  n'a pas de point rationnel sur IR »

2.2. Soit 3̂  un faisceau cohérent sur X . Alors CT 3* est un
-Xrfaisceau cohérent sur X et C (T T est canoniquement isomorphe 

à . Appelons forme réelle sur 3̂  un isomorphisme

X : ----- > CT *3  ̂ te l que <T X oX = Id,
y

• Les formes réelles

sur 3~ permettent de construire tous les faisceaux cohérents 

3 ^  sur X̂  munis d'un isomorphisme J^q®  ̂ —3" .JR IR
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, un isomorphisme

2.4. L’endomorphisme j : C ---- > £ induit des isomorphismes
j  ̂ : Q^(-n)---- >O“*0^(-n) . Lf isomorphisme j^n est une forme
réelle ou quaternionique suivant que n est pair ou impair» Notons 
aussi, à titre d'exemple, que  ̂ est muni d'une forme réelle car 
X est muni d'une forme réelle. Ün vérifie aisément que 1'homomor
phisme canonique XI  ̂c—— ® 0^(—1) est compatible avec les 
formes réelles sur ces faisceaux.
2.5. PR0P05ITIÜNSoit 3* un faisceau cohérent sur X tel que
Aut(^) = £. . Trois cas seulement, mutuellement exclusifs, sont

2.3. Appelons forme quaternionique sur y
x y - > tel que CT\oX = -Id

possibles
a) 3̂  n'est pas isomorphe à OT ,
b ) 7  possède une forme réelle,
c) y  possède une forme quaternionique.

De plus, dans les cas b) et c) la forme réelle ou quaternionique 
est uniquement déterminée a un scalaire de module 1 près. 

Supposons qu'on ne soit pas dans le cas a) et soit
x  ; y — un isomorphisme. Posons Ô = CT XoX . La
commutativité du diagramme

«Y X <r*y <r X
y

x <?X X
<x lr rX y

x
"K (7o><r 5

implique XoO"A,= o( , D’où qr* X.oX = <** et nar suite c< = ôC
o. - ^donc o( est réel. En multioliant /V par i G £ , on multiplie

&L par JLc . Quitte g changer X. , on peut donc se ramener
au cas c< - + 1 ou = - 1 d’où la proposition.
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2.6* La forme réelle 0“ sur X induit par transport de structure
4une forme réelle sur Y = Les points fixes M de cette

forme réelle sont les droites réelles de X , i .e .  les droites de
X stables par , i .e .  les plans de (L̂ =IĤ  stables par j ,

2i*e. les droites quaternioniques de IH , i .e .  les points de
IP̂H = S4 .

2.7* PROPOSITION.- Soit E un fibré algébrique de rang 2 sur X
trivial sur toutes les droites réelles* Soit (F, (A ) ( resp. (F * ,
à 4(A>1 ) ) le fibré de rang 2 sur 5 muni de sa connexion associé 

à E (resp. O* L) par la transformation de Penrose (exp. III)*
Alors F * est canoniquement isomorphe au conjugué de F _e_t (fc 1 
est la connexion conjuguée de (Æ •
Démonstration par transport de structure*
2*8. Soient (F, «*) un instanton, E le fibré algébrique sur X 
de rang 2 associé à ( F , ) par la transformation de Penrose
inverse (exp. IV). Au fibré \  F est associé ^E , un fibré 
algébrique de rang 1 trivial sur toutes les droites réelles de X̂,
donc triv ia l. Par transformation de Penrose inverse, ( Â  $ Ac?fe ) 
est isomorphe au fibré constant de rang 1 muni de la connexion 
de Poincaré. Il existe donc sur ( F, ) une forme bilinéaire alter
née non nulle horizontale, unique à un facteur scalaire près. Cette

forme bilinéaire est de la forme (**,p) f----> o< , Àp ou \  est
antilinéaire horizontale et on a X* = -X  . L'opérateur 

X 2 = -XX* est donc hermitien négatif horizontal. 5es valeurs 

propres sont par suite constantes et négatives. Si elles sont dis
tinctes, alors F est somme directe de deux sous-fibrés de rang 1 , 
orthogonaux et horizontaux, donc F est un fibré trivial de rang 

2 et k = ü .S i  donc k 0 . A,  ̂ est une constante négative
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et quitte à changer la forme alternée par un scalaire, on peut 
toujours se ramener au cas X  ̂ — 1 . En résumé on a démontré
1’essentiel de la proposition suivante
2.9. PROPOSITION.- Soit (F,<A) un instanton. Il existe un automor

phisme antilinéaire horizontal X : F---- > F tel que A  ̂ = - Id
et A. = - X*

L’étude du cas k = 0 est laissée au lecteur,
2*10, COROLLAIRE,- Soient (F, }  un instanton et E le fibré 

algébrique sur X associé. Alors E possède une forme quaternio- 

nique,
Résulte de 2.7. et de la fonctorialité de la transformation 

de Penro se.
2.11. THEOREME.- Soit k un entier. La transformation de Penrose 

établit une bijection entre l'ensemble I (k) des classes d’iso
morphismes d'instantons de nombre de Pontrjaqin k et 1’ensemble 

des classes d’isomorphismes de fibrés algébriques E sur X = iP̂ (C) 
qui possèdent de plus les propriétés suivantes 

a) C2(E) - k ,
b ) E est trivial sur toute droite réelle, 
c) E possède une structure quaternionique.

Soient (F, ¿A ) un instanton, E le fibré algébrique corres
pondant. Alors le fibré topologique sous-jacent à E est l ’image

4inverse de F par l ’application X ---- qui, à tout point x ,

associe l ’unique ç̂ yoite réelle passant par x . Par suite

C2(E) = C2(F') = k .
Soient ( F , ) un fibré de rang 2 sur S muni d’une conne-

xion cA> autoduale et < , >1 ' < ■ >2 deux structures
hermitiennes horizontales sur F . Il existe alors un automorphisme
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horizontal u de (F, ài) qui transporte < , sur <É ,  ̂ *
Par suite les classes d'isomorphismes d'insfantons (isomorphismes 
respectant les connexions et les structures hermitiennes) corres
pondent biunivoquement aux classes d'isomorphismes de fibres munis 
de connexions autoduales (isomorphismes respectant seulement la 

connexion) qui de plus possèdent une structure hermitienne hori
zontale* Comme on a montré que les classes d'isomorphismes de fibres 

4sur S munis de connexions autoduales correspondent biunivocue-
ment par la transformation de Penrose aux classes d'isomorphismes
de fibres algébriques sur X possédant la propriété b) (ex.p. Il

et ill), i l  suffit de montrer que (F,(As) possède une structure
hermitienne si et seulement si le fibré algébrique E associé
possède une structure quatprnionique. Ün a vu nue si ( F, tk> ) est
un instanton, alors E possède une structure gu aternioninue (2*lü.)
Réciproquement soit X : E -----> E une structure nu aternionique*
Alors X induit un automorphisme de F horizontal antilinéaire

2que nous noterons >  . On a h  = - idp . Gn peut donc munir F
d'une structure de fibré de rang 1 sur les quaternions en imposant 
eue la multiplication par j £ !H soit l'automorphisme . Comme
E est trivial sur les droites réelles, on a C (E) = Ü » Donc

2A E est le fibré trivial sur X ; il  est muni de la structure

réelle Â  X • Donc ( A2e, A2!  ) est isomorphe à (0^,0“ ) (2.5,)
En d'autres termes, i l  existe une forme bilinéaire alternée sur E 

 ̂  ̂ * *telle que (À. o <T K 0 O"  ̂) = O* (<*,($) . Par suite i l  existe
une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur F , horizontale,

telle que  6^ (k)) = 0 6^ (k)) = 0Donc  6^ (k)) = 0 6^ (k)) = 0 6^ (k)) =
est une forme sesquilinéaire horizontale non dégénérée. Comme mur
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tout ok -f G 9 jlioC n'est pas colinéaire b , on a
< ot ,<*> = (°l,jUoC) Ji 0 . Il existe donc un nombre réel p tel que

«*■.(*'---- <<*»(3 y soit une forme hermitienne positive horizontale,
c.q.f.d .

2,12. Remarques.-  l) Pour k négatif strictement, i l  n'y a pas de 
fibre E de rang 2 sur X tel que Ĉ (E) = k et que E soit

v *)trivial sur toutes les droites réelles (exp.IV'. Il n'y a donc pas 
d'instanton de nombre de Pontrjagin <1 G *

2} Les fibrés E de rang 2 sur X tels que Ĉ ÎE) =0 et
que E soit trivial sur toutes les droites réelles sont des sommes
de 2 fibres triviaux de rang 1 : en effet la variété des droites
de saut de E est vide (degré = 0) et on conclut par le théorème 

de Van de Ven. Donc les instantons de nombre de Pontrjagin nul sont 
des sommes directes de 2 fibres triviaux de rang 1 munis de la 
connexion de Poincaré.

3) On a vu dans l'exposé IV que les fibres E de rang 2 sur X
tels que C (E) = 1 et que C (E) = 0 sont classés par les formes

4bilinéaires alternées non dégénérées sur C à multiple scalaire 
près. Un fibre E correspondant à la forme bilinéaire

I----est isomorphe a CT E si et seulement si i l  existe
A. e C tel que = A,(j<*,j )̂ E où j € 'H opère sur C+ = IĤ
Un tel X est de module 1 et on oeut le rendre égal è 1 en 

multipliant (c*f|3)E par un scalaire convenable. La multiplication 

par j induit sur , ( j < * ,j ^ )  une structure réelle ; l'ensemble des

points fixes est un espece vectoriel réel isomorphe h IRÜ * Les 
formes non dégénérées corresoondent au comn 1'mentai re d'un cône 

quadratique non dégénéré de ( A *” } . Par s u i t e  r i brés E
*> Exp IV, S 9, Th. 2 et 3 .
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^ 5isomorphes à ÇT E correspondent aux points de IftP situés dans
le complémentaire d’une quadrique réelle Q . Les points de Q

correspondent aux formes bilinéaires non nul] es, dégénérées, réelles
4 . 4sur Q. et par suite aux plans réels de C i .e . aux droites

réelles de IP3(C) i .e . aux points de 5 ̂  . Donc cette quadrique
4réelle est difféomorphe à 5 . Cette quadrique est donc de

signature (l,5) . Il en résulte que le complémentaire
a deux composantes connexes ; qu’une des compos-antes est difféo
morphe a un disque de dimension 5 et que l'autre composante est

une variété ouverte de dimension 5 qui a le type d’hom®topie 
4de [RP . On vérifie que les: fibres correspondants aux points de 

ces deux composantes connexes possèdent des structures quaternio
niques* Les instantons correspondent donc à ceux qui de plus sont 
triviaux sur les droites réelles (2.11*). D’après l ’exposé IV, § 14, 
lemme 4, les instantons correspondent donc aux formes bilinéaires 
alternées, réelles, b telles eue pour tout oL 6 0̂  9

0 • Comme b , joC) G TR , on a donc b(ot,jc*) ü pour
tout oL £ |  □} quitte à multiplier éventuellement b par - 1

L’ensemble des conditions { v <* fc C4 - (o j, b(*,j«t) >  D
'■ £

définit un cone convexe de IR et par suite les instantons de 
nombre de Pontrjagin 1 correspondent aux points de la composante 

contractile de IRP̂  - Q i .e .  aux points d’un disque ouvert de
dimension 5 a On verra dans la suite que ce disque est la variété

PI ( n0 1).

3. Fibrés symplectiques.
3.1. Ün appelle fibré symplectique sur un espace 5 un fibré E ,

muni d’une forme bilinéaire alternée non dégénérée E x E Oc
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L e s  i s o m o r p h i s m e s  de f i b r e s  s y m p l e c t i q u e s  d o i v e n t  d o n c  p r é s e r v e r

l a  fo r m e  s y m p l e c t i q u e .  L o r s q u e  E e s t  d e  r a n g  2 e t  s y m p l e c t i q u e
2

on a un i s o m o r p h i s m e  AE ~  0^ e t  p a r  s u i t e  C ^ (E ) = 0  • R é c i p r o -

3
q u e m e n t t o u t  f i b r e  de r a n g  2 s u r  X = (P (C ) d o n t  l e  e s t

n u l ,  p e u t  ê t r e  m un i d ’ u n e  s t r u c t u r e  s y m p l e c t i q u e  u n iq u e m e n t  d é f i n i e  

à un s c a l a i r e  p r è s .

3 . 2 .  PROPOSI TI QN. -  S o i e n t  S un e s p a c e  a n a l y t i q u e  o u  a l g é b r i q u e

c o m p l e x e . £  ̂ e t  £ 2  d e u x  f i b r é s  s y m p l e c t i q u e s  d e  r a n g  2 s u r

X x S t e l s  q u e  p o u r  t o u t  s 6  S . £ ,  e t  £ „  s o i e n t  d e s----------- a-------c------------------ 1 ,  s  ----  2 ,  s  ----------------------

f i b r é s  s t a b l e s  s u r  X x £ s   ̂ .  A l o r s  l e  f o n c t e u r  q u i  à t o u t

S* -------> S a s s o c i e  l ' e n s e m b l e  d e s  i s o m o r p h i s m e s  de £  f s u r  £ 9 ,

e s t  r e p r é s e n t a b l e  p a r  un e s p a c e  I s o m i? ^ ,? ^ )  ------- > S q u i  e s t  un

r e v ê t e m e n t  de d e g r é  2 d ’ un fe r m é  d e  5 .

S o i t  TTV X x S S l a  p r o j e c t i o n .  D ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  d e  s e m i-

c o n t i n u i t é ,  i l  e x i s t e  l o c a l e m e n t  s u r  S un c o m p le x e  d e  f a i s c e a u x

c o h é r e n t s  l o c a l e m e n t  l i b r e s  K* = K ^  K1 K K" t e l

q u e  p o u r  t o u t  S* — - — } S  ,y ® (F (-2) (̂ K ^ C u ^ K * ) = R^TT ,̂y  ®  (F  ( -2 )  (S » f ^ 2  S*^

S o i e n t  F °  , F*̂  l e s  f i b r é s  d o n t  l e s  f a i s c e a u x  de s e c t i o n  s o n t

K° e t  r e s p e c t i v e m e n t ,  u : F ° - F 1 ’ h o m o m o r p h ism e  de
.0

f i b r é s  c o r r e s p o n d a n t  à 1 1 hom om orph i sm e —— ^ K1 l e  s o u s -

e s p a c e  de l ’ e s p a c e  t o t a l  de , im a g e  i n v e r s e  de  l a  s e c t i o n  n u l l e

de  F^ p a r  u • L e s  d i f f é r e n t e s  d é f i n i t i o n s  l o c a l e s  de  H° s e

r e c o l l a n t  e t  d é f i n i s s a n t  un e s p a c e  g l o b a l  H S q u i  e s t  un

e s p a c e  v e c t o r i e l  a u - d e s s u s  de  5 d o n t  l e s  f i b r e s  s o n t  d e s  e s p a c e s  

v e c t o r i e l s  de  d im e n s io n  v a r i a b l e .  L ' e s p a c e  H° r e p r é s e n t e  l e

f o n c t e u r  s u i v a n t .  P o u r  t o u t S , l e s  m o r p h is m e s  S1 ------

a u - d e s s u s  de 5 c o r r e s p o n d e n t  b iu n iv o q u e m e n t  a u x  m o r p h is m e s  de
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fibres £ <-»-----  ̂  ̂ c» • En particulier pour tout s €r 5 , la
fibre H° est en bijection canonique avec les homomorphismes de
£_ dans . Comme £ . et £. n sont des fibres stables,1, s 2 „ s 1, s 2, s
H° est de dimension G ou 1 . Il en résulte que H° est
l ’espace total d1 un fibre vectoriel de rang 1 sur un sous-espace 
fermé T de 5 : Cela se voit en remarquant que H° est le

spectre (relatif) de la O -̂algèbre Sym (? )  où 7* est le fais-
o v 1̂ Vo

ceau cohérent sur S , Coker d : K ---- • ün a pour tout
s G 5 , rq 7  --= G ou 1 • Par suite 'J* est un faisceau loca-
lement libre de rang 1 sur un sous-espace fermé T • Sur* tout

ouvert U de T on a r(U,H°) = Hom(£̂  u*̂ 2 * E’apqlie ation

J I---- de Hom î l!’ 2̂ U1 danS Hom̂ 0XxU,QXxÛ  =£1̂ U»°û y ® (F (-2) (y ® (F (-2) (
définit une application det : H°-----x , compatible avec
les projections sur T et qui sur chaque fibre est Quadratique 
non dégénérée. Posons I = det  ̂( T x £ 1 ̂  ) • C’est un revêtement
d’ordre 2 de T qui représente les isomorphismes de dans

£ 2 •

4 . Fibrés de Yang-Mills,
4*1. DEFINITION.- On appelle fibré de Yang-Mills sur X = fP̂ ((T) 
un fibré symplectique de rang 2 , trivial sur presoue toute droite

tel que H (̂E(- 2)) =0 .
Il revient au même de dire que E est symplectique semi-stable 

et que H (̂E(- 2)) = 0 (IV, § 9, th. 1) ou encore que E est sym

plectique et que H°(E(- 1 ) ) = H (̂E(- 2)) = 0 (IV, § 6, prop. 5’) 
ou encore que E est symplectique et peut être défini par une 

monade.
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4*2* PRQPQ5ITI ON*- Soient e_t Ê  deux fibres de Yang-Mills

tels que Ĉ fÊ ) ^   ̂ pour i = 1*2 . Notons ¿̂ fomfÊ Ê ) le
fibre des homomorphismes de Ê  dans Ê  • Posons 
hi(Ei,E2) = rg. H1 {«Mom( Ê , E.,) = rg Ext^E^E^

1) Dn a h3(ElfE2) = 0 .
2) On a h°(E ,E2) = 1 ojj 0 suivant que Ê est isomorphe à 

E ou non »
3) On a h1(E ,E2) = 4C2 ( Ê̂  ) + 4C2(E2) - 4 + h°(E1>E2) + 

h2( Ejl,E2) .
En particulier les fibres de Yang-Mills non triviaux sont stables* 

Montrons d'abord, par l ’absurde, que les fibres de Yang-Mills 
E non triviaux sont stables. La démonstration nous a été indiquée
par D* Ferrand. Soit s : 0^---- Ê une section non nulle. Comme
H°(E(— 1)) =0 , l'image de cette section est un sous-faisceau
de rang 1 localement libre maximal de E et par suite on a une 

suite exacte
(*■) 0--- » 0X — > £ ---> ox--- * oc----  ̂0

où C est une courbe de X localement intersection complète de 
degré Ĉ ÎE) donc non vide. Soit CÔ le faisceau dualisant de C .
De (*) on tire CÔ = G ( — 4) . Soit 5  ̂ le faisceau d'idéaux
de C .De (#) on tire deux suites exactes
0----> Gx--- -—̂  E---------} ^  >0 0 ---->9C --- > 0X----» Qc »0 et
de l'égalité H (̂E(- 2)) = G , on tire hL5ç.(- 2)) = 0 donc 

H°(Qç(- 2)) =0 . Pour tout n ^ - 2 , on a H (̂0ç(n)) dual de 

H°(QC(_ n - 4) (car Co c = 0C(- 4)) et H°(0C(- n - 4)) = G ‘car

- n - 4 ^  - 2 et H°(QC(- 2)) = G . Soit Y une composante irré
ductible de C . On a Ĥ (ÜY(n)) = El pour n ^ - 2 .En parti-
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eulier H (üy) = □ donc Y — (P̂ , mais alors on dp neut avoir
Ĥ (0y(- 2)) = ü ; contradiction.

Comme les fibres de Yang-Mills E non triviaux sont stables,
□ n a EndE = € „ Du en déduit aussitôt l es as ertions sur les

h°(fc □ m(E f E ̂ )) . Or H3(tt □ 171 ( E f E 2 ) ) est dual  H e
H° (% om ( E 2, Ê  ) ( - 4)) et convne une (.rc tien de VL nTTi(Ê ,Ê } ne 
s'annule en un point de X que si elle s 'ennulee pertoutt , on a 

H ̂  ( %t ° m ( E ̂  9 E 2 ' 5 = C • Par ai11eurs on a C ( %£ o m ( E 1 , E ? ) ) = 0
C2(%om(ElfE2)) = 2C2(E1) + 2C2(E2) , C ̂  ( fyCom (Ê , E 2) ) = 0 ;
d'où le calcul du ĥ  par le théorème de riiemann-Eoch.
4,3. PROPOSITION,— La transformation de Penrose at a s 1it  une bijec- 
t i□n entre les classes d'isomorphisme d’instantons et les c1asses 
d1 isomorphismes de fibres ri e Y a n g- Mi11 s E tels sue

1) E possède une structure guaternionigue ,
2) E est trivial sur toute droite réelle.

D’après 2.11., le transforme i s ver:, s d’un in s tan ton est un 
fibre E trivial sur toute droite réelle oui possède une structure 
quaternionique. D’après l'sxp. VI on a H ̂  ( E ( - 2)) = 0 . Comme
Ĉ (E) = 0 , E possède une structure symplectique unique à un
facteur scalaire près. Donc les classes d'isomorphismes non néces

sairement symplectiques de tels objets correspondent biunivoquement 
aux classes d'isomorphismes symplectiques. La proposition résulte 

donc de 2.11»

5 » Module des fibres de Yang-Mills.
5»1. Soient k *> D un entier, W un espace vectoriel de dimension
k , V un espace vectoriel de dimension 2k + 2 , muni d’une

4forme bilinéaire alternée non dégénérée. Posons T = (T » 5oit
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W* O Homc(T®Wo,V) la variété algébrique des applications linéaires
4̂  • T®W --- > V telles nue pour tout t 6 T , (t®w) soit

un sous-espace isotrope de V • La variété est une sous-
variété fermée de Hom-(T®W , V ) » C'est donc une variété affine»C o
Notons YM l ’ensemble des Vp G 13- tels nue pour tout t G T - { ° b
W ----> ( t ® w) soit in jectif. Il résulte du théorème des images
directes d’ensembles algébriques par les morphismes propres que 
YM est un ouvert de Zariski de .
5.2. Posons Gj. = Gl(W) x Sp(V) . Le groune |  - 1 , + 1 |  plongé
diagonalement dans le centre de est invariant. Posons

G - î ,  /  { -  1 , ♦ l ]  . Le groupe Ĝ  opère algébriquement sur u- 
par (gl.g2 ).^ =  g2o^ o g^ » Le sous-groupe <£ - 1 # + 1 J* opère 
trivialement. Gn en déduit par passage au quotient une opération 

algébrique de Ĝ sur . L'ouvert YM est stable par l'opé
ration de Gç .

5.3. Pour tout tp 6 YM , notons E ̂  le fibré sur X , coho-
mologie de la monade associée à

-» w ® aY(-n ■ 
c x

* V ® ü, *Vïw ® qy(i)- -»o
Le fibré E est un fibré de Yang-Mills. On obtient ainsi un 
fibré symplectique E sur X x YM tel que pour tout UJ E- YM

? sait un fibré de Yang-Mills» L'opération du groupe G sur
YM se relève en une opération de Ĝ sur (X x YM , E) , triviale

sur X .On notera que le sous-groupe central £ - 1 , + 1 J- 
n'agit pas trivialement sur E .

5.4. PROPOSITION»- Le groupe Ĝ. opère proprement et librement sur
<vYM .

La correspondance qui à une n*o nade associe son fibré de coho-
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mologie est une équivalence de la catégorie des monades dans la 

catégorie des fibres de Yang-Mills (cf. § 7). Comme les fibres de 
Yang-Mills sont stables (4 .2 .), le stabilisateur de tout ijf £ YM

rsJ
dans Gç. est le sous-groupe central diagonal ; d'où la liberté.

/V» V
Sur YM x YM notons Ê  , Ê  les familles algébriques de fibrés 
de Yang-Mills déduites de E (5.3.) par les deux projections. Il 
existe alors une variété algébrique IsomtE^E )̂ qui est un revê-

'"Otement d'ordre 2 d'une sous-variété fermée de YM x YM (3.2 .).

Sur Isom(E ,̂E2) , on a l'isomorphisme classifiant qui fournit
un morphisme algébrique de IsomfE^E^)----  ̂ Gj. en vertu de’l'équi-
valence de catégories entre les monades et les fibrés de Yang-Mills.

/v>Par ailleurs on a un morphisme algébrique IsomtE^E )̂ ----- ŶM
obtenu en composant l'application canonique IsomfE^E )̂ ----  ̂YM x
YM avec la première projection. Ces morphismes donnent donc un 

morphisme de IsomfE^E )̂ ---- ŶM x Ĝ  qui est inverse du morphisme
•O «—*YM x Gg. déduit de la propriété universelle de IsomfÊ Ê̂ ) • Donc 

le morphisme YM x Ĝ ----> YM x YM ( ( 'P »g) 1----> ( V. g *P) ) est un
revêtement d’ordre 2 d'une sous-variété algébrique fermée de
«j '\jYM x YM . En particulier i l  est propre.

5.5. Posons YM = YM /  Ĝ et notons TT : YM --- >YM l'application
de passage au quotient. Comme tout fibré de Yang-Mills est donné
par une monade, les points de YM correspondent biunivoquement aux
classes d'isomorphismes de fibrés de Yang-Mills. Pour tout x G YM ,

on notera E un fibré de Yang-Mills dans la classe d'isomorphisme x
correspondante.
5.6. THEOREME.- Il existe sur YM une structure de variété algé

brique quasi-projective et sur TT une structure de morphisme de
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Vvariétés algébriques t e l l e s  que TT fasse de YM un fibre principal  
de groupe Ĝ  et de base YM

Soit F le fermé T?“ - YM * Pour tout IjJ 6 YM , l 'orbite
rO
G ̂  est disjointe de F

rO
Comme Ĝ est réductif,  i l  existe une fonction algébrique f 

sur V9" , nulle sur F invariante par Ĝ  , non nulle en ^
( [ 3 ] ) . Soit U l'ouvert affine < f  ^ Q j . 1 1  est stable par

Gg. et contient VJJ , L’opération de Ĝ  sur U est propre. Donc 
tout point de YM est stable pour l ’action de Ĝ au sens de [3̂  .
Il  suf f i t  alors d’appliquer les résultats de loc. cit.
5,7.  PROPOSITION,- Pour tout x 6 YM i l  existe un voisinage (trans

cendant) V d e  x dans YM et une famille analytique de
x

fibres de Yang-Mills paramétrée par , faisant de (V̂ fEy ) un
x

module de déformation universelle de E .---------------- --------------------------- -------  xr\) rO
Comme YM est un fibre principal de groupe G sur YM , en tout 
point x € YM , i l  existe une section locale s de TT définie 

sur un voisinage convenable. On pose alors Ew = s E (5 ,3 . ) ,V
La famille obtenue ne dépend pas, à isomorphisme près, de la section 

— 1choisie et sur TT ( V ) on a E -  TTe„ , Soient (Z,z) unx vx
germe d'espace analytique et Ê  une déformation paramétrée par
Z de Ê  , Quitte à diminuer Z , on peut supooser que cette
déformation est décrite par la déformation d'une monade (cf .  §  r ,
et donc qu'il  existe un morphisme jf : Z---- >YM te] que

T T o j  ( 3 )  = x et ^  E — Ê  . Donc on a un morphisme
TTo j  : Z---» YM tel  que (TTo/) Ê  — et un tel  morphisme est

x
uniquement déterminé par la famille Ê  c .q. f .d .
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5.8.  THEOREME.— 1) En tout point x (2 YM , on a
8k - 3 ¡C dim YM ^ 8k - 3 + h2(E ,E ) . ̂ X -̂ X X

2) En tout point x £ YM la dimension de 11espnce tangent de
2Zariski en x est 8k - 3 + h ( E ̂  , E ̂  )

3) En taut point x E YM , tel  nue le fibre E corresponde
à un instanton, Y M est l i s se  de dimension 8k - 3

II résulte de 5.7.  que, en tout point x G YM , ] 1 espace
formel associé a (YM,x) est un module de déformation universel

formel de E . Il  résulte de ]g théorie des déformations fnr- x
melles que l ’espace tangent de Zariski è ce module formel est de
dimension h (̂E tE ) = rq Ext (̂E , E ) , d’où la deuxième esser-
tion d’après 4.2.  De plus on sait nue ce module petit être décrit
par une équation sur cet espace tangent de Zariski, à valeurs dans

2 2Ext (E ,E ) qui est de rang h (E , E ) : d’où la première asser-X x 1 J X X
tion. Pour démontrer la troisième assertion, i l  suff i t  donc de 
montrer nu’en tout point x E YM correspondant è un instanton F 
on a Ext^(E fE ) = Ĥ (X, ÿ£om(Ê , Ê )) =0

A /rLom(E .E ) = E ® E correspond la transformation deX X X X
Penrose F ® F , Il  résulte alors du théorème d’annulation (exp. 
V I )  que Ĥ (X,5f£orn(E , E ) ( -  2)) = G et comme 5 ôm(E ,E ) estX X XX
isomorphe a son dual, on a H' ̂ (Xf J£om(E ,E ) ( -  2)} = G par dua-x x
l i t é  de Serre. Supposons k ^ 1 de sorte nue E ̂  n’est pas 

associé à une corrélation nulle (exp. IV,  ̂ 14). Comme Ê_ est 

stable ( 4 . 2 . ) ,  i l  existe un hyperplan PCX tel  que Ê /P soit  

stable (exp. I, ¡j 9, t h. 4).  On a alors deux suites exactes

G—>%om(E , E ) ( -  2 ) >îtfom(E , E ) ( -1)— ^>fom( E /P, E /P ) (-1) > 0

ü_^%om(E , E ) ( - l ) --- »ftom(E .E )— £Com(E /P,E /P)-----> GX X XX A A
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d'oû deux suites exactes :
0---- > H2(X>fani(Ex,Ex) (-1) ) ---- > H2 ( P ,%m ( Ex/P , Ex/P ) (-1 ) )

H2(X,%om(E , E ) ( - ! ) ) --- ^H2(X,%m(E ,E ))---->H2(P,fem(E /P,E /P))XX XX X X

Par dualité de Serre, Ĥ (P ,Xom(E /̂P, E /̂P) (-1)) est dual de
Ha(P^fom(Ex/P,Ex/P)(-2)) et H2(P̂ £am(Ex/P, Ex/P)) est dual de
H° ( P ,3£om ( Ê /P , Ê /P ) (-3 ) ) . Comme E P est stable, ces espaces

2sont nuis, par suite h (E ,E ) = ü • Le cas particulier k = 1
a été traité en 2.12*, remarque 3) : on a vu nue dans ce cas YM
est lisse de dimension 5 (cf. 5.9. ci-dessous)®
5.9. On peut montrer facilement que YM est le "module grossier" 

des fibrés de Yang-Mills, ce qui en donne une caractérisation 
intrinsèque indépendante des descriptions par les monades. Ainsi 

l'espace étudié en 2.12. décrit à l'aide du diviseur des droites 

de saut, est un module grossier donc isomorphe g YM (k = l) » 
L'espace étudié dans l'exposé X décrit a l ’aide des courbes asso
ciées aux fibrés est un module grossier donc isomorphe a YM

(k = 2) .

6. Structure réelle sur le module des fibrés de Yang-Mills.
6.1. Avec les natations du § 5, notons W , V les espaces complexes 
conjugués de W et V respectivement ; munissons V de la forme 
bilinéaire «■.(i •— >--------- et donnons nous QT : W  ÿ W un iso
morphisme et Cr̂  : V ---V un isomorphisme symplectique. Alors

l ’application U) I----  ̂CT ~ oUJoJ (S) est un morphisme antilinâaire
•v *-ode YM dans YM . Ce morphisme passe au quotient et fournit un

isomorphisme antilinéaire CT : YM---- >YM . Gn constate immédiate-
2ment que (JT est une forme réelle ( 0“ = Id) qui ne dépend pas 

du choix de et 0" . La variété réelle qu'on en déduit est
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notée YM  ̂ » L’ensemble de ses points réels est noté YM (R) *
6*2. Par construction, YM (IR) est l'ensemble des x G YM tels 

que soit isomorphe à 0" Ê  (  ̂ 2} , donc possède une struc
ture réelle ou quaternionique (2.5*)* Le type réel ou quaternio- 
nique de Ê  est constant sur les composantes connexes de YM (IR) 

Pour étudier les instantons, on s'intéresse aux composantes de type 
quaternionique (4.3 ,). Comme la condition de trivialité sur les 

droites réelles de E est ouverte en x , les instantons corres- 
pondent aux points d'un ouvert de la réunion des composantes con
nexes de type quaternionique.
6.3. Donnons alors une structure quaternionique sur V , j : V ---- V̂
telle  que (j et telle  que oL I--- > soit une
forme hermitienne positive non deagénérée, et de plus une structure 

réelle O” : W----) W . Alors on constate que LU I---- jo^oj ®
est une structure réelle sur YM • Notons M les points réels de
rO __ *\>YM pour cette structure et posons M = TT(M) . Notons 5p̂ (V) 

le groupe des automorphismes symplectiques de V qui commutent à 
j et Gl(Ŵ ) le groupe des automorphismes de W qui commutent 
à CT . Posons E = Gl(Ŵ ) x Sp̂ {\J) 9 G = G/ £ -  l , + l j

CO
C'est un sous-groupe de Ĝ_ . Il est clair que M est stable par

G .
/ \6.4. THEOREME.— l) M est une sous-variété réelle, ouverte lisse . 

de YM (IR) de dimension 8k - 3 .
iyJ2 ) M est un fibré principal de base M de groupe G .

3) Un fibré E . x £ YM . correspond à un instanton si et -----------  x 9 -------- ----------------------------------
seulement si x €: M .
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6.5. Soient E un fibre de Yang-Mills, et
0 - R ® 0Y(-1) 

C X
1 s ® oy - 

c x
,0 ,

la monade associée (exp. V ) . Notons c* |----  ̂ ,(3 ) la forme b ili-
<■>, -ifnéaire alternée sur 5 * Soit A- : E---  ̂ 0" E une structure qua-

ternionique. Quitte à multiplier "X. par un scalaire de module 1 , 
on peut supposer que A2* est la conjugaison sur X . Par fonc- 
torialité de la monade, on en déduit une structure quaternionique

j : S----  ̂S telle que ( j*, j|3) = (°̂ ,p ) > ©£ , p £ 5 .Par suite

* p>1---} est une forme hermitienne non dégénérée.
Quitte, éventuellement, à multiplier A. par - 1 , on peut toujours
supposer qufil existe un oC G 5 tel que <[ G *

/ s6.6. THEOREME.- Le fibre E correspond à un instanton si et seule
ment si la forme hermitienne , p I--- > ^ o< , p est positive.

<"V>6.7. Montrons que 6.6. entraîne 6.4. Soit ^ c YM tel que
= — j o VjJ o j (X> CT . L’endomorphisme j de V induit sur E ^ 

une structure quaternionique et comme la forme hermitienne
< , j3 1---> <*., p > est positive par construction, i l  résulte de
6.6. que E  ̂ correspond à un instanton. Réciproquement si E^ 
correspond a un instanton, l ’espace V se trouve muni d'après 6 * 5 » 
et 6.6. d’une forme hilbertienne  ̂ et d'une structure
quaternionique ĵ . • De même W est muni d'une forme réelle CĤ.

et on a 'f = - j E » f  o j ® <r ̂  . I l  existe un automorphisme v de 
V qui transporte la forme hilbertienne < , > sur ^
et la structure ouaternionique j sur ĵ  . Cet automorphisme est

alors nécessairement symplectique. De même i l  existe un automorphisme 

w de W qui transporte la structure réelle de O- sur . Il
rO

existe dond un g £ qui transforme Cp en un point de M d’où
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3 ). L’assertion l) résulte de 6.2. et 5.8. (3). Il existe un voisi
nage de M dans YM qui est lisse et stable par la structure 

réelle. Donc M apparaît corme l'ensemble des points réels d’une 
variété lisse . C'est donc une variété réelle lisse . Le groupe G

rOagit librement et proprement sur M (5.4.) et par des arguments 

analogues a ceux présentés ci-dessus, on voit nue le quontient est
M d'où 2).

6.8. Commençons la démonstration de 6.6. et montrons nue si la
forme hermitienne f----  ̂ <C oC ,  ̂ /> est positive, alors E
est un instanton . Il suffit pour cela d ̂  voir nue E est trivial
sur les droites réelles H e X (4.3.). 5 n i t CD ? R ® T ----f 5

a
1 1 homornn rnhisne linéaire dé fini es: an t la panade. Pour tout t £ T-A 0 t 
posons R = R ® t . L * espace R ne dinend sue de 1'image t
de t dans X . D'après l'exnnsé V * prop* 1* pour que E soit trivial
sur la droite de X passant par les points t et jt , i l  faut
et i l  suffit que (£) ( R ̂_ ) et 1'orthogonal de  ̂ (R ̂  ̂ ) pour la
forme symplectique soient supplémentaires. Remarquons alors que
la forme symplectique sur G est I---  ̂ 9 j • Par
suite l'orthogonal de <£ ( R ) pour la forme symnlectinue est1 t
l'orthogonal de j $(Rjt) = $ (r g  - $xRt) pour la forme hermi
tienne. Comme cette forme hermitienne est positive, l'orthogonal 

de )̂ ( R ̂  ) est bien supplémentaire de § ( R t ) *
6.9. Pour tout a , b dans R fê)T posons H ( a, b ) = <C ^ ( a ) ,  ̂( b ) > «,

€
ün obtient ainsi une forme hermitienne sur R ® T en général dégé

nérée. On a
(1) H(çr<2>j(a) , CT (3) j ( b ) ) = H(b,a)
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6*10. Lemme » - a) Pour tout t £ T - £ ü J , R est orthogonal à
R . . pour H jt ----

b) Pour tout t £ T — ^oj , 1a restriction de H R ̂  est

non dégénérée»
c ) Pour tout t £ T - j 0 F , la restriction d r H % i 1 0 r r h ag :

nal de Rt R . , a un sinne constant i n r' ' n e n d s n t 'i e t Jt ---------- ------------------------------------
La propriété a) résulte du fait que nnur tout t , )̂ ( R ̂  ) 

est isotrope pour la to rme synnlectioue de 5 . La propriété b) 
résulte du fait que E est t rivi al sur toute droite réelle de X ;
d’après 1 ’ e xpo sé V , i l  f aU t que pour cela nue mur to ij t t G T - £ ü J'
1’orthogonal de (t) ( R . ) nour la forme s v ou 1ectioue , c ’est—=—direY Jt
l ’orthogonal de (J) ( R + ) pour la forme hermitienne, soit supplé
mentaire de <̂> ( R ) « Démontrons 3). La restriction de H à l ’or

thogonal de R t ^  R • j. est l ’image inversese par (|) de la restric

tion de la forme , > è l ’orthogonal de ( R ̂ _} ® ^ j t ̂
Posons F, = OIR) ® (p(R.,} .C ’e st un so lj s-espace de dimension t x t x jt
2 de S stable par j . Comme la restriction de la forme hermi
tienne de S sur <p (Rt) © $  ( R . , ) est non dégénérée, la restric
tion de cette forme a F̂_ est non dégénérée. Pour f £- on a

<L f ,f  > = - < y  • Comme f,g J----> f,g > est
non dégénérée sur F_̂ , la forme bilinéaire alternée
(f,g) I--- f > j 9 est non dégénérée. Donc si f et g ne
sont pas colinéaires, on a f,jg y f 0 car F̂  est de dimen

sion 2 » Comme jf n’est pas colinéaire à f si f  ̂ 0 , on a

^ f * J J f >  ̂ Q ; donc < f , f > f □ .Comme f , f >
est un nombre réel, f I----  ̂ ^ f , f y garde un signe constant

sur F̂  -  ̂üj . Ce signe dépend continuement de t , donc i l  est
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constant par connexité.
6.11. PRGPÜSI TIQM*— Soient R un espace vectoriel complexe muni

d*une forme réelle 0~ , H une forme hermitienne sur R ® T qui
<L

possède la propriété (1). On suppose que H possède la propriété
a) e_t b) du lemme 6.10. et la propriété :

c ’ ) Pour tout t è T - | Q j , la restriction de H à 1 ' ortho-

qonal de R. © R.. est positive.---------- t j t ----- K---------
Alors H est une foj hermitienne positive.

6.12. Montrons comment la proposition 6.11. permet d'achever la 
démonstration de 6.6. D'après 6.11. la forme hermitienne H• a un 
signe constant sur les qui est aussi celui qu'elle a sur les
orthogonaux des © W.^ . Donc avec les notations de 6.10., la
forme hermitienne de 5 a le même signe sur ^ (R ), (J) ( R . , ) , Fl j r r
Elle est donc positive non dégénérée d’après le choix fait en 6.5.
6.13. La démonstration de (6.11.) nue nous copions sur £ 2 3 repose 
sur un clacul miraculeux. Matons k la dimension de R • Soient
e ̂  , e2 = j e ̂  , e ̂  , e ̂  = j e ̂  une base de T . Posons
D = Ce + Ce„ , = Ce„ + Ce. . Gn ao 1 2 3 4
R ® T = R <8 û ® R D = R« e, © R® enô R® e,®  R® b,O 00 1 2 J 4
Ceci permet, en choisissant une base réelle de R , d’écrire la 

matrice de H sous formes de matrices par blocs.
6.14. Lemme. - La propriété a ) jde H (6.11.) équivaut au fait que 

la matrice de H soit de la forme

H =
A N

M M

ou
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A =
Ak Q

Q Ak

, M =
Mk 0 \

G ,nkjn
M *

B C

-c* B*

\  = A* • Mk = M*
Le lemme se démontre en calculant. On u t ilis e  (l) 

6.15. Soit x = (x^ x^ x^ x^ ) G IR4 . Posons

X(x) = ' X4+ix3
-X2+ix^

x^+ix^

X -ix

T U ) =
' ■ldO

X ( x )

D

1Doo

D(x) = "t (x)Dn
Pour tout x G IR4 , D(x) est un plan de T stable par j , donc

correspond à une droite réelle de X .On obtient ainsi une para-

métrisation de toutes les droites réelles de X sauf . Pour
4tout x G ÎR soit H(x) la forme hermitienne sur W ® T te lle  

que

H ( x ) (a,b) = H(IdD ® f ( x ) ( a )  , IdD ® t(x )(b ))  .

La matrice de H(x) est alors

A ( x ) / ( x )

N ( x ) M .

avec

A(x) = A + t(Idn ®X(x)).N + N . IdD® X(x) + |x |2 M , K K 1
N(x) = N + M(IdD ® X(x)) K

6.16. Lemme.-  1) La propriété b) c[£ H (6.11.) entraîne que pour 

tout x G ÎR4 , det A(x)  ̂ 0
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2 ) La propriété c * ) d_e H entraîne que pour tout x £ (R la 
mat ri c e

— 1 ^M - N(x) A(x) N (x) 
est hermitienne positive.

En effet pour tnut x la restri ctinn rie H à W <8> U doitx
être non dégénérée d'au 1 ) . L ' assertion 2 ) e; e décentre en détermi

nant l'orthononal de W ® 0 mur H(x) et en cal eu] ant la res tri-□
ct i g n de H(x) h cet orthogonal.
6.17. L e m m e•— La matrice À A(x)  ̂ est hermitienne nnaative------------------x ----------------------- ------
(A = lanlacien o a r rannnrt n x )
Posons

\  =T

.C-iC* ü

G iC-iC*.

M = i 2 2

■tirc+c G

Üdfd C+C

N = — 3 2

iB-iB

0

G

. . n-*i ü — r B

1
4̂ = T

B + B*

G

ü

B+B*

Posons P. = 3 — X(x) , 1 < i ,< 4 (matrices de Pauli) . Renari 9*.*i
quons que I d̂  (g) P. commute à toute matrice 2k x 2k du tyoe

- o Gn a

(2)

X ( x )
4

i = l
Xî  f

4

1 I dD <S> P . .hi . = NR i l

P.P . + P .P. = 2 S ■ ■ •i J J i iJ
On déduit alors de (6.15.) et de ( 2 )

(3) A(x) = A + 2
4
1 x . N . + |x I2 M11 11
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En particulier pour tout x , A(x) et A(x) 

( ^ ) • On déduit donc de (2)

-1 sont du type

(4) M - N(x)A(x)-1N(x) = M •
i j
C(M.+x.M)A(x)_1(N , + x .M)Id ® P.t P .

Soit fi l'opérateur sur les matrices 2k x 2k nui, à une matrice
°*11 °\L2
*71 2̂2

associe l/l l +<*22
0

U
ot +o/ /11 22 '

Si U : . 0
D
<*;

on a 9 (UV) = ü ô(V) . On a
(5) 0 ( I d_ (g) P. P.) = 2 Ò .. I dpK 1 j IJ K
ün déduit de (4) et (5)

(6)
1 ^0(H -N(x)A(x) IN(x) ) = 2M -

4
£ (i

(IM.+x.H) A(x) 1 ( l\l. +x . M ) 1 1  1 1
Comme 0 transforme les matrices hermitiennes positives en matrices 
hermitiennes positives, le deuxième membre de (6) est positif*

La matrice A(x) est hermitienne non dégénérée (6.16*)* Pour 
montrer que A x A(x)  ̂ est négative, i l  suffit donc de montrer 
que

S(x) = - A ( x ) ( A A(x)_1)A(x)
est hermitienne positive. On a
(7) S(x) = A A(x) - 2 ;

4
c1

a
d x .i

A ( x ) * A ( x ) 1, a
i

A ( x )
Donc, d’après (3)

(B) S ( x) = 8M - 8
4

%
[N.+x.M)A(x) (̂N.+x.M)i l  i l

En comparant avec (6), on constate que 5(x) est positive !

6*18* Achevons la démonstration de 6*11* Par la formule de Stokes 
on a pour p 0 ,

(9)
xl^p

( AxA(x) 1) d ^

|x|=p

( gracl A ( x )  ̂ ) d s
Ixl

Un a, pour p ----  ̂ oO

grad A(x) = 2x
U!4

M-1 + 0( |x I ~3) .
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Donc

J ” ( AxA(x)-1)d <3- = -  X m-1 , X>G .
I*4

Il  résulte alors de 6.17* que M  ̂ donc M est pos i t i f  et d’après 

les propriétés a) , b) et cf) de H , que H est posit ive.

6.19.  Lorsqu’on expl ici te la construction de la variété M de (6.3.)
ron retrouve la variété M introduite au g 1 . L e  théorème 1.3.  

se trouve ainsi  essentiellement démontré à ceci près qu’i l  nous
«■v

faut montrer que M n'est pas vide. Prenons k + 1 droites réel les  
dist inctes dans X et k + 1 paramètres réels £ 0 . A  L’aide 

de ces données on peut construire un fibre E sur X muni d’une 
structure quaternionique, trivial  sur toutes les droites réel les ,  
tel  que le l ieu des zéros d'une section convenable de E(k + l) 

soit  les k + 1 droites réel les données à l'avance (exp.IX). On 
obtient ainsi une famille d'éléments de I (k) (Solutions de vt 
Hooft).
6.20. Indiquons sans démonstration une description de l ’application

«VJcanonique M---- ^l(k) . On obtiendrait une démonstration en appli
quant la transformation de Penrose à la monade définissant un fibré

k(exp. II et V ) . Notons /HP la variété des sous-espaces quater-
k + inioniques de dimension k de IH . Sur IHP on a donc un sou s-

k+1fibré quaternionique Q de rang k du fibré tr iv ia l  iH • Posons
r » i !( + iIF ( k ) = IH /Q . A l ’aide d’une métrique hilbertienne sur IH

compatible avec la multiplication par j , on peut considérer F (k)
k +1comme un sous-fibré de rang quaternionique 1 de IH . Notons

alors ¿ (̂k) la connexion sur JF(k) déduite de la connexion tri- 
viale sur IH par projection orthogonale. La donnée d’un point
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de M ( l . 2 . )  fournit une application différentiable
s4 ^ jhp1  — >MPk .

Donc m*(F ( k ) est fibre de rang complexe 2 f muni d’une connexion 
et d'une forme hermitienne positive non dégénérée horizontale.  Gn 
véri f ie que cette connexion est autoduale et par suite que m (F(k) 
est un instanton.

7. Complément sur les monades.
7.1.  PROPOSITION (Beylinson [ l ]  ) Soi t  7  un faisceau cohérent 

sur X = ÎP̂ (tD) . I l  existe une suite spectrale fonctoriel le en 7  

de terme
EP’q = Hq(H“P( - p ) ®T ) ® 0x(+p) ,

t e l l e  que q = Q pour p + q t  0 jet E^ P le gradué associé
a une f i l trat ion convenable de 7

Soient A la diagonale de X x X et p : X x X---  ̂ X la
première projection. On a une suite exacte

Xlx(i) 0  Qx(-l) ^ 0XxX 0
d’où un complexe de Koszul, résolution de 0  ̂ :
(1) Q^^(3)BQx( -3) -^i lJ (2}H0x( -2)^i2^( l ) (aüx( - l )^  QXxX-

G,---> 0 .A
Comme [ x X ( ‘F  si  0^#0  ̂ ) = Û pour i  > □ , on obtient en ten-
sorisant (l) par ^  une résolution de y  = o j  ® oA  X A
On a R1 T  = 0 pour i  f  0 et p T  = T  • La suite spec- P-# A  ** A
traie du fondeur dérivé R appliquée à la résolution de

P* ^
est la suite spectrale annoncée*
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7.2. PROPOSITION.- Soit E un fibré de Yanq-Plills. La suite spec
trale de 7.1. appliquée à E(- 2) fournit un complexe de longueur 
3 dont la cohomoloqie est E et qui dépend fonctnrielleient de 

E .
0---> H2(E(-3))® 0y(-1)--- >H1(E®ilf ®0Y---> H1(E(-1)) ® ---» ü .

C X _ X C X C X
Il sfagit de calculer les H q ( H ̂ ,P (-p-2 ) ® E] . Ils sont donnés par

le tableau suivant: n
/

G G G G 3

H2(E(—3)) H1(E O*) H1(E(-1)1 0 2

0 G 0 G 1

0 G G G 0 V
- 3 - 2 - 1 0

>

• P = 0 . On a Hq ( il~p (-p-2) ® E) = Hq(E(—2)) . Comme E est
semi-stable on a H°(E(-2)) =0 . Par définition H1(E(-2)) =0  
Par dualité on en déduit H (E(—2)) = H (E(—2)) =0 »
„ p = - 1 . On a Hq(H~p(-p-2) ® E ) = Hq(il^(-l) ® E) .De plus
on a une suite exacte 0  ̂SL ̂  ( —1 )  > T 0 ̂  ( - 2 )  > 0 ̂  ( -1 )  > 0 »
En tensorisant par E et en prenant la suite exacte de cohomologie, 
on obtient, compte tenu de H1 (T ® E(—2)) = T ® Hq(E(-2)) = 0 ,

€ C
H° (il  ̂  ( -1 ) ® E) = 0 , H1(I2^(-1)® E) _ 0 ,
H^El-l)}y  ® (F  (-2) (y  ® (F  (-2) (E) ,ggH3(il^(-1) <£> E) H2(E(-U) .

-1 3Ce dernier terme est nul car sinon on obtiendrait un Ê 9 0

contrairement à 7.1.
. o = - 2 „ On a Hq(il~P(-p-2) ® E) = Hq(il2®E) . De plus on

a une suite exacte 0—  ̂i l 2   > AT*®0y(-2)—■* -Q.J —̂ «0 . En ten-
X c x

sorisant par E et en prenant la suite exacte de cohomologie, on
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obt ient  H°(ü^ ® E) = G , H°(.Q.^ ® E) lf(.i7.2 ® E) ,
hL-OT ®E) H2( i l 2 ® E) Comme on a une inject ionX X

■Q- l  ® E c--- j. T*® E (-1 ) , on a H° ( f l  y ® E) = 0 . En f i n
X £ *

H3( a ^  ® E) est  dual de H°(jQ.  ̂ ®E) = Ü
. p = -  3 * Ün a Hq( i l~P(-p-2) ® E) - Hq(E(-3)) . On a

H ° ( E ( - 3 ) ) = 0 car E est  semi-stable.  Le dual de H ̂  ( E ( — 3 ) ) est
? 3H (E(—1)) dont on a vu qu ' i l  est  nul. Le dual de H (E(— 3)) est

H°(E(-1)) = 0 .
7*3. COROLLAIRE.- La catégorie des monades est  équivalente à la 

catégorie des f ibres de Yang-Hills.

La proposit ion 7.2.  décr i t  un foncteur des f ibres  vers les 

monades (exp. V ) • Le foncteur quasi-inverse consiste à prendre

la cohomologie de la monade.
7.4.  PROPOSITION.- Soient (5,3^) un germe d'espace analytique et

s I---- > Ê  une famille analytique plate de f ibres de Yang-Mills* I l
existe une famille analytique plate de monades s \----  ̂ dont la

cohomologie est  s j---- > Ê  „
Variante à paramètre des prop. 7.1.  et 7.2.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978) 

Exposé n° VItt 

OPERATEURS DIFFERENTIELS ET THEOREMES D'ANNULATION 

par J.P. BOURGUIGNON 

Cet exposé introduit aux théorèmes d'annulation tels qu'ils sont prouvés 

en géométrie riemannienne, en utilisant les formules de VeitzenbOck, spéciale

ment pour les 2-formes différentielles à valeurs vectorielles et les champs 

de spineurs (théorème d'A. Lichnerowicz)• La notion d'opérateur différentiel 

naturel permet de mieux utiliser les propriétés algébriques spéciales de la 

dimension 4 • 

Il doit (!) faciliter la lecture des pages 34 à 36 de [2.] • 

Dans tout l'exposé, (M,g) est une variété riemannienne compacte orientée 

de dimension n et G un groupe de Lie compact d'algèbre de Lie OJ . 

Si rr : E — > M est un G-fibre et V u n e G-connexion sur ce fibre, 

alors la fonctionnelle de Yang-Mills \^]J[ est donnée par 

= J m ||RV||2 

où R^ est la courbure de V (2-forme à valeurs dans le fibre en algèbres de 

Lie ÙJ des automorphismes infinitésimaux de E ) et || || la norme déduite 

du choix d'une norme sur (̂ J et de la métrique g sur la base. 

Les points critiques de '̂ 7)1 sont les connexions V telles que soit 

harmonique (en tant que 2-forme à valeurs vectorielles) : R^ est toujours 

fermée (c'est l'identité de Bianchi). 

Nous rappelons que la codifférentielle peut s'écrire sur les 2-formes 

ô = ~ * d v* 

où d^ désigne la différentielle extérieure associée à la connexion V et # 

est l'opérateur de Hodge défini par la métrique et l'orientation appliquant 
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les p-formes dans les (n- p)-formes.

Remarquons que * , opérant sur les k-formes lorsque n = 2k , ne dépend

que de la structure conforme»

La condition d'harmonicité peut encore s*écrire 

( dvR̂  = 0

l  dv * Rv = 0 .

Nous noterons, pour simplifier, V l ’espace vectoriel euclidien orienté

(T M,g ,* ) où m est un point de M * v m 9 nr m
2Si M est de dimension 4 , * est une involution de a V de telle sorte

que nous avons la décomposition 

Â V = A+ 0 A

correspondant aux sous-espaces propres de • Les espaces a+ et A sont

des espaces de représentation irréductibles non isomorphes de SO(v) • (Remar

quons qu'avec l ’isomorphisme bien connu de a V̂ avec Sll(v) , la décomposi

tion précédente coïncide avec celle de l ’algèbre de Lie ĴIKv) , isomorphe à 

5fl4 , en ses deux facteurs simples isomorphes à
Dans ce cas, si nous posons R̂  = + R̂  , l'équation des champs de

Yang Mills s'écrit

R̂  + = 0 (ou de façon équivalente d̂  R̂  = 0)

(en effet, si la 2-forme R^+ est fermée, elle est aussi cofermée ; comme 

R̂  est fermée, R̂  est aussi fermée, donc cofermée et R̂  elle-même est 

cofermée)•

1 • Opérateurs différentiels naturels riemanniens»

Il est souvent important de montrer que le noyau d'un opérateur différen

tiel A elliptique auto-adjoint d'ordre 2 est réduit à {o} •
Nous supposerons ici que A est universellement défini sur les variétés 

riemanniennes (nous dirons aussi naturel) au sens précis suivant :
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"pour toutes variétés riemarmiennes (M,g) et (même ouvertes) et
pour tout difféomorphisme cp i M —> M' qui est une isométrie (i.e . tel que 

<p*g* = g) » alors CP S* étend aux fibrés sur les sections desquels A opère

et A(M,g) et A(M',g') sont échan9és P31' T "•
Comme exemples de tels opérateurs, citons la différentielle extérieure

des formes différentielles extérieures (elle ne dépend que de la structure 

différentielle), la codifférentielle ô , la dérivation covariante de Levi- 

Civi ta D •

La notion précédente peut être raffinée pour les variétés riemanniennes

orientées (ou possédant d’autres structures géométriques) de façon évidente*

Ces opérateurs naturels ont une propriété importante qui rend leur étude

complètement algébrique* Avant d’énoncer cette propriété, i l  nous faut rappeler

les différentes notions de symbole pour un opérateur différentiel.

Soient tte s E —> M un fibré vectoriel C°° sur M et ^ l ’espace de 
co le leses sections C « On définit le fibré tte ï J E —> M des k-jets de sections

kde rfg de la façon suivante : Ĵ E est le quotient de q par la relation
led’équivalence -j-» définie par

k /les dérivées partielles des sections s et s ’ n
( s ^  s ’ ) <=> 1 j •' m ' vde E coïncident en m jusqu’à l ’ordre k inclus'

Les changements de cartes entre trivialisations s ’obtiennent par dérivation

des changements de cartes du fibré (cf* [3] ou [8]).
Il existe une application naturelle évidente notée j : %--- (espace

des sections de tte ) , appelé opérateur différentiel universel d’ordre k *

La suite des fibrés de jets s ’organise en une famille de suites exactes

0  » S*T*M ® E ------- > JkE ------- > J^E  ---------> 0

où la première inclusion peut être vue ainsi : soient s C E et E i T*K :m m  m
prenons une section s telle que s(m) = et une fonction f telle que 

f(m) =0 et df(m) = Ç , A Ç0**. ® § ® s  , nous associons la classe dans
Ĵ E de la section f^s #
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Soient maintenant deux fibrés C°°rr„ : E — > M et tt : F — ^ M .E F
L'opératfeur A de "<§ dans est dit différentiel dfordre k si, pour s 

dans ^ 9

A(s) = EA(jk(s))
k kpour un morphisme de fibrés vectoriels entre tt̂  : J E —> M et

TTp Z P — *  M « On dit que y;  ̂ est le symbole total de A «
k kLa restriction du symbole total au sdus-fibré S T*M ® E de JE est

îcnotée et appelée le symbole principal de A , (Comme S T*M <8 E ne fait

intervenir que des objets d’ordre 0 , on dit quelquefois que le symbole 

principal est intrinsèque).

Dans ce formalisme une connexion V sur un fibré rr : E —> M est unE
opérateur différentiel d’ordre 1 défini sur tt_ à valeurs dans pj ® tt_ :E M E
T*M ® E — dont le symbole principal est l ’identité : en effet, pour s 

dans 'S èt f dans C°°(m) ,

V(fs) = fVs + df ® s .
Une connexion apparaît ainsi comme une scission de la suite exacte

0 --------> T*M ® E --------> J1 E ---------> E ---------0 •
En fait, le choix d’une connexion sur E permet d’écrire 

k
CTE = © (S1!*!! ® E) ,

i=o
en utilisant à chaque cran pour scinder la suite exacte l ’opérateur 

k kV = B oV o ,,,0V obtenu en itérant V , puis en symétrisant pour avoir 

un opérateur de E dans S T*M ® E •

En tant qu’opérateur différentiel d’ordre i de E dans S1T*M ® E , 

y1 a pour symbole principal l ’identité.

Une connexion sur E ayant été choisie, l ’opérateur A peut s ’écrire

A = a «V* + a!(^)oVk"1 + •••A A
En effet l ’opérateur g SJ a même symbole principal que A ; par suite 

k A°A - (j o V est un opérateur différentiel d’ordre k-1 et ainsi de suite,A
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La suite des symboles est dite la suite des symboles de A associée

à V •
Grâce à cette notion, nous pouvons énoncer :

PROPOSITION (c£. Tout opérateur différentiel naturel riemannien a pour

suite de symboles associée à la connexion de Levi-Civita des applications 

sont invariantes sous l1action du groupe orthogonal et réciproquement.

Cette proposition permet de déterminer les opérateurs différentiels nati>-

rels d’ordre k définis sur le fibré E : i l  suffit de décomposer en sous-

espaces irréductibles successivement les espaces SXT*M 0 E (i ^ k) : le

projecteur sur chaque sous-espace irréductible donne un tel opérateur et tout

opérateur est combinaison de ces projecteurs.

Ainsi pour E = â T̂M (qui est irréductible sous 0(v)) pour détermi
nener les opérateurs naturels d’ordre 1 i l  faut décomposer V ® A V sous

l ’action de 0(v) : on trouve un facteur isomorphe à V , un facteur
k-1 /isomorphe à a V et un autre facteur seulement (exercice : le décrire par 

une identité à la Bianchi). Les opérateurs différentiels associés à ces pro

jecteurs sont respectivement d, - Ô, D-d+Mô” .
En dimension 4 f pour le cas orienté, i l  y a un raffinement car a V̂ 

n’est pas irréductible.

2. Formules de Weitzenbbck.

Nous revenons maintenant à notre motivation initiale qui est d’établir 

des théorèmes d’annulation. Nous allons utiliser des formules dite de 

Weitzenbbck. On regroupe sous ce nom la comparaison de divers laplaciens (des 

opérateurs différentiels naturels d’ordre 2 dont le symbole principal est 

la métrique g ). Il est facile de voir que :

i) la différence de deux laplaciens est forcément un opérateur d’ordre 0 

(car T*M ® E ne contient pas de facteur isomorphe à E ) 5
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ii) cet opérateur d’ordre 0 s*exprime à partir de la courbure riemannienne 
si les laplaciens ont été obtenus par composition d’opérateurs d’ordre 1 »

Pour prouver que KerA - {0} , on le compare à un laplacien positif
(par exemple un opérateur obtenu en composant un opérateur elliptique d’ordre 1 
avec son adjoint) et on cherche à montrer que l ’expression en la courbure est 
elle aussi positive par des hypothèses convenables,

La motivation originelle était bien sûr de prouver la nullité de certains 
nombres de Betti : pour cela, on compare le laplacien de de Rham dô + Ôd opé
rant sur C (â TM) au laplacien D*D (d’après le développement précédent 
c’est essentiellement la seule comparaison possible).

Nous avons la formule de WeitzenbOck suivante : pour les 2-formes diffé
rentielles extérieures

(dô + ôd)w = D*Dw - üjo(R - 1 Rie ^ g) 
où l ’expression en courbure appelle les commentaires suivants :

i) Dans le cas du fibre tangent la courbure est une transformation de â V 
dans â V ( par- l ’isomorphisme déjà mentionné de â V avec JX(V) ), qui à 
cause de la symétrie de la connexion vérifie une autre identité due à Bianchi 
(la première) : pour tout X, Y, Z dans V ,

RxyZ+ RYZX+ RZXY = 0 .
Cette relation implique que R est une transformation symétrique de â V •

2 2Il se trouve être intéressant de voir S a V comme la partie homogène de degré 2
n p kd’une algèbre, dite algèbre de coin?bure, KV = ® Ŝ a V , de telle sorte que

1=0
(KV)0 =3R , (kv)1 = ŝ v , (kv)2 = .

Le produit noté © entre éléments h et k de (KV)̂  est défini par

(h ® ^)XYZT = ■'’x zh fr + Arrhcz " ^ ï ^ yz “ h z h c i  *

d’où le terme Rie © g dans la formule précédente (on rappelle que

RicXY = ,èg(Ee.X ei'Y)1=1 1
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ii)  Il est aussi important de noter les décompositions en sous-espaces 

0(v)-irréductibles :

S2V = B  . g© S2V
s 2où Sq'V désigne l ’espace des tenseurs symétriques à trace nulle ;

S2a2V = E . g 0 g © (s2V0 g) ®10 © a4V

où yj*' est 1*espace des tenseurs de courbure conforme de Weyl* La première
, 4 ridentité de Bianchi traduit justement que R est orthogonal à A V (donc

est dans la somme des trois autres sous-espaces). La décomposition de la cour-
Scalbure est la suivante : avec Rie = —-— g + Riĉ  , où Seal désigne la 

courbure scalaire (la trace de la courbure de Ricci par rapport à g ),

R s ’écrit
R = VJ + —~  Rie ® g + — g ® gn-2 0 2n(n-1) y y

2 2Le cas de dimension 4 prend' un interet particulier car l ’espace S a V 

admet une décomposition plus fine sous SO(v) : 1’involution * est juste

ment le générateur de â V et la composition avec * dans Ŝ a V̂ ‘■préserve V$~ 

(en effet les éléments de SQV0 g anticommutent à * alors que ceux de 

commutent), donnant naissance aux sous-espaces U)+ et IJ} où cette compo
sition avec * est respectivement l ’identité et moins l ’identité. Nous avons 
alors la décomposition en composantes S0(V )̂-isotypiques 

S2A2V„ = IR. ®lR.g©g © (s2v®g) ©lu + © W4 v U
21 = "7~+~T" 9 +5 + 5

avec en regard la dimension des espaces.

La décomposition de R s ’écrit dans ce cas

R = y+ + w“ + 1  Ric0 0 g + g © g .

Pour revenir à la formule de Veitzenbbck des 2-formes, le terme en courbure 

qui y apparaît est R - ~ Rie 0 g , dont la décomposition en composantes irré

ductibles est

R" 2 RiC ® 9 = W + Æ â J  RiC0 ® 9 + 2ïïë?7 Scal 9 ® 9 ‘
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Il apparaît clone qu'en dimension 4 la partie Riĉ  n'intervient pas puisqu'alors 

R -  ̂ Rie ® g = W + g ® g

(rappelons qu’avec notre convention g © g = 4Id 2,. ). Cela reflète le fait qu'enA V
dimension 4 les 2-formes harmoniques sont des invariants conformes*

Si nous revenons à la fonctionnelle de Yang-Mills, i l  est aussi intéressant 

d’appliquer une formule de Ueitzenbôck à l ’équation des champs de Yang-Mills 

(d  ̂ 6̂  + d̂  )RV - o .Le laplacien qui y apparaît est celui des 2-formes 

à valeurs vectorielles (ici à valeurs dans une algèbre de Lie) pour lequel la 

formule de Weitzenbôck s ’écrit (ici X,Y £ v)

((dv67+ ô^d?»^ = Wo(R-l Ric®g)XY+ ^  tRe. x’V  ŷ  _[Re. y,We. *

Dans la formule précédente, nous avons séparé parmi les termes en courbure
, r 4ceux qui proviennent de la base et ceux qui proviennent du fibre (sur S mu

nie de la métrique standard, le terme de la base vaut 4w )• Leur interaction 

joue un grand rôle dans la théorie de Yang-Mills (cf, [4])«

3. Spineurs harmoniques.

Le but de ce paragraphe est d’établir le théorème suivant dû à 

A. Lichnerowicz (cf. [7])«

THEOREME.- Soit M une variété spinorielle compacte à courbure scalaire posi

tive. Alors, i l  n’existe sur M aucun spineur harmonique.

Nous commençons; par un rappel sur les algèbres de Clifford et les spineurs 

d’un point de vue algébrique (cf, [6l ) .

Soit (V, g) mes p ace euclidien de dimension n (g peut être en fait une 

forme bilinéaire symétrique arbitraire). L’algèbre quotient de l ’algèbre ten- 

sorielle par l ’idéal engendré par les élément x 0 x + g(x,x).1 (où x £ V) 

est appelée l ’algèbre de Clifford C(v, - g) (l'intérêt du signe - n'appa

raîtra pas dans ces brefs commentaires, voir [1]). Cette algèbre est universelle
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pour les applications définies sur V à valeurs dans une algèbre à unité ren

dant la forme quadratique associée à g un carré parfait.

D’un point de vue constructif, C(v, - g) peut aussi être définie comme 

suit : soit (e )̂ une base orthonormée de (v,g) ; 1*algèbre de Clifford

s ’identifie aux mots formés sur les lettres ejf. . . fe et 1 avec les relations1 n
e.e. + e.e. = 0 si i / j  i J J i r

4  = -1 •
Il est facile de voir que tous les mots peuvent être pris de longueur au 

plus n et qu’en fait C(v,-g) est de dimension 2R •

Il suit de la définition de C(v,-g) que 0(v) opère sur elle. On voit 

facilement que C(V, - g) et l ’algèbre extérieure a*V sont des espaces de 

représentation isomorphes (en fait a*V n’est rien d’autre que C(v,o) ).

L’algèbre de Clifford hérite de l'algèbre tensorielle une 2Z/2ZZ-gradua

tion, car l ’idéal par lequel on quotiente est formé d’éléments de degré pair. 

On pose

c(v,-g) = C+ e cf ;
i l  est clair que V se plonge dans C .

D'après le théorème de structure (cf. [1 ] ou [6]), les algèbres de Clifford

réelles sont toutes des algèbres ou des sommes de 2 algèbres de matrices sur

E , C ou IH avec périodicité 8 pour le type.

Par contre, si on complexifie les algèbres de Clifford, leur structure se

simplifie (exemple d’une telle simplification :

<C & C - <D © C ,
3R

(l©]R) (C - <D © (D) .
]R

Si on pose C(v,-g) = C(v,-g) ® (E (en fait C(v,-g) = C(v„,g_))y ® (F (-2) (y ® (F (-2) (, .alorsœ Q. (L •
aj, 2k \ k kpour n = 2k f C(V ,-g) est une algèbre de matrices 2 x 2 sur (C et,

aj , 2k+1 \pour n = 2k + 1 , C(V ,-g) est une somme de deux algèbres isomorphes à 
C(va,-g) .
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Nous nous limitons par simplicité au cas où la dimension de V est paire.
L’espace vectoriel $ tel que C^(v^\g) - End(§) est dit espace des 

2kspineurs associé à (v ,g) • L’espace projectif p($) s ’identifie aux idéaux
minimaux à gauche de End(§) , donc de C(v,-g) 5 il est donc facilement
identifiable et est un espace de représentation de 0(v) «

Par contre, i l  est plus difficile d’atteindre l ’espace des spineurs. Un
modèle de l ’espace é peut être construit comme suit : pour la forme bilinéaire
complexe g_ , il  existe une base de ¥itt de V de telle sorte que (L (C

n . . . ̂ 1 k+i= £ z z
Œ i=1

Si on pose f = z . ... , z (où le point désigne le produit dans l ’algè-I iC
bre de Clifford), alors on peut identifier fi à {u.f | u £ c(v,-g)} , l ’action 
de c(v,-g) sur § se faisant par multiplication à gauche. On remarque que $ 
se decompose en $ © $ ou $ = , les elements de $ (resp*
de 5 ) s ’appelant les spineurs positifs (resp. négatifs). Remarquons que les
éléments de C appliquent dans § .

L’espace des spineurs n’est pas un espace de représentation de SO(v) î
par contre le normalisateur de V dans C(v,-g) est un groupe appelé Pin(v)
qui opère sur <Jj.Le sous-groupe compact maximal de Pin(v) (qui peut aussi
s ’obtenir comme sous-groupe de Pin(v) agissant trivialement sur les scalaires)
est appelé le groupe Spin(v) . Son algèbre de Lie s ’identifie à Jj3(v) de
la façon suivante : si t dans 5TI(v) s ’écrit t = S a. . e. A e. pour

i^i<j<2k^ 1J 1 J
une base orthonormée (ê ) de V , on peut lui associer l ’élément
t  E a. .e..e. de 5'0ltl(v) . Le groupe Spin(v) est un revêtement à
2 1< i< j^ 2lc 1J 1 J '
deux feuillets non trivial de SO(v) (son revêtement universel en fait puisque 
(̂SO(V)) = 7L/27L ).

Nous nous proposons maintenant de globaliser ces constructions sur une 
variété M . Pour que le fibré principal en groupes SÔ sur M admette un
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revêtement à deux feuillets qui soit un fibre principal en groupes Spin (on
dit alors que M est une variété spinorielle), il faut et il suffit que la se
conde classe de Stiefel-Whitney de M , ŵ (m) , soit nulle (cf. [7]).

kPar exemple CP n'est spinorielle que si k est impair (pour les varié
tés complexes, w (m) est la réduction modulo 2 de c (̂m)) ; les surfaces
complexes K3 , par exemple, sont spinorielles.

Soit M une variété spinorielle : elle est donc munie de fibres vectoriels 
en spineurs <r̂  :  ̂M (et aussi eu spineurs positifs et négatifs). La con
nexion de Levi-Civita se remonte au fibré Spin^-principal et donc munit les
fibrés en spineurs sur M de connexions naturelles notées encore D : ainsi D 

applique les sections de --->M dans celles de y ® (F (-2) (y ® (F (-2) (--->M
Si on compose maintenant D avec la multiplication de Clifford jx (qui 

applique T*M C' dans ), on obtient l'opérateur de Dirac P = p, o D qui
est donc un opérateur différentiel d'ordre 1 auto-adjoint sur le fibré en spi
neurs : si (ej_) est une base localement orthonormée, et co un champ de spi
neurs , alors

n
Pcp = E e. o D Cp • 

i=1 i
D'après une remarque précédente, P applique dans (et respecti

vement) .
2Le symbole total de P , » est donne par

Ep2(̂  ®T|®cp) = Ç.7|.cp
= - g(Ç *p)cp + (% A p) . cp ,

N 2d'ou la formule de WeitzenbSck pour P
P2cp = D*D<p + R(((>) .

Il reste seulement à évaluer le terme en courbure des fibrés en spineurs : 
pour cela, on utilise 1'identification des algèbres de Lie de SO(v) et Spin(v) 
en remplaçant dans l'écriture de la courbure les produits extérieurs par des 
produits de Clifford. En utilisant les symétries de la courbure, on obtient
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R(tp) Seal—  9 •

Le théorème d’A. Lichnerowicz suit alors immédiatement puisque l'opéra- 
2teur P est positif comme somme d’Un operateur non-négatif et d'un operateur 

positif dès que la courbure scalaire est positive.
Il est intéressant d’appliquer le théorème de l ’indice à P restreint 

aux champs de spineurs positifs ( P est un operateur elliptique puisque son 
carré P̂  est un laplacien). L’indice de P est égal à dim êiC - dim̂ e 
(où 36 ~ désigne l ’espace des spineurs annulés par P , dits spineurs har
moniques positifs ou respectivement négatifs) ; il s’identifie au A-genre de 
M , qui s ’exprime en fonction des nombres de Pontrjaguine de M D’un point 
de vue géométrique, le théorème d’A. Lichnerowicz peut alors s'énoncer de la 
façon suivante (cf.[7]) :

’ \ ATHEOREME.- Soit M une variété spinorielle compacte dont le A-genre n’est pas 
nul. Alors, i l  n’existe sur M aucune métrique riemannienne à courbure sca
laire non-négative et positive en un point.

Pour une étude détaillée des spineurs harmoniques, voir [5] •
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Séminaire E.N.S. (1977-1978) 

Exposé n°IX

CONSTRUCTIONS DE FIBRES DE RANG DEUX 

par Daniel FERRAND

Introduction«
Soit E un fibré de rang deux sur X =* • Quitte à tordre E , on

peut supposer que E possède une cosection régulière s s E —> 0̂  ; soit

C le schéma d’annulation de s « Dans le paragraphe 1 , on montre comment
P 2 2la donnée de C , de A" E et d’un isomorphisme 0̂  -̂ 1» Ext (0̂ ,A E) lié

à la situation permettent de reconstruire E et s «
Si f i X* —3» X est l ‘éclatement de X le long de C , f*(E) est

extension du diviseur exceptionnel L’ de f par P*(a e) & L’ t d’ou 

un élément e £ Ĥ (xç,f^^E)-O Lf 2) .

On montre dans le paragraphe 3 à quelles conditions f et e permettent 

de reconstruire E et s ; on montre surtout que ce point de vue est stric

tement équivalent au précédent«

Enfin dans un dernier paragraphe, on indique comment utiliser effective

ment ces constructions.

Ce texte n’est pas fidèle à 1*exposé oral ; i l  est plus précis dans ce 

qu’i l  expose (cf, 2,2.2, 3.3 et §4) ; mais i l  n’aborde pas les constructions 

par ”transformations élémentaires" ni par image directe d’un inversible*

Plan.

1 La construction de Serre et Horrocks. ......... . IX-02

2 Variances. ............................. ................. IX “05

3 Eclatement le long du schéma d’annulation. ••••••••••..  IX-08

4 Mode d’emploi et exemples........................................... . IX -14

5 Bibliographie. ..........................................................  IX-20
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EXPOSÉ 9

1. La construction de Serre et Horrocks ([8] et [5]).

On se fixe un schéma de base localement noethérien X •

1.1. Soit E un fibré de rang deux sur X • Une cosection s : E —  ̂ 0̂  est 
dite régulière si, au-dessus de tout ouvert affine U de X tel que e|U soit 
libre, l'image par s d'une base de e|u est une suite régulière dans 0̂  •

On note C le schéma d'annulation de s , c'est-à-dire le sous-schéma 
fermé de X défini par l'idéal I = Im(s) .

Pour que s soit régulière, il faut et il suffit que le complexe de Koszul 
associé à s

0 -----> A2E -----> E ---- > 0X
soit une résolution gauche de 0̂  .U

2Ce complexe est auto-dual : l'isomorphisme E ,>J y Hom(E,A E) s'étend en
> , 2un isomorphisme de complexes, ou on a pose L = A E ,

L ► E 2v

Hom(0x,L) - Hom(E,L) Hom(L,L)

et fournit donc, lorsque s est régulière, un isomorphisme de 0 -modules“C

CDS : 0̂  — Bçt2(ô ,L)

Le couple (E,s) , où s est une cosectiôn régulière, détermine donc
- un sous-schéma C de codimension 2 dans X ,
- un 0v-module inversible L ,

2- un isomorphisme de 0_-modules cp : 0~ Ext (0_,L) .—c s —u ~ —U
On va voir que, réciproquement, les données (C,L,cps) déterminent E et 

s , sous des hypothèses raisonnables.

1 .2-» On se fixe, pour la suite, un 0̂ -module inversible L et un sous-schéma 
C de codimension 2 dans X , défini par un idéal noté I .

Le couple (E,s) cherché sera déterminé (à un isomorphisme près) par une
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classe d’extensions de I par L , c’est-à-dire par un élément convenable 

de Ext^(l,L) • D’autre part, on a un isomorphisme canonique

Ext1 ( I , L) ■> Ext^O^I,) , si bien que tout repose sur l ’application évidente

1.2.1. Ext1 ( l ,L )----- > Hom(Oc,Ext1(l,L))

Soit e = (L — > E ——> i) une (classe d') extension de I par L . Expli

citons l ’application qui lui est associée par 1.2*1.

Soit
21 •2«2. a : A E ) L

l ’application définie localement par la formule : s*<j(x A y) = s(x)y - s(y)x •
2En composant a et l ’application canonique E ---> Hom(E,A E) , on obtient

une application
cr’ : E — > Hom(E,L)

qui rend le diagramme suivant commutatif :

1.2.3.

E s JUI can °c 0

rrGF*

Hom(E,L) (s',1) Hom(LtL)
de

FGH

Ext1 (l,L)

THEOREME 1.3* (Serre).- Sous les hypothèses de 1.2, pour que E soit locale

ment libre de rang deux, i l  faut et i l  suffit que cpg soit un isomorphisme

et que dimproj  ̂ ((O = 2 .
-X C

Notons que si X est régulier et si C est de Cohen-Macaulay, alors la

seconde condition est automatiquement vérifiée ; plus particulièrement, si 
3X = 1Ê  , elle signifie simplement que la courbe C n'a pas de point associé

immergé.
2Supposons E localement libre. Alors A E est inversible donc le schéma 

2d'annulation Z de a : A E — “̂L est soit vide, soit de codimension un dans 

X ; la commutativité de 1.2.3 implique que Z C C , donc que Z = , c’est-

à-dire que a est un isomorphisme. Par suite, a' est aussi un isomorphisme ;
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enfin, comme Ext  ̂(e,L) = Q , <pç est un isomorphisme.

Réciproquement, si cpg est un isomorphisme, d̂  est surjectif et

1 * exactitude, de la suite 
d

Hom(L,L) -----5—» Ext1 (l,L) ---------» Ext1 (E,L) ---------» Ext (L,!) = 0

implique que Ext  ̂(E,L) =0 .

Pour vérifier que E est localement libre, on peut se restreindre aux 

schémas locaux Spec(A) où A = 0Y • Par hypothèse, dimproj (e) ^ 1 ;A,X A
comme A est local, i l  existe une suite exacte

0  >. An___ > Am___ j, E ___ > 0 .

Or, Ext̂ (E,A) = 0 } donc cette suite est scindée.

Explicitons le noyau et le conoyau de 1.2.1.

LEMME 1.4*- Soient X un schéma localement noethérien, L un 0̂ -module

inversible et F un 0̂ -module cohérent tel que

1.4*1. dimproj (f) = 2 = codim(Supp(F) ,X) .
-X

Alors Ex^ Çf.L) = 0 pour i /  2 • De plus, le foncteur contravari an t
F I----»Ext2(F.l/)

est exact et reflexif sur la catégorie des modules cohérents vérifiant les 

condi tions 1.4.1.

La seconde assertion est une conséquence immédiate de la première.

D*autre part, la nullité de Ĵ £l1(F,L) pour i > 2 provient de 1*hypothèse 

sur la dimension projective ; la nullité pour i < 2 est wçl peu longue à 

démontrer en général, mais est facile si, par exemple X est régulier : loca

lement l'idéal Ann(F) contient alors une suite régulière de longueur deux.

COROLLAIRE 1.5.- Outre les hypothèses de 1.2, supposons que dimprojQ (0ç) = 2 . 

Alors, l'application canonique

L = Hom(0x,L) ----- » Hom(l,L)

est un isomorphisme, et on a une suite exacte

152



CONSTRUCTIONS DE FIBRÉS DE RANG DEUX

0  >H1(X,L) -----  ̂Ext1 (l,L) ----- > Hom(OctExt1 (l,L>) -----> H2(X,L)

La première assertion provient de 1.4 et la seconde de la suite des termes de 

bas degrés de la suite spectrale

EPq = HP(X.Extq(l,L)) --o Extn(l,L) .

Résumé 1.6.- Soient X un schéma localement noethérien, L un Ô -module

inversible et C un sous-schéma de X défini par l'idéal I .On suppose que

dimproj (0 ) = 2 = codim(c,X) .
-X ~C

2On se donne enfin un isomorphisme cp : ___ > Ext (0̂ ,L) • Alors“ “O
2i) si H (x,L) =0 , i l  existe une classe d'extensions de I par L

e = (L — y E ---» I)

telle que E soit localement libre et çpg = cp •

ii) Si, de plus, Ĥ (X,L) = 0 , e est déterminée de façon unique.

iii) Enfin, si Ĥ (X,L) = 0 , l'extension elle-même n'a pas d'automorphisme

non trivial.

2. Variances.

On montre ici qu'en général L est déterminé à isomorphisme près par C , 

que C et L étant donnés, ainsi que deux isomorphismes cp et ÿ les fibrés 

correspondants ne sont pas nécessairement isomorphes, et enfin que si le fibré 

E donné est instable, on peut lui associer une section régulière "canonique".

2.1• Soient E un fibré de rang deux, s : E —> 0̂  une cosection régulière 

et I = Im(s) . Il est clair que s induit un isomorphisme

E|c = e/ ie — i/ i 2 = Nc  ̂ .

En particulier, on a un isomorphisme

det(s) : det(E) | C ■■■ —» det(Ncŷ ) •

Par suite, si Pic(x) -----> Pic(c) est injectif, det(E) est déterminé à

isomorphisme près par C ; cette hypothèse est vérifiée si X = 3P̂  , avec
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n >, 3 ; par cantre, si on s ’intéresse aux fibrés sur une surface X , Pic(c) =0

et la donnée de L est alors essentielle.

2.2. Dans ce numéro, on suppose que X = IP̂  , avec n >, 3 • Soient E un
fibré de rang deux, L = det(E) , et s s E —  ̂ 0 une cosection régulièreX
d’image I .

LEMME 2.2*1 •- Posons c = c (e) • Pour que E soit stable, il  faut et il
suffit que c < 0 et que H (X,I‘(- c)) = 0

C'est une simple reformulation de la définition.

Soit û ( Ĥ (C,0*) une section inversible sur C ; comme H1(X,L) = 0 
pour i  = 1 et 2 , 1 * isomorphisme ucps détermine une unique classe d1 exten
sions de I par L , dont on note un représentant par 

L —LL* F —L* i ;
il résulte de ce qui précède que F est un fibré de rang deux.

PROPOSITION 2.2.2.- Supposons que ĉ (e) >, 0 ou que E est stable. Alors F 
est isomorphe à E si et seulement si u est dans l ’image de l ’application 

k* = H°(0*) ---- * H°(0£) .
N 3Nous donnerons en 4.6.2 un exemple ou G , est une droite dans IP etred

où cette application n'est pas surjective.
Notons e et e' les classes des extensions '.définies par L — E — I 

et L --■> F ■■ —:>• I • Supposons que u £ k* • Comme l ’isomorphisme 1 .2.1 est 
k-linéaire, l ’image de ue est ucp̂ , donc e ’ = ue ; mais le fibré associé
à ue est isomorphe à E , donc la condition est suffisante.

Supposons réciproquement qu’il existe un isomorphisme f : E —> F «
Comme s’(l) c IE , le composé tfs ’ définit une application L = 0x(c) —> 1 î
si c ^ 0 , on a tfs' = 0 puisque 1̂  /  0̂  ; si E est stable, 2.2.1 impli
que encore tfs' = 0 ; par suite, il  existe a, b ( k* et un diagramme commu
tatif
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L s ’ E — s ■ I

a f b

L t 1 F f I

1 ~1 —1 On en déduit que, dans Ext (l,L) , on a e ' = ab e , donc que u = ab e k* ,
puisque, de nouveau, l ’isomorphisme 1.2.1 est k-linéaire,

2.3* Pour tenter une classification des fibres de rang deux en utilisant le 
schéma d’annulation d’une de leurs sections régulières, il faut exhiber une 
section ''canonique" ; c’est en général impossible ; cependant, il existe pour 
tout fibre de rang deux E un plus petit entier r tel que Ĥ (X,E(r)) /  0 
(si X = ) et les éléments /  0 de V = H°(x,E(r)) sont des sections régu
lières de E(r) ; posant P = IP̂ (VV) , on a donc une section canonique du 
fibre E(î‘)®Op(l ) sur XxP .

Schvartzenberger a remarqué dans [7] que si E est indécomposable et si
k ---  End(E) n’est pas bijectif, alors l ’espace V introduit plus haut est
de rang 1 .

Citons, sans démonstration,un résultat plus précis que celui de loc. cit. ;

PROPOSITION 2.3*1•- Soient X un schéma propre, lisse et géométriquement 
connexe sur un corps k , E un fibre- de rang deux indécomposable, et I 
l ’ensemble des éléments non inversibles de End(E) „ Alors

i) I est un idéal bilatère et de carré nul.
ii) _Si I /  0 , End(E) - k+I ; en particulier c’est un anneau commutatif.
i i i )  Si. s : L --  ̂ E est le noyau d’un endomorphisme non nul u ( I , et

_ 2 ( s , 1 ) 2 2si on note s l ’application composée E Hom(E,A E) --Hom(L,A E) =A E&L
alors l ’application Hom(A E ® L , L) — > I , f i—y s fs est un isomorphisme
en particulier, pour tout v ( I , , v /  0 , Ker(v) = L •

iv) Si X = IP,n et si k est algébriquement clos, I = H°(x,0„(-c-2r)) oùJe X "
c = ĉ (e) et r est le plus petit entier tel que H°(X,E(r)) /  0 .
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3* Eclatement le long du schéma d'annulation.

Dans ce paragraphe, on interprète de façon plus géométrique 11 application 

Ext1(l,L) -----Hom(Oc>Ext1 (i.L))

en utilisant le schéma f : X1 ---} X obtenu en faisant éclater X le long de C
Supposant
C régulièrement immergé dans X , C' = f ( c )  —> C est un fibré en droites

1 1projectives sur C , par suite, H (C’,Qc,yc) contient un élément privilégié, 

la "classe canonique" ; le fibré est construit comme image directe f*(E') d'un

fibré E' sur X* qui s'insère dans une suite exacte 0 —> L" —> E  ̂ 0 f ->0A.
dont la restriction au diviseur exceptionnel C* donne une extension isomorphe 

à celle fournie par la classe canonique.

Cette interprétation permet de relier la construction de Serre-Horrocks 

avec celle de Schwar2:enberger ([7]),

3,1, Soit X un schéma localement noethérien. Une immersion fermée Ce X est 

dite régulière si l'idéal I de C dans X est localement engendré par une 

suite régulière.

Cette propriété est vérifiée si C est un diviseur sur X , ou si C et 

X sont réguliers. Pour que l'immersion Ce X soit régulière, i l  faut et i l  

suffit que le faisceaiu conormal

V = i/i2
soit un 0̂ ,-module localement libre et que dimproj (ChJ <00 ([2]) ; on a--C ox -C
alors rang(Nçy )̂ = codim(C,x) = dimprojQ (Oç) .

“X
La forme locale du théorème de Serre (1.3) donne un autre critère ; supposons 

que C soit de codimension 2 dans X • Alors l ’immersion Ce X est régu

lière si et seulement si Ext^(o ,̂Ov) est un 0_-module inversible et 

dimproj 0 (Oç) = 2 .

Le résultat suivant, qui est à la base -de la théorie de la dualité de 

Grothendieck, relie les deux points de vue précédents et sera l 'ou til  essentiel
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pour la suite.
Soit C un sous-schéma fermé de codimension r dans X .11  existe un 

morphisme de foncteurs en les .0 -modules quasi-cohérents F

3.1.1. Sxtr(Oc,F) ----- » Hom(ArNc ;̂,F|c)

qui est un isomorphisme si l'immersion Ce X est régulière ([4] et [1]). 

Lorsque C est de codimension 2 dans X , l ’application composée
3.1.2. Ext1 (l,L) J -—1» Hom(Oc,Ext1(l,L)) 3,1,1.> HomÇA2!̂ ,L|C)

possède la propriété suivante : soient, avec les notations de 1*2, 

e = (L — E "•■> i) une classe d’extensions de I par L , a i ÂE —ï  L 

l ’application associée par 1.2.2 et ^  : A2NĈ  -----> L|c l ’image de e par

3.1.2. Alors le diagramme suivant est commutatif :

3.1.3.
*2ncA

ve . l|c

a2s |<5\ a\c

a2e|c

3.2* Soit f : X' —  ̂X le schéma obtenu en faisant éclater un schéma (locale

ment noethérien) X le long d’un sous-schéma fermé C 5 on a donc
X» = Proj(R)

où R = _LL in . 
n 0

On pose : L* = I0xf »

C’est un idéal inversible dans 0„. ; i l  définit le diviseur exceptionnel

C» = CxxX» .

Posant U = X-C , f induit un isomorphisme X ’ - C ’ = f (̂ü) —  ̂ U ,

Supposons que l ’immersion C c X soit régulière. Alors le morphisme cano

nique Sym(l) —> R est un isomorphisme [6] , de sorte que X’ s ’identifie à 

V D  et C’ s ’identifie à > les quotients inversibles universels

étant respectivement

I W 0X, ----- * I0X, = L' et f*(Nc/k) = i/l2  C:J 0X, —>• I0x,/l20x, = L'|C*
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Supposons que C c X soit une immersion régulière de codimension 2 * Posons 
N = = i/l2 . Alors, on a une suite exacte
3.2.1 . 0 ----- > f*(A2N) ® L'"1 -----» f*(l) ----- L' ------- 0

et un isomorphisme
3.2.2. Qc'/c = f*(A N) ® L' 2 •
En effet, comme I est localement engendré par deux éléments, A I --N
est un isomorphisme ; on en déduit, d’apres Koszul, une application

pf*(A N) ® L’ --> Z , où Z est le noyau de f*(l) -- y L’ ; on vérifie que Z
est annulé par I ; d’autre part, comme L’ est inversible, par réduction
au-dessus de C’ , on obtient encore une suite exacte

0 ___±  Z ___* f*(N) ___ * L ' | C ’ ___  ̂ 0
Comme f*(N) et L’|c? sont des 0 -modules localement libres de rang deuxO

2 -"1et un respectivement, on voit que l ’application F*(a N) ® L’ ----> Z est un
isomorphisme.

Rappelons enfin les propriétés cohomologiques de f : soit F un 0A
module localement libre. Alors

r; 'F , si n < 0
3.2.3. f*(f*(F) y L' '■') =-;

! I F , si n > 0

3.2.4. R1f#(f*(F) ©L'"1) = 0

3.2.5. E1e(f*(F) ® L,Qi n) = 0 si i >, 1 et n ;> 0 .

Les deux numéros suivants sont consacrés à la démonstration de la

PROPOSITION, 3,3.- Soit C c X une immersion régulière de codimension deux. 
Soient L un Ô-module inversible f î X ’ —  ̂ X le schéma obtenu en fai
sant éclater X le long de C , Gardons les notations de 3,2 et posons 

L" = f*(L) ® L'-2 .

Alors, on a un diagramme commutatif,
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3.3.1 .

Ext1 (l,L)
1 . 2.1 Hom(n ,Ext1 (l,L)

S 5V
H1 H1 (C' . L"IC')

res triction 
à C’

où les flèches verticales sont les isomorphismes précisés plus bas,

3,4. L’isomorphisme Ext\l,L) ----->H*̂ (X’,L") . Soient e = (L E — i)
2une classe d’extensions de I par L et a : A E --  ̂L l ’application associée

(1.2,2). En composant f*(s) et l ’application canonique f*(l) --- ^L’ , on
obtient une application surjective f*(E) —> L' ; comme L’ est inversible, 
cette application est localement scindée et le début du complexe de Koszul

f*(A2E) ® L'“1 __  ̂ f*(E) ___ > L* -----» 0
est une suite exacte ; par somme amalgamée, on obtient le diagramme suivant 
où les lignes sont exactes

f*(A2E) ® L’_1 -----» f*(e) -----ÿ- L' ----->• 0
3.4.1. f*(a) ® 1 |

f*(L) ® L'-1 -------- » E' -------> L' -----» 0

“ 1 _1De plus, i est injective car f*(L) L’ est inversible et i | f  ( u )  est 
injective. L’extension de 0̂ f par f*(L) ® L’  ̂ = L" fournie par la ligne 
du bas de 3,4.1 est l ’élément de Ĥ (X’,L’') associé à e •

En prenant l ’image directe de la ligne du bas de 3.4.1, et en tenant compte 
de 3.2.3 et 3.2,4, on trouve une extension de I par L :

0 -----f*(f*(L) ® L1"1) -------» f*(E') --- f*(L>) -------- > R1f*(f*(L) ® L’-1)
Il II II
L 1 0

Le lecteur vérifiera que les deux applications ainsi construites sont réciproques 
l ’une de l ’autre.
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1 13.5. L’isomorphisme Hom(0̂ ,,Ext (l,L)) ----> H (C',LM|C') • Notons encore par f—■G 1
le morphisme canonique G’ = Il(N)----» C . On aL»

f 0 si i /1
3.5.1. R1fit(L"|C') = {

y. Hom(A n,L|C) si i = 1 .

En effet, en posant w = ^  ,yc i et en tenant compte de 3.2.2, on voit que l ’on

a L" | C ' = f*(L) ® L’_2|c' = U® f*(Hom(A2N,L|ç)) .
i 1Or, R f*(L>) = 0 pour i /  1 et R f*(ü>) = 0̂  puisque C’ — C est un fibre 

en droites projectives.

La suite spectrale de Leray et 3.5.1 donnent des isomorphismes

H1(C',L"|C') H°(C,R1f4((L"|C’)) Hom(Oc.Hom(A2N.L[c’)') .
D'autre part, d'après 3.1.1, on a un isomorphisme

Ext1 (i.L) = Ext2(Oc,L) Hom(A2N,L|c) .

D'où, par composition, l'isomorphisme cherché*

Pour vérifier que le carré 3*3.1 est commutatif, i l  faut d'abord expliciter 

l'isomorphisme, indiqué plus haut
Hom(A2N,L|c) ------ > H1 (C’,L"|C') .

Le Ĥ (C,0_)-module libre de rang un h\ c',ü>) admet pour base la classe de 
“ G

l'extension canonique

0 ___ > « ----- > f*(N) ® L'”1 -----  ̂ 0C, -----> 0

Soit i A 2 N -- L|c une application linéaire. Posons

3.5.2. f = f * ( f ) ®1  s P*(a2N) ® L’-2 = u —» f*(L) ô  L'-2|C' = L"|C’ .

L'image de f dans H1(C,,L"|c,) est la classe de l'extension donnée par la 

seconde ligne du diagramme de somme amalgamée suivant :

0 --------> 0>----- > f*(N) ® L’ 1 -----* 0.,, ----- > 0••J ! I
0 ----- > L" |C ' ------- » F ----------- » 0C, ----->0

Maintenant soit e = (L s~ > E — i) une classe d'extensions de I par 

L* Koszul et 3.2.1 permettent d'écrire le diagramme commutatif suivant :
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f*(A2E) ® L'“2 > f*(E) ® L’"1 . -X' 0

f*(A2s) ® 1 f*(s) ® 1

0 f*(A2N) ® L'“2 ■ £ * (  T "N T » . -X' » 0

L'empilage de ce diagramme restreint à C’ et du précédent donne, compte tenu 
de 3.1,3, le diagramme. 3.4.1 restreint à C' ; d'où la commutativité annoncée.

Ce dictionnaire étant établi, on peut traduire 1 .6 :

Résumé 3*6.- Soient X un schéma localement noethérien, L un 0Tr-module~x
inversible, C c X une immersion régulière de codimension deux et f : X* -- *X
le schéma obtenu en faisant éclater X le long de C .On note :

L' = 10 , L" = f*(L) 0 L'-2 , N = i/l2

C' =3PC(N) = f“1(C)

W = = f*(A2N) ® L'-2 .
On se donne un isomorphisme if : â N __y L | C , et on note (cf. 3.5.2)

H1(|') : H1(C',u>) -----> H1 (C' ,L" |C')
l'isomorphisme qui lui est associé. Alors :

2 1i) si H (X,L) =0 , il existe e' £ H (X',LM) dont la restriction à C'
est l'image par Ĥ (ÿ') de la classe canonique ; de plus, si l'extension

0 -----» L" -----> E' -----> 0X, -----> 0
représente g' , alors f*(E' L*) est un 0̂ -module localement libre de
rang deux et par image directe, on obtient une suite exacte 

0 -----  ̂ L ----- > f * ( E * 0 L') ----» I -----> 0
ii) Si H1(X,L) = 0 , e' est déterminé de façon unique par ÿ .

Remarques 3.7.1.- Cette présentation sera peut-être préférée à la première par
1 1ceux qui sont plus familiers avec les H qu'avec les Ext ; mais on contrôle 

en général assez mal les éclatements ; si X et C sont réguliers, il en est 
de même de X’ ; mais si C n'est pas régulier, X' n’est plus nécessairement
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normal•
3.7.2. On peut démontrer directement que f*(E’ L’) est localement libre s

en effet, c’est clair au-dessus de l ’ouvert schématiquement dense U 5 il suf
fit donc de voir que, pour tout x £ C , Ĥ (f (̂x),E* ® L* & k(x)) est de 
rang deux ; or, d’après l ’hypothese E’ ® L’|C’ est isomorphe à f*(N) •

3.8. Cas des surfaces : la construction de Schwarzenberger ([?]).
Supposons que X soit une surface propre et lisse sur un corps algébriquement

clos k .Un sous-schéma fermé C de codimension deux dans X est alors fini
sur k , donc C = Spec(A) où A est une k-algébre finie.

2On peut montrer que Ext (0̂ ,L) , où L est un (̂ .-module inversible, est
isomorphe au faisceau associé au A-module Horak(A,k) 5 par suite (critère de 
Serre), Ce X est une immersion régulière si et seulement si Hom̂ (A,k) est 
un A-module libre (nécessairement de rang un).

Supposons l ’immersion Ce X régulière, et soit X’ —>X l ’éclatement 
de X le long de C ; en général X’ n’est pas régulière, mais, d’après un
théorème de Zariski, on peut trouver un morphisme X" —  ̂X’ tel que le composé
X" --  ̂X’ --> X soit une suite d’éclatements le long de points (réduits) ; en
particulier, X” est lisse.

Le lecteur pourra vérifier que la construction de 3.6 est très proche de 
celle de loc. cit., à condition de remplacer X’ par X" et de tenir compte 
dans l ’énoncé de tous les diviseurs exceptionnels qui interviennent dans X" X’
ainsi que des composantes de L* sur les sus-dits.

4. Mode d’emploi et exemples.
3Dans tout ce paragraphe, on suppose que X = IP̂  , ou k est un corps algé

briquement clos.
4.1 . Un sous-schéma fermé C de codimension deux dans X sera dénommé une 
courbe j une courbe dans X n’est pas supposée réduite ni connexe.
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Si C est une courbe dans X , la dimension projective du Ô -module C)̂ 

est toujours inférieure ou égale à 3 ; pour qu'elle soit égale à 2 , i l  faut 

et i l  suffit que C soit de Cohen-Macaulay, autrement dit que C n 'ait pas de 

points associés immergés ; cette derniere condition signifie ceci : pour tout 

ouvert U dans C qui est dense pour la topologie de Zariski, l'application 

de restriction

H°(V,0C) -----> H°(U Ck V,0C)

est injective pour tout ouvert V de C .

L'anneau H°(C,0 )̂ est une k-algebre finie, en général distincte de k ; 

c'est un anneau local si et seulement si C est connexe ; si C est connexe 

et réduite, i l  est isomorphe à k

4*2* Module dualisant [1 ] •

Soit C une courbe de Cohen-Macaulay dans X .Le Ô -module 

Wc = Ext2(0c,0;:(-4))

s'appelle un module dualisant pour C ; i l  est en effet muni d'une application 

= H1 (C,«c) -----» k
telle que, pour tout Ô -module cohérent F , l'accouplement

H1(C,F) x Ext1_l(F,Wc) ----- » H1(C,WC) —%  k

soit parfait pour i = 0 et 1 .

Si F est localement libre, on a donc des isomorphismes

H^C.F) -----> H1_1(C,FV® rt,)'

où " ' " désigne le dual à valeurs dans k .

Le couple , r^) est défini à isomorphisme unique près par C ; i l

ne dépend pas du plongement C c X .

Si C est lisse sur k , alors est isomorphe à ; de plus, la

suite exacte

0--» V --> --► nc--► 0
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et l'isomorphisme = 0^(-4) montrent qu'on a un isomorphisme

uc ® det(wcA) ^ ( - 4 )  .

4.3* Le critère de Serre (1.3) se traduit de la façon suivante : soit C une

courbe de Cohen-Macaulay dans X • C est localement une intersection complète

dans X (i.e. l ’immersion C ci X est régulière) si et seulement si cj estG
un Oç-module inversible ; le faisceau conormal Ncyx est alors localement 

libre de rang 2 et on a un isomorphisme (cf. 3*1 .1)*

«c ® det(Nc/5c) 0 ^ -4 ) .
Pour que C soit le schéma d’annulation d’un fibré de rang 2 i l  faut et i l  

suffit que ü)ç se prolonge en un faisceau inversible sur X (déterminé à iso

morphisme près par C ) ; plus précisément, les classes d’extensions de I

pa r Ç̂ Cc)

o ----- » O (c) E I -> 0
où E est localement libre de rang 2 , sont en correspondance bi-univoque

avec les isomorphismes de ( .̂-modules

y  ® (F  (-2) (y  ® (F  (-2) (YY
4*4* Soient C une courbe de X , définie par l ’idéal I , et

0 ----- > 0x(c) ----- * E ----- *• 1 ----- > 0
une suite exacte où E est localement libre de rang 2 • Alors

a) c^E) = c et c2(e) = deg(c) .

b) E est stable si et seulement si, pour toute surface S contenant C 

(i.e . telle que C soit un sous-schéma de S ), on a

0 < - c (E) < 2deg(s) •

c) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) E est décomposable.

ii) C est intersection compiète0

ii i)  Pour tout n ( Z , H (̂X,E(n)) = 0 •

iv) Pour tout n £ Z , l ’application canonique Ĥ (X,0 (n)) —  ̂ H^(C,0^(n)) 
est surjectiveo
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Il y a essentiellement deux procédés pour construire des courbes dont le 
module dualisant se prolonge : celui, inauguré par Horrocks [5], qui consiste à 
prendre une réunion d’intersections complètes deux à deux disjointes, et le dou
blement d’une courbe dans une direction normale donnée.

4.5. Soient C^,...,Cr des courbes dans X , deux à (leux disjointes, n un
entier et, pour tout i , •Pi : "c. Oç (n) un isomorphisme. Soit C la

i i
réunion des C. • Les cp. donnent un isomorphisme çp : ü> 0 (n) 5 donc C1 '1 0 b
est le schéma d’annulation d’une cosection d’un..fibré de rang 2 , E ; on a 
Cl(E) =-4-n , c2( e) = Z deg(C.) ; notons que si r ^ 2 , alors E est in
décomposable. puisque H°(0̂ .) — Ĥ(0C) n’est pas surjectif.

Plus concrètement, si chaque CL est une droite dans X , alors le choix, 
pour chaque i de deux plans d’intersection CL détermine une résolution 
gauche de Oç

i
0 ---- >0 (-2) ---- » 0X(-1) ® 0X(-1.)---- » 0X ---- >0C ---- >0

i
à laquelle est attaché un isomorphisme ^  0̂  (-2) .S i E est le fibré

i i
associé à la réunion des CL et à ces isomorphismes, on a

ĉ (E) = - 2 , ĉ (e) = r , E est stable si r :> 2 •
Indiquons l'exemple grâce auquel Horrocks montre que, pour tout couple

d'entiers ĉ  , ĉ  tels que ĉ ĉ  soit pair, il existe un fibré de rang deux
indécomposable ayant ces entiers pour classes de Chern.

Soient D<j,...,Dr des droites deux à deux disjointes ; pour chaque i ,
on fait le choix de deux formes linéaires f̂  et g_̂ telles que les plans
qu’elles définissent aient pour intersection.

Soient c et m^,...,]^ des entiers tels que, pour tout i , on ait
m.

0 < nu < c . Soit CL la courbe intersection des surfaces d’équation f̂  =0 
c - m.et ĝ  1 = 0 ; pour chaque i , on a donc une suite exacte

0 -----*0x(-c) ----  ̂ 0x(-ra.)® 0x(m.-c) ---- >0X --- > 0Q -----  0 .
i

Si E est le fibré de rang 2 associé à la réunion des CL et aux isomor-
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phismes déduits de ces résolutions, on a
r

c (e) = - c , c (E) = 2m. (c - m.) .

4,6. Doublement d'une courbe dans une direction normale donnée [3] <>
4*6.1 . Soit C une courbe localement intersection complète dans X , de fais
ceau conormal N . Soient n un entier et u : N —̂  w (n) une application 
surjective (pour n assez grand, de telles applications existent). Désignons 
par C la courbe définie par l'idéal I' noyau de l'application

I -----> x/l2 —^  <0c(n) .
2On a donc I c I' c I , et u induit un isomorphisme I/I' ^  <u (n)

On montre dans loc. cit. que est isomorphe à 0£,(“n) si seulement
si l'application composée déduite de u

H1( X , l ( - n ) )  ------ > H1 ( C , N ( - n ) ) -------- => H1(C,WC)

est nulle. Si tel est le cas, C' est le schéma d'annulation d'une cosection
d'un fibre de rang 2 , E , vérifiant ĉ (e) = n-4 et ĉ e) = 2deg(c) .

4.6.2. Les exemples les plus explicites de fibrés fournis par ce procédé 
s'obtiennent en "doublant un diviseur sur une surface" ; considérons le cas où 
C est intersection complète de deux surfaces d'équations f = 0 et g = 0 de 
degré p et q respectivement.

Soit S une surface de degré d contenant C ; une équation de S peut
donc s'écrire sous la forme tf - sg = 0 pour des polynômes homogènes s et
t convenables.

On suppose que C est un diviseur sur S , i.e. que les surfaces 
d'équation s = 0 , t= 0  , f = 0 et g=0 ont une intersection vide.
La suite exacte des faisceaux conormaux

° — » V | C -----» V -----> Nc/s-----> °
donne un isomorphisme

NC/S =°C(d-P-q) !
elle se récrit donc
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L s )
0 -----». OçC- d)------». ^(-p) ® Oçi- q)---uc(n) ----------0

avec n = d+4-2(p+q) , puisque }»>_, = ( (̂p + q - 4)
La courbe C dont 1’ideal I' est défini par le noyau de u est le 

carré du diviseur C sur la surface S :
I' = (f2,g2,fg,tf-sg) .

D’apres 4*6.1, et en tenant compte du fait que H (x,l(-n)) = 0 puisque C es 
intersection complète, on a un isomorphisme

-c. = fic.i-«)
et une suite exacte

0 -----» 0x(n - 4) ----- }>E --- » 0X ---- 0C, -------». 0
où E est un fibre de rang deux.

La définition de C' conduit au diagramme

H°(Oc(d-p- q))

S
o ■H (Nc/S) - >-H0(0c,) > H°(0C)

h
Par suite, si d ^ p + q , ^  ̂ > donc k — H0(_0̂ ,) n’est pas sur
jectif et, en particulier, E est indécomposable.

Pour examiner la question de la stabilité de E , on peut supposer p < q . 
Le plus petit degré d'une surface contenant C est donc inf(2p,d) ? comme 
c,(E) = d- 2(p+ q) , on voit que E est s table si et seulement si 

0 <2( p+q) - d< 2inf( 2p, d) 
c’est-à-dire si

sup(2p,2(q - p)) < d < 2(p+ q)
2

OU si -  (p + q) < d $  2p •
Examinons le cas explicite du "doublement d'une droite sur une surface cubique" : 
soient C la droite s TQ = = 0 , et S la surface : T̂TQ - T̂Tj = 0
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(p = q = 1 » d = 3) »
Tout fibre E donnant lieu à la suite exacte ci-dessus est stable et véri

fie c1 (E) = -1 et c^(e) = 2 ? mais un tel fibre n’est pas unique (à isomor

phisme près) s en effet, H°(C,,Oc;f) = k + V , où V = H°(ÎTcys) = H°(Oc(0) 

est un espace vectoriel de rang deux, idéal de carré nul dans cet anneau 5 donc 

l'application v 1--- H + v établit un isomorphisme

V h° ( 0 £ , ) A *
par suite, d'après 2. 2. 2, l'ensemble des classes d’isomorphisme de tels fibrés 

est Lin torseur sous le groupe additif V.

4.6 «3# Les fibrésf obtenus en doublant un diviseur sur une surface, peuvent 

aussi être construits par la méthode de Horrocks : gardons les notations de 

4 .6.2 et supposons, pour simplifier, que d < p+q $ soit h l'unique section 

de E(p + q) rendant le diagramme suivant commutatif :

°X

h \fg
EVP + q) ’ I'(p+ q)

On vérifie facilement que le schéma d'annulation de h est la réunion des 

courbes disjointes définies par l'annulation de f et t d'une paï't, et g 

et s d'autre part.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978) 
Exposé n°10

FIBRES STABLES DE RANG 2 SUR P̂ Ç 
AVEC « O , Cg -  2

par H. AUPETIT, d'après R. HART5HQRNE. 
Rédaction revue et complétée par A. DOUADY

Programme.

Le but d8 cet exposé est d'abord de décrire l'espace M(2) des modules
3pour le s  fibrés de rang 2 sur P Ç , stables et dont le s  classes de Chem 

sont * 0 e t * 2 • On montrera en particulier qu'il est l i s s e , 
irréductible, de dimension 13 sur C , non simplement connexe. On étudiera 
ensuite ceux de ces fibrés correspondant aux instqntons (c f . exposés de 
Oouady et Verdier). On montrera en particulier que la variété rée lle  l(2 )  
est l i s s e  de dimension 13 sur R , et on déterminera son type d'homotopie-

1« Courbes associées à un fjbré.
1.1. Schéma d'annulation d'une section .

Soit E un fibré stable de rang 2 sur P C vérifiant c^fE) * 0 et 
c2(e ) » 2 . D'après un résultat de Barth (exposé Barth), on a h*(E (-2))*0 • 
On en déduit par restriction  à un plan sur lequel E est semi-stable oue
h^Efn)) -  0 dout .E n  particulier h2(E (l}) -  ^ (£ ( -5 ) )  -  0 .

3Le théorème de Riemanr>-Roch sur P fournit alors l 'é g a lité  
h°(E(l)) -  h1(E (l)) -  2 .

Le fibré E (l) a donc des se tions globales non nulles, so it  s l'une 
d 'e lle s  et notons Y le  schéma d'annulation de s • Comme E est stable,
Y est una courbe, nous entendons par là que Y est de dimension 1 et 
sarr. composante immergée; la  courbe Y est localement intersection com-
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plète, notons I son irisai.
On a la su ite exacte (exposé ):
(1) 0 0p3 ———̂ E (l) — > 18 A2E(i ) -»• 0

et l'é g a lité  deg V » c^ÎEfl)) * 3 . On identifiera , de Tanière non ^anoniaue, 
A2E(l) St 0 p3 (2) .a*

La s ta b ilité  de £ et la su ite exacte ( l)  donnent h ° ( lf l ) )  =» 0 .
Nous avons vu à l'exposé que le  fibre canonique u)y de Y est iso
morphe à 0y {-2) f i .e .  0 p3 (—2) 8 Oy }.m

En résumé, à toute section non nulle s de £ ( l)  , on peut associer 
la courbe Y * s~*(0) qui est de degré 3 , localement intersection  
complète et sa tisfa isan t à it3 y ** Qy(~2} « Nous verrons au n° (1.3) ne 
que ceci implique pour i a courbe Y .

31 .2 . Courbes de degré 2 et 3 dans P C .
31 .2 .1 . Les courbes de degré 2 dans P C sont:

a) le s  coniques irréductibles (e lle s  sont planes);
b) le s  courbes réunion de 2 droites d istin ctes, coplanaires ou non;
c) le s  droites doubles, i . e .  le s  courbes non réduites ^ te l le s  que 

la  courbe réduite associée so it  une droite d et que le  cycle défini par
ÿ so it  2d . S i g est urve droite double et d sa réduite, pour chaqueprojectif
point x 6 d » 1*espace^tangent est un plan contenant d et l'a p p li-

/Ncation x TX& de d dans l'espace projectif de dimension 1 des 
plans contenant d a un degré o< que l'on nommera le  "nombre d'enlacement* 
de y .

Dans la  su ite , le  mot "conique" désignera une courbe plane de degré 2 , 
i . e .  une conique irréductible, la  réunion de 2 droites coplanaires ou 
une droite double d'enlacement 0 •
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31.2 .2 . Les courbes de degré 3 dans P G sont:
(Â  le s  cubiques irréductibles:

a) le s  cubiques irréductibles gauches (e lle s  sont unicursales);
b) le s  cubiques irréductibles planes.

(3^ le s  courbes formées d’une conique C et d’une droite H  C ; la  droite 
peut

c) ne pas rencontrer la conique:
d) la rencontrer.

(c) le s  courbes formées de trois droites d istinctes ou confondues: ce peut 
être :

e) tro is droites deux à deux non coolanaires;
f) une droite double ^ d’enlacement et une droite simple d

ne rencontrant pas y ;
g) - id -  d rencontrant ^ ,
h) une droite tr ip le .

( le s  autres cas sont couverts oar le  cas (B) ).

1.3. Quelles courbes de degré 3 apparaissent?

PROPOSITION 1 .— Soit s une section non nulle de E (l) et posons 
Y « s~*(0) . Dans la c la ssifica tion  1 .2 .2 ., le  type de Y est nécessai
rement (e.) » {f) avec « » 1 , ou ( <i),

1 .3 .1 .
On a h ° ( l( l) )* Q  , donc Y n 'est pas plane, ce qui exclut le  cas (b)
On a d’autre part h °(l(2 )) £ 0 d’après ( l )  , autrement d it Y est 
contenu dans une quadrique. Les droites doubles tracées sur une quadrique 
régulière sont d’enlacement 1 , et sur une quadrique singulière deux 
droites se rencontrent toujours: on ne peut donc avoir le  tyoe (f) 
qu'avec * 1 .
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1 .3 .2 . Supposons Y de la  forme dwC f où d est une droite simple
et C une courbe ne contenant pas d mais t e l le  que d A C ¿ 0  . En
dérivant la  section s , on obtient un norohisme du fibré normal N .d
dans E (l) |d  , qui est in je c t if  eux ooits de d - ( d n C ) , e t  non

<5in je c t if  aux points de d*C . Comme * 0^(1)*“ » ceci est en contra
diction avec l'hyoothèse c^(E) » 0 . Par suite, le s  cas (d) et (g) 
sont éliminés.

Pour â’ iminer le s  cas (a) e t (c) , nous allons u t i lis e r  la  condi
tion Ù>Y .  0y(—2) .

1 31 .3 .4 . Soient Z une cubique irréductible gauche et f*. P “ P P une 
paramétrisation de Z . En notant le  fibré canonique de 2 , on a
f*(wz) .cûpl » 0p i(-2) . Comme f* (0p3(k)) * 0pl(3k) , on vo it que
n’e st  pas de la  forme O^fk) pour k C Z .

Par su ite  Y n’est pas du type (a) .

1.3.5* Soient d une droite et C une conique formant une courbe diu 
type (c) . Le Fibré canonique de C est isomorphe à C^f-l) : on
le  voit en u tilise n t une paramétrisation de C s i  C est une conique 
l i s s e ,  par spécia lisation  dans t es autres cas. Par su ite Y ne saurait 
Ôtre du type (c) .

Ceci achève la  démonstration de la  Proposition 1 . Remarquons qu’en 
fa i t  cette  démonstration ne donne pas d’information sur le s  p o ss ib ilité s  
dans le  cas (h) •
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1 .4 . Droites tr ip les dans une quadrique.
Si Z est un sous-schéma de X f on notera Vk(ZfX) le  voisinage 

infinitésim al dfordre k de Z dans X , i . e .  le  sous-schéma de X 
défini par 1*idéal s i  Z est défini par I ; on notera N(ZtX)

ple  fibré normal de Z dans X , fibré dual du faisceau I /I  .
31 .4 .1 . S o it P Ç une droite tr ip le  et notons d la  droite réduite 

associée. S i / ^ V^.fd.P3) f on a dim « 2 pour presque tout
point a € d , ce qui permet de défin ir le  nombre d*enlacement <?< de 
^ comme au n° 1 .2 .1 .

LEMME.- S i est localement intersection complète, on a dim Ta(f) * 2 
pour tout a € d , et s i  de plus y n 'est oas plane, on a 1 •

Soit ^  une droite ne rencontrant pas d et H un plan variable
contenant £  . Posons A « H* J et so it  a le  ooint Had , point
réduit associé à A . Le schéma A est un point tr io le  dans H , donc
A peüt être

-  V1(a,H) ,
— de la  forme , où C est une bourbe l i s s e  dans H .

S i ^ est intersection complète en a # i l  en est de môme de A , ce 
qui exclut A » V^(a,H) et entraîne que dim T ty) » 2 .

Le je t  à l'ordre 2 de la  courbe C d éfin it une application homogène 
de degré 2 de TC dans T H/T C , ou encore de N (d#y) dans N (tf,P°) • 
En faisant varier H , on obtient une section régulière OT du fibré 
F » N(df  ̂)*“2 B N(j ,̂P3) . Le degré du fibré N(dfy) est 1 -¿X , celu i de 
N(ÿ,P3) est l+c( , donc celu i de F est l+<A-2(l-*) * 3<X- 1 .
S i (A ** 0 , on a nécessairement f  ».0 f et ^  est une courbe olane.
(On peut remarquer que le  fibré F ne déoenri pas du choix de f mais 
la  section en dépend).
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1 .4 .2 .
3LEMME.- S o it ^ une droite tr ip le  contenue dans une quadrique Qc P C , 

et notons d la  droite réduite associée à ^ . On suppose la  quadrique 
Q singulière et ^  £  V^(d,P^) . Alors & * 0 .

S i Q est un cône de sommet s à base l i s s e ,  la  droite d oasse par
s , et on a T y » T Q pour out a ^ s . Le plan projectif f  y esta u a & y
alors indépendant de a € d-Jsj- • (Oans ce cas, la  courbe ^ ne peut pas 
être plane).

S i Q est de la forme P^u , où P̂  et P2 sont des olans projec
t i f s  d is tin c ts , la  conclusion est immédiete sauf s i  d » P̂ /i P2 . En
tout point a € d où dim T >f * 2 , on a T y » T P_ ou ’LTf » T P_ ;a* fl« a l  ® s c
s ' i l  n*en é ta it  pas a in si, ^ sera it contenue dans une surface l is s e
S coupant transversalement et P f  et la  m ultip licité de d dans
SAQ sera it au plus 2 . 8ien sûr, on a fa y  * pour presque tout a
ou bien * P2 pour presque tout a .

S i Q est un plan double, notons P le  plan réduit associé. Pour
tout a € d où T y est de dimension 2 , on a pour la  môme raisona *
T Y -  T P , e t l ’application a V—̂  f  Y est constante, fl a«

1 .4 .3 . La proposition suivante résulte des lèmmes 1.4.1 et 1 .4 .2;

PROPOSITION 2. — Soit ÿ' une droite tr ip le  contenue dans une quadrique 
3Q C P Ç , S i Ÿ est intersection complète e t  non plane, Q est l i s s e .
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1.5. Quadrique contenant le s  schémas d*annulation des sections.
3On not8 toujours E un fibré stable de rang 2 sur P Ç vérifiant 

^ (E ) -  0 et c2(E) » 2 .
PROPOSITION 3 .-  Pour chaque section non nulle s de E (l) , i l  ex iste  
une quadrique Q et une seule contenant Y * s ^ fo )  • Cette quadrique 
est l i s s e  et Y est formé de tro is droites d istin ctes ou confondues 
appartenant à une même fami l l e  de génératrices de Q .

La quadrique Q est la même pour toutes le s  sections non nulles de E(l)

1 .5 .1 . Soit s une section non nulle de Efl) T posons Y » s"^(0) 
et so it  I l'id éa l définissant Y . On a vu au n° 1.2 .3  que h ° ( l(2 ))^ o  
donc Y est contenu dans une quadrique Q . Montrons que Q est l is s e .

S i Y est réunion de tro is droites deux à deux d isjo in tes, 3 ne 
peut pas être un cône car le s  trois droites passeraient par le  sommet, 
ni une réunion de deux plans d istin cts ou confondus car deux au moins 
des droites seraient coplanaires.

S i Y est réunion d isjointe d'une droite simple d e t d'une droite 
double îi , la  quadrique Q ne peut être un cône, ni un plan double, 
ni une réunion P̂  avec P̂  et P̂  deux plans te ls  que P̂
so it  la droite réduite associés à X , car dans chacun de ces cas le s
deux droites auraient un point en commun. La quadrique Q ne peut pas 
npn plus être de la  ferme P^uP^ Qvec X* p̂  de dimension 0 , car 
alors le  nombre d'enlacement de X serait 0 , ce qui contredirait la  
Proposition 1 .

Enfin, s i  Y est une droite tr ip le , Q est l i s s e  d'aorès la  Propo
sitio n  2 . La Proposition 1 affirme que l'on  a épuisé tous le s  cas.

La courbe Y est nécessairement de la  forme d^u d^u d̂  > ou 
djU V^fdgfQ) 9 ou Vg(d) » où le s  sont des droites d isjointes
contenues dans Q , donc appartenant à una même fam ille rie génératrices.
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1 .5 .2 . -  So it Q une quadrique régulière, notons A et Q ses deux 
fam illes de génératrices, et so it  Y une courbe contenue dans Q 
formée de trois génératrices d istinctes ou confondues de la  fam ille A . 
Alors Q est la seule quadrique contenant Y . En e ffe t , s i  Q* est une 
quadrique contenant Y , chaque génératrice de la  fam ille 8 de 9 
coupe Q* en au moins tro is points d istin cts ou confondus, donc est 
contenue dans 9* , d'où Q ç  Q* et Q » Q* . Ceci prouve 1*unicité
de la  quadrique.contenant Y .

1 .5 .3 . -  Nous allons maintenant montrer que la  quadrique 9 contenant 
Y * s *(0) contient aussi Y* » s'~*(0) pour toute autre section non 
nulle s* de E(l) • S i s et s# ne sont pas proportionnelles,
u *■ sA sf est iihe section non nulle de * Gomme c^(E) » 0 ,
on a c^fEfl)) *'2 , et A2(£ ( i) )  fl* 0(2) . ?ar su ite , u ^ fo) est une 
quadrique, qui contient évidemment Y et Y* .

Ceci achève la  démonstration de la  Proposition 3 .

Remarque; Avec le s  notations ci-dessus, la  quadrique u~*(o) » Q est  
réduite. Ceci orouve qu'en chaque point, une au plus des deux sections 
s et s* s'annule. Autrement d it Yn Yf » 0 .
2. L'espace des modules.

2. 1. ^e tr ip le t  associé à un fibré.
2 .1 .1 . {Pinceaux linéa ires de diviseurs) Soient X une variété
analytique irréductible compacte, 0^ e t 02 des diviseurs p o s it ifs  
d istin c ts  sur X te ls  que QÎO^ et D(D2) soiôrit isomorphes, de sorte  
que 0  ̂ e t  0  ̂ peuvent être considérés comme le s  diviseurs de deux 
sections et s^ d'un môme fibré F . On d it  que l'ensemb1® des
diviseurs des sections de la  forme + 2̂S2 av0C h (0 »0)
e st le  pinceau linéaire de diviseurs engendré par 0  ̂ et 0  ̂ •
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Soient f  un flbré vectoriel de rang 1 sur X , V un espace 
vectoriel de dimension 2 et v: V — un homomorphisme 
injectif. Pour Jfé* P(v) , notons Oy le diviseur de v(t) pour t 

un représentant quelconque de f  . Les 0̂  forment un pinceau linéaire 

de diviseurs et tout pinceau linéaire peut être obtenue de cette 

façon. Pour que deux morohismes v: V —■> H0(X;F) et v*: V' 6̂ (k)) = 0 
définissent le môme pinceau da diviseurs, i l  faut et i l  suffit qu'ils 

aient môme image. Notons le fibré trivial de fibre V sur X et
soit "v: —>* F le morphisme défini par v $ soient ê  et Sg deux

vecteurs formant une base de V , 0̂  et 0g les diviseurs associés.
Pour que %  soit surjectif, i l  faut et i l  suffit que 0̂ /1 Og • 0 .

Si DjO Og » 0 , les diviseurs du pinceau sont deux à deux disjoints: 

pour chaque J 6 P(v) , le diviseur Dj est l'image réciproque de X 

par le morphisme * f—> Ker de X  d&ns p(v) . S i  01AÛg A 0 f
tous les diviseurs du pinceau contiennent D0 * Ô n Og , et les 0  ̂ -  D0 

forment un pinceau linéaire de diviseurs d»ux à deux disjoints.

2.1.2. Soit E un fibré vectoriel satisfaisant aux conditions de (l.l)«  

et notons Q la quadrique régulière qui contient Y# • * ~ l( 0 )  pour 
toute section non nulle s de E(l) . Pour chaque » % Ys ast formé 
de trois droites d'une môme famille A de génératrices de Q , et cette 

famille ne dépend pas du choix de s : cela résulte de la remarque (1.5.3), 

ou peut se voir en remarquant, que l 'espace pro jectif de H°(E(l)) est 

connexe. Notons B l'autre famille.
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Soient A et 8 les quotients isomorphes à de Q par ros
relations d*équivalence dont les classes sont les droites de £ et de 13 
respectivement, o( : Q — A et jj : Q — 8 les, morphismes canoniques.
On identifiera Q à A a B par l ’isomorphisme (ot,p) ; les génératrices 
de la famille A sont alors les droites de la forme | â x B .

Tout fibre de rang 1 sur Q est isomorohe à un fibré dèu l>ap-forme 
Og(p,q) * (x*pA(p)ĝ >*Qgfq) , avec un couple (p,q) unique,

2.1.3.- L’espace vectoriel V=Ĥ (E(1)) est de dimension 2 . En effet, 
on a vu au n° (l.l)  que h°(E(l)) >2 , et pour x>£ Q 1 •application 
$x: V —---- (e(i)}^ est injective, ce qui prouve l ’inégalité inverse.
Cette application $x est un isomorphisme oour x é Q ; pour x € Q 

elle est de rang 1 . En effet, si s et s ’ sont deux sections non 
prooortionnelles de E(l) , on a vu au n° (1.6.3) que sas* s’annule 
sur Q , et que s et s ’ ne s ’annulent pas simultanément.

Pour x € Q f notons l ’image de Sy . Les F̂  forment; un sous-
fibré F de rang 1 de E(1)|q • Ce fibré est Lfeomorphe à 0g(3fQ.) •
En effet, si s £ V est une section non nulle, sjg est une sĉ Ktion 
de F qui s ’annule en trois points distincts ou confondus de chaque 
droite de la forme A x{b| , et ne s ’annule pas sur presque toute droite 
de la forme jaJxB . L’espace vectoriel H°(Q;F) est de dimension 4 , 
et l ’application canonique v: V —̂ H°(Q;F} est injective puisqu’aucune 
section de E(l) ns s ’annule sur Q .

Le fibré F est de la forme <**(F̂ ) , où F̂  est un fibré sur A 
isomorphe è 0 (̂3) (prendre l ’image directe du faisceau F ). L’espace 
H°(Q;F) s ’identifie à H°(AîF1) , et à v correspond un homomorphisme 
injectif u: V —>H°(A;F1) , qui définit sur A un pinceau linéaire 
0 de diviseurs de degré 3 . D’après la remarque (l,S.3), ces diviseurs; 
sont deux à deux disjoints.
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2.1.4.-DEFINITION«-.Nous dirons que (&»AgD) est le triplet associé
au fibré E •

2.2. Le fibré associé à un triplet.
Cette construction nous a etc indiquée par D. Ferrand.

32.2.1.- Soient QC P C une quoririque régulière, A l'un des deux 
facteurs quotients de Q isomorphes h P* , et D un pinceau * insaire 
de diviseurs de degré 3 sur A , deux à deux disjoints. Nous allons

3associer au triplet (Q,A,D) un fibr4 vectoriel sur PC-.
Soit un fibré vectoriel sur A isomorphe à 0 (̂3} (L'espace

projectif A n'étant pas associé naturellement à un espace vectoriel, 
le fibré 0 (̂3) lui-même n'est défini qu'à un isomorphisme près).
Notons F le fibré «*(F. ) sur Q . Soient V = C2 et
v: V ---Mi°(Q;F) « H°(A;F-) un homomorphisme injectif définissant. 0 . ̂ r\>
Le morphisme composé u: V 80 p3 * V8 0q F est surjectif,
notons Ê  le faisceau Ker u .

2On a localement une suite exacte 0 —> Ê  —> 0p3—>Qg —> 0 , d'oùas
une suite exacte 0 —>0p3 —>  ̂Ig —* 0 . Comme Ig est

SB
localement libre de rang 1 , on voit que est localement libre de
rang 2 • Nous noterons encore Ê  le fibré correspondant et nous 
poserons E * E (̂l) . Nous dirons que E est un fibré vectoriel associé 
au triplet (Q,A,D) . Ce fibré est bien déterminé à isomorphisme près.

2.2.2. PROPOSITION 1.- a) Le fibré E est stable, on a ĉ (E) « 0 
et c2(E) « 2 .

b) Le triplet associé à E est (Q,A,0) .
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Soit q 6 H°(P ;̂0(2)) une équation de Q . Pour tout t € V , 
qt est une section de Ê (2) * E(l) • L’application t > qt est 
un isomorphisme de V sur H°(e(i)) . En effet, H°(E(l)) est le 
noyau de v̂ : V 8 H°(P3;0(2)) —>H°(F(2}) . Soit (t^tg) une base 
de V , notons 0̂  et les diviseurs correspondants. Soit
s » t^eq^ + t2«qp*V 8 H°(P3;0(2)} . Pour que v (̂s) » 0 * il  faut 
que » -qgvft^ * ^o^e et 02 sont disjoints, ceci exige
que le diviseur de q̂  q majore <rt*(02) . D’aorès (l.5*2), êci n’est 
possible que si est multiple de q , et de même pour q2 .

Soit t € V un vecteur non nul. Le schéma d’annulation de la section 
qt du fibré est contenu dans Q .

La suite exacte 0 —-> Ê  —> Vp3 —̂  F —> 0 donne une suite
zt

exacte
0 —» Tor. (F.OJ E. ■ O, -*■ VQ F —» 0 .

On a Tor̂  (F.Og) -F(-2) f et un diagramme commutatif

~ Vfi u I
El(2)

( > P rl  6^ (k)) = 0

qui montre que le schéma d’annulation de la section qt de E(l) 
est celui de ^(t) , à.savoir le diviseur cĉ fû̂ ) de Q .

Si est une base de V , la section u> • qt̂ A Qt2 de
/\2(E(l)) a Dour diviseur Q • Par suite, c^(E(l)) - 2 , d’où 
ĉ (E) * 0 . Pour chaque section non nulle s dé E(l) , l ’espace 
s~*(o) est de codimen.cion 2 , donc E est stable (exposé ). 
Les courbBS sont de degré 3 , donc c2(E(l)) * 3 et
c2(E) « 2 0 II résulte.de la description ci-dessus de s *(û) 
que le triolet associé à E est bien (Q,AfD) •
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2.2.3. PROPOSITION 2.- Soient E0 un fibre satisfaisant aux 
conditions de ( l .l) , (Q#A,D) le triolet associé, et E un fibré
associé au triplet (Q,A,D) . Alors E est isomorphe à E0 .

Notons F0 le sous-fibré de Ecjg engendré oar les sections 
globales de £0(l) • Pour construire E , on peut prendre F « F0 , 
et V - H°(P3;E„(1)) avec pour v la restriction. Alors Ê  est le 
sous-faisceau de E0(l) formé des sections nulles sur Q , autrement 
dit E1 - E0(l)(-Q) «E0(-l) , d'où E - Ejfl) « E„ .

2.3. Description de M(2) .

2.3.1. Les propositions 1 et 2 affirment que l'on a obtenu une 
bijection entre l'ensemble M(2) des clàsses d’isomorphie de fibrés 
satisfaisant aux conditions de ( l.l)  et l ’ensemble M des triplets 
(QfA»0) satisfaisant aux conditions de (2.2.1) .

2.3.2. L'ensemble M est naturellement muni d’une structure de 
variété analytique de dimension 13 . En effet, l'espace des quadriques 
dans P3Ç s'identifie à P(H°(P ;̂0(2)) « P̂ Ç • Dans cet espace, les 
quadriques régulières forment un ouvert de Zariski R . L'espace R 
s'identifie également à l'espace homogène SL(4tC)/0(4,c).C^qui a môme 
type d'homotopie que Û /Ô .Û .Ceci permet de calculer ses invariants
tooologiques, en particulier ft̂ (R) - Z/W.Les couples (Q,A) où Q £ R

1 ** et A est l'un des deux facteurs P de Q forment un revêtement R
de degré 2 de R • C'est un revêtement connexe, car le groupe GL(4,C)
opère transitivement sur R . On. a. Tt̂ (r) = z/(2)

Pour chaque couple (Q,A) , l'ensemble des pinceaux linéaires de
diviseurs de degré 3 sur A s'identifie à
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la grassmanni e nne des plans vectoriels dans H (A;0[(3))* Dans cette grassrriannienne
les familles de diviseurs deux à deux disjoints forment un ouvert de 
Zariski U , L’espace ü est une variété de dimension 4 , irréduc
tible donc connexe. L’espace M est fibré sur R de fibre U : 
c'est une variété lisse de dimension 9 + 4 • 13 , connexe et non
simplement connexe,(*)

2.3.3. On peut transporter à M(2) la structure analytique de M .
La structure ainsi obtenue sur M(2) possède une propriété universelle 
locale:

Si 5 est un espace analytique, on appelle famille analytique de 
3fibrés vectoriels sur P paramétrée par S un fibré vectoriel E

3analytique sur 3xP , pour chaque se S , on note alors Eg le
3fibré induit sur jsj* P • Si E est une famille analytique de fibrés 

sur P satisfaisant aux conditions du n° (lfl)f l ’application de 
S dans M(2) qui à s associe la classe de Eg est analytique.
Si s0 € S f tout germe de morphisme de S dans M(2) peut être 
obtenu ainsi, La démonstration de ce fait peut se faire en utilisant 
le théorème des fonctions implicites, et éventuellement le théorème ries 
images directes.

2.3.4. Le groupe PGl(3,Ç) opère sur M(2) . Le stabilisateur d’un 
point de to(2) pour cette action est de dimension 3 , Son orbite 
est de dimension 12 , et l ’action n’est donc pas transitive.

(*) J© remercie P.E. NEWSTEA.D de m’avoir signalé une erreur dans la première 
version de ce texte. Il obtient TT1(m(2)) ci 2f/(6)
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3, Droites de saut«

3*1* Caractérisation des droites de saut«

3-3# «Gardons les notations du n° (2.1*2)* SI d est une droite de P #
non contenue dans 8 - on notera x. et x* les ooints d’intersectionc Q
de d avec 8 •

PROPOSITION 1.- Soit ci une droits de P3 .
. seulement Ia J Si d # Q , la droite d est une droite de snut si et si il existe

une section non nulle s de Ef1) telle nue x̂  afc x̂  soient
sur deux des trois génératrices à *annulation de s . Elle est alors
de type (1,-1) (l»e* Ejrf & Q f̂l)8 Ç^f-l) ),

b) Si d est une génératrice de 8 f elle est de type (2,-2) •
c) Une droite appartenant à A est droite de saut si et seulement si 

elle est droite d*annulation double ou triple d*une section non nulle 
de E(l] . Elle est alors de type (1,-1) .

Démonstration: (a): Soit s une section non nulle de Efl) s'annulant
en xd , et notons k le nombre de points d'annulation de s dans d , 
Si f <t M°{d,0(k)} est une équation de s~*(Q) , on a un morphisme 
s/f de Q^k) dans le fibre E[l) , ©t une suite exacte 

0 S^*) ~~> Efl)^ “ > 0^2-k) 0 .
Comme , cette suite exacte est nécessairement scindé©, d'où (a) *

(b) : Si d <É B , pour les mênns raisons qu'en fa) , elle est de 
type (2,-2) .

(c) : Si d  ̂A , il existe une section s* de £(l) ne s'aanulant
en aucun point de d ; ce qui montre que ri est de tyoe (\ ,-l) ou
(0*0) • Dana la grassmannisnne des droites de , les droite» de
saut forment un diviseur S (exp osé  TV}, Soit d et notons P lea
plan projectif des droites passant par a . Alors SAP̂  es* une courbe» 
donc d est droite de saut si et seulement si elle est limite de 
droites de saut passant par a et non contenues dans Q •
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3-2« Description du diviseur 8 dea droites de saut.

3.2.1« LSMME.~ Soient P un plan projectif, Ce P une conique régulière 
et 0 un pinceau linéaire da diviseurs deux & deux disjoints de degré 
3 sur C , Pans le oían dual P* , 11 ensemble p ries droites d de P 
te1le que d a C soit composé de 2 des 3 points ri*un diviseur rie 0 
est une conique régulière.

Démonstrations Soient et deux polynômes de degré 3 . La fonc
tion

R: fx,y) p-,(*) p2(y) ~ pify) p2(x)
x - y

est un polynôme de degré au plus 2 per rapport à chacune des variables. 
Par suite R(x,y) est de la forme *B(x+y , xy) , où est polynôme de 
degré au plus 2 .

Identifions C à P*C « £ par un isomorphisme f , et pour
toute droite d de P » notons x. et x* , les joints d1 intersectiond a
de C avec d . Si on prend pour P̂  et P0 des oolynômea dont '’.es 
diviseurs dans C appartiennent à D , on a d 6 P si et seulement si 
R(xdfx̂ ) • 0 # i.e. , *d*d) - 0 * Or d *d*d̂  est
un isomorohisme du plan affine AcP1* formé des droites ne passant pas 
par f(®*} sur C « donc A est une conique affina dans A , En 
faisant varier f , on voit que p est une conique.

Si T contenait une droite, il lui correspondrait un pinceau linéaire 
D* de diviseurs de degré 2 sur C telle que tout diviseur de 0* soit 
majoré oar un diviseur de D . Mois ceci mène à une contradiction: prenons 
un diviseur de D formé de trois points distincts, comme chaque point 
anoartipnt à un diviseur de 0r , il y a deux diviseurs de Df qui ont 
un point commun. Mais alors tous les diviseurs de D* contiennent ce 
point, ce qui est absurde puisque le» diviseurs de 0 sont disjoints.

186



LE CAS c1= 0, c2= 2

3.2.2. Rappelons que le olongement rie PlOéker fait de la grassrr.annienne
3 5Y=Gr(1,3) des droites dans P uns quadrique régulière dans P ; deuxSSS w

points de Y sont conjugués oar rsoport à cette quadrique si et
3seulement si les droites de P qu’ils reorésentent sont concourantes.

Soit E un fibre satisfaisant aux conditions de (l,l)  et reprenons
les notations de (2,1,2) , Les familles A et B sont reorésentées par

5des coniques CA et Cg de P contenues dans Y , et dont les 
plans TTa et TTg sont conjugués par rapport à Y .La famille D 
de diviseurs sur permet de définir une conique Pc TT* via le lemme
(3.2.lj. La transformation par polaire réciproque par rapport à est
un isomorphisme de ÎT* sur ÏT̂  ; notons la conique image de f  oar
cet isomorphisme.

3La orooosition 1 peut s ’interpréter en disant qu’une droite de P 
est une droite de saut de E si et seulement si le point qui la représente 
dans appartient à l ’espace oroientif de dimension 3 conjugué par
raoport à Y d’une droite Sa appartenant è V ; cet espace
est l ’espace projectif engendré par TT̂ et le pôle de S dans TTA . 
Autrement dit, la variété S des droites rie saut de E est l ’intersec
tion de Y avec le joint de CA avec TT̂ (réunion des droites de
P5 joignant un point de G’ à un point de TTQ ). ge joint J est dans
5P une hypersurface de degré 2 .

c*K A

HGTH

C»A

5

CA

îlB

CB
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3.2.3. Soit x urt point rte PJ . Dsns 1s plan orc,ie~.tif cen imites 
3de P passant par x , les droites de saut forcent une oonioje 3 * ’ x

(les droites de saut, cassant per x sont les génératrices du cône de
base S ). x
PROPOSITION; 2* — La conique S est décomposée si et seulement si x € Q

Démonstration: 3i x £ Q , la génératrice d., £ A passant car x 
appartient à un diviseur fd̂ ,d0»d̂ j € D . Las droites de saut cassant 
par x sont celles contenues dans fas plans ?2 engendrés car
(xjd̂ ) et fxiCLj} respectivement (si d0 * d, , orenrire P0 * T̂Q }.

Si Q , on montre comme dans la démonstration du femme 3.2.1)
que ne peut cas contenir une droite*

3*2.4. Si deux fibres satisfaisant aux conditions de (1,1} ont même
diviseur S , ils ont même quadrique D d’après la Prop. 2 ci-neasus,
et on vérifie alors facilement qi^iis ont même triplât, associé * donc sont iso

morphes .
Un fibré stable vérifiant * 0 et « 1 est caractérisé à 

isomorphisme près oor son diviseur S (exposé ÎV). On vient de voir qu*il 
en est de même pour c0 « 2 . Cette orooriété reste-t-elle vraie pour 
ç2 > 2 ?
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4. La chasse aux instantons.

4*1. Rappels sur les structures réelles.

Voici un bref rapoel de ce qui nous sera nécessaire dans les structures 
réelles sur les variétés holomorohes.

4,1.1, Une structure réelle sur une variété holomornhe X est un
2Isomorphisme antiholomorohe j de X tel que j * . Si X est

munie d’une structure réelle j et si E est un fibré holomornhe sur
X , une structure réelle (resp, quaternionique )sur £ est un isomorphisme

2antiholamorphe antilinéaire J de E au dessus de j tel que J *
(resp. J * -1̂  ).

4.1.2. Si k £ N , l ’espace  6̂ (k)) = 0 6̂ (k)) = 0 à isomorphisme près, qu’une seule
structure réelle (donnée oar la conjugaison naturelle), tandis que  6̂ (k)) = 0 
en a deux: (2^,..,>z2k*l̂  désignant des coordonnées homogènes, elles
sont données, à isomorphisme près, oar (zq, ... ^  (zQ,...  6̂  (k)) = 0)

et (zQ,. . .  >22k+̂  ( ^ i^ o - ‘*^2k+1^2k  ̂ * Nou5 nommerons la première
la structure standard et la seconde non standard. La première a des points 
réels (l.e. invariants par j } et la seconde n’en a pas.

Le choix d’une structure réelle sur P*t induit une structure réellem xs
ou quatetn ionicjoe sur le fibré Oprt(~l) , sous—fibré du fibré trivial
rn+l
«pn On vérifie sans peine que la structure standard induit sur ÇpJ-vm
une structure réelle et que, oour n impair, la structure non standard 
induit une structure quaternionique.

4.1*3. Plus généralement, la donnée d’une structure réelle sur P°m
induit une structure réelle ou quaternioniqueirir les objets naturellement 
attachés à Pn : grassmanniennes, fibrés 0 n(k) , espace M(2) , etc... 
(cf.exposé n°vii)
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4.1.4. Notons H ls  coros des cqiaternions ( H •* C ® Çj ), et identi

fions Ç4 à H2 par (*0*zi*22'23̂  6̂  (k)) = 0 6̂  (k)) = 0 6̂  (k)) = 0• t-a multiolica-
3tion par j induit sur P la structure non standard« El-e induit une

S 2 4structure standard sur P » Pf A C ) et une structure réelle sur lam «' ae
quadrique Gr(l,3) <r £ *

L * isomorphisme C4 —> H2 induit une fibration q: P̂ C —̂  pHl dontai m m ar s. m
3les fibres sont les droites de PC invariantes par j . Un point réel 

de Gr(lt3) pour cette structure est donc une fibre de q *

4.1.5. Notation; Si M est une variété holomorphe munie d'une structure

réelle, on notera 1‘ensemble des opints réels de M pour la struc-
m

ture considérée.

3
Quadriques réelles dans P non standard.

*.2.1.
Notons X l'espace P̂ G muni d8 la structure réelle non standard J 

obtenue en identifiant C4 à H2 . L ‘ involution j définit sur Qy(2) 
une structure réelle, et sur l'espace P̂ C des quadriques dans X une 
structure réelle standard. L'espace des quadriques dans X définies sur

QR » i .e . invariantes par J , est donc isomorphe à P R .

4.2.2. Soit QcX une quadrique définie sur R . Si Q est singulière, 

elle  est de la forme P u JP , où P est un plan. En effet, s i a est

un ooint singulier de Q , le point je en est un autre, donc Q est

formée de deux plans fa priori distincts ou confondus). Si P est l'un

dveux, le  plan JP set différent de P et contenu dans Q , donc

Q » P JP . Par suite, l'ensemble ZCP9R des coniques singulières 

définies sur R est homéomorphe à £^C/(j) , en particulier i l  est de 

dimension 6 sur R . L'espace R̂  -  -  £ des quadriques régulières
m ^

définies sur R est connexe et on a * ^ ( £ 3) * $/(2) •
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4.2.3, Soit Q une quadrique régulière définie sur R dans X . Chacune 
des familles A et 8 de génératrice de Q est stable par j : en 
effet, s i on avait d 6 A et jd € 8 , le point d n jd serait un point 

de Q invariant par j , or il  n'y en a pas dans X .
Identifions Q à A x Q comme au n° 2.1.2, La structure réelle de 

Q induit sur chacune des droites projectives A et 8 quotient de Q 

une structure réelle. Si D est une droite projective munie d'une struc

ture réelle standard (reso. non standard), le fibré Qq(i) admet une 

structure réelle (resp. quaternionique). Or le fibré 2x^^|q » 2drnet 
une structure quaternionique, est isomorphe à O^flJflOgfl) . Il en résulte 

que la structure réelle induite est la structure standard oour l'une des 

droites A et B et la structure non standard cour l'autre.
L'espace des couples (Q,A) où Q est une quadrique régulière

définie sur R et A l'une des deux droites quotient de Q est donc
un revêtement trivial de degré 2 de RR ,

4.2.4. La structure réelle j de X donne naissance à une structure

réelle x sur -a grassmannienne Y =* 6r(l,3) . L'espacs Ŷ  s'iden
t if ie  à P*H - . Soient QcX une quadrique régulière définie sur R
et A le quotient de Q qui est une droite projective munie de la
structure standard. Alors est un cercle tracé sur Ŷ  (intersection

* g » “de Yr avec un plan projectif P P R j. On obtient ainsi une bijection
m

entre l'esoace R̂  et l'ensemble £1 des cercles tracés sur Ŷ  ayant
a a

une infinité de points réels. On le voit en remarquant que trois droites 

projectives deux à deux disjointes sont contenues dans une quadrique 

unique. Cette bijection est un homéomorphisme pour la topologie naturelle 

de SX .
4 5Plongeons YR * S dans R , On*peut rétracter par déformation l'espace

a
ÇL sur l'espace des grands cercles, i.e . la grassmannienne des olans

C cvectoriels dans R (ou des droites projectives dans P̂ R ).a v a a '
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4.2.5- Soit E un fibré vectoriel satisfaisant aux conditions de ( l . l )  f 

et soit (Q*A,d) le triplet associé. Si est isomorphe À E ,

le triplet (Q9A,o) est stable par j , en particulier Q est définie 

sur R « Si E admet une structure quatemionique, E(l) admet une 
structure réelle, et i l  en est de môme du sous-fibré F de £fl)Jg 

défini en (2.1*3) . Or E est isomorphe à 0^(3)® Og • On en déduit 

que la structure de A est standard.

4.3. Pinceaux rie diviseurs définis sur R •*— —  ■ 11      ■ ' ■■ »’■»■■«■■■ Wt

4.3.1. Soit A une droite munie d’une structure réelle standard r • Les 

fibrés Q̂ fk) admettent une structure réelle, donc tout pinceau linéaire 

de diviseurs sur A stable par x  est engendré par des slviseurs stables 

par *c (diviseurs définis sur R )*

PROPOSITION 1,- Soient 0̂  et Dg deux diviseurs disjoints sur A , 
définis sur R et de même degré k . Notons 0 le pinceau linéaire 

engendré par 0̂  et . Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) Aucun diviseur de 0 ne contient deux points non réels conjugués
ou un point réel double.

u t) Tout diviseur de 0« est composé de k points réels distincts.

( tu ) Les diviseurs D, et Q„ sont composés de ooints réels dis-

tincts. et quand on parcourt A„ on rencontre alternativement un point

de D-
m

et ur> ooint de 0« .

Démonstration: ( i i i )  « ^ (ii)  : Soient et fg de» sections de ’Ô fk)

admettant pour diviseur et Dg respectivement, et posons h *fj/fg  •

La fonction méromorphe h admet des zéros aux point» de 0̂  et des 

pOles aux points de Dg . Son graphe a l ’allure suivante:
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Le théorème ries valeurs intermédiaires montre que, pour tout  ̂-  R f 
le diviseur h~*(X) contient nu moins k points réels distincts. Comme 
il est de degré k , il n'en contient ons Plus.

(ii) «►(!): c'est immédiat en observant que si un diviseur D £ D 
contient deux points non réê .s conjugués, ou un ooint réel, il appartient

4 2r • .
(i) (iii): La première assertion de (iii) est évidente, démontrons 

par l'absurde la seconde. Si par exemple a et a* sont deux ooints de 
tels qu'il n'y ait oas de ocint de dans l'intervalle [a,a*J »

la fonction h « f^/f^ adme* un sxtrémum  ̂ sur [a,a*3 * 
est un diviseur de D qui contient un ooint réel double,

4,3.2, PROPOSITION 2.- L'espace (*) des pinceaux linéaires de diviseurs 
sur A f définis sur R et satisfaisant aux conditions équivalentes de 
Ta proposition 1 f est contractile.
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Démonstration: Identifions AR à ĝ R — R O . Nbtons l ’ensemble

des triolets (DtD^Dg)  ̂® est P*nceau engendré par et
Dg y avec oO  ̂ 0̂  . L’espace s ’identifie à l ’espace des suites

strictement croissantes (blfe^.bg,. . .  .®k*bk) de 2k-l termes dans R . 
Cet ensemble est un ouvert convexe, donc contractile.

Notons $2 l ’esoace des couples (çffÔ ) avec ^ 6  0^6 0 6 0  • La 
projection (DfD^Og) l—> (0,0^) est une fibration de fibre R , donc 

une équivalence d’homotooie. D’autre part (0,0^) y q est un homéomor
phisme de G 2 sur ©  .

4.4. Type d’homotopie de l(2) .

4.4.1. On note l(2) le saus-espace de M(2) formé des points qui
3correspondent aux fibres E sur X ** P G satisfaisant aux conditions 

de ( l . l )  » et en outre aux conditions suivantes:
(1) E admet une structure quaternionique au dessus de la structure 

réelle non standard j de X ;
(2) E n’admet aucune droite de saut définie sur R .

Ce sont les fibrés qui corresoondent via la transformation de Penrose 

aux instantons de nombre de Pontrjagyn 2 .

4.4.2. THEOREME.- L’esoace 1(2) est une variété analytique réelle de
5

dimension 13 , qui a le type d’homotopie de la grassmannienne G2g
5

Xles plans vectoriels de dimension 2 dans R «

194



LE CAS c1— 0, c2 = 2

Soient £ un fibré satisfaisant aux conditions de (l.l)  et (Q*A,o) 
le triplet associé. Pour que E soit isomorphe à jM£f il faut et il 
suffit que Q soit definie sur R (ce qui entraine que A aussi) et 
qus 0 soit défini sur R . Pour que E admette une structure quster- 
nionique, il faut et il suffit qu’sn outre, A soit le quotient de Q 
qui est une droite projective standard. Si toutes ces conditions sont 
satisfaites, il  résulte de la caractérisation donnée au n° 3.1.1 que, 
pour que E n’admette pas de droite de saut définie sur R , il  faut 
et il suffit que 0 satisfasse à la condition (i) de la Prop. 1 du 
n° 4.3.1.

En résumé, l(2) s ’identifie au sous-espace de formé des triplets
St

(Qf A,0) tels que A soit une droite projective standard et que D 
satisfasse aux conditions équivalentes de la Prop. 1 du n° 4,3.1. Cet 
espace est donc fibré sur l'espace RR des qu~driques régulières définiesat
sur R , avec pour fibre l ’esoace ® défini en 4.3.2. (avec k * 3 ).
Or Rp est une variété analytique réelle de dimension 9 qui a le
type d’homotopie de (n® 4,2.4) , et 0 est une variété de dimen
sion 4 sur R contractile (n* 4.3.2) . Ceci démontre le théorème.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978) 
Exposé n°3fl

CONSTRUCTION OF BUNDLES ON ]Pn .

by Geoffrey HORROCKS

Let V be (n+1)-dimensional vector Space over a field k and lPn 

the corresponding vector space. Form the exterior algebra

A(VO(1)) (VO(l) V(ftO(l)) *

and let d * £ Horn (V ,V) » r( f VO(D). The complex K = fAVO(l)>d}

is the Koszul complex. Let
T - coker Cd;0 -tV0(D) .

T is the tangent bundle and it together with its twisted i-th exterior 

powers T̂ ^Cr) Cl $ i S n-l) form the building blocks for vector bundles 

on Pn .
Order the bundles (r) according to the order on the partitions

h lOn i -i~r} i.e . T^^(r) £ T ^(s) if i < j or i a j and r * s. By a 

trivial bundle T I mean a direct sum of Hopf bundles Oipi.

Theorem. Let E be a vector bundle without a trivial direct summand 
Then there exists a trivial bundle T such that E 0 T has a nest

* F°DF4D ...  3  r ,  O

with F1/̂ '*** a twisted exterior power and 6^ (k)) = 0 6^ (k)) = 0

N t dim
l£i<n
r̂ TL

H1(^n>E(r)) and the factor s «ire unique up to isomorphism.

Proof. Take a resolution L of E* by trivial .sheaves which is exact as a 

resolution of graded modules. The dual L* can be dismantled into Koszul 

complexes.

(*) Les mots "fibre trivial" et "monade" sont employes ici avec un sens plus 
large que dans les exposés précédents, notamment l'exposé V (N.D.L.R.).
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The difficulty with applying this theorem is the lack of a method 

for detecting trivial direct summands of bundles# However? it show's the 

existence of total algebraic families of vector bundles on Pn. (See 

G. Trautmant Darstellung von Vektorraumbünde1n über C1 n-{o] •j Archiv der Math. 

1973 pp 303-13.)
A more useful form is obtained by def ining Eiienberg-Mac lane 

bundles on IPn to be bundles M such that only one of the total cohomology 

modules

H1(PljN*> (1 * i < n) with M' - $ N(r)
r

(i)is non-zero* In particular T (r) is an Ii iienberg-Mac 1 arte bundle. Then

Theorem * There exists a trivial bundle T such that 

E © T » Gn 2 g" '1 2 - - • 2  G° = o
1 i *Tsuch that G /G is an Eilenberg-Maclane bundle with

H^(Pn,t6MAi)*) t  i.-H’d»", E») C1S jSh).

The series (6*) is unique up to trivia; direct summands *

In particular consider the- case n = 3* Then & Q T iS an extension 
O 4 H ^ H 0 T - ^ M j AO

The bundle Mg obtained a.3 the 3rd syzygy of its total cohomology 

¡nodule

0-^ Mg -* -* Lg -» H3iff>n, Mg*) -* O
1and as the second syzygy of HI . Further

E*t1(M2,H.t) ~ EKt|(H2(pn»N2J‘)> H1(Pp> M^)) , S - ® FOir)
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In general if  Hfj HS r  < s are the only non-vanishing total 

cohomology modules then the bundles E with these cohomology modules 

are classified up to trivial direct summands by elements of

Ext|'r*1(HS(Pn, E*) , Hr(4>n, E*>).

Consider the special case in which H*((PniE*) - k> Hs(PntE*) = k.

Then ExtS~r+*(k*k) ~ AS r+*V. s
Form the complex

0  0  V^O(l) 4 ?  * • • - ^ A n  * S V . 0 ( n - l - s )

-> Anil"rV.O(n-s;An+iV0(ni-r-s)-̂  0

Provided to : An SVA*l+* rV is injective the unique cohomology sheaf A
is a vector bundle E with

HS(J»n> E^(m)) ® 1 m = -n~r+s > 0 otherwise *

Hr(Pn, E (m))i) = k t m = -n-1 9 0 otherwise .

The special case r - 1 * s = n-1 gives

0-^ 0 -» aHv-QCi )-» ArH‘1V0(2)^ 0 .
E^(-l) is the null-correlation bundle S* when to is a non-degenerate 

2-form <p. Taking U) - <pr» 8 = r»-r gives the associated 'reduced’ r-th 
exterior power of S tensored with O(r).

A more useful technique particularly i n  dimensions at most
that of killing the total H* and Hn~̂ . Since Hn  ̂ is dual to H V it
enough to deal with H . let be homogeneous generators of

H*(pn# E*) with g. € R̂ 0Pn> t in. ))* They determine an extension

is

is

0 —̂ E-* E'-» *Oi-n. ) 0i*l 1
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in which Ĥ CPn* E#*) a O and the cohomology up to degree n-1 is 

isomorphic to that of E> So we can kill * Hn * to obtain a bundle F 

and a monad
* # ,O T F T 0

with T* T' trivial such thpt C(* p are injective and surjective (resp.) 

and Ker * E.

When n 3 F has to be trivial - hm ause its total cohomology 

in the range 1 £ r £ n~l vanishes. So all bundles on arise from

monads
« * p ,0 T T T —» 0

The monads correspond to ’markings' oi the bundles with sets of generators 
1 2of H » H . If E is oi rank 2 the monads are self-dual up to twisting 

and the bundles correspond to isomorphisms^ : TM-*T**(r) such that 

r 0 (Barth ha  ̂ some unpublished results relating to this con

struction) .

The Kiemann-Roch theorem implies certain necessary conditions 

on the chern classes of vector bundles. it is known that the conditions 

are sufficient for the classes oi rank 2 bundles on and from Grauert
kand Schneider that they are not sufficient on CEP ior rank 2. The 

preceding techniques can be used to give new Chern classes 1'or rank 2 

bundles on w in characteristic 2 and to show in particular that the 

discriminant can be negative.
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CONSTRUCTION OF BUNDLES ON Pn

First form the general Koszui complex: choose ŷ  € pO(n̂ ) so

that yo,*‘ ',yn i® an S~sequence» and let K be

(A I 0(n.)! . jd} d = £y g • 
j ,0  J J J J

Let T̂ *̂  = coker (d ; A* 1 A*)  • Consider th«> part of the complex

n a . . v £ . n
A1 * A1 ( £ 0 ( n . ) g . ) - *  T ( 1 )  A ( X 0(n.)g ) * A

j *0 2 "J Ĵ O J 2

Suppose ĝ  is given weight~deg Any i sobar ir. i-form cp in 50»***>§n
coefficients in S with weights given by their degrees determines a

homomorphism <p : 0(r) -» T^^Cp) with p-r equal to the weight of the

form. Further an isobaric (n-l) form tfc determines a homomorphism

V :T^(p)-*  0(s) by 0A<p and its weight is S - £n^-p. Since |3̂o< - d>
the composition *cp is tp cp d .A A

Take ns2* and

y0 - V  yi ~ X19 y2 * *2 and y 3 9 yk °f deSree 2'

Let

= 1 * ^2a( y0^3 + y ! '!» ' ! 0 (2 ) T(2)

«2 * «iaV W * : 0 ( 3 ) -»

♦ l : T(a> 0(51

*2
_(2): T -» O(k)

(i) The morphism

if,*2 ) : 0(2) ® 0(3) T(a)

is locally split.
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EXPOSÉ 11

Ve have to verily  that i f

4y ® (F (-2) (2  ̂ mxy ® (F (-2) (maximai ideal at x)

then X ut fj. * 0*

( i i )  If the characteristic* is  2 then

y  ® (F  (-2) (y  ® (F  (-2
and

eiA®2 * yt(23M> y2'2'i13''

y  ® (F  (-2) (
So 0 o i * O. Thus we have a monad

( o)
0(2) 0  0(3> Tl • 0(4) e  0(5) •

The cohomology is  a bundle F of rank 2 and taking h as the generator
2

of the Chow ring and t -  h A  we observe

cO / { ( l - t ) 7 ( l - 3 2 t ) 3 ( l -3^t)"2(l-52t;~3(l-72t>}
(1-tJ ( l -3 “t>

= 1 4  15t

so c(F) s  1 + 5t + 10t2.

Now observe that for 9̂  > to be isobanc i t  is  enough to 

choose the degrees a? b j cj dj e of y >. - - ?y,A sc that

-a-b - -c-d+a -c+b-e

b+d -■ a+e »
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CONSTRUCTION OF BUNDLES ON P"

The bundles ¥ arising from the construction have Chern polynomials 

given by

cF.(-r/2) a 1 - ~(6r2-l6£ab)h2+ {(r^+r^ ~ r/2)2+(r^ + -r/$?)

with r = Za. Taking a = b r p f  c = q , d = e - 3p - q give£
1 - (6 p q -9 q 2 A )h 2

li
s o  there exist bundles in characteristic 2 on OP with negative 

discriminant•

G. Horrocks
Newcastle upon Tyne> Dec» 1977
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Séminaire E.N.S. (1977-1978) 
Exposé n°XlI

STABLE VECTOR BUNDLES ON TP 9 

SOME EXPERIMENTAL DATA

par Volf BARTH

Notation,

*n=3Pn(c) .

P .
R = 0 r(#_(k)) , ring of homogeneous polynomials,k p

sheaf of ideals of a curve C c P ,

X canonical sheaf of the curve C .c
/0F locally free u -sheaf of rank 2 with

c^F) = 0 , c2(F) = n , h°(F) = 0 .

H^fU)) = 0 H1(F(k)) viewed as R-module, 
k

p(k) = p(F,k) = number of homogeneous generators of degree k for the 

R-module HV F(*))

= dim{H1(F(k))/t(<5lp(l))® H1(F(k-l))} .

f : F —  ̂ F* the sympletic form on F determined by an isomorphism 

det F .

[x] largest integer function for x ( ]R ,

GL(a) group of automorphisms of the vector bundle A •

0(Bfb) group of automorphisms of the vector bundle B leaving invariant 

the form b ,
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EXPOSÉ 12

1. A numerical character attached to F .

In [2 ] there is defined a sequence of n integers k̂  for F :

X =

• " •  ^ " ^ 2 ^1 =  ̂ = 2̂ ^ *** ^ ^n/2
( if  n is even)

*(n- 1)/2 < *•* ^ “ k 2 ^ “ k1 < ko = k1 ^ k2 ^ *** ^ k (n - l )/2
( if  n is odd)

This sequence has the two properties :

Symmetry, expressed by the fact that - k i x i f  k belongs to x • (This 
reflects the self-duality f : F —> F* ) .

Connectedness, i .e ., k ^  ^ k̂  + 1 for all 3^1 , i f  n is even,

resp. 3 ^ 0  , i f  n is odd. (This is a consequence of the stability condition

h°(F) = 0 ) .

The meaning of x £or F , as described in [ 2], is this : form the

rank - n bundle

K = © <̂ L (k) 
k«X 1

on 1P̂ . Then for all i ^ 0

h1 (p(—1 —i )) = r(K(-i)) .
In this way the dimensions h*(F(-1 - i ) )  , i ^ 0 f are determined by x •

In particular

h1(F(-1 -  i)) = 0 i f  i  > k ^ - j  .

(Notice that ^[n/2 ] ^ [n - 1/ 2 ] by connectedness). Now put for O^k ^ ^[n/2 ] 
s(k) = number of times k appears in x •

Then, in particular

s(k[n/2]) = h1(F(_1 “ k[V 2]h

is the dimension of the homogeneous part in h'(f(*)) of lowest degree. Hence 

P(_1_k[n/2]) = s(k[«V/2]) *
The degrees of the other generators for h\ f(*)) are in general not uniquely
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STABLE VECTOR BUNDLES ON

n
C F ( t ) ) -jW J St 

-4 -S -2. -1 ' 4 .  .

i ~ 

- z - 1 OL

A o 1 1 0

z 0 0 JL % 0

0<? 0 _____3 3 0
-10 1 1 3 1 1

4 0 0 0 0 4
ii 4 0

-i 0 01 i 4 Î d ■1 0 , 1 1

5T POOOO 0 S
ij. r -...-.... i -.— . - . . 5T .. 0

-10OO1 i 5 ! 1 <1,1 1
4 -| 0 1 1 z 5 — ... .... L.. V .. o
-Z-l 0 1 1 1 3 (é 1 j tL

6 £>0 0 (POO G £ O
-1 0 0 © 0 1 1 6 1 A, 3 i
-1-10 0-11 C z ©, 1 o
-Z-1 5 0 10- 1 ■7 l o , 1 1

?• OOOOOoO 7- % 0
-1 0-0000 1 1 1- ! 3 3,4 1
-L'l 0 o o 1 1 31 ' 2 ©,1,1 0
-t-,1 -1 0-111 ? L 3 1
-Jt A 0 0 © A X 1 3 8 l 0 ,1 ,  ^ 1
-2 -i -| o 1 U a 4 ? 1 0,1 a

o U A X 5* 3 2. i
-V2 - I O U ^ 1 6 'lO 1 o

* 0 0 0 © oooO _ ... ? £ 0
10 0 O00©l l 2 1 - 4 , ? i
A A 0 0 0(911 K f 1 <V, 2,2 0
-M -I 0 0 1 'll 3 5 3 0,1 1
-L-l 0OO 012. 2> 5 1 JD.Ijl .S 1
-z-l'lot? l <t 3 2 ©, 1 ©,l 0

oo U 1 5 "10 JL ! Ot 1 1
-3 -l-l® 5 u > 1 6 2 | <D, 1 0

TABLE 1
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EXPOSÉ 12

determined by x , or equivalently by the dimensions h (̂F(-1 - i ) )  • However, 

using a simple generalisation of [2? proposition 1.4] one s t i l l  gets the bounds

s(i) - 2 T. s(j) <: p(- 4- i ) ^  s(i) - 1 
j ^ i  + 1

in the range 0^  i < k£n//2] * (Here the minimal value possible for p (-1 ~i)
occurs in the ’’general case”, whereas larger values should correspond to more 

special F ) •

In table 1 , the possible values of p(-1-i) are computed for 1 ^ n 8 » 

If there is no entry in some column, then the corresponding dimension is zero#

The last column gives the invariant a(F) = h (̂F(- 2)) mod 2 of Atiyah-Rees 

[1 ] distinguishing between the two topological bundles with the same Chern 

classes.
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STABLE VECTOR BUNDLES ON P

2« Space curves.

If m »  0 the bundle F(m) will admit a section t vanishing of order

one on a non singular space curve C :

0  > > F(m) ----- > ¡7C( 2m) ----- > 0 .

The invariants of C will be 
2deg C = n + m ,

KC = Ĉ(2m ~ *
There are isomorphisms of graded R-modules

© H1(F(lc)) ----- ► © H1(D (m + k))
k k C
r(C?c(*)/restrc(E) ----> H c(*))

<j
so generators of degree k for H (f(*)) correspond to generators for 

r(tfc(^))/t’( (9pW) of degree m+k .

Example (m = 2) : Here C = u will be a union of disjoint nonr-

singular elliptic curves Ê of degrees ê  such that ê  + • • • + ê  = n+4 • 

Using that C cannot lie on a quadric surface (this would imply ĥ (F) /  0 ) 

one finds

h1 (F(k)) =0 for k < - 2 

h1(F(-2)) = h 1(JC) = r-1

h1(F(-l))= h1(Jc(D) = h°(£>E(l)) - 4 = a .
The numbers of generators are

p(-2) = h1 (F(—2)) = r-1 ,

p(-l) = T. dim T{&- (1 ))/restr r((£ (1)) =
j j

= S (e, - 4) ,
e .^ 4

o(k) =0 for k ^ 0 .

(it is easy to see that r($_, (k)) ® T{(9-(1)) ----- » r(02- (k+1)) is surjec-E . r E .3 3
tive for k 1 ) # The resulting numbers for 3 n^ 8 are given in table 2 • 

If C contains non cubic component, then the minimal p(-l) within the
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-c 'x «* e* X
-io 1j

3 X u 3 -io 1 o

k X k k -1 00 1 0
5 3 ti 1

5 X r -1 ooo  1 1
G 3 n

% 3 s 3 -IH 0 11

(p X s* 5 “( OOO O 1 2 !
a k U 2■* 3 *t 3

s 3 3 -H 0 O 1 1 0

f X 6 5 ~f 0 O O 0 0 1 3
7- «f M 3
8 3 II «f

3> 3 -M O'O O *1 1 O
5” 3 3 \\ 1

S X (o Ì G O 0 O O O 1 lf
? S- v£ k H V
3 3 u 5

3 V k -VI o o o o 11 o
S * 3 II 1
ù 3 3 II Z

3 3 3 3 -l-l -I 00 1 1 1 o

TfYSLE 2,
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STABLE VECTOR BUNDLES ON JP

bounds of section 1 actually occurs*

In the remaining sections bundles F will be described under the assumption 

that H (̂K*)) has no generators of degrees ^ 0 • Although this is probably 

true for small n , I do not know how restrictive this assumption is in general 

The corresponding problem for space curves is this :
2Given a non singular subcanonical space curve C of degree > m with 

= ĉ(2m - 4 ) 9 not on a surface of degree m * Then * are the linear 

systems | Ĉ c(m + k) | for k ^  0 generated by r((^p(l)) 0 r(Ĉ c(m + k - 1)) ?

3« Monads,

Horrocks [5 ] has shown that every bundle F on P is the cohomology of 

a monad ( s short complex of bundles)

A--------  ̂ B---------> C

with Af Bt C direct sums of line bundles, in fact

C = © p(F,lc)c£_(-k) ,
k r

A « ® p(F*,k)(> (k) ,
k r

There is also the more general approach [4 ] to prove this. Such a monad is 

determined by F uniquely up to homotopy, i .e ,,  every morphism F̂ — F̂  i« 
induced by a mprphism of monads

A1 “ V i 7 ? c i
II \\

\

I /y kA > P \ cA2 > *2 > 2

which is unique up to homotopy (dotted arrows). If the monads are minimal 

(i,e,9 the ranks of A, B, and C are minimal), then it  is not hard to check

that an isomorphism F̂ --->F̂  is induced by an isomorphism of monads. In our

case (rank F » 2 , Ĉ (f) = 0 ) this can be applied to the symplectic form 

f  : F —> F* , So f is induced by an isomorphism of monads
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A - - B - c ► C
b

C*
Tr* > B*

Ta A*

In particular C = A* and B is self-dual. Nov/ A and C are determined 

by the integers p(k) , and for B there are then finitely many possibilities 

only. In fact

ranlc B = rank F + rank A + rank C 

= 2 + 2  rank A 

is even, and we can write

B = B+ © B" , B~ = (B+)*

B+ = ® O' (1. ) with 1. >. 0 .

Then for the total Chern classes one finds ( x denotes the positive generator
of H2(p,z) ) :

c(F) = c(B)/c(A).c(c)

= tt(1 - l2X2)/rr(l - k2X2)P^ 
i 1 k

or ? ?2 1 = E p(k).k -  n .
i k

Table 3 gives all possibilities for minimal monads associated with bundles F 

with 1 n <: 8 . The bundles B+ and C are described by the degrees of 

their direct rank -1 summands. The numerical character x abbreviated 

0S(0) 2^^ ..*  The columns "existence" and nhom(C,B)" refer to

sections 4 and 5 • This table 3 is extracted from table 1 under the assumption, 

that the generators given there are the only ones (no positive generators), 

without further justification.
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h X c z l[ ^+ t (<>V>lev\CJiL sw ea ts)

A 0 1 O 0 0 <*C 0

2 o2 11 0 ooo C< 0

3 o* 11 1 0 OOO 0 o< 0

h o1* 0 ooo o 0 C< 0

£~ 0r A 1 A A 1 0 OOO 00 0 o< 0
o  \x i z 2. dJL 0

<o 0̂ ' ll  i m 0 0 0 0 £> £><? o « 0
Ol1Z a*, 2 o i -1 c£X 0

2 2,1 2> G -1 -1 1 2 3

1- 0* *1 <i't -1 1 -1-J 0 000(9 00 0(9 < 0
c M ¿2. 1 O O l eg£ 0

a. 2,1 1 1 1. 2
2 2 1 1 3 0 0  A A 1 2 G

0 1 xz 3 2 A A h <o
i  A G A A 2 1

©1 ï  s k 2 0 3 t 0

? o* A A 1 A 1 A A 1 o ooo  0 © oooo c< 0
o4* -r2 2 2 0 o oo fJJL 0

2 2, 1 A ooo-j zZf 12 ©50 11 ta <t1 2 A A 1 3 f f o o m £ A
oV a. 3 1 01 n 0

11 2 0 1 7 1 1 X
3Z S' e u f - 1
sz  1 6 0-1-12 j ?

CM2.S k 2 2 1 KO o
t 1 3 22  'l VtO A

T f lÊ L E  s  ? a  -  o
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n
X e ZI? z+ t^UltvxOt l\OW\( C ! ̂ 3

l ©1 2 1 01 0

W Oa 1 X 0 QO I 0
M 1 001 j^2 1

E 2.1 0 (S> O 0 31 ò
2.11 1 0 o o 1 3 2 2

©1 2. 3 02
y

0

C © S JL -1 e? 0 o o B1 0
2  4 1 4 1 <s> oo 1 jS2 13

0a4a. 3 — û>
31 ¿t 0 0 i. L

7- 0S1 1 1 1 1 0 ò OQ> O O f>i 0
2 4 4 1 1 1 Oo o o o 1 p z

D13, m s* OO 1 2 KO 3
0*1 2 3 1 11 0

31 1 1 'i Irto s
31 1 41 1 no g
3 1 1 o o o 2 £• g04 2Z •33 'U 0 1 1 3 no a.

$ oÉi 2 1 1 4  1 0 (900 13 0 0 0
2 4 4 1 1 1 i OOO CO 0 1 (32. $•

© V 2 2  2 n  *1 1 a x o
Zz Z 0 0 0 2 4jC> 2>
xzz'X s 1 1 'i -i 'i z s*
l u i 5T d o o u n̂ > s

0^12, 3 1 ©1 no o
31 ^ 01 1 no z
34 1 3 C>1 'x 'l no (fi
31 1  1 H (91 -H  1 v\C?9 x̂
311 1 k 0000 Z - 1 X

¿ 3 10 O l ^ no £
3 3  1 11 <D a 1 S VvO 1 V

~r&&LE Z , ex * 1
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4. Existence.

Up to now nothing has been said about the existence of monads as described 

in table 3 • The following constructions show that at least some of them actually 

appear::

a) Starting with n + 1 skew lines in P (or equivalently with the tf

Hooft Ansatz) one gets bundles with h^(F(-2)) = 0 for every n >, 1 .

(Type a in table 3 ).

b) Starting with two non singular elliptic curves of degrees e^e^ ^ 3
«j

one gets bundles with h (f(-2)) = 1 for every n » ê  + e^-4 ^ 3 « I f  one 

of the curves is a plane cubic, then p(-l) = n- 3 ( type (3 2 in table 3 )f 

in all other cases p(-l) = n - 4 (type 01) . From table 2 one gets some

more bundles (marked by "ell" in table 3 ) •

c) Monads with rank A = rank C = 1 , rank B = 4 are produced very easily*

Put

a = < y - 1 )  , c = (i) , i > o ,

B = B+©B~ , B+= ^pOy) © ( ,̂(12) , 1 > 1 .> .0  ,
a = (e,£,g,h) , c = (-h , - g , £ , e) , 

with e,f,g,h homogeneous polynomials of degrees 1-1  , 1-1^ , 1+1^ ,

1+1^ without common zero.

A "large” family of bundles (type y) was constructed in this way in [3] •

The resulting bundles will be stable if  1̂  + 1 < 1 (and e,f irredUctible), 

if  1̂  + lg > 1 they will always be unstable. So types ŷ  and ŷ  are obtained, 

whereas the monad for a=0 , n=9 , A = C$(-4) and B+ » 6̂ ( 2) (9(2)
gives unstable bundles. The monads ŷ  and ŷ  have no analog for a = 1 ,

because they describe bundles with h*(K~2)) = 4 .

The bundles of type ŷ  were also constructed by Hartshorne. Bundles 

arising from a) and b) are studied more systematically by Hartshorne and Iversen.
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5« Dimensions,

The coarse moduli-scheme for bundles F can ("in principle”) be constructed 

by finding the space of all monads and then identifying monads giving isomorphic 

bundles. The problem is, to find (for given A, B, C) all maps a,c with coa=0.  

The situation is a little complicated, if  Hom(c,B) = 0 , (last column of ta

ble 3) because such monads admit no homotopies. It can be shown [3] : if  

Hom(C,B) = 0 , then

1 ) the form b : B —> B* is determined uniquely by f : F — > F* and it  is 

symplectic too,

2) c is the trainspose of a w.r.t. b ,

3) two monads give isomorphic bundles if  and only if  they are in the same 

orbit under the natural operation of GL(a) x o(B,b) ,

4 ) the stabiliser subgroups of this operation are finite (in fact all stabi

lisers coincide with the central subgroup i  (id,id) ) •
So the dimension of the family of bundles F coming from monads, with A,B,C 

fixed, equals
Tdim{epimorphisms c s B —> C such that c 0 b o c =0}

-dim GL(c) - dim 0(B,b) *
TThe problem now is to describe all c satisfying cbc =0 • For c : B —» C

T 2arbitrary, the map cbc is an element of F(a c) • It is the obstruction 

against build a monad out of c • Up to now this obstruction is not understood 

at all, (Fortunately, i f  rank A = rank C = 1 , it  does not exist). Table 4

shows, for all monads satisfying Hom(C,B) =0 (in the range 1 ^ n ^ 8) the 

dimensions
h = dim Horn ( B,c)

X = h°(A2C) 

g = dim GL(c)

s = dim 0(B,b) = h°(s2B) (see [3 ]) 

l _ L = h - \ - g - s  ,

2 16



STABLE VECTOR BUNDLES ON

, r\ CL C S £ \ î S <3" Sn-1

3 1 F Z -loo l 0 1 ¿2. <27
S 0 *JUL A l -'M-f 1 4 1 35 h 63 36 3?

1 T 3 -2 0 0 2 1 00 0 1 53 HO

c> D M ¿2 -1-1 0 0 436 is s 53 | 66 65*
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The dimension is the correct dimension (of the corresponding family of 

bundles in the coarse moduli scheme) if

a) monads of the type considered actually exist,

b) h-X is the correct dimension of {maps c}, e.g., i f  rank C = .

So rows 1,3,6,7,9 of table 4 give correct dimensions. In the other cases,

the dimension can be bigger than [i .

Table 4 does not show the families of type a and P1 , because then
2p, = 8n - 3 • This is the dimension of the families of bundles with h (F <8> F*)=0

It has been shown by P. Vever (letter from Hartshorne 1 977) that the families of
<1type a and p1 indeed contain bundles with H (F ® F*) vanishing. So there 

are families of this type of dimension 8n-3 , smooth and Zariski-open in

their moduli-space.

Some of the dimensions  ̂ are already bigger than 8n-3 , and they

cannot lie in the closure of the smooth components of dimension 8n- 3 • (This

happens the first time for n= 5 ). So, in general, the coarse moduli space for 

stable bundles with fixed underlying topological bundle must be reducible.

Hartshorne has obtained the same dimension (55 > 53 = 8n-3) for the 

family by another method.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978) 

Exposé n°X{U

THEOREME DE SPECIALITE 

par L. GRUSON et C. P ES Kl NE

W. Barth a démontré que tout fibré stable de rang deux sur Pn (n >, 2) 

est de discriminant < 0 ([1], cor. 1 du th. 3) : rappelons qu'il ramène ce 

résultat au cas connu n » 2 , par un théorème de stabilité de la restriction 

à un hyperplan général d’un fibré stable de rang deux.
Soit C une courbe de P̂  ; on sait que pour que C soit section d’un 

fibré E de rang deux, i l  faut et i l  suffit qu’i l  existe un entier e tel que

le Ô -module 0 (e) soit dualisant ; dans ce cas c (e) = e ♦ 4 et c (e)

est le degré de C .On voit facilement (cf. 2.6) que l ’énoncé de Barth pour 

n = 3 est équivalent à l ’énoncé ci-dessous, pour les courbes sections de fibrés

Théorème de spécialité - Soit C une courbe intègre de P̂  î on note d

le degré de C , e le plus grand entier tel que Ĥ (0 (e)) /  0 , s le plusC
petit degré des surfaces contenant C 5 alors s minore la plus petite racine

pdu trinôme X^ - ( e + 4 ) x + d  .
Cet énoncé figure dans le mémoire de Halphen sur la classification des 

courbes gauches algébriques [6] , p. 401 . La démonstration de Halphen prête à 

une objection de "position générale". Plus précisément, Halphen affirme au cha

pitre III de [6] qu'il est possible de construire* à partir d’une projection 

plane générale de la courbe donnée, une double suite (S ,̂f^) de courbes planes 

(O ^i ^ s - 1 )  vérifiant des identités explicitées p. 318, et telle que et

se coupent proprement pour 0 ^ i <C s - 2 ; mais la démonstration qu'il

donne de ce dernier point (essentiel) est insuffisante ([6], p. 354)« Par contre, 

le chap. II de [6] contient une démonstration complète d'un cas particulier du 

théorème de spécialité (si e > - 1 , la courbe C est sur, une quadrique) ;

en nous fondant sur cette démonstration, nous avons donné une démonstration de
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l ’énoncé complet au §1 de [5] que nous reproduisons textuellement au n°2 de cet 
exposé. Le n°1 contient une discussion sommaire des énoncés de [6] concernant 
les valeurs prises par le genre des courbes gauches algébriques de degré donné.

1 • Les énoncés de Halphen.

Nous voulons résumer et discuter sommairement les énoncés de Halphen [6],
qui concernent les valeurs prises par les genres des courbes lisses connexes de
P« | de degré d , non sur une surface de degré < s ( l ’existence de telles

s + 2
courbes implique évidemment (  ̂ ^  (s-l)d+l) . L'objectif de Halphen :
"énumérer et distinguer entre elles les diverses familles de courbes d'un même 
degré" (p. 266) est plus ambitieux : il s'agit, sans ambiguité, de déterminer 
les composantes irréductibles de l ’ouvert du schéma de Hilbert de formé des
courbes lisses connexes ; Halphen affirme aussi, p. 301, avoir prouvé que toute 
courbe intégré de P a une déformation lisse (aucune preuve de cet énoncé ne 
figure dans [6]). Ces assertions de Halphen peuvent être prises au sérieux, mais 
il  est beaucoup plus difficile de les discuter que celles auxquelles nous nous 
limitons ici.

Nous poserons ;
G(d,s) = sup (genre de C , pour C lisse connexe de degré d , non sur une 
surface de degré < s ) ,
G (d,s) = sup (genre de C , pour C arithmétiquement normale de degré d , CM
non sur une surface de degré < s ) .

Halphen annonce p. 266 le résultat suivant î 
Enoncé 1 (de majoration du genre) - Sous l'hypothèse s(s-l)  < d , on a 

G(d,s) = GCM(d,s) = i ( ( r -  l)(r- 2) + (d-r)(s+t-4))

où t est l ’entier immédiatement supérieur à — et r = s t -d .Ce maximum 
est réalisé par les courbes liées à une courbe plane de degré r par deux
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surfaces de degrés respectifs s et t , et par ces courbes seules (sur la 
"liaison", cf. [11]).

Cet énoncé implique le théorème de spécialité, car ed ^ 2g - 2 •
Pour s = 2 , cet énoncé est le cas n = 3 d’un théorème de Castelnuovo

[3] sur la majoration du genre d’une courbe lisse connexe de non sur un
hyperplan ; la démonstration de Halphen, p. 290, est complète.

Pour s > 2 , Halphen utilise une généralisation habile de son argument
pour s = 2 , fondée sur sa construction géométrique du chap. III (et prêtant
aux mêmes objections de "position générale" que sa démonstration du théorème 
de spécialité). Il obtient ainsi une majoration de G(d,s) , qui lui donne la 
valeur de G(d,s) pour s - 3,4,5, mais non pour s >, 6 .

Pour traiter le cas s 6 , Halphen s'aide alors d’un énoncé qu’il "admet
comme évident" (p. 402) ; pour tout s , G(d,s) est le genre d’une courbe 
située sur une surface de degré s . En fait on peut déduire élémentairement 
l ’énoncé 1 de ce dernier énoncé, pour lequel l'épithète "évident" est agressif...

Dans [7] Harris démontre l ’énoncé 1 en reprenant la méthode de section 
hyperplane de Castelnuovo [3] 5 la version de [7] dont nous disposons prête à 
certaines objections ( l ’argument de section plane nous semble incomplet et le 
calcul final contient une erreur). Dans [5] nous donnons une démonstration de 
l ’énoncé 1 , fondée sur le même principe que celle de Harris, et utilisant le 
"lemme des trisécantes généralisé" de Laudal [8] dont Harris ne disposait pas.
(il serait utile d’éviter le lemme de Laudal, dont la démonstration est diffi
cile ; nous pensons que l ’interprétation algébrique d'une extension convenable 
de la construction géométrique de Halphen devrait permettre de prouver l ’énoncé 1 
sans recours aux sections planes).

Lorsque s(s-l) > d , la valeur de G(d,s) n’est pas connue.
r 1 OHalphen remarque, p. 264, que sous l ’hypothèse (s-l)d+3^.2 ( ) ,

on a Ĥ (0ç(s-1)) = 0 pour toute courbe lisse connexe C de degré d r non
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sur une surface de degré < s (th. de Clifford). On en déduit l'inégalité 
G(d,s) < 1 + ( s - l ) d - (  ) ; nous ¿ignorons si c'est une égalité.

Pour les valeurs intermédiaires de s , Halphen affirme, p, 256, que sa 
méthode de démonstration de l'énoncé 1 donne un algorithme permettant le calcul 
cas par cas de G(d,s) ; il  ne décrit pas cet algorithme, mais se contente de 
l'illustrer (pp. 438-442) par l'exemple d = 1 20 .Sa méthode se heurte à 
l'objection usuelle de position générale, à laquelle s'ajoute ici le problème 
que pose une récurrence effectuée sur le degré d : cette récurrence fait in
tervenir des courbes intermédiaires qui peuvent n'ètre pas réduites !

Dans [5] nous calculons G^(d,s) pour tous (d,s) et nous donnôns des 
exemples où G^(d,s) < G(d,s) (et bien sûr (S^ ) <C d !) .

Le "problème des lacunes" est la recherche des nombres g < G(d,s) tels 
qu'il n'existe pas de courbe lisse connexe de degré d et de genre g , non 
sur une surface de degré < s : ces nombres sont les lacunes pour (d,s) •

La classification des courbes tracées sur une quadrique (Chasles) montre 
que les genres de ces courbes sont les nombres (p- l ) (d-p- l )  , où 1 <C p <] •- 
les nombres ne figurant pas dans cette série, et compris entre G(d,3) + 1 et 
G(d,2) sont donc des lacunes pour s = 2 •

Halphen énonce, p. 265, le résultat suivant :
Enoncé 2 (des lacunes) - Pour tous s :> 3 et g ,< G(d,s) - ( ) , i l  existe
une coürbe lisse connexe de degré d , de genre g , non sur une surface de 
degré < s ,

Il approche cet énoncé de manière empirique (sauf dans le cas s = 3 , que 
nous dicuteronsrplus loin) : admettant de proche en proche l'existence de cour
bes de petits degrés et de genres variables sur des surfaces convenables de 
degré s , il  tord le module inversible dont une telle courbe est section,
La faiblesse de cette approche est de viser un énoncé plus exigeant que 
l'énoncé 2 (qui affirmerait l'existence de courbes de degré d et de genre g
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sur une surface de degré s ).

Dans le cas s = 3 , Halphen entreprend au chapitre IV de construire des 

courbes lisses connexes de degré d et de genre arbitraire g i^G(d,3) , tra

cées &Ur une surface cubique. Il est connu que c'est impossible, comme le remar

que Hartshorne (dans le cas des surfaces cubiques lisses) : par exemple i l  

n’existe pas de courbe elliptique de degré 10 sur une surface cubique, ce qui 

ne met nullement en défaut l ’énoncé 2 ( il existe des courbes elliptiques de 

degré 10 sur certaines surfaces quartiques). L’erreur de Halphen est assez gros

sière : utilisant comme intermédiaires les courbes tracées sur une surface cubi

que à droite double (qu’i l  classifie aisément), i l  prétend déformer certaines 

de ces courbes en courbes tracées sur une surface cubique lisse, tout en conser

vant "l’indice de spécialité" e .

Il est possible de classifier les courbes tracées sur une surface cubique ; 

on en déduit que les genres de ces courbes prennent toutes les valeurs situées 

entre G(d,3) et (disons) G(d,7) • Cela ne suffit bien sûr pas à prouver 

l ’énoncé 2 pour s = 3 ; toutefois i l  n’est pas exclu que cet énoncé puisse être

obtenu par une approche voisine de celle de Halphen. Par exemple, l ’énoncé 2 

pour s = 4 (et a fortiori pour s = 3 , d’après ce qui précède) résulterait
de l'existence de courbes non spéciales, tracées sur une surface quartique lisse, 

de degré arbitraire d et de genre arbitraire g^ d-3 (pour Halphen, l ’exis

tence de telles courbes est une évidence, cf. p. 394).

2. Le théorème de spécialité.

Soit V une variété intègre de codimension deux de Pr =Proj(k[X ,̂. . . ,X̂ ]) 

(r >, 3) . On suppose que l'origine 0 , de coordonnées (0,0,...,0,1 ) , n’est

pas un point de V et que la projection de sommet 0 dans l ’hyperplan à
r—1 _1 'infini JP induit un morphisme birationnel de V sur son image V •

L'idéal de V dans 0 est alors défini par un polynôme F ( k[X̂ , •. • ,X̂  ,
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homogène de degré d = deg(v) • Nous allons décrire sommairement, dans cette
situation, une construction effectuée par Halphen lorsque r = 3 ([6], chap. 3).

Suivant Halphen, nous noterons (hg) la sous-variété de V dont l'idéal
est le conducteur de 0̂  dans 0— .Soit I le plus grand idéal gradué de
k[Xg, o • « ,X_̂ _  ̂] définissant (hg) , et soit Ug un élément homogène, non nul,
de degré minimum de I . Comme le conducteur de 0 dans 0-- est isomorphe à
Wy(r-d) , où est un faisceau dualisant sur V , le degré de Ug est,
en vertu du théorème de dualité, d - r -  e(v) , où e(v) = max{i tels que
Hr (̂0 (i)) /  0 } . D'autre part i/F est par définition muni d'une structure
de module sur lc[Xg, •.. ,X̂ ] ; on peut donc choisir, pour tout entier i 1 ,
un élément u_̂ de I , homogène de degré d+i -r-e(v)  , dont la classe
modulo F est le produit de la classe de û  par X1 . On forme alors la ma-0 r
trice persymétrique ° Cette matrice est de rang un modulo F ,

p-1donc pour tout entier p >. 1 , ses p-mineurs sont divisibles par F ,
d'après le lemme suivant :

LEMME 1.1.- Soient A un anneau, P un idéal premier de A et (a. )̂„ ^  ̂ ^  _ij ] î 1 0 m
une matrice, à coefficients dans A , de rang <C rn' modulo P 5 on a
dét((a_. .)) ( P̂m m  ̂ (puissance symbolique).1 s J

On peut supposer A local d’idéal maximal P . On écrit alors
(a. . )=(b.  .) + (c..) .où (b. . est de rang m* et c. . ( P pour toutv ij' ij' ijy ’ i,J itJ iJ
(i,j) . Le lemme se déduit de l ’égalité dét((a. .)) = - T, B . C , oùij TT 1>J ci,cJX, J
B _ , resp. C T , est le mineur de (b. .) , resp.(c. .) défini par les
lignes d'indices ( K et les colonnes d’indice £ L * Nous pouvons maintenant 
démontrer une inégalité reliant

e = e(v) = max{n te ls  que Hr è 0y(n)) /  0l , 

et s = s(v) = minimum des degrés des hypersurfaces contenant V •

THÉORÈME 2.2. (de spécial i té)Si  P(x) est le polynôme X2 - (e+ r +1)X+ d ,
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on a s <é [P(n)]+ + n pour tout entier positif n . De plus lorsque P(n) <0 , 
légalité a lieu si et seulement si V est intersection complète d’hypersurfaces 
de degrés respectifs s et d/s .

Pour tout couple d’entiers positifs (p»q) , considérons la matrice

ap»q

VU1

U1

< i u .P-1 p’

q~1

p+q-2

Nous aurons besoin du résultat suivant dont une partie est par exemple 
démontrée dans ([4], chap. 15, §11, Folg. 2) «

LEMME 2*3*- Soient m et n deux entiers positifs tels que m n , que
rang (m ) = m et que détil-I , „) = . . . = dét(M ) = 0 • Alors M .--- a v m,ny --- a v  m+1, m+1' n,iv ------ m+1 ,n
est de rang m , et si (6 , ...,6^) est l ’unique relation, à coefficients 
homogènes de p«g«c«d. un dans lc[XQ, •. • , entre les lignes de n ,
il  existe un polynôme non nul B tel que dét(M ) = B.F™*”̂ ,ôn m+̂ .

Faisons une récurrence sur m-n « Pour m - n = 0 , il  est évident que
Mm+1 n- eSt de raïlS m et la deuxième partie de l'énoncé se déduit du fait que
les mineurs maximaux de ÎM . ) forment une relation entre les lignes dem+1 ,nr 3
M . « Supposons maintenant n > m «Si M , est de rang m+1 , alorsm+1,m m+1,n a *
par hypothèse de récurrence M  ̂ est de rang m+1 . et si (un,««.fœ .)m+2,n 3 v 0 m+1 '
est l'unique relation à coefficients homogènes, de p,g.c,d« un, dans kfx ,̂
entre les lignes de M , on a  ̂ = 0 car dét(M „ , ) = 0 • Cecim+2,n * m+1 m+1 , m+1 7
contredit rangÎM . ) = m + 1 , donc rang(M . ) = m . Soit alorsm+1 ,ny ' m+1,n'

) la relation décrite dans l'énoncé entre les lignes de M •0 m7 a m+1 , n
Considérons la matrice ( m- n+l ) x( n+l )  :
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N =

ôo- ô-j » • • • 1 m̂ ’  ̂* * * • 0 »
0 ^

0 , V  • • • ’ » > 0 > • • « » 0
. • 1

0 , 0, ,
•

c
o « o . . . . o , J

On vérifie immédiatement l ’égalité M , ,t = O’ . D’après ( T 9l n°230.m,n+1 N \l j »
p.231, ou [2] §3, ex, 13)| il existe des polynômes homogènes en (Xq,..„,X̂   ̂) 
premiers entre eux, Q et R tels que pour toute partie I à m éléments 
de [0,n] on a :

Q - W n + è  = 1 R*DCI(N) '

où D_(M . } (l'esp.. D̂t(nV) désigne le mineur maximal de M . (resp. N)I ir̂ n+l7 CI ' m,n+1 v '
porté par les colonnes d’indices situés dans I (resp. CI le complémentaire
de I dans [0,n])„ Il est clair que les mineurs maximaux de N engendrent
l ’idéal (ô0,...,ôm)n m+  ̂ » donc que le P»9*c.d. de ces mineurs est 1 ce
qui entraîne que Q est une constante non nulle. Comme R est non nul,
l ’assertion est démontrée compte tenu de 1.1.

Démontrons maintenant le théorème. Sous les hypothèses du lemme précédent,
montrons que V es t contenue dans une hypersurface de degré .< e + r-n +
Soit (ô_....t6 ) la relation donnée dans le lemme entre les lignes de M .v 0 * m7 3 m+1 , n
L*hypersurface d’équation ÔQ + ô̂ X̂  + ..

6 X™) = 6. (u X -u .) m r '  1 0 r 1 '

ô X contient V car m r

uo(ôo + ••• + , + ô (u X - U ) .m 0 r nr
Cette hypersurface a pour degré m+ dP{à )̂ m + (en vertu du lemme).

P(n+1)En simplifiant, on trouve s ^ e + r - n  + — —*— .r ^  n + 1 - m
Supposons d’abord qu’il existe un entier t tel que p(t) < 0 ; soit

n—1alors n maximal pour cette propriété. Comme dét(M̂  n)/F est de degré
p(n) . on a dét(M ) = 0 • Soit m un entier maximal tel que m < n etv ' 9 v n,n7
que P(n+1 )dét(M ) /  0 . On a alors s ^  e+r-n + —\ ----<-v m.nr r  ^  n+1 -m Mais

P(n + 1 ) <p(n+l)-p(n) = 2n+1-(e+r+l) <n+1- i
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(cette dernière inégalité étant vérifiée car n est strictement contenu entre

les racines de P et m est inférieur ou égal à la plus petite racine). On

en déduit s < e + r - n ce qui entraîne que s est ^ à la plus petite

racine de P , et en particulier s .< [P( 1 )] + 1 pour tout entier 1 •

S’i l  n’existe pas d'entier t tel que P(t) < 0 , soit n un entier

tel que n2- (e + r)n + d = P(n) + n soit minimum. Si dét(Mn n) /  0 , soit

(ô ) la relation décrite dans le lemme entre les lignes de M •0 n n+i | îi
nL'hypersurface d'équation ôQ + + . , .  + Ô̂Xr contient V . Comme

d̂ ô̂  <^d (̂dét  ̂) = P(n) i c'est terminé. Si dét(M̂  n) = 0 , considé

rons comme précédemment le plus grand entier m tel que m < n et det(Mm m)/ 0 

On sait que s < e + r - n + H suffit alors de remarquer que le terme

de droite de cette inégalité croît avec m et que sa valeur pour m = n est

n + P(n) .

Il  ressort de ce que nous venons de démontrer que s est toujours à

la plus petite racine de P lorsqu’il  y en a une. On en déduit que pour p(n)< 0 

l'égalité s = [p(n)]^+n est réalisée si et seulement si s = n est la plus 

petite racine de P . Montrons que cetie propriété caractérise les intersections 

complètes d'hyper sur faces de degrés respectifs s et d/s = e + r + 1 - s  •

Soit S une hypersurface de degré s contenant V , et soit J l'idéal 
de V sur S .La suite exacte

0 ------ 0s --------- J -------- toy(r + 1 - s) ---------^ 0 (*)

montre que JV(s - r - 1 - e) a une section de degré d - s ( e+r +1- s )  = P(s)

Il est immédiat que P(s) =0 si et seulement si J éMy (e + r + 1 - s) , et 

le théorème est démontré.

Remarque 2.4«~ La suite exacte (*) ci-dessus, et la conséquence qu’on en tire 

-P(s)> 0 , l'égalité ayant lieu si et seulement si V est intersection com

plète d'hypersurfaces de degrés s et d/s ..sont valables pour toute, variété V 

(éventuellement non réduite) purement de codimension 2 , contenue dans une hyper-
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surface intègre de degré s . On retrouve là un résultat bien connu (voir 

par exemple [10] , vanishing lernrna D, p. 122).

Remarque 2.5.- Dans le chapitre 3 de son mémoire, Halphen considère ce théorème
O

comme évident pour les courbes de IP , car i l  affirme dét(ML /  0 pour 

tout i s , lorsque la projection C de la courbe n'a que des points doubles 

ordinaires. Nous ne savons pas si cette assertion est vraie pour un centre de 

projection général, mais on constate facilement qu'elle est fausse pour un cen

tre de projection particulier.
, 3Exemple.- Soit C l'intersection de deux surfaces quartiques generales de P , 

et soit 0 n'appartenant pas à C un point double sur l'unique surface quarti- 

que contenant C et passant par 0 . Alors la projection de C , de centre 0 , 

n'a que des points doubles ordinaires et dct(M ) = 0 •J y J
Toutefois le chapitre 2 du même mémoire contient une démonstration correcte 

du théorème de spécialité lorsque P(3) < 0 .

Remarque 2.6.- Lorsque V est section d'un fibre E de rang 2 sur Pr (i.e. 

lorsque Qy(e) est un module dualisant sur V ), la partie du théorème qui 

traite du cas où P a des racines est une conséquence immédiate d'un résultat

de Barth ([1], cor.1 du th„3)« On a en effet c,j(e) = e+r+1 et c^(e) = d ,
2donc P a des racines si et seulement si le discriminant c. - 4crt de E est1 2

positif. Le résultat signifie alors que E est instable donc que 2s ^  ĉ  ce 

qui démontre le théorème compte tenu de P(s) :> 0 •
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SUMMARY

The aim of this seminar is to give a survey of Instantons theory. Let M
be a riemannian 4-dimensional manifold and F a complex vector bundle over

M , with structure group SÛ . The action of a connection cA on F is

M )  = \ \ % f  , where is the curvature of ch  . I f  M is compact (or
M̂

if «/b is submitted to boundary conditions), the connections for which the ac
tion is stationnary are those which satisfy the Yang-Mills equation

V * & = o .

This condition is implied by
su t *%

(self-dual or anti-self-dual Yang-Mills equation) ; solutions of this equation 
are' an absolute minimum of the action. It is not known wether there exist solu
tions of the Yang-Mills equation which are not self-dual or anti-self-dual.

The intention of lecture I is to indicate motivations, originated in Physics, 
for the theory.

Lectures II to VII develop the ATTYAH-Penrose theory, which reduces the
classification of Instantons to that of some algebraic vector bundles over
3P C . Some properties of these bundles are then given, in particular a complete 

proof of the AEMD vanishing theorem. This part is an exposition of published 

results (cf. the bibliography).

Other lectures give complements independant from each other : lecture VIII 

gives an independant proof of the vanishing theorem, with more differential 

geometry and less algebraic geometry. Lecture IX mentions the Serre-construction 

for fiber bundles over TPn . This construction is used in lecture X to give, 

following Hartshorne, a description of some module space (it so happens that, in
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this case, Serre's construction is more appropriate than Horrocks!). Lecture XI 
extends the Horrocks* construction to bundles more general than those mentionne! 
in lecture V . Lecture XII gives tables of results by Barth. Lecture XIII con

tains an alternate proof of theorem 4 in lecture IV, based on an old argument 
by Halphern.

A. DOUADY. 

J.-L. VERDIER.
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