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INTRODUCTION

INTRODUCTION

Le but de ce séminaire est de faire le point sur la théorie des instantons.
Soient M une variété riemannienne de dimension 4 et F un fibré vectoriel
complexe sur M , & groupe structural SUn . A une connexion cfg sur F ,
on associe 1l'action £(ct) = T LR]Z , od R est la courbure de A .siM
est compacte (ou si oﬁ% est sogmise & des conditions au bord), les connexions
pour lesquelles l'action est stationnaire sont celles qui vérifient 1'équation

de Yang-Mills

V*%:O .

Cette condition est en particulier satisfaite si

R=txR
(condition de Yang-Mills self-duale ou antiself-dumale) ; les connexions corres-
pondantes donnent un minimum absolu de l'action. Lorsque M = Su y les solutions
de 1l'équation de Yang-Mills self-duale sont également appelés instantons. On
ignore encore s'il existe des solutions de 1l'équation de Yang-Mills non self-
duales ni antiself-duales.

L'intention de l'exposé I est d'indiquer des motivations d'origine
Physique pour la théorie. Sa compréhension n'est pas nécessaire pour le dérou-
lement mathématique du séminaire.

Les exposés II & VII contiennent un développement de la théorie d'Atiyah-
Penrose, qui raméne la classification des instantons & celle de certains fibrés
algébriques sur I’BC . On donne ensuite des propriétés de ces fibrés : en par-
ticulier le théoréme d'annulation de Manin-Drinfeld est complétement démontré.
I1 s'agit d'une exposition de résultats qui figurent dans la littérature (cf.
bibliographie générale du séminaire).

Les autres exposés donnent des compléments indépendants les uns des autres :
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L'exposé VIII donne une autre démonstration du théoréme d'annulation,
utilisant plus de géométrie différentielle et moins de géométrie algébrique.

L'exposé IX étudie la construction de Serre pour les fibrés vectoriels
sur . Cette construction est utilisée dans 1l'exposé X pour donner, en
suivant Hartshorne, une description d'un certain espace de modules. Il se
trouve que, pour cette description, la construction de Serre est mieux adaptée
que celle de Horrocks.

L'exposé XI étend la construction de Horrocks & des fibrés plus généraux
que ceux considérés dans 1l'exposé V.

L'exposé XII contient des tables de résultats de Barth.

L'exposé XIII donne une démonstration, inspirée d'une ancienne démonstra-

tion de Halphern, du théoréme 4 de l'exposé IV.

A. Douady-.

J.-L. VERDIER.



Séminaire E.N.S. (1977-1978)

Exposé n® 1

LES EQUATIONS DE YANG-MILLS

DANS IA PHYSIQUE DES PARTICULES ELEMENTA IRES

par J. ILIOPOULOS

Le but de ce séminaire est d'exposer quelques problémes de la physique des parti-
cules élémentaires qui pourraient intéresser les mathématiciens. Mon impression
étant que la barriere la plus difficile est, probablement, celle du langage, j'ai
essayé d'établir une correspondance entre les terminologies en usage chez les
physiciens et les mathématiciens. Ces notes sont donc, en grande partie, un dic-
tionnaire. J'ai dfi introduire plusieurs notions de la théorie guantique des champs
mais aucune démonstration n'est donnée et les arguments sont simplifiés au maxi-

mum.
1. Le cadre.
Les phénoménes physiques se passent dans l'espace-temps de Minkowski qui est dé-

[o]e} ii
i=1,2,3 ; g}kv =0 )k# v ). Ce sera notre espace de base gque nous dési-

crit par R4 muni d'un pseudo-métrigue gPV (g =1 3 g = -1

gnerons par M , Pour des raisons techniques nous sommes amenés & remplacer

4 . . R 4 N
l'espace R de Minkowski par un espace euclidien E . Le passage de 1l'un a
l'autre se fait par prolongement analytique, comme nous mentionnerons briévement

plus loin.

Les variables dynamiques de notre probléme sont des champs classiques CP(X) .
x €M ;5 @M RN (I) . On sera aussi amené & introduire un groupe G et
R sera un espace vectoriel associé & une représentation de dimension N de
G . Ce langage, selon lequel les champs sont des fonctions & valeurs dans BN R
est le plus souvent utilisé en physique. Cependant, pour 1'étude des théories

de jauge, le langage le plus approprié est celui des fibrés. F est un fibré
N M
vectoriel de fibre R et de groupe G et le champ CP est une section.
Tout comme en Mécanique Classique, la dynamique est déterminée par un Lagran-

gien &f qui est une fonction & valeurs réelles des champs et de leurs dérivées

premieres (et, dans certains cas, du point x de l'espace—temps)
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ﬁa . Les équations du mouvement sont obtenues
dx P

4 partir de ;ﬁ par principe variationnel. Dans le langage des fibrés Sﬁ est

L (x 3 Qs 3/.Lq> ) ol 3}&5

défini come &£ : J'F —>R  (II)

On dira que G est un groupe de symétrie s'il laisse 1l'action S =v[$f d4x
invariante. Des exemples bien connus sont le groupe des translations x —px + & ,
ou le groupe de Lorentz 80(3,1) . Dans cet exposé on sera tout particuliérement
intéressé aux groupes qui agissent uniquement le long de la fibre et n'affectent
pas le point de 1l'espace de base. Nous appellerons ces symétries internes (ex.
la symétrie dite "du spin isotopique", basée sur le groupe su(2) , qui laisse

invariantes les forces nucléaires).

2. Symétries locales ou symétries de jauge — Le lagrangien de Yang—Milis.

Jusqu'a maintenant nous n'avons pas encore introduit de géométrie sur le fibré
et nous n'avons aucun moyen de comparer des quantités qui se trouvent sur des
fibres différentes . En physique, on dit dans ce cas que G est un groupe de
symétrie globale. L'étude de l'action du groupe est réduite & celle d'une seule
fibre. Il est beaucoup plus intéressant d'un point de vue esthétique d'enrichir
cette structure et d'introduire une connection A sur le fibré principal. En
physique, nous considérons A comme une I1-forme & valeurs dans l'algebre de
Lie é; du groupe G . Si { EO(} , A =1,...,k est une base orthonormée
dans g} on écrit

A:A/i (X)E‘xdx}}' (1)

<8
ol }L, est un indice de vecteur dans 84 . On appelle les champs A»L(x) champs

de jauge ou potentiels de jauge et le groupe G groupe de symétrie locale ou

groupe de jauge.

Introduisons aussi la courbure W . C'est une 2-forme qu'on écrit comme :
1ok v
W=—1W (x) €, axMa ax (2)
2 PV e

Soit maintenant un lLagrangien ;ﬁ(CP’Ey*l? ) qui est supposé invariant sous
l'action de G considéré comme un groupe de symétrie globale. Il est facile de

vérifier que l'action S donnée par

™

smzfi(c?,pr&q;)d“x_%uwllz (3)

P

ol ?}L est la dérivée covariante construite & 1'aide de la connection A , est
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invariante sous le groupe G considéré comme un groupe de jauge. L'expression
(3) est 1l'action de Yang-Mills. Méme en l'absence des champs CP , on peut écrire

le Lagrangien de Yang-Mills pur comme

Ly = -7 Wy () 0 () (4)

En termes de A2 (x) de 1'équation (1), ijv (x) est donné par
a a a a b

V}U\V(X) = S}LAV (X) -9y A),L(X) + gfbc AP<X> A\) (X> (5)

ol fzc sont les constantes de structure du groupe G et nous avons introduit

une constante arbitraire réelle g , appellée "constante de couplage". Les équa-

tions de mouvement qu'on obtient & partir de (4) par variation sont :

SPW;\, - &ty PP W, () =0 (6)

Exemple.- Considérons le cas ol G = U(1) . Alors f:c =0 et (6) donne les
équations de Maxwell en l'absence de sources ; A}L(x) est le potentiel-vecteur,
et Woi = Ei est le champ électrique et Wij = Eijk Bk est le champ magnétique.
Avant de terminer ce paragraphe, je voudrais insister sur le fait que 1'in-
troduction des sypétries de jauge n'est pas du tout un ornement ou une décoration
inessentielle pour une théorie physique. Nous voyons déji sur 1'équation (3)
que la théorie contient maintenant une nouvelle variable dynamique qui est le
champ associé & la connection. Savoir donc si les symétries de jauge sont, ou ne
sont pas, intéressantes pour la physique des particules élémentaires, est une
question que seuls les résultats expérimentaux peuvent trancher. Nous savions
depuis longtemps que 1'électrodynamique était décrite par une théorie de jauge
basée sur le groupe abélien U(1) . On croyait en revanche que les groupes de
jauge non abéliens n'avaient pas d'application physique. Tous les progrés specta-—
culaires dans notre compréhension de la structure de la matiére accomplis pendant
les dix derniéres années sont dlis au fait que nous avons enfin réalisé, & partir
des arguments théoriques, que toutes les interactions entre particules élémentaires
et non seulement les interactions électromagnétiques, sont décrites par une théo-
rie de jauge. Cette réalisation a conduit & des prédictions qui ont été brillamment

vérifides par 1'expérience, telles que la découverte des courants faibles neutres

et des particules charmées.

3. Quantification.

Jusqu'd maintenant, nous considérions une théorie des champs classique. Nous allons
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procéder & la quantification & 1'aide d'une généralisation de 1l'intégrale des
chemins de Feymman. Nous commengons par 1l'introduction d'une source J comme
application J : M —— *F olu *F est le dual de F et nous considérons le
Lagrangien &eJ =&+ J . Maintenant nous définissons Z[JJ , fonctionnelle

de J & valeurs dans € , par

f>j°gdx.:z>rcp'1
0[ ‘f;ﬁ d x CP]

ol D Up] est une mesure appropride. Le postulat est que Z[J] est la foncsion-

(7

nelle génératrice des fonctions de Green de la théorie quantique. En développant

Z[Jj en puissances de J on obtient les fonctions de Green G(n>(x1,...,xn) :

o) - S L TT[de D16 W) ()
n—O

En écrivant les formules (7) et (8) j'ai utilisé le langage des physiciens ou
je consideére les champs CP et les sources J comme des fonctions & valeurs
sur mN se transformant selon des représentations conjuguées du groupe G . On
démontre que, sous certaines conditions, nous avons suffisamment d'analyticité pour
obtenir les fonctions de Green dans l'espace de Minkowski par prolongement ana-
lytique. Il s'agit en fait d'une rotation des composantes du temps de tous les
x, par T7/2

la définition des intégrales de 1'équation (7) se heurte 3 deux sortes de
difficultés, les "divergences ultraviolettes" et les "divergences infrarouges".
Les secondes sont dlles au volume infini de E4 et peuvent avoir une signification
physique. Par contre, les premiéres sont d'origine purement technique, et sont le
résultat de notre formalisme trop simpliste. Elles sont dlles au fait que nous
avons introduit un degré de liberté (un champ CP ) & chague point de E4 , donc
méme dans un volume fini, nous avons une infinité de degrés de liberté,

Afin de mettre en évidence ces difficultés, et comme un exemple de calcul de
(7), considérons le cas ol CP est un seul champ scalaire, le groupe G se

réduit & 1'identité et £ est une fonction quadratique de (p de la forme

- % (Bcf;)z ——; m2CP2 . Nous trouvons, formellement

2 _1_ _1 ’_,1
LA A e SO0 B S
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o K est l'opérateur - 9 2 + m2' et nous avons utilisé la mesure Gaussienne.
Le probléme est que det K est divergent. Il y a plusieurs facgons de maitriser
ces difficultés. On maitrise d'habitude les divergences infrarouges en restrei-
gnant E4 3 une région bornée £) , de volume ]fll avec des conditions

4

approprides au bord et en étudiant la limite LL7 E . Pour les divergences
ultraviolettes, le plus simple est de discrétiser E4 en un réseau de maille

a et d'étudier la limite a —> 0 . Pour a fini, les intégrales fonctionnelles
deviennent des intégrales ordinaires. Dans le cas de 1'équation (9), on voit

que det K , qui est maintenant bien défini, est indépendant de J et s'en va
avec le dénominateur de 1'équation (7). Le rapport a une limite pour a — 0

O —sst .

4. La série des pertusbations et 1'algorithme de la renormalisation.

Lorsque ;ﬁ contient des termes de degré plus grand que 2 , on ne connalt pas

d'évaluation exacte de 1'intégrale fonctionnelle (III). On écrit alors
L-xX +Z (10)
o I
ol ;io est la partie quadratique et ;t:[ le reste, qu'on appelle "lLagrangien
d'interaction". Z[J] peut &tre développé en série

- , I(Z Jchp)d4X
2[7]~ %O-}l-!ﬁjxld%]n e’ 0 2] (1)

et on est de nouveau amené i évaluer les intégrales Gaussiennes. La série (11)
s'appelle "série des perturbations". Elle est bien définie, terme par terme, au
sens des séries formelles, lorsque a # 0 et lill est fini. La limite du
volume infini peut &tre obtenue mais celle de a—»0 , en général, n'existe
pas. La théorie de la renormalisation est un algorithme qui permet d'absorber
toutes ces divergences ultraviolettes & des quantités non physiques, telles que
la différence entre la masse d'un électron et celle qu'il aurait s'il n'y avait
d'interaction électromagnétique. Toute grandeur physiquement mesurable admet un
développement en perturbation dont chague terme est bien défini.

L'algorithme de la renormalisation ne s'applique qu'a une petite classe des
théories qui s'appellent "renormalisables". La premidre qui fut étudiée par ce
processus est 1'électrodynamique quantique. Son accord avec 1l'expérience est
spectaculaire. Par exemple, la valeur expérimentale du moment magnétique de 1'élec-—
tron est (1 159 652 410 T 200)107'2  fois sa valeur donnde par 1'équation de

Dirac tandis que 1'électrodynamique quantique, si on retient les trois Premiers
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termes de (11), prédit (1 159 652 359 * 282)10_12 . La grande découverte des

derniéres années consiste & avoir démontré que les théories de Yang-Mills sont
aussi renormalisables et peuvent décrire les interections faibles et fortes dans

un cadre unifié avec les interactions électromagnétiques.

5. Comportement de la série des perturbations.

Dans des modéles trés simplifiéds, on peut démontrer que la série (11) est sommable
au sens de Borel. Pour les cas réalistes, ce résultat est peu probable. Le pro-
bléme de savoir si la série des perturbations détermine une fonction de facon

unique reste ouvert.

6. Effets non perturbatifs.

2

Revenons & la théorie de Yang-Mills. Supposons que, & volume 0 fini, nous avons
imposé des conditions au bord du type Dirichlet. Normalement, on écrirait
CP =0 , mais ici il suffit d'imposer que la connection A s'annule & une

transformation du groupe de jauge preés, c'est-a-dire

-1
A =g 'dg g €C (12)
en dehors de {2 . Ceci équivaut & compactifier l'espace de base M et de E4
de passer a S4 . Remarquez qu'une compactification analogue résulte méme si on

impose des conditions au bord différentes. Par exemple, & des conditions pério-
diques (& des transformations de jauge prés) correspond une compactification de
E4 a T4 . Les fibrés principaux sur S4 sont classifiés par le nombre topolo-
gique entier
o v
n=— [ 70, LY (et (13)
1677
QO
Dans ce cas 1l'intégrale fonctionnelle (7) doit &tre modifiée et comporter une

sommation sur les différents secteurs

£ oo (10
0 J[n]

ol ﬂ)@J est 1'intégration sur les champs de jauge associés aux connections
(n]

sur le fibré caractérisé par n € Z . Il est facile de voir que seul le secteur

n =0 contribue & 1'évaluation de 1l'intégrale par la méthode des perturbations.

En effet, essayons d'étre plus général, par exemple en utilisant la méthode du

col. Pour cela, il nous faut comnaftre tous les minime de l'action, c'est-a-dire

10
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toutes les solutions des équations du mouvement qui donnent une action finie.
Celles-ci étant homogénes, elles admettent toujours la solution zéro. La série
des perturbations est équivalente au développement autour de cette solution qui
appartient & n =0 . C'est seulement pendant ces derniéres années que nous
avons fait 1l'effort de ne pas ignorer toutes les autres solutions. Dans le cas

de Yang-Mills, on peut regarder le probleme simplifié

v () = iy () = £y w75 (1)
Toute solution de (15) est aussi une solution de (6) mais il n'y & pas de preuve
au sens inverse. De 1l'autre c8té, personne n'a jamais fourni un contre-exemple.
Toutes les solutions de (15) ont été trouvées et un algorithme pour leur construc-
tion explicite a été donné par Atiyah et collaborateurs. Il est vraisemblable
que ces solutions, et les effets non-perturbatifs qu'elles engendrent, jouent un
rdle trés important dans la dynamique des systémes physiques mais, d'un autre
cbté, il n'est pas du tout évident qu'elles dominent complétement 1'intégrale
fonctionnelle. D'autres points critiques, peut-&€tre complexes, peuvent étre impor-
tants, ou alternativement, des configurations des champs qui ne sont pas des
solutions doivent &tre inclues. Ces observations sont basées sur 1'étude des
systémes simples, par exemple des théories des champs & deux dimensions d'espace-
temps, qui offrent des analogies avec Yang-Mills, mais tous ces mécanismes sont
loin d'étre compris dans les cas réalistes. Les problémes que nous devons
résoudre semblent trés difficiles et une collaboration étroite entre mathémati-

ciens et physiciens est, plus que jamais, indispensable.

Je remercie A. Douady, H. Epstein et R. Stora pour leurs conseils au cours de

la préparation de ces notes.

NOTES :

(I) Je n'essaierai pas, dans cet exposé, d'établir le lien entre champs et par-
ticules. Je mentionne seulement que les champs introduits ici sont appropriés
pour décrire les particules de spin entier (mésons, photons, etc.). Pour les par-
ticules de spin demi-entier (é1ectrons, protons, etc.), on doit définir les

champs sur une variété Grassmannienne.

11
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(II) J1F est 1'espace des jets & 1l'ordre 1 de sections de F

(III) Ceci est vrai pour les théories, physiquement intéressantes, définies sur
N . P P 2 N .

E4 . I1 y a cependant des modeles simplifiés, définis sur E , ou on arrive

4 définir 1'intégrale des chemins du type (7) exactement, sans faire appel a la

théorie des perturbations.

12
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Appendice & 1'exposé n® 1

QUELQUES REMARQUES SUR L'APPROXIMATION SEMI-CIASSIQUE DE IA THEORIE
DE YANG-MILLS QUANTIQUE

par R. STORA

S'il est communément admis que la construction d'une théorie guantique de Yang
et Mills passera vraisemblablement par la construction d'une thnéorie "sur réseau"
a la Wilson [1], par un passage a la limite ol la maille du réseau tend vers
zéro, la construction d'une théorie perturbative, analogue & celle de 1'électro-
dynamique quantique - série formelle dans la variable A - fait apparaltre des

phénoménes nouveaux dils & la géométrie du probleéme.

I1 s'agit d'abord de définir une intégrale fonctionnelle

1 2
e Rl
Z="1e Da " (1)
. %
ou a = Z a,\,«(x)dx}”et><
x = (X1,X2,X3,X4) € E4 1'espace euclidien a quatre dimensions, {eo(g est
une base de l'algebre de Lie d'un groupe de Lie compact simplement connexe

G (par exemple le groupe de couleur SU3 )

o « o 4 Ay

F = a, - d, ax +f%. . a" al

,Ao1 3 v v & Py v
A

F:EF,*V ed\d&/‘*/\dx

2 5 4 o ok
Fl|9= Yd" x X7 (x)F (x)
7] EINCOLI
g : la constante de couplage

4 : la constante de Planck.

La définition d'une telle intégrale se heurte & deux sortes de difficultés :
- les difficultés ultraviolettes, qu'on doit maltriser par une régularisation
ultraviolette - par exemple, la discrétisation de E en un réseau de maille
a [1] , puis la renormalisation g —s g(a) de sorte que la limite a —s O
existe ;

N

- les difficultés infrarouges qu'on maltrise usuellement en restreignant E a

4
une région bornée L) , de volume lﬂ| et en étudiant la limite L7 E4

la définition de 1l'intégrale régularisée restreinte & ()1 nécessite alors

d'imposer des conditions au bord.

13
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Par exzenple, des conditions de type Dirichlet, dans le cas présent

a = g_1dg

en dehors de ) ou des conditions de type "périodique" aux bords d'un hyper-

cube L) de c8té L [3] :

a(0,x x,x_) =

-1
(Eo%s (x,x,%,) a(L,x x x)

€4 23 17273

-1
g4<XIX2X3) + g, (X1X2X3>

de, (x 2% )

et des formules analogues pour relier a(X1,O,X x,) , a(x

23 17
avec les conditions de compatibilité nécessaires sur g1 ...g4

L XEXB) etc...,

Dans ces deux cas, populaires en mécanique statistique, modulo 1l'adaptation
faite ici aux champs de jauges, on voit que la variable a définit une connec-
tion sur un fibré principal de base S4 » E4 v Eoo} dans le cas Diricnlet*,
T4 dans le cas périodique, 1l'un et l'autre classifiés par le nombre topologique

entier [3]

] .
54 54 4
k = ——r F (X) G F (X)d X
v Voo g
16172 .j_o_ » F f’
L'"intégrale" (1) doit alors &tre modifiée et comporter une sommation :
re
5 =3
O k

(k)

g 1 2
e-@—” Flf D

ol j ...g)a dénote 1'intégration sur les champs de Yang-Mills associés aux
(k)

connections sur le fibré caractérisé par k € Z

La valeur moyenne d'une observable invariante de jauge @'(a) est définie

par Z reg,ren. —4%‘-};1”3‘”2
< 6> ? y v k‘ J’(k) G’(a)e @&
= im im

Joo reg %
70 g 70 a

si cette limite existe et est indépendante de la procédure ‘Ql?oo , et des

* ou, d'ailleurs, en choisissant de compléter différemment en dehdrs de

n'importe quelle V4 riemannienne de volume O( |ﬂ1) .
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conditions aux limites choisies.

Parmi les renormalisations nécessaires figurent la factorisation du volume
du groupe de jauge [ groupe des automorphismes du fibré de classe k ]

La construction d'une série perturbative pour les fonctions de corrélation
< ﬁ7(x1). ..C?(X4);> passe par 1l'application formelle de la méthode du col, d'ol
1'intérét de rechercher les points critiques de l'action I|F|]2 , pour lesquels
l'action est finie. La construction des connections qui saturent le minimum de
||F||2 pour k donné est un pas important dans cette direction. Il est néanmoins
vraisemblable que d'autres points critiques, peut-&tre complexes, doivent &tre
inclus - ou, alternativement [2], des familles de configurations simulant un
gaz ol instantons (k > O) et antiinstantons (k < O) coexistent.

Ces observations sont basées sur 1'étude de modéles bidimensionnels qui
offrent des analogies avec le systéme de Yang et Mills, & savoir des modéles pour
lesquels l'action est 1'intégrale d'"énergie" pour les applications de E2 (82)

dans les plans projectifs complexes ou les grassmanniennes complexes [4] .

REFERENCES .
[1] x. wiLsow, P.R. D10 (1974), 2445 .
[2] M.F. ATIYAH, Cours & Cargese, aolt 1979 .
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sur T4 est étendue au cas ol le centre de G n'est pas réduit & 1'identité.
[4] B. BERG, M. LUSCHER, DESY 79/17, & paraitre dans Com. Math. Phys.
[5] V.A. PAHEEV, I.V. FROLOV, A.S. SCHWARZ, DESY 79/40, & paraftre.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)

Exposé n°Il

LA TRANSFORMATTON DE PENROSE

par A. DOUADY

1. Les conditions de Yang-Mills,

Soit M une variété de dimension 4 sur IR , orientée et munie soit
d'une métrique riemannienne, soit d'une pseudo-métrique de signature +++~
Soient F un fibré vectoriel complexe de rang r sur M (on s'intéressera
surtout au cas. r = 2 ), et f)@ une connexion linéaire sur F , le tout de
classe .goo « Pour toute section s de F , on note Vs la différen-
tielle de s relativement a U{' , et plus généralement pour toute forme
différentielle w sur M A valeurs dans F ou dans un fibré vectoriel
associé a F , on note Vw 1la différentielle extérieure de @ relative-
ment a (Ii‘ o

La foriie de courbure R € QZ(M;S(F,F)) est caractérisée par V.V s = R.e
pour toute section s de F , Ona VYR =0 (identité de Bianchi).

Pour toute forme différentielle o € QZ(M) , on définit la forme
* o€ QZ(M; R) par la formule (VB € QQ(M; R))BA*a = (B.a)o , ol
o€ Q4(M;]R) est la "forme volume" (définie par l'orientation et la pseudo-
métrique) et le produit scalaire (B.c) € 6 (M;R) étant défini A partir du
produit scalaire sur les espaces tangents, On a xx@ = @ dans lc cas rieman-
nien, et xx& = -& dans le cas minko wskien (signature +++- ) (cela provient
du fait que l'expression qui donne < dans le cas riemannien donnerait * o
dans le cas minkowskien).

Cette opération x peut s'étendre de deux fagons aux formes a valeurs
dans &£(F,F) . Pour w € OQ(M;J:(F‘;F) , on définit xw par x(a ® u) = xo Gu

pour a(ﬂQ(M;]R) et u section du fibré L(F;F) o Si F est muni d'une

17



EXPOSE 2

métrique hermitienne sur les fibres, on définit ¥w par ¥(a®u) = «& u¥
ol u¥(x) est l'adjointe de u(x) pour x € M .

On dit que la connexion 0% satisfait & la condition de Yang-Mills si

1'on a

(1) V(xR) =0 .

Plagons-nous dans le cas riemannien, En vertu de l'identité de Bianchi,
la condition (1) est satisfaite si l'on a

(2) xR =R (condition de Yang-Mills auto-duale)
ou

(27) #R = - R (condition de Yang-Mills anti-auto-duale),
En changeant l'orientation de M , ce qui change l'opération x , les
connexions qui vérifiaient 2 se mettent a vérifier 2' et réciproquement,
D'autre part, si F est muni d'une forme hermitienne | sur les fibres et
si la connexion 0% est compatible avec cette forme (i.ee Yu =0) , la forme
de courbure R est a valeurs dans le fibré qi(F) des matrices antihermi-
tiennes, de sorte que ¥R = - %R . Dans ce cas, en remplagant l'opération #
par % , on ne fait donc qu'intervertir les conditions (2) et (2').

Dans le cas minkowskien, on ne peut pas avoir 2 ou 2' sauf si R =0
puisque %*R = -R , Mais on peut avoir

(3) ®R = iR ou (3") *R = -1iR .
On passe de (3) & (3') en changeant l'orientation de M , ou en remplacant
la structure complexe de F par la structure conjuguée (i.e. en posant
Avt=X.t pour AEC , tE€ Fx). Il est impossible d'avoir (3) ou ({3')
pour une connexion compatible avec une structure hermitienne sur les fibres
de F , puisque U(F) est une forme réelle de £(F;F) (i.e. L(F;F) =
WU(F) & 1U(F)) .

En physique, on s'intéresse au cas ou M =1R4

muni, soit de la métrique

euclidienne, soit de la métrique minkowskienne & coefficients constants. Le
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fibré F est celui ou certaings "fonctions d'ondes" prendront leurs valeurs.
On s'intéresse dans le cas euclidien aux connexions oA intégrables au voisi-
nage de 1'infini i.e. avec R A support compact, ou plutdt aux connexions

avec R A décroissance "assez rapide", Dans le cas minkowskien, il scrait
peut-@tre raisonnable d'exiger que R décroisse dans les directions spatiales.
Pour des raisons que je ne comprends pas bien, c'est surtout le cas euclidien

qui intéresse les physiciens,

2+ Compactification conforme de M .

Nous dirons que deux pseudomitriques vy et v' sur M définissent la

; N . 0
méme structure conforme si y' = hy , oU h est une fonction f: sur M

A valeurs réelles strictement positives. L'opération x ne dépend que de la
structure conforme (et de l'orientation) de M .

Dans le cas euclidien, on plonge ;m4' dans S4 en utilisant la projection
stéréographique, qui est conforme, On obtient une condition de décroissance
sur R en exigeant que le fibré F avec sa connexion se prolonge en un fibré
vectoriel sur S4 muni d'une connexion de classe %;DO . Cette condition de
décroissance est assez faible, Répond-elle vralfment aux exigences des physiciens ?
Pour le cas minkowskien, nous prendrons M = U2 , muni de la pseudo-métrique
invariante par translation et qui, sur 1l'algébre de Lie est donnée par
( i: ':>L———)-ad-+ bb , car 11 se trouve que ce cas se traite par des métho-

- i
des analogues a celles de 84 .

L'espace ]R4 avec sa métrique minkowskienne a coefficients constants peut
se plonger conformément dans U2 , mais je ne sais pas
bien décrire le comportement & 1l'infini d'un tel plongement,

Nous nous proposons d'indiquer une méthode qui permet de construire des
fibrés vectoriels complexes sur 84 ou sur U, , munis de connexions satis-

2

faisant aux conditions {2) ou (3) , & partir de fibrés vectoriels C-analytiques

19



EXPOSE 2

{ou ce qui revient au méme d'aprés le théoréme GAGA de J.~P. Serre, algébriques)

3 . . .
sur PP°C ., Nous montrerons a l'expos¢ sur la transformation de Penrose inverse

que l'on obtient par ce procé¢dé toutes les solutions au probléme dans le cas

de S4 « Au cours du séminaire, nous nous efforcerons de rassembler des résul-
tats sur la classification des fibrés vectoriels algébriques (essentiellement
de rang 2) sur iP3€ et d'examiner leurs conséquences en termes de solutions

des €quations de Yang-Mills,

3., Complexification de M ,

Considérons la grassmannienne Y = GZCn , ensemble de sous-espaces vec-
toriels de dimension 2 de 04 . Pour chaque point y € Y , notons Fy le
sous-—espace de 04 correspondant (formellement Fy =y , mais je préfére
avoir une notation différente). L'espace tangent TyY s'identifie a
£(Fy; 04/?y) . Si on choisit des bases dans Fy et G?/Fy , cela définit
une forme quadratique qy ¢t £——> DéEtF  non dégénérée sur TyY = L(Fy; c%/?y) .
Si on chang:> de bases, cela multiplie qy par une constante ; ceci permet

de définir sur Y une structure conforme algébrique (donnée par unc forme

quadratique non dégénérée sur le fibré tangent, a valeurs dans un fibré vec-
toriel algébrique de rang 1) . Pour chaque y € Y , q;1(0) (qui est bien
défini) est un cBne quadratique dans TyY , appelé cbne isotrope de y .
Comme Y est de dimension 4 , il contient deux familles de plans,

On peut définir A& partir de la structure conforme une opération
* ¢ 02(U) — Q?(U) pour tout ouvert U de Y , QZ(U) désignant 1l'espace
des formes différentielles holomorphes. On emploie le formalisme euclidien, de
sorte que xx¥ =Q . (En fait, x& n'est défini qu'au signe prés, mais comme
Y est simplement connexe, on peut choisir une définition globale). Il résulte
de la proposition du n®4 que les formes @ satisfaisant & xek = o sont celles

qui s'annulent sur tous les plans de l'une des familles de plans contenues
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LA TRANSFORMATION DE PENROSE

dans les cbnes isotropes, celles satisfaisant & o« = - @ s'annulent sur les

plans de 1l'autre famille,

Soit M 1le corps des quaternions, Identifions (34 3 m° , et soit M

le sous~espace de Y formé des sous—espaces I vectoriels de dimension 1

de W (& gauche pour fixer les idées). Llors M -P'm o 54 , et la struc-

ture conforme algébrique de Y induit sur M la structure diéduite de la mé-
trique usuelle,

La vari¢té M est une forme réelle de Y , c'est-a-dire que, pour y€M
ona TY=TM® iTyM ; la conjugaison 1‘y : TY — TyY conserve le cbne

y

isotrope, et préserve chacune des familles de plans contenus dans ce cdne,

Considérons maintenant (34 comme CE X (I12 et munissons (I:2 de sa métri-

que hermitienne usuelle., Alors le groupe unitaire U2 se plonge dans Y en

associant a chaque u : (32 —— C“ son graphe. Ici encore, M' = U2 est une

forme réelle, et la conjugaison conserve les cdnes isotropes, mais cette fois-

ci elle ¢échange les deux familles de plans contenus dans ces cdnes, La variété

M' est homéomorphe a S3 X 51 . La structure conforme induite est de signa-

ture (+,+,+,-) 3 c'est la structure conforme définie par la pseudo métrique

décrite au n°2 , La variété M' , munie de cette pseudo métrique est isomorphe
au quotient de 83 ><S‘I par la relation d'¢quivalence identifiant (s,u) a
(s, -u) pour s € 53 C1R4 et u € S1 C1R2 , quand on munit 53>< S1 de

la pseudo métrique d52 - duz' o

Dans les deux cas, on a une involution anti-analytique T ¢ Y —3 Y dont
les points fixes sont les points de M (resp. M') . Mais dans le cas rieman-
nien cette involution provient de la multiplication par j de ]H2 dans 1}12
(qui n'est pas @-lintaire), tandis que dans le cas minkowskien, cette invo-
lution est F —s O'(F'L) ot o(x,y) = (yyx) , elle ne provient pas d'une

application de tIJ4 dans lui-méme, Nous verrons au n®5 (remarque), la relation

entre cette différence et celle du comportement de 7T cnvers les deux familles

21



EXPOSE 2

de plans,

44 Un peu d'algebre,

. 4 .
Munissons @ de sa base canonique (”1’C9’e3’c') et de la forme quadra-
2 4

. 2 . . . .
tique q 3 X+ . ., Notons A 1 plan engendrd par (e, +ic, , e_+ic ) .
i 0 1 3 2 4
Hotons (Ai)i ¢ 1 (rcsp(ﬂj>j€ J> la famille des transformés de AO par les

¢liments de SO ,C (resp 040 - SOGC) s Les Ai et les Ej sont les plans

t

isotropes, i.e. les plans sur lesqucls g s'annule identiquement,

PRCOPOSITION,- Soit £ wune forme bilinfairc alternde sur @4 . On o

I

*f

£ si et seulement si Y. £, =0 ,
i fla,

et %f = - £ si et seulement si Tj fl

i
(@]
.

B.
J

LEMME 1.~ S1 £ est nulle sur les ﬁi et les Bj ,on a2 £ =0 .

Démonstration,— Pour tout vecteur isotrope « f’O , l'orthogonal de « pour

£ contient les deux plans isotropes passait par « , donc l'orthogonal de «
pour q . Il enwrésulte que & est vecteur propre de llapplication linlaire

Ing 4 4 P ~ . ~

£ ¢ — ¢ définie par f(x,v) =< x,f(y)> . Ceci entraine que f est

de la forme M , Comme £ est antisymitrique, on a nlcessairement A =0 .

LEMME 2.~ 81 f =4%f , ona f£f. =0 .
-_ _ | iy
0

Démons tration,— Posons f,. = f(e.,e.) o+ On a
—_— ij i’

fAO:O¢:> f‘(e1+1e3,e2+1e4) =0 1-12-f34+1(f14-—f23) =0

Or la condition £ =#f s'lcrit f12 = 1?3L1 , £, =f , £, =-f o

Démons tration de la proposition.— Pour u € O4C , notons u¥*f 1la forme

(x,y) — flu(x),uly)) « ona u*(x£) = (u*f) si u ¢ SO4C , ct = xu¥f
si w(O0,C-50a .Si #f=f (resp. xf=-£) , ona u*f = 0 pour
4 4 !AO
tout u € SO4® (resp u ¢ O4® - SO4$) , d'ou ¥i f I 0 (resp. Vj £|Bj = 0)
Réciproquement, mettons f sous la forme £1+ f2 , avec *£1 = f1 et
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LA TRANSFORMATION DE PENROSE

*52 = - f2 « Alors f1 est nul sur les Ai et f2 sur lcs Bj . S1 f

est nul sur les A, (respe les B,) , 1= forme £, (resp. £) cst nulle
< i

sur les Ai et les B, , donc est null.,

5« Un peu de géomltrie,

”
Notons X 1l'espace IP°C , et pour tout y € ¥ =G m4 , notons Dy 1=

droite projective P(Fy) C X . Powr tout x € X, l'espace i ={yev|p_ 2x}
¥

est un plan projectif plongé dans Y o Pour tout plan projectif P < X (cor-

respondant a un hyperplan dc $4 ), 1l'espace BW = {y|Dy c P' o¢st un plan pro-
2

jectif plong¢ dans Y

Soit y. € Y . L'cspace © = {y € Y|D A D f’ﬂ? est unc sous-varidté
0 Yo Yo y
de Y ayant en Yy une singuiarité comique. En effet, soit Y, €y -¢C ,
0
on a ®4 =F &F , &t pour tout y € Y - C. y, le plan I est le graphe
YO Y1 11 y

d'une application linfaire ¢y de yO dans y1 . La correspondance y Fﬁ.wy

est une carte algébrique représentant Y - C sur £(F ;F ) =T Y ; une
y y y Y,
1 o] 1 0
telle carte est appelle une "carte canonique" centrée en Vg e On a y € Cy
0
si et seulement si Dét gy =0 , autrement dit 1l'image de Cy par une carte
0

canonique centrée en y est le cbne isotrope de Vo Pour la structure con-

0

forme définie au n°3,

On a C = ‘\~) £ = L___J B « En transportant par une carte cano-
Yy X P
0] x € D PDOD
Yo 0

nique centrée cn Yo o+ oY simplement en prenant les plans tangents, on voit

y

apparaltre les deux familles de plans contenus dans le cbne isotrope de y

Remarque.— Dans le cas riemannien, l'involution anti-analytique 7 3 Y —Y
provient d'une ianvolution T ¢ X —>X , et on a évidemment T(Ax) = AT(x) .

Dans le cas minkowskien, on a T(AY) =B , ob P = c(xlﬂ « On voit ainsi

P
de fagon géomltrique pourquoi T préserve chacune des familles de plans dans

le cas riemannien et les échange dans le cas minkowskien,
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6, La transformation de Penrose,

Posons X = P°C , Y = G2¢4 v 2= {(x,y) € X xY | x¢€ Dy} ct défi-

nissons p : Z—>X et q:2Z— 7Y par p(x,y) =x , q(x,y) =y .
Soit E un fibré vectoriel alglébrique de rang 2 sur X . Pour tout

y €Y , le faisceau associé¢ a E est isomorphe a un faisccau de la forme

D

ar
Y

(} m ) ® n avec m < n . Lasomac m +n =c¢ (E est indépendante

() & O(n,) <, L+ 0, = (B) p

du choix de y , ¢t ¥y ny est semi-continue supérieurement pour la topo-
logie de Zariski (cf. expos( 2), cc qui entraine qu'clle a une valeur génlri-

que, Nous ferons sur E 1'hypothése suivante :

(H-} Pour presque tout y , onam =n_ =20 |,

Y - Y y

Autrement dit, on suppose que E D est topologiquement trivial pour

y
toute droite Dy ; et analytiquement trivial pour au moins un y (donc pour

presque tout vy ).

Notons S 1l'ensemble des y € Y tels que ny > 0 (droites de saut).
On peut montrer que S est une hypersurface de Y , et méme lui affecter des
coefficients de multiplicité pour en faire un diviseur (cf. exposé¢ 2) .

Totons * le faisceau q*p*‘g sur Y o C'est un faisceau cohérent,
localement libre de rang 2 sur Y-S (%) , d'oll un fibré vectoriel F de
rang 2 sur Y-S difini par

Fy = HO(Dy; CybY 8>E) = {sections analytiques de¢ E sur Dy Yo

Nous allons montrer que ce faisceau est naturellement muni d'une commexion
linéaire algébrique satisfaisant 2 , Pour y et y' &léments de Y-S tels

que Dyl\ Dy’ £ 0 , dfinissons « P F— Fy‘ de la fagon suivante @

Yoy y

. -1 .
-si D D = {X o = € € 5 I
y Oy ks v y' AP VaX VX v P

est l'évaluation en x 3

o =1 o
NIVA Fy

(*) En fait F  est localement libre sur Y - S2 y OU 82 = {ylny = 2} , mais

-si y=y' ,

ce fait nous intéresse peu car la connexion que nous allons construire

sur Y-S ne se prolonge pas 2 Y - S2 .
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On vérifie que a, dépend de facon réguliére du couple (y,y') € Ca(y-5)°,
13

ot ¢ = {(y,y")|y" ¢ Cy} .

Pour y € Y-S , les ( d{finissent une trivia-

b,y )y e ¢, n(¥-s)
lisation de F sur C_n (Y-S) . Comme cct espace contient le voisinage infi-
nitésimal y d'ordre 1 de y , on a, pour tout y € Y-S , une trivialisation
de Fy sur Vy , dépendant de fagon rigulicre de y , i.e, une connexion )
lintaire algébrique o/ sur F

Si y, y', y" sont tels que Dy, Dy, et Dy,, passent par un méme point

X ,0na a ne , Ce qui montre que o est intégrable sur les

||=a' « v
vy ¥y yy

plans de la forme Ax , x € X , Par contre, si Dy, Dy', Dy_" sont dans un

méme plan P , on n'a pas en général «_, = , et 09{ n'est pas

y<] ay lyll «© ayyl

en général pas intégrable sur les plans dc la forme BP « I1 en résulte, si

on a pris les bonnes conventions de signe, que la forme de courbure R de df-

vérifie x R = R

7« Solutions de l'équation de Yang-Mills.

Soit M 1la forme réelle S4 (respe U2) de Y .S1i E estun fibrd
vectoriel algébrique sur X tel que S\ M = yf , on obticnt un fibré R-ana-
lytique F sur M muni d'une connexion R-analytique A dont la forme de
courbure satisfait 3 la condition x R = R (resp. *R=iR ) .

Remarquons que la condition S ,( ¥ entraine ¢1(E) = 0 , donc le fibré E
admet comme groupe structural SL2(13 « Il en est par suite de méme de F ,

Nous verrons dans 1'exposé n® VII comment se traduit pour E dans le cas

de S4 la condition que F admet une réduction a SU2 °
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)

Exposé n°1]]

LA TRANSFORMATION DE PENROSE INVERSE

par A. DOUADY

1. Notations,

On reprend les notations de l'exposé Il :

-~ Y est la grassmannienne G2m4 (ensemble des sous-espaces C-vectoriels de

4).

dimension 2 de € H
- Pour y €Y , D c X est la droite correspondante ;

- Z

{(x,y) € X x Y|x ¢ Dy} ;

- ptZ—3X et q s Z—>Y sont les projections ;
- Pour xéX,Ax={y€Y|x(Dy} ;

- Pow PC X plan projectif, By = {y ¢ Y!Dyc P} ;

- = ' .
Pour y €Y , C {ylbynDy,;!ﬁ}

L'image de Cy par une carte canonique de Y centrée en y est le clne

isotrope de y < Ona C_ = & } A = U BP , ce qui met en évidence
Yox« Dy P:)Dy

les deux familles de plans contenus dans Cy .

- M=P1]HCY o

2, Correspondance entre ouverts de X et Y .

Soit U un ouvert de X , on notera «(U) 1l'ensemble des y € Y tels
que Dyc U . L'ensemble o(U) est ouvert dans Y . En effet, pour tout
ouvert WC Z , l'ensemble q,(w) = Cq(ﬁw) est ouvert dans Y car q est
propre, et on a a(U) = q!(P_1(U)) .

Soit V un ouvert de Y , on posera p(V) = (L) D . L'ensemble

y€v
B(V) est ouvert dans X , car p ¢t Z —3» X est une application ouverte
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et B(V) = p(a" (V).
Pour tout ouvert UcC X , on a B(a(U)) c U et oa(p(a(U))) = (U) .

Pour Vc Y ouvert, on a oa(B(V)) DV et pla(B(V)) = 8(V) .

3« La transformation de Penrose,

Soit U wun ouvert de X et posons V = a(U) . Soit E un fibré
C-vectoriel de rang r analytique sur U , L'ensemble S des y € V tels

que E D soit non trivial (analytiquement) est un sous—ensemble analytique
y

de V . Le faisceau & = q*p*g est cohi{rent sur V et localement libre
de rang r sur V-S , d'ol un fibré C-vectoriel F de rang r analyti-
que sur V-S , Ce fibré est naturellement muni d'une connexion linéaire
analytique (/4’, intégrable sur N (v-8) pour tout x € X 3 par suite
le tenseur de courbure R de :.7‘8‘ satisfait & la condition xR = R (cf.
exposé 1II). La transformation de Penrose associe au fibré E sur U le

fibré F sur V-S muni de la comnexion C/{'; .

4. La transformation de Penrose inverse,

Soit V un ouvert de Y , posons U = q (V) et U=p(V) = B8(V) .
Faisons l'hypothése' suivante :

@ :t Pour x € U , 1l'espace W(x) = AX NV est connexe et simplement

comnnexe.,

Nous allons associer a tout fibré C-vectoriel de rang r analytique F
sur V , muni d'une connexion linéaire analytique ]% dont le tenseur de
courbure satisfait & la condition %R =R , un fibré vectoriel analytique E
de rang r sur U , Le fibré F et la connexion o‘f étant donnés, la con-
nexion ’fZ‘ est localement intégrable sur AX ~ V pour tout x € U , donc
le fibré g*¥F sur W est muni d'une connexion q*ﬁ , intégrable sur chaque
fibre de p ¢+ W-—> U ., On obtient le fibré E en prenant pour EX l'espace

vectoriel des sections de q*Fl -1 horizontales pour la comnexion q*f
P (x)
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cet espace est de rang r . ,

Autrement dit l'espace total dc E est quotient de l'espace total de g*F
par la relation d'équivalence dont les classes sont les feuilles du feuilletage
& défini de la facon suivante : pour z € W et § € q*F(z) , l'espace Tg‘fe
est le relévement horizontal pour qg*Jf de TZ(W]U) .

Pour faire cette construction, on peut affaiblir l'hypothése @__c_:/ en la
suivante

@.c; :t Pour x € U , l'espace v(x) est connexe et le systeme local

d¢fini sur W(x) par q*F muni de la connexion q*(ﬂ; est trivial,

En appliquant & E la transformation de Penrose, on obtient un Fibri

2

~ ~ . . . ‘e
F sur V-5 , ou ? = o(U) , muni d'une connexion (ﬁ/l' e Ona V-S5OV ,
~N

it
F s'identifie & F et (/?,IV a (ﬁ . Inversement, si on part d'un fibré E

|
Y
sur un ouvert U de X , en appliquant la transformation de Penrose, on

——
obtient un fibré muni d'unc¢ connexion satisfaisant a xR = R et (;gj ; en

appliquant alors la transformation de Penrose inverse, on obtient E|B(OI(U)) B

5. Etude d'une fibration.

Dans Y = G2(IJ4 , considlrons la forme rielle M = plm =g .

PROPOSITION.- La projection p : Z —> X 1induit un homéomorphisme, R-analy-

tique ainsi que son inverse, de q_1 (1) sur X .

Démons tration.- Tout sous-espace C-vectoriel LC @4 =]H2 de rang t sur C

est contenu dans un unique H-espace vectoriel de rang 1 sur H , a savoir
HL=L ® jL , et L ® jL dépend de fagcon IR-linéaire de L ,

COROLLAIRE 1.~ On a une fibration ]PSKE —_ 84 de fibre 82 o

Remarque.- Cette fibration peut aussi &tre décrite de la fagon suivante., On

connaft les fibrations de Hopf : = : S7 —_ S4 de fibre 83 et

1,H
ot 87—-~> IP3(E de fibre S1 « La relation d'équivalence définie sur $§
?

7
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par TT3 C est plus fine que celle définie par 71‘1 H ! d'olu une application
’ ?

P3¢ —> 5% e sibre L

COROLLAIRE 2.~ La variété M admet dans Y un systeme fondamental de voisina-

ges tubulaires satisfaisant & la condition @9 du numéro 4 .

Démons tration,-— On définit sur Y une distance d de la fagon suivante :

Munissons ((14 de la métrique hermitienne standard, et notons F‘y le sous-

espace de 034 correspondant a y o Pour y et y' dans Y,si Fy, est le
graphe d'une application linéaire ¢ : F‘y —_— F; , on pose
, el , i
d(y,y") = ———— s et dly,y') =1 =i PaE Ao .
2
1 +llell

Pour € >0 , soit Ve = {yla(y,M) < e} . Soit %5 € X et Yo €M

N

1l'unique point tel que (xo,yo) €2 4 nlors VoA s'identifie A 1l'ensemble
0

< £ ui est convexe

w

des m:Fy — Fy tels que o, =0 et |
0 Xq

donc simplement connexes,

6, Connexions IR-analytiques sur 54 virifiant %R =R .

THEOREME.~ Soit F un fibré C-vectoriel de rang r , R-analytigue sur

M 54 , muni d'une connexion dl , C-linlaire, IR-analytique et dont le

tenseur de courbure R satisfait & xR =R , Alors il existe un fibré vecto-

riel algébrique E sur X , unique 3 isomorphisme prés, tel que l'ensemble S

des droites de sauts de E ne rencontre pas M , et que F muni de (_/Z

s'identifie au fibré déduit de E par la transformation de Penrose, restreint

a M .

Rappelons un lemme de théorie des faisceaux @

LEMME G .- Soient Y -un espace paracompact, MC Y un fermé, G un faisceau

de groupes abéliens (resp. de groupes, respe d'ensembles) sur Y o On'a alors
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HP(M3G) = lim HP(V;G) (limite inductive sur les voisinages V de M dans Y)
de dans

pour tout p (resp. p<1 , resp. p =20 ).

Cf. Godement, Théorie des faisceaux.

Démonstration du théoréme,- Les fibris C-vectoriels de rang r , R-analytiques

sur M sont classifiés par les éléments de H1 (M;G) ol G est le faisceau
sur M des applications R-analytiques dans GLr(D . Comme M est une forme
réelle de Y , ce faisceau est la restriction & M du faisceau sur Y des
applications (C-analytiques dans GLTG o Il résulte du lemme G que F est la
restriction 2 M d'un fibré C-analytique sur un voisinage ouvert V de M
dans Y o Quitte A restreindre V , on peut alors, en vertu du méme lemme,
tendre la connexion 64 en une comnexion €-analytique au-dessus de V
La condition ¥R = R sera encore satisfaite, D'aprés le corollaire 2 de la
proposition du n°5, on peut supposer que V satisfait a la condition (sc/ °
On a (V) =X , et la transformation de Penrose inverse donne un fibré C-
analytique E sur X qui répond & la question, D'aprés le thloréme GAGA de

Je-P, Serre ([ ]), E est de fagon unique un fibré vectoriel algébrique,

Remarque.- La construction de Penrose et la construction de Penrose inverse
sont fonctorielles, Il en résulte que, si E et E' sont des fibris vecto-
riels sur X dont les ensembles de sauts S et S' satisfont a S¢M =S M=0
et si (F,]) et (F',Lﬂ‘) sont les fibrés munis de connexion sur M qui
leur correspondent, tout morphisme ¢ ¢ F — F' IR-analytique et compatible
avec les connexions 04 et Cﬁ“ provient d'un morphisme algibrique unique de E

dans E' , Autrement dit on a une ¢quivalence de catégories,

7o Analyticité automatique.

La proposition suivante montre que, dans le théoréme du n°6, les hypo-

théses d'analyticité réelle sont inessentielles,

PROPOSITION.,- Soient k>=1 , G un ouvertde M , F un fibr{ C~vectoriel
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k+1 . NP k
de classe ff sur G , (A une commexion C-linfaire de classe 6 sur

F dont le tensepr de courbure R (gui est de classe %Zk_1 ) satisfait A la

condition %R = R , On peut alors uettre sur F une structurc de fibré
. . k .
R-analytique plus riche que sa structurc %6 “ , telle que 04 devienne

une connexfon R-anhalytique,

Le fibré g*F  sur q—1(G) est muni d'une connexion q*04 , qui permet
d'identifier, pour chaque point ({ ¢ q*F au-dessus de z = (x,y) € q—1(G>

?
1'espace Tg(q*F) A Tz(q*1(G)) @ Fy « D'apres 1la proposition du n°j,

Tz(p) H Tz(q_1(G)) — TXX est un isomorphisme, d'ol une structurc complexe
sur l'espace vectoriel Tr(q*F) . Cette structure complexe dépend de fagon
Tfk du point ( , autrement dit on a une structure presque complexe Y de
clasge %zk sur q*F , Hous allons montrer que cette structure presque
complexc est intégrable, llous proposons une démonstration un peu lourde,

mais qui correspond A l'intuition du rédacteur., Le lecteur préfera peut-&tre
faire un calcul qui ¢tablit la condition d'int{grabilitl & partir de la condi-

tion *R =R

LEMME,.- Soient : V¥V —o U une submersion de variltis C-analytiques
L01ent p g ’

F un fibré vectoriel sur W et B une comnexion linfaire C-analytique

sur F ., Notons R la forme de courbure relative (restriction de la forme

k—1>

de courbure & T(W|U)) . Soit =z, € U . si R(z) est O(d(z,zo)

0 & n 2

existe une connexion linaire C-analytique B' sur [ au voisinage de )

. . , k
de courbure relative nulle, telle que DB-B' soit U(d(z,zo) ) .

Démons tration.- On peut supposer que W =U xV , ou V est un voisinage
convexe de 0 dans X y et oz = (xO,O) . Posons o(x) = (x,0) pour

x € U o On définit par transport B -horizontal radial dans V un iso-
morphisme ¢ de p*¥o*F sur F , La connexion p¥o*B sur p¥c*F est rela-

tivement intégrable, et son image B' par o© répond a la question,
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Démonstration de la proposition.- Soit z, = (xo,yo) € q_1(G) . Choisissons

au voisinage de Yo une trivialisation ‘€r+1 de F et une connexion IR-ana-
lytique B sur F qui cofncide avec 0@‘ jusqu'a 1l'ordre k ., La connexion
q*B a une courbure relative R qui est ¢(z - zo)k-1 , donc il existe une
connexion B' , relativement intégrable, telle que B' - ¢*B soit 0(z-z0)k.
I1 en résulte qu'il existe une structure presque complexe Y' sur g*F ,
intégrable qui différe de Y par o(z- zo)k . D'aprés le théoréme de
"Frobenius complexe'" de Newlander-Nirenberg, il y a pour les structures presque
complexes une condition d'intégrabilité qui s'exprime en chaque point par une
condition sur le jet a l'ordre 1 de VY 1 cette condition est donc satisfaite
en chaque point de q*F ,

En identifiant q'1(w) 3 son image U dans X par p , on obtient
un fibré vectoriel (€-analytique E sur U , La transformation de Penrose

appliquée & E redonne F , muni d'une structure R-analytique plus riche,

et L’t‘.

Référence.
[1] J.-P. SERRE, Géométrie algébrique et géométrie analytique, Annales de

1'Institut Fourier, Grenoble, Tome 6, (1955-56), p. 1 & 42.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)
Exposé n® IV
PRINCIPAUX RESULTATS SUR LES FIBRES STABLES DE RANG 2 SUR PB(C> .
par Hubert AUPETIT

§1. Espaces projectifs.

a) Désignons par Pn(C) l'espace projectif des droites de Cn+1

(en abrégé ® ).
n
Soient (x ...Xn) des coordonnées homogeénes sur Pn et pour chaque 1 soit Ui

1'ouvert {xi $0} de ®_ .

Le cocycle uij = z_/zj sur le recouvrement (Ui) définit un fibré en
i
droites OP (1) . on désignera son dual par QP (=1) et on notera qP (k) le
n n n

. @ (-k p

fibré 0 (1)Qk si k>0 et O (-1) (-x) si k<O . le fibré Qp (-1)
o u n+1 o

est le sous-fibré canonique de En X ¢ qui, au-dessus du point [dj de Pn
met la droite 4 de €™ .

Nous ne distinguerons pas le fibré qP (x) du faisceau localement libre
n

associé.
On a les propriétés suivantes

- Tout fibré en droites sur Pn est isomorphe & un qP (x)
n
- Les sections globales de qP (1) s'annulent sur les hyperplans de Pn .
n

- Plus généralement, si S est une hypersurface de Pn , 11 existe une section

d'un OIP (k) dont le lieu des zéros est S elle-méme. L'entier k est le degré
n
de cette hypersurface.

b) On désignera dans toute la suite pour un faisceau cohérent F , par hl(J:)

la dimension de Hl(E ,97) . On a alors les égalités suivantes
° p=0 et q>0
o) hp(OP (q)) = 0 sauf pour {
n p=n et g< -n
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P L @4 ) e azo
n q

n a4
Y) h(OlP (a)) =( ) si g< -1n .
n n
! *x
Pour tout k-plan : Ek___£_> Pn , on & un isomorphisme entre j*qP (p) et
n

O[Pk(p) ; on notera Oﬁ,k(p) = O(Pn(p)lPk

¢) L'espace HZ(PD,Z) est isomorphe & Z et admet pour générateur
h = °1(01P (1)) . On a alors H2k([Pn,Z)'z 2.15  pour kgn .

Doréi&vant les classes de Chern des fibrés sur En seront considérées comme
des entiers.

La référence pour tout ce paragraphe est [10,111 ainsi que [ 4, ch. V, §1 ]

pour le paragraphe c) .

§2.~Grassmaniennes - drapesaux.

a) Désignons par Gr(m,n) la grassmanienne des m-plans de Pn . Le plongement
de Pliiker fait de Gr(m,n) une sous—variété de P a4+ 1 et on note OGr(1)
m+ 177 !
la restriction de O 4 Gr(m,n) . Le fibré OGr(1) jouit alors
(n + 1 -
m + 1
des mémes propriétés que celles de OIP (1) énoncées au paragraphe 1, a), et on
n
peut ainsi transférer les notations et définitions de cet alinéa a Gr(m,n) . BEn

particulier un "hyperplan" de Gr(m,n) est 1'intersection d'un hyperplan de

P n o+ 1 et de 1l'image de Gr(m,n) . Une hypersurface de degré k de
( m+1/" !
Gr(m,n) est l'intersection d'une hypersurface de degré k de P 0+ 1)
-1
m + 1

et de 1l'image de Gr(m,n) .
Remarquons que Gr(n - 1,n) , ensemble des hyperplans de Pn est isomorphe
n+1

3 1'espace projectif dual de Pn construit sur le dual de € . On notera

Gr(n - 1,n)2 B* [4, ch. V, §2 ] .

36



RESULTATS SUR LES FIBRES STABLES

b) Soit F(m,n) = {(X,TT) € Tn X Gr(m,n)]x é'n} . Les projections F__jla.Pn

et F.__E;_,Gr(m,n) sont des fibrations localement triviales de fibrés respec-
tives Gr(m - 1, n - 1) et Pm . Ce sont en particulier des morphismes plats.
Pour un fibré vectoriel algébrique V sur Pn , on notera VF 1'image récipro-
que p*¥V de V par p .

Le fibré V_ est O

7 Gr(m’n>—plat et, par le théoreme de semi-continuité des

images directes [ 3], les fonctions

M i—5h'(V ) = din B (g 'y, v )
P, -1 Py -1
o la”

]

i, -1
dim H Vi -1
(pa” 7, Ipa )
de Gr(m,n) dans Z sont semi-continues supérieurement pour le topologie de
Zariski de Gr(m,n) . En d'autres termes, ces fonctions ne montent pas au voisi-

nage d'un point. De plus,sur 1l'ouvert {TT]hl(VF )minimal} , le faisceau

g v

cohérent qu*V

7 [3] est localement libre. La fibre en 71 du fibré associé

)

est précisément Hl(pq_1r1, V'pq-1TT

3. Droites de saut d'un fibré.
§

Soit V un fibré vectoriel algébrique de rang 2 sur Pn . Dans toute la suite,

on suppose que n > 2 . On désignera par 0(V) 1le faisceau localement libre
associé. A toute droite € de Pn on peut associer un couple d'entiers unique
(a,b) tel que a3 b et
~ ®
Vlf 0,(a) @0 (1) [s7 .

On notera d(£) 1la différence a(£) - b(£) et d = inf a(e) .
£eGr(1,n)

On remarquera que les entiers a(£) et d ne changent pas si 1l'on tensorise V

par un OP (k) (opération que nous appellerons "tordre le fibré V "),

n

PROPOSITION 1.- L'ensemble 14 des droites £ pour lesquelles d(l) =d est

un ouvert de Zariski de Gr(1,n) .
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Preuve.- Tordons V de meniére i avoir, lorsque d(£) =4 ,
Vll_ o (-N®o,(-a-1) .

Pour une droite £ telle que d(£)> d , on aura V| ~ Ol(a)® Oz(b) avec

2
a-b>ad et a+b=c1(V)=-d—2 .
Par suite on aura
a2 0 et hO(VIZ)‘> o .
I1 est clair que ho(Vlz) = hO(VFIq—u) et en utilisant le paragraphe 2, b),

on voit que {Z[hO(VIZ) > 1] est un fermé, ce qui prouve la proposition.

D]:]FINITION.— Une droite £ telle que d(lf) > d est une droite de saut pour le

fibré vV .

PROPOSITION 2.- Si d =0 , 1l'ensemble S = Gr(1,n) - des droites de saut est

une hypersurface.

En tordant V , on peut supposer V P pa O}Z 2] O[ pour £ € wU .

(1) Une droite de saut /£ est alors caractérisée par ho( )>0 .

V(—1)l

4

Soit Zoé S . Il existe alors une suite exacte
0——30, (k) —2 3 v,, — 530, (k)—s0 avec k>0 .
ZO UO ZO
Par semi-contimuité (§2, b)), H'(2,V(k) ff) > H1(q-1(,@),VF(k)|q—1£)

reste nul au voisinage de A’O

£ PV

. Par suite (§2, b)),

Comme ho(V(k)l ) - h1 (V(k) M) est constant en £ (Riemann—Roch sur P

le nombre hO(V(k)ll) est constant au voisinage de Zo

le faisceau q*VF(k) est localement libre en £ . L'application définit

0

un point de la fibre de q*VF(k) en £ I1 existe donc une section locale

o *

d\l de ce fibré passant par ce point. On a donc pour toute droite £ voisine

de lo une suite exacte
°—>%('k>‘—>vu —0,(k) —— 0

qui, apres teysorisation par Ol(—” , devient
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a
£
0 —0,(-k-1) ——-‘;-)v(—wu —25 0, (k1) —> 0 ;

&, et bz dépendant algébriquement de £ .

0 \
Comme k > 0O , ona H (E,Oi(h—1)> =0 . On a donc une suite exacte

2) o ———>HO<V(—1>|£) — 17(0, (k1)) ——6’5—>H1(oz(-k—1>)

avec SZ algébrique en /£ .
les deux espaces de droite sont en dualité de Serre ; ils ont donc méme

dimension et § 6 est non injective si et seulement si det 5l =0 . L'ensemble

£

des droites £ voisines de ZO , pour lesquelles Sz est non injective, est

donc une hypersurface d'équation det 5[ =0
D'apres (1) et (2) , c'est 1'ensemble des droites de saut voisines de ZO
c.q.f.d.

On étudiera plus loin cette hypersurface en détail (§9, Th. 3)

§4. Faisceaux normaux.

Avant d'aller plus ioin dans 1'étude des fibrés sur Pn , rappelons guelques
résultats sur les faisceaux cohérents sur une variété X lisse de dimension > 2
(ou sur un espace normal). Soit x € X désignons par @(X) le faisceau "gratte-
ciel" en x et par * (x) 1le tensorisé d'un faisceau cohérent ] par C(x) .
L'ensemble des x tels que le rang de 37(x) soit minimal est un ouvert de
Zariski de X . Cette valeur minimale est par définition le rang du faisceau. Si
9; est sans torsion, il est localement libre en dehors des points d'une variété

de codimension 2 . On pourra donc parler de sa premiere classe de Chern.

DEFINITION.— Le faisceau cohérent 77 est normal si, pour toute scus-variété

fermée A de codimension 2 2 , le morphisme de restriction

Res; : 10U, F ) — 50(U-4,F)

est bijectif pour tout ouvert de Zariski U .

(Dans la terminologie de [ 6 ], le faisceau P est A-clos pour tout A de
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codimension > 2 ) .
Si 7:' est normal, il est sans torsion.
Le faisceau OX est normal et donc, tout faisceau localement libre sur X

aussi. Pour tout faisceau cohérent F , le dual FH* = Hom(y ,OX) est normal

(exercice).

LEMME.- Si un faisceau normal est localement un faisceau d'idéaux, il est locale-

ment libre.

iU
Supposons que, sur un ouvert U , on ait une injection F }U —>OU . Soit
B le sous-espace de U ol iU s'annule et soit D 1le plus grand diviseur con-
tenu dans B . Soit A =B -D . Alors codim A2 2 (1e diviseur D est peut-
8tre vide).

J
Le morphisme iU induit une injection F IU® OU(—D) —Ué OU , le fais-

ceau OU(—D) désignant 1'idéal de D dans U . Le morphisme 3y est un iso-

<!

morphisme en dehors de A . Les faisceaux

!U®OU(—D) et OU sont normaux

et isomorphes sur U - A , avec codim A> 2 . Ils sont donc isomorphes et on
a :77!U:' 0,(D) c.q.f.d.

On en déduit la proposition suivante

PROPOSITION 3.- Soit % un faisceau cohérent de rang 1 sur une variété lisse

de dimension n 2 2 .
1) 9; * egt localement libre.

2) si ¥ est vormal, ona F 2 Frx et 07(37) =c1(?7**) .

3) 7-7 est localement libre si et seulement s'il est normal.

§5. Proposition utile.

Démontrons pendant qu'on est dans les faisceaux un résultat utile dans la suite.

PROPOSITION 4.- Soit 0 — K o(v) =25 @ 0 une suite exacte de

faisceaux avec V fibré de rang 2 sur Pn , Ko oet Q, deux faisceaux cohé-
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rents de rang 1 sur Pn

Le faisceau Q, est sans torsion si et seulement si :

(i) }(, est localement libre ;

(ii) codim{x]ix =0} > 2 .
= (1) - Pour montrer (i), il suffit de montrer que }C est normal en vertu de
la proposition 3 . Soient A un fermé de codim » 2 et PA(}(,) le faisceau des
sections de X & support dans A ([7 __]\. Soient H;(}(,) les foncteurs dérivés
en P du foncteur F'A . On a, Jj désignant 1'inclusion [Pn - A—)[Pn , la

suite canonique exacte ( [7 __]) H

0— M) — K — 5, Ky ) —> B (K) —0

de sorte que j’(, est normal si et seulement si FA(}C) =0 et HA(}() =0 ,
pour tout fermé A de codim > 2 . Comme le foncteur F"A est cohomologique
([7 ]), on a la longue suite exacte

0 —s [, (K) — M, (0(1) —5 (@) — B (K) — 8, (o(7))

FA(O(V)) =0 et H;(O(V)) =0 car O(V) est normal ;

FA(QZ,) =0 car & est sans torsion.

Donc

1

rL (30

0 et H;(:&(,) =0 c.q.f.4.

=> (ii) - Si i s'anmile sur l'hypersurface H d'équation f € HO(O()\))> o ,

on & le diagramme suivant, O(x ) désignant le fibré en droites H

ST S R

0——0(n) 5> 0( ol R)

0—30(n) — ov) 2, 4 —o

9% est un sous-faisceau de Q,
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Ker(pei/f) = Ker g donc la correspondance naturelle de R = Im(ppi/f) dans 7?
est une application.

On vérifie que c'est un isomorphisme ; comme 7f est de torsion, 9& est de
torsion, ce qui n'est pas possible puisque QL n'a pas de sous-faisceau de
torsion.

<= On se ramene au

LEMME .- Soit s € HO(V) tel que codim {X s(x) = O} > 2 . Alors V/SO est sans

torsion.
Srie 2 N
Le complexe 0 — O __5_9 v ——i——a V est exact en vertu de 1l'hypothese (exer-
2
cice). Par suite V/sO se plonge dans A 'V 1localement libre ; il est donc sans

torsion.

§6. Fibrés stables et semi-stables.

PROPOSITION 5.- Pour un fibré V de rang 2 sur Pn , les propriétés suivantes

sont équivalentes :

1) Pour tout faisceau quotient ¥ de O(V) de rang 1 sans torsion, on a
e, (< 2¢,(@)

2) Pour tout morohisme de faisceau injectif de O[P (k) dans O(V) , On a
2k < c1(V) "

3) Si Voop, Afsigne le fibré (k) tel gue c1(V(k)) =0 ou -1 ,on

a hO(V ) =0 .
norm

4) Si End V désigne l'espace vectoriel des endomorphismes de V , on a

End V=€ (c'est-i-dire que V n'a pas d'endomorphismes autres que les homo—

théties).

PROPOSITION 5'.- Pour un fibré V de rang 2 sur Pn et de 1ere classe de Chern

paire, les conditions suivaentes sont équivalentes :

1') Pour tout faisceau quotient QZ de O(V) de rang 1 sans torsion, on
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a c1(V)g 201(2) .

2') Pour tout morphisme injectif de 0y (k) dans O(V) , ona 2kg c, (V)
n

5) nO(v (1)) =0 .

norm

DEFINITION.- a) Un fibré vérifiant les conditions de la proposition 5 est appelé

stable.

b) Un fibré vérifiant les conditions de la proposition 5' est appelé semi-

stable.
La propriété 4) n'entrafne pas 1), 2), 3) sur un espace quelconque ([_8,9]).

Un fibré non stable est appelé instable.

Exemples.- Les fibrés décomposables de la forme O[p (a) @ OP (b) avec
n n
]b - a] < 1 sont semi-stables.

Le fibré tangent & IP2 est stable.

I1 existe des fibrés non stables et non décomposables sur P (Horrocks,

3
A construction for locally free sheaves, Topology 7).

Le fibré associé & une correlation triviale sur IP3 est stable (§13). On

ne connalt pas de fibré stable sur an avec n 2 5

§7. Démonstration de la proposition 5.

Pour prouver (1) o (2) , 11 suffit d'utiliser la proposition 4 et de remarquer
qu'un morphisme i : O(k)—) O(V) nul sur une hypersurface de degré 1 induit
un morphisme j : O(k+1) —> o(V) .

23 est facile.

2 34 . Supposons 2 vérifide ; soit h un endomorphisme de V . Soit
'AXO une valeur propre de 1l'endomorphisme hXO de VX . La fonction
xl——)de‘c(hX -7\XOIdV ) est algébrique sur \Pn y doncoconstante et vaut 0O en
X . Elle est constazment nulle.

0
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Soit ok=h—'7LXId .51 % #0 , alors o est de rang 1
0
noyau K de « est un sous-fibré de rang 1 de V et comme 1'image @; de

. Le

A  est un sous-faisceau de rang 1 de O(V) y Q. est sans torsion. D'apres

le paragraphe 4, lemme, le faisceau & ** est localement libre et vérifie
0, @) =0, (@) .
Appliquons 2 aux sous-fibrés K et Q, ** de T
01(3(,) < 01(V)
c,@%) =2 (B) < ¢ (V)
D'oll 01(3(,)+c1(ﬂ,)=c (V) < c,(v) ;
ce n'est pas possible, donc A =0 et h est une homothétie.
4) =}2) . Soit i O(k)—) o(v) un morphisme injectif de faisceaux tel
que 01(V) < 2k et codim{i = O}>, 2
Soit Q_, le quotient de o(v) par 0(k) . Il est sans torsion (§4, prop.
4) et vérifie c1(Q,)< k . Le fibré en droites Q, ** (pa.ragr. 4) & une classe
de Chern inférieure & celle de O(k) . I1 existe dont une injection de @ **
dans @(k) (c'est 12 ol intervient an : on se sert du fait qu'un fibré en
droites de classe de Chern 2> O a une section). la composée
Vs @ — 5 D% 5 0(k) —>V

est un endomorphisme de rang 1 de V : ce n'est pas une homothétie.

§8. Premidres propriétés des fibrés stables.

PROPOSITION 6.- Soient D le disque unité et 15 et U¥ deéux fibrés sur

P XD . Soit VX=U’

n

||Pn x {x} (resp ’w;) . Si rU'X et ‘uj}’{ sont stables

pour tout x , isomorphes pour x ;é 0 , ils sont isomorphes pour x = 0

(séparation de 1'espace des fibrés stables).

Preuve.- Soit M = f%om('@',‘lﬂ’) . Le faisceau J est localement libre et véri-
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fie par hypothese ho(%"P x {x} ) =1 pour x#0 .Si T : [Pn XD——>D
désigne la projection, 1le ?aisceau 1‘!'*% est localement libre de rang 1 hors
de O et sans torsion. Il est donc localement libre en O et isomorphe & OD
(comme tout fibré en droites sur D ). En utilisant le morphisme d'évaluation
'm*ﬁ’*% SN % et 1l'isomorphisme Tr*% ~ OD , on obtient une section de 7&
et donc un morphisme non *rivial h de ¥ dans U

En utilisant la stabilité, on voit que h est un isomorphisme en dehors de
Pn X {O} . Soit @, =1Im ho . Si rg@ =0 , soit & 1'ordre d'annulation
de h sur iPn X {O} . En remplacant h par h/z‘* , On se ramene A
rg@ £0 .Si rg@ =1 , en utilisant Q,** et les propriétés 1) et 2) des
fibrés stables, on trouve 01('\70) << 01(117'0) alors que 01(’\_9'}() = 01('[0)’{)
partout ailleurs. C'est impossible.

Donc rg@,z 2 et @ est presque partout égal a 'LU'O . Par suite det h

s'annule au plus sur une vsriété de codimension > 2 . Elle ne s'annule donc

pas et hO est un isomorphisme.

PROPOSITION 7.- Soient S une variété réduite et 1Y un fibré de rang 2 sur

. A $ i
an X S lors {s"@’,ﬂ)n X{s} non stable} est fermé pour le topologie de

Zariski de S (M&ums énoncé pour "non semi-stable").

Preuve.- Le faisceau ‘U’lu? % {s} norm est OS—plat (resp lP « {Sl norm(—1))
n n J
0
On utilise alors la semi-continuité de si—h (1% (resp
'[Pn x { s} norm

S'_)ho(v'll?n X {s} norm(-1)) :

PROPOSITION 8. - Si V est de rang 2 sur [Pn stable sur un hyperplan, alors
V est stable. (Méme énoncé pour les semi-stables).
la réciproque est vraie pour un hyperplan générique de E’n avec n > 3

Elle fera 1'objet d'une étude plus détaillée dans le cas n =3 .
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§9. Résultats principaux.

THEOREME 1.- Soit V un fibré de rang 2 sur @n(c) . Le fibré V est semi-

stable si et seulement si d =0 ou 1 .

THEOREME 2.- Soit V wun fibré de rang 2 sur Pn(C) y 0> %3 , sans droites

de saut. Alors V est décomposable.

THEOREME 3.- Soit V un fibré de rang 2 sur Pn(c) vérifiant d = 0 . L'en-

semble S des droites de saut de V est le support d'un diviseur dans Gr(1,n)
2

c
de degré ot ot Si )LZ(S) est la "multiplicité" de ce diviseur en £ , on &

1
a(e) < 2 p,(s)

Le diviseur S(V) dépend analytiquement de V .

TH@OREME 4.- 81 V est un fibré stable de rang 2 sur P3 distinct du fibré

associé & une corrélation nulle (construit plus loin), il existe un ouvert UL de

3

Le théortme 1 est dfl & Grauert-Mulich. Une démonstration se trouve dans [ 1 ].

Px = ¢r(2,3) tel que V’h soit stable pour h € L

Le théoreme 2 est dfl & Van de Ven (!32 ]).

Les théordmes 3 et 4 sont dlis & Barth ( [1 ]).

Le théoréme 4 est valable en toute généralité dans Pn , avec n) 4 , avec
cette restriction qu'on ne connalt pas de fibrés stables sur Pn avec n > 5 .

La démonstration du théorsme 1 fait 1'objet du §10, celle du théordme 2
1'objet du §11, celle du théoréme 3 1'objet du §12, et celle du théoreme 4 1'objet

du §14 .

§10. Preuve du théordme de Grauert-Milich (cf. §9).

A) Construction dans la variété des drapeaux.

Soit V wun fibré de rang 2 sur Pn(c) de type générique (0, -d) avec d > 1

(nous dirons que V est de type (a,b) sur une droite /£ si
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VIEZ Oz(a) ® Ol(b)) . Prenons m<*= 1 dans la construction du §2 b). Le fais-

ceau cohérent q*V , de rang 1 car d» 1 , est normal (§4) ; en vertu de

F

la. proposition 3 (§4), il est localement libre. Il existe donc un entier A

unique tel que q*VF soit isomorphe a OGrO\)

PROPOSITION 9.- Si d » 2 , le faisceau q*VF est trivial.

Preuve.- Soient E le morphisme canonique q‘*q*\lF dans VF et Z 1'ensemble
des points de F ol E’, stannule., Si £ €W =Gr - 5 , ensemble des droites

ordinaires de V , ona q/V

0
F(z) =" (z,v‘l) .

Par suite le morphisme E en (X,Z) est non nul pour tout x € £ et on

a donc q(Z)C S .

a) LEMME 1.- Il existe un fermé T de S tel que

1) 8i £€ S -7 etsi V estde type (k,-k-d) sur £ , la fibre

q—12 NZ de qlz est constituée de k points distincts ou non.

2) L'ensemble T est de codimension > 2 dans Gr . En particulier 2

est de codimension > 2 dans F .

Soit £ wune droite de IPn considérée comme point de Gr . Soit L. une réso-
lution libre locale du faisceau gratte-ciel ¢(2) . Soit K, = Q{*L.@VF .

Considérons les deux suites spectrales des foncteurs hyperdérivées de dy s

de termes
B - I - 1 - b
E)7" =RqH  (K) et "B’ =H_(R a4K,)
T y 2,0 a
One 'B)’" =0 pour b £0 et E) 2 H (l’vll) . Comme g est plat,

1 b a,b ‘. b
RigK, =L, ®RqV, . le terne "E)’ s'éerit donc Tor_a(R q*VF,w(Z)) et

a pour aboutissement H'(ﬁ,Vu) .

On en déduit la suite exacte
i

1 0 1
0 — Tor, (R q,V.,€(£)) — q,V @€(£) —H (z,vw) —> Tor (R'q,V,,¢(£)) — 0

Soit T 1le fermé des points £ de S ol Tor2(R1q*VF,C(1)) £0 . C'est
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1'ensemble des points £ tels que la dimension cohomologique de R1q*VF en £
soit supérieure ou égale & 2 . D'apres [6], T est donc de codimension > 2

Soient £ § T et x € £ ; la fléche i est alors injective de méme que la

fléche 1iQ® 1

@(X,l) , du diagramme commutatif
i@t
¢(x,2) 0
Lo,V ®c(4) J® ¢(x,) ————<X—-29H (l’vlz)g’ ¢(x, )
B(X,f) evalX

S\ VX®©bgl)

Notons (k,—k-d) le type de V sur £ . L'image de 1 ® 1 est de dimen-

e(x,2)

sion 1 donc engendrée par une section s de V P

La fléche E;( s'annule alors exactement aux k 2zéros de la section s

X,ﬂ)
d'ol le 1 .
Si £ €T , la fleche i est nulle donc aussi %Z(X 2) pour tout x .

L'ensemble Z ne contient de fibres entigres de g qu'au-dessus de T ; il est

donc de codimension > 2 dans F

b) Rappel.- Soit E wun fibré sur une variété X . Soit P(E) 1le fibré en espaces
projectifs des droites de E ; posons EP(E) =F X XP(E) . Soient SP(E) le
sous-fibré universel de EP(E) , dont la fibre en un point de P(E) est la

droite de E correspondante, et QP(E) le quotient EP(E)/SP(E) . L'espace

tangent vertical TRe P(E) relatif 3 1la projection sur X est canoniquement iso-

1

morphe & Hom(SP(E)’QP(E)) .

c) L'application };!F 7 induit une application & de F - Z dans P(V)
commutant aux projections sur Pn uniquement déterminée par la formule

* = * s .
£ SP(V) glF _ Z(q q*VF) .51 £ €W , 1a droite &(x,4) de V. oestla
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trace de 1l'unique sous-fibré trivial de V]£ dans VX

d) ILEMME 2.- 8i d» 2 , la dérivée T ¢ de ¢ relative sux projections

Rel

sur Pn est nulle au-dessus du point générique de Pn

Soit x un point de Pn par lequel passe une droite £ € W . Le diagramme

F -2 ———————9 P(V

\/

se restreint sur £ au diagramme
EV
F - z’ ‘———>P(V|Z)
£

N

I1 suffit de montrer que T E’ est nulle.

Rel £

C'est un morphisme de T_ _(F - Z)ll dans & *TRelP(VIZ) . Comme F = P(TP)

Rel

et T

~ N
‘Pnf‘ 212 @ (n-1) 02(1) on a d'aprés b)

T :(n-1)0£(-1)®oF!Z

Relez

D'autre part

TRelP(VV) ~ Hom(S )’ Q,P(V

E Il

Comme V ﬁoz$og(—d) , on a

2
*| = 3 o~
€%p(v, ) S]F - z|Z(q*q*VF) = 0,80 g,

|2
et

F-2Zle -

E*Q?(VM i~ OZ(—d) ® 0

Le morphisme Efz induit donc un morphisme de (n—1) OZ(—1) dans

TRel

O[(-d) , mul car d» 2 . Ceci prouve le lemme 2 .
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e) Fin de la preuve de la proposition 9 .

Soit x € En au-dessus dugquel € est constante. L'espace qp—1{ x} est un
espace projectif P de dimension > 1 d'aprés le lemme 1 , si x est choisi
suffisamment général, Z est de codimension > 2 dans p-1x . On a

* b * ¢ - . 24 * -1
q OP(l.)!p_1X Zﬁi £ SP(VX) S OP 1X _g Les fibrés q Op(“-) et Op i <}

isomorphes en dehors des points d'une variété de codimension > 2 , sont isomcr-
phes
(cf. par exemple §4).

On a donc 3\ =0 et q*V trivial, c.q.f.d.

F

B) Dreuve du théortme de Grailer—Millich.

Soit V un fibré de rang 2 sur Pn

a) V semi-stable d =0 ou 1 .
Si V est de type générique (0,-d) avec d>» 2 , d'apres la proposition 9 ,

on peut trouver un morphisme injectif de QP dans V ; d'aprés la condition
n
2' de la proposition 5' , le fibré V n'est pas semi-stable.

B) d=0 ou 1 =7V gemi-stable.

Supposons par exemple d = O ; soit 1 un morphisme injectif de OP (K) dans
n
V il se restreint sur une droite générique £ en un morphisme # 0 de Oz(k)

dans O d'oh 2k €c¢ (V) . On conclut alors & 1l'aide de la condition 2' de

£ 1

la proposition 5'

§11. Preuve du théoréme de Van de Ven (cf. §9).

PROPOSITION 10.- a) Un fibré de rang 2 sans droite de saut sur P avec n2 3
n

est décomposable.

b) Tout fibré de rang 2 sans droite de saut sur PZ et indécomposable est

isomorphe & un Tfp4a)
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Preuve.- Soit V un fibré de rang, 2 de type (o, -d) sur toute droite de Pn .

Nous utiliserons les deux résultats de topologie rappelés ci-apres.

+ +
PROPOSITION 11.- Soit G = G(Z,Cn 1) la. grassmanienne des 2-plans dans @n f
2
(ou des droites de Pn ). On désigne par W, € 5°(¢,2) et W, € H4(G,Z) les
classes de Chern du sous-fibré universel de rang 2 de G X ®n+1 sur G

Alors

z [w,0, /R E(0,2)

ol 1'idéal R des relations est engendré par des classes homogenes de degré

2
total > 2n . En particulier, il n'v a pas de relation entre w1 et w2 ,

2
sauf pour n =2 , auquel cas W, = w1

PROPOSTTION 12.- Soit F 1'espace des drapesux { hC ko @n“} , avec
dim h =1 , dim k = 2 . Considérons le diagramme
r 2 e
n
1]
G
_2 p et gq sont les projections ceanoniques. On pose u = c (p*‘@(1)) . On a

B ((c,2) [u] /(u‘%w; =w,) ~ H(F,2)

(%)
Démonstration de la proposition 10.- &) Supposons V sans droite de saut de

type de scindage (O, -d) , avec d > 0 . Soit V' = p*V ; 1l'image directe

L = q*(V') est un fibré de rang 1 sur G , dont la classe de Chern s'écrit

o

c1(L) =X w avec oA

1 Z . De plus, le morphisme canonique sur F

ev : q*(L) = L' —_ !
est partout non nul. Par conséquent, le conoyau de ce morphisme est un fibré de

rang 1 de classe de Chern, en posant 02(E) = 02u2

(%) Cette déuonstration nous a été communiquée par J. Le Potier.
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1—du+cu2

2
1+ o(w,[
=1 - (au + o(w1) + 02u2 + d oku, +0'\2wf ...
) 2
= - (du + K + (dxX - -
1 ( u w1) ( <:2)uw1 + (o< w1 02w2) +
I1 en résulte ¢, = d
22
A Wy o= ey, = 0
Supposons n > 2 ; alors d'apres la prop. 11 , & =0 . Par suite, le

morphisme ev ci-dessus provient d'un morphisme injectif de fibrés :

O_——)V

et par suite V20O ® 0 (-4d)

Supposons n = 2 . Les relations ci-dessus s'écrivent c, = dex et
2

02 = X . Par suite, o((ok -d4) =0 .81 A =0 , on termine comme dans le
cas n>2 : V se scinde. 51 ;é 0 , A=d . On considéere alors le mor-
phisme canonique au-dessus de IP2

(¢}

F— s P(V)
\ /
b 4
2

défini par le sous—fibré L' = gq*(L) de V' , et tel que ({;*@P(V)(-O =1

La différentielle verticale d¢@ : T(F/[Pz)——}T(P(V)/[PZ) s'interpréte comme
un morphisme

0,(-1,2) — 6,(-4,24)
ol 1l'on a posé @F(a,b) = p¥ 6[? (a) ® OG(b) . I1 en résulte gue pour d > 1

n
cette différentielle est nulle ; par suite, L' provient de [P2 et X =0

’

’

ce qui est contraire & 1'hypothese.
Par suite, d =1 . On a alors la suite exacte

00— GF(O,-‘I)_> V' — (QF(—1,1)_~> 0
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qui donne par image directe par p: V<= T(—2) .
b) Supposons 4 = 0 . Alors W = q, V' est un fibré de rang 2 ; on a un
isomorphisme sur F
ev : Q*W V!
I1 en résulte que le fibré W est trivial sur 1'espace projectif
Gx = { £ €EG, X, €L } ol XO est un point de En . L'isomorphisme ci-dessus
o

R . -1 .
donne une trivialisation de V' sur gq (GX ) ; le morphisme
0

-1
q (GX )-——3 Pn
3
étant 1'éclatement de X dans Pn , orr voit que la trivialisation ci-dessus

provient d'une trivialisation de V sur Pn

D'ol la proposition.

§12. Preuve du théordéme 3 : calcul du degré de la variété des droites de saut.

a) Supposons donné un fibré V semi-stable avec C1(V) =-2 ., Soit S 1'hyper-
surface des droites de saut de V . Le faisceau cohérent q*VF (cf. §10) est
sans torsion et nul presque partout ; il est donc nul.

Soit 0——sA — 3B —>»V ——>0 une résolution de V par des faisceaux

b
localement libres avec B = @ O(bi) , bi < 0O . On en déduit la suite exacte
i=1

(1) 00— R1q*AE;—§~% R1q*BF —_— R1q*VF-———>O . D'autre part, la restriction

de la résolution de V & une droite /£ donne la suite exacte

)—> 0 .

0 — (1)) —H () —H(3) — (),

£

De la constance de hO(V][) - h1(Vl P

que h1<A!Z> est constant et donc R1q AF localement libre.

) et de h1(Bl ) quand £ varie, on déduit

*

On déduit d'autre part du diagramme commutatif

H1(Av) _ H1(B|Z) ————>H1(V] ) ——— 0
s A
Rqh,®¢ (£1)— R q,B 6C (2) —>R1q*VF®®1(£) —0

£
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1
que la fibre vectorielle du faisceau R q*VF en £ est H1(Z,V|l) . Soit

1
T=R q*VF ; le faisceau Qf a pour support S . Comme S % Gr est fermé, les

faisceaux R1q AF et R1q*B

< , localement libres, sont de méme rang.

F
b) Plus généralement, soient S une sous-variété d'une variété G et T un
module cohérent porté par S .

Une résolution 00— L2~—§—§ L1 —_— 7f-———> 0 de cﬂ par des modules lo-

calement libres fournit une section D de /\maXL2 ® (/\II]BLXIJ1)_-1 noté DL 1 .
1772

LEMME 1.- &) Le fibré D L ne dépend pas, a,isomorphisme pres, de la résolu-
1772

tion choisie.

b) Si D est le diviseur des zéros de D , si £ €S et si X est un

disque ouvert centré en £ coupant S transversalement, la multiplicité rL(ﬁ)

@_ﬂ) en £ est égale & ho(f]X)

Le a) découle du b).

Preuve du b).— Comme X est transversal & S la suite exacte

OHL26—>L1—9{—-’>O

se restreint & X . En trivialisant L L

1 5 s 01 obtient
& . T
0—-—s r0, —> r0, —— —> 0
X X |x
L'entier }L(i) est 1'ordre d'annulation de det§ en O . On en déduit, par

récurrence par exemple, 1'égalité 'x(i) = ho(ﬂflx)

c) Dans le cas qui nous préoccupe, la résolution

0 — R1q*AF —_— R1q*BF —_ qu*VF —> 0
donne un diviseur & support S , indépendant de la résolution de V choisie,
et,dont la multiplicité en un point £ € S est hO(R1q*VF]X) oui X est un
disque ouvert coupant S transversalement en £ .

Soient z1...z des coordonnées locales en £ telles que

2(n-1)

X = {|z1{ N T 0}
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On a

2 ) = v i o) e
e e

)

~ T ):h%f@cm):h’wl
(Z1,...,Z2(n_1)){

£

Si (k-1, -k-1) est le type de V sur £ , ona h1(VM) =k d'oh 1'inégalité

d(£) < 2W(4) qui démontre la 2tme assertion du théorime 3

d) Calculons le degré du diviseur construit en b). Soit /£ une droite ordinaire
de V ; si P est un plan contenant £ , le fibré VIP est semi-stable d'apres
le théoréme 1 . D'autre part, 1l'ensemble P* des droites de P est une sous-
variété de degré 4 de Gr(1,n) (en effet OGr(1)|FW'3 OP*(1) ). Le degré de

S dans Gr(1,n) est donc égal au degré de la variété S_ des droites de saut

P

de V’ : on est ramené au cas n = 2

P

e) Pour n =2 le fibré A est décomposable.

Rappelons en effet le lemme des syzygies pour un module gradué.

Soient K un corps et A = K[xo...xp] 1'anneau gradué des polyndmes & (p+7)—

variables.

Soit M un module de type fini gradué sur A . Pour toute résolution

projective L de longueur p de M , Lp est libre sur A

Soit M 1le foncteur qui & un faisceau cohérent F  sur P2 associe le
. 0
C1[xo,x1,x2]—module gradué @ H (P2,77(n)) . Le foncteur I est exact, défi-

nez
nit une équivalence de catégories et transforme les faisceaux décomposables en

somme de fibrés en droites, en /N -modules libres. Il résulte du lemme énoncé

plus haut que le fibré A du a) est décomposables sur PZ .
f) Notons A =@ o (a.) B=®0_ (b.) , a,b. <0 .

. P, 1 . P, i i’73

i 2 J 2
Comme

1 1
deg S = C1(R q*BF) -c,(r q*AF)

1
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on &a

deg S = Z‘C(Rq*o(b))— EC(Rq*O(a))
j i
Calculons 01(R1q*0F(m)) avec m < 0 .- Soient M 1la variété produit PZ X P*2
et P et Q les projections. la sous-variété T de 1TT est une hypersurface

dont le faisceau d'idéaux est P*OP (-1)® Q*OP*(—T) . On a donc sur 17 la
2 2
suite exacte

0 — P*0 (m-1)®q*0_ (-1) —» P*0_ (n) — 0_(m) —> 0
5 E, P, F

En prenant les images directes par @ on obtient la suite exacte

1 2 2
0-—>R q*OF(m) —> R Q*P*OIPZ(m—T )® OPE(_” —> R7Q,P¥0, (m) —> 0

2
RZQ P¥0_ (m-1) = hZ(O (m=1)).0
*F E, B3

1
Donc c (R q*OF(m)> = - 5 m(m+1) .

La formule c(B) = c(A)c(V) liant les ai’bj aux classes de Chern de V

donne alors deg S = OZ(V) - 1 qui est le résultat annoncé pour c, = - 2

c
Pour c1 quelconque on remargue que CZ(V> --—l(V) ne change pas si 1'on tord
v

§13. Classification des fibrés semi-stables dont 1'hypersurface des droites de

saut est de degré 1 .

D'aprés le théoreme %, cela revient & classifier les fibrés semi-stables V dont
les classes de Chern sont ¢, = 1 et 01 =0 . On notera Nn 1'ensemble des
classes d'isomorphismes de tels fibrés.

A) Cas n=2 .

Une droite de Pg représente l'ensemble des droites de EZ passant par un point
x .L'application de N2 dans l'ensemble des droites de P§ qui & un fibré

associe le diviseur de ses droites de saut définit donc une application S de

N2 dans PZ par composition.
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PROPOSITION 1%.- 1) Les fibrés semi-stables sur lP2 vérifiant c¢

il
[}
ot

c1 = 0 gsont instables.

2) L'application S est bijective.

Posons x = s(V) . Comme la variété PN des droites de saut V est lisse,

on & pour tout £ € Y. , i.e. pour toute droite £ de IP2 passant par xo ,
}Lz.(l) =1 . Il résulte du théoréme 3 (§9) que pour tout £ ¢ L , a(s) = 2
Soit X la variété des couples (x,£) € P, X PX tels que x € £ et que £ ¢€ z
Notons p : X — PZ et q : X — Y  les applications induites par les projec-
tions. La variété X peut encore se décrire comme 1'éclatement de X dans IP2
Posons D = p_1(xo) . L'application gq est fibration en droite projective qui
induit un isomorphisme de D sur Y . Pour tout £ € T , On &a

V‘/Z ~ 03(1) ® OJZ(_1) . Par suite q*p*V(-‘I) est un fibré de rang 1 sur L
donc de la forme OS (-=\) . Le morphisme d'évaluation

ev : q¥0_ (-\) — p*V(—1) est un isomorphisme sur un sous-fibré de rang 1 de

pX

p*V(—1) . Le fibré quotient est de rang 1 et on-a donc une suite exacte de

fibrés

0—s %05 (-1) — p¥V(-1) — a*0 ()@ p*OlpZ(\) ) —0 .
Comme la restriciton de p*V(-1) & D est un fibré trivial de rang 2 , on a
K = x‘ et A > 0 . De méme en se restreignant & une fibre de q , on cons-—
tate que V = -2 |, Notons v et d les classes d'équivalences rationnelles

des fibres de q et de D . On a c1(q*02(i7\)>=f7\v ,

c1(p*OP2(—2)) —_2v-2d . Comme v =0 et v.d =1 , on a
2 = czp*V(—1) =2
et par suite A =1 . On a donc une suite exacte
0— q*ozm — p7(-1) — a*0 - (1)® p*oPZ(—z)__>o .

1
Comme R p,9*0 (—1) =0 , on en déduit une suite exacte

z
(*) 00— 1,0%05 (-1) — V(-1)— @ —>0
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ol p*q*OX:(—1) et Q sont localement libres de rang 1 en dehors de Xo

Montrons que p*q*ozz(—1) est un faisceau normal. Il suffit pour cela de montrer

aue #0(R,,p,a%05 (-1)) = BB~ {x} ,p,a%05 (<1))

0 . Mais

2

p*q*oz (—1)‘@2 - {XOS est isomorphe & O (—7)]@ - ixO§ et comme %PE(—1)

L]
o

(-1)) =0 . On en déduit les

0, .
est normal, on a H (E2— {Xog ,%PZ(—?)) =H <P2’O,2

P
égalités cherchées car p*q*OE (=1) est sans torsion. Par suite (§4),
p*q*O[ (—1) est localement libre et comme il est isomorphe & QP (=1) sur
! 2
P2 - {xog , 11 est isomorphe & O 2(—1) . BEn tensorisant (*) par O 2(—1) on

P P
obtient donc une suite exacte

00— 0 5 TV 5 Q' —s0 ,
et o est une secfion gqui ne s'annule qu'en xo avec la multiplicité 1 car
CZ(V) =1 ., Soit Q' le bidual de Q' . Comme Q' est san: ftorsion, on a une
injection de Q' dans Eﬁ , et comme Q' est localement libre en dehors de

XO , le quotient R = Q'/Q' a pour support XO . On a donc une suite exacte

o—_»,OELVﬁﬁ@ — 3R — 50

P
Comme le support de R est de codimension 2 , cette suite exacte fournit un
2 2
isomorphisme AV 20 5 ®O Q' et comme C“(V) =0, 0,2 AV~ Q'
P EZ P

On a donc une suite exacte

o__eozi,v_;,OZ__v,R_)o
P P

Comme XO est un zéro simple de o , on constate que par un calcul en coordon-
nées locales que R = C(XO) .
I1 en résulte tout d'abord que V est instable car il possiéde une section.

Ensuite la construction précédente associe & V une extension, élément de

2(

Ext C(XO),O 2) , définie & un facteur scalaire preés. Comme Extz(m(xo),o 2)'2 [4
P P

on en déduit que S est injective. Enfin pour x € PZ , notons IX 1'idéal des

fonctions qui s'annulent en x . On a Extj(IX,O 2) = C1 , d'ol une extension

P
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o_ﬁomﬁ —s V! '_71;{,'—”0 .
On constate que V' est un fibré de rang 2 tel que cq(V') =0 , cZ(V') =1

et par suite S est surjective.

B) Etude des hyperplans de Gr(1,n) pour n32 3 .

Rappelons (§2) gqu'un hyperplan de Gr est donné par définition par une section

B du fibré A2Sér ol SGr désigne le sous-fibré universel de rang 2 de
+ 2 n+ ,
®gr1 . Si Pluc désigne le plongement Gr — >P(A @n 1) donné au §2 , on a
2 0 2 2 n+1
* = * * ~ *
A"y, = Pluc OP(A2®n+1)(1) et H (A sGr) ~ A°C .
2 P ~ o
Soit B wune section # 0 de A Sér . On désignera par B la forme bili-
(s ¢ n+1 . . . Ry
néaire alternée sur C associée. Notons Eﬂ le point de Gr(?,n) associe
+
& un plan P de ¢ !
+ ~
a) LEMME 1.- Une droite £ de Cn ! est dans le noyau de B si et seule-
ment si, pour tout plan P contenant £ , on a B([P}) =0 .

I1 suffit en effet de constater que, si x et y sont deux vecteurs de
+ [
Cn ! dans un plan P , la valeur sur le couple (x,y) de la forme bilinéaire

alternée B([P]) est §(X,y)

b) LEMME 2.- Si un hyperplan de Gr est le diviseur des droites de saut

d'un fibré semi-stable et si n» 3 , la forme bilindaire alternée associée sur
n+1 Lo
c est non dégénérée.

(*)

Preuve .- Soit V semi-stable tel que S(V) soit 1'hyperplan H défini par

~
une forme B et que c1(V) =0 .
. ~ . . +
Si le noyau B contient une droite L C Cn f , 11 existe un sous-espace E

de dimension 4 , contenant L et tellque %/E soit non nulle. Le fibré V/P(E)

est semi-stable (Th.1), et il suffit donc de démontrer le lemme lorsque n =3 .

(*) Démonstration communiquée par J.-L. VERDIER.

59



EXPOSE 4

D'apres le lemme 1, le noyau de B est un sous-espace de dimension 2 de (134
qui correspond & une droite a C IP3 . La variété des droites de saut est alors
la variété des droites qui rencontrent & . C'est un cbne quadratique C de

dimension 3 de sommet & , de base une quadrique lisse de dimension 2 .

Notons '(\IJ—T—'—->C la variété lisse obtenue en éclatant a dans C . Le mrophisme

™ permet d'identifier C - a a T - T"_1(a) . Posons T = ﬁ—1(a) . Notons

~

~ ~ ~
X la variété des couples (X, £) oh x € P £€C et x € T(£) . Notons

5 i
p: X— [P3 et q : X —)‘5 les projections. Powr toute droite £ de P3 ,

£N a = QS , notons ch C-a=C-T 1la quadrique des droites de {P3

qui
rencontrent a et £ .

Toutes les droites £ ;é a , £Na ;é ﬁé , sont des points lisses de C
D'aprés le théoréme 3, pour toutes ces droites on a V/£ = 0(1) ® 0(-1) . Par
suite pour tous les Z de EJ) -T , V(—W)/T‘T (Z) est isomorphe &4 0 ® O(-2) .
Donc q*p*V(-1) est un faisceau de rang 1 sur ¢ , sans torsion et normal car
q est une fibration et X est lisse. Donc L = q*p*V(—ﬂ est un faisceau loca-

lement libre de rang 1 (prop. 3). On en déduit une suite exacte de faisceaux

sur X
ev.
0—s q¥L ——5 p*V(=1) —> M —> 0
Le faisceau M est sans torsion de rang 1 . Il s'injecte dans son bidual M**
qui est localement libre de rang 1 . On a donc une suite exacte

0— q¥L — 'y p*¥V(-1) —> M¥* —5 R —30 ,

et comme le morphisme d'évaluation ne s'annule qu'en codimension 2 , le support
de R est de codimension » 2 , contenu dans q_T(T) . Comme

c1(p*V(—1)) = 01(p*0(—2)) , on & M** = q*L"1 Q@ p*O(—2) . D'olt une suite exacte

(1) 0 — g*L —3 p*T(=1) — ¢*17'® p*0(=2) —» R —> 0
Soit £ wune droite de P3 , £ }{ C . Alors p_1(,€) est une quadrique qui se
projette isomorphiquement sur Q[ c C et qui est disjointe de q—1(T) . Par
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suite la restriction de R & p_1(£) est nulle. On a donc une suite exacte sur

(2) 0— q*L/0" (£) — p¥V(=1)/p" 1 (£) -~ a*L7'® p*0(-2)/0" (£) —» O .

LEMME 3 .- Soient XK une gquadrique lisse de dimension 2 , E un fibré trivial

de rang 2 sur K , Nc E un sous-fibré de rang 1 . Alors N est trivial

sur un systéme de génératrices de K

Un tel sous-fibré fournit une application K-L))P1 . 81 Y est constante,
N est trivial, sinon il existe deux points distincts Vo0 Vs dans P (K) .
Soient g et g' les classes d'équivalences rationnelles des génératrices de
K . Pour tout y € IP1 , la classe d'équivalence rationnelle du diviseur '}"—1(3’)
ne dépend pas de y . On a donc ['Y_1(y1)] = [/y_?(y2)] =og+ Bg' et
comme /Y\q(y?) N 'X\_1(y2) e Qf on a, dans l'anneau de Chow de K |,
(o(g + Pg')z =0 . Ce qui donne 20((3gg' =0 . Donc & ou (3, est nul,
d'ol le lemme 3 . |

Notons €r la classe d'équivalence rationnelle du systéme de génératrices
sur p‘1(;g)°_~g Ql telle que p*o(—1)/p'1(/g) =0 _1( )(gﬁ) , et gp la classe
d'équivalence de 1l'autre systéeme. On a L/Q[ = g(oﬁépwt(g,gw) pour deux entiers
A et (3 convenables. Comme £ est une droite ordinaire de V , V/[ est
un fibré trivial de rang 2 . La suite (2) donne donc une suite exacte de fibrés

0— OQl(d &, PEy ey ) — Oéz — OQl(-o‘ £, PEyEn ) —0

On voit donc (lemme 3) que deux cas seulement sont possibles : ou bien

L/ng oQﬁ(pg") , ou bien L/Qg ':‘. OQZ<°(gp—gn> .

Rappelons que l'anneau de Chow de Ql est

. 2 2
a'(q)) = Z[gp,g" ]/(gp,gﬁ) ,
que C est le complété projectif d'un fibré vectoriel de rang 1 sur @ de

bidegré (1,1) et que par suite
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o 2 2 2
A(C) =12 t t+t +
(©) = 2ls 08 »t)/ (e e, 8 e re )
oi t est la classe de T , et qu'enfin X est un fibré projectif associé a
un fibré vectoriel de classe de Chern W1 =t + gp ey W2 = tg
et qu'on a donc
B o - 2
AT(x) =a7(c) [n]/(n —W1h+W2)
ou h est la classe de l'image inverse des hyperplans de &33 .
D'aprés ce qui précede, on voit que deux cas seulement sont possibles pour
L ; ou bien L = Pgﬁ, + y\t , ou bien L = o(gp - 8 + /X\t . Enfin comme

- 2
R est contenu dans q 1(T) , i1 en résulte que sa classe [R] €A (X) est

du type

It

(2]

On & c2(v(—1))

- t. + +
(mgp ng, rt)

)

2h“ . Donc 02(p*V(—1)) = 21’12 . De la suite exacte (1)

résulte 1'égalité

N2
- [r] + Cz(p*V(—1)) = - c1(L) ZhCW(L)
Remarquons que tgp . tgﬁ Y gpgn , ht hgp . hg‘n forment une base
2 P
de A (X) . Compte-tenu des relations le premier membre s'écrit

- [r] + Cg(p*V(—U) = (m—r)tgp + (n—r—2)tgﬂ - nggn
+ 2ht + 2hgp + 2hg
Le dernier membre s'écrit, dans le premier cas
-c (L)2 - 2he, (L) = /thg + Y(y—E(a)tg - 24ht - 2phg
! 1 P L ™
d'olu une contradiction car gpg.ﬁ ne figure pas dans le dernier membre. Par

i = A& - +at .0 d
suite L gp & fX\ n a donc

2 , 2 2
01(L) 2hc1\L) Yot A te, * *E By

Q«Y\ht - ZD(hgp + hen

d'ol encore une contradiction car les coefficients de hgﬂ sont distincts.

C) Cas n>/4
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PROPOSITION 14.- Il n'existe par de fibré semi-stable sur Pn avec n 4 tel

e, = c, = .
que ¢, 1 et 1 0
Supposons que V soit un fibré semi-stable sur Pn vérifiant c, = 1 et

a) Si ny 3 , d'apres le B) lemme 2, il définit une forme alternée non
dégénérée sur Cn+1 ; il n'existe pas de telle forme si n est pair ; donc
n est impair.

b) Soit alors £ une droite ordinaire de V ; d'aprés le théordme 1, si
un hyperplan H contient £ , ona V 0 semi-stable ; V q vérifie aussi
°2(V|H) =1 et 01(VIH) =0 .

D'apres a), comme n — 1 est pair, il doit &tre £ 2 .Onadonc ng3

d'olu la proposition 14 .

D) Cas n=3 .
Notons E 1'espace vectoriel @4 (qui peut d'ailleurs &tre remplacé par un
espace vectoriel complexe de dimension 4 ).

L'ensemble des vecteurs décomposables de A2E* définit une quadrique de
P(/\ZE*) dont le complémentaire est un ouvert j{ affine de dimension 5 .,
En vertu du lemme 2 , l'application qui & un fibré associe le diviseur de ses

droites de saut, définit une application S de N3 dans j{

PROPOSITION 15.- 1) Tout fibré semi-stable sur IP3 vérifiant ¢, =1 et

C1 = 0 est stable.

2) L'application S est bijective.

COROLIAIRES.- &) L'opération par transport de siructure de PGZ(E) sur N3 est

transitive.

b) Le stabilisateur d'un point de N3 pour cette action est P Sp(E)

( Sp(E) désigne le groupe symplectique de E ).
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Commentaires.- L'application S munit donc N3 d'une structure de variété
analytique dont il est facile de voir qu'elle coincide avec celle de Maruyama
(ef. exposé ultérieur). En fait, on va montrer mieux : il existe une famille de

fibrés (V )

B/ Ben qui est une déformation universelle de chacun des éléments

de N .
3

Remarquons aussi que la compactification naturelle de N ne s'obtient pas

3
en lui rajoutant des fibrés semi-stables.

a) Preuve de 15.1 .

g on . 0
Soit V un fibré vérifiant 32 =1 et C1 =0 . Soit s # 0¢H (V) 5 mon-—

trons que V n'est pas semi-stable. Comme t2 =1 , la section s s'annule

au moins en un point x . Si £ est une droite passant par x , la restric-

2

tion de s & £ divisée par "1'équation"” du point x sur la droite £ donne
la suite exacte

o_>o£(1)—> Vu—y o[(-1)-7 o .

Le fibré V est donc de type (1, -1) sur toute droite passant par x ; il

n'est pas semi-stable d'apreées le lemme 2

b) Preuve de 15.2 .
On va construire une application réciproque & S
b) &) Soit B une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur E ; elle

définit un isomorphisme noté encore B de EP(E) =K @’OP( dans

E)
El*;(E) = Hom(E,C) ® OP(E)

Notons i 1'injection canonique su sous-fibré universel SP( (isomorphe

E)

\

a OP(E)(—1)) dans EP(E) et considérons la suite d'applications

t
i B i
Sp() > Ep(g) > BR(m) > SE(g)

La fléche ti (transposée de i ) est surjective.

DEFINITION.— Un complexe L1___9 LO —>1L de fibrés ol les premiere et seconde

1
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fleéches sont respectivement injective et surjective est une monade.

La cohomologie de ce complexe est un fibré de rang : rgLO - rgL1 - rgL_1
(BD -
i t'B
1
‘ . a % .
La donnée de B fournit donc la monade SP(E) EP(E) > SP(E)

Sa cohomologie est un fibré V de rang 2 .

On identifiera désormais OP(E)(-1) et SP(E)

b) @) LEMME 4.- 1) Le fibré V. est stable et vérifie ¢, =1 et € =0 .

2) L'hypersurface des droites de saut de VB est 1'hyperplan de Gr(1,3)
défini par B .

Preuve f} 1).- Considérons le diagramme commutatif

el
=i
~

«—
O & O <

(déballage de la monade)

Toutes ses lignes sont exactes.

On calcule facilement c1(VB) =0 et CZ(VB) =1 . La deuxiéme horizontale

0
donne h (Q) =4 ; la deuxiéme verticale donne alors hO(VB) =0

Ainsi VB est stable.

2) Notons pour Xx € P(E) et £ € Gr(1,3) , dX la droite de E correspon-

dant & x et Fp le plan de E correspondant & £
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La droite £ , considérée comme point de Gr , est dans 1'hyperplan défini

1 ~
par B gi et seulement si Fﬂn Fl # {O} (le signe L désigne 1'orthogona—

1ité pour la forme B ). I1 suffit donc pour montrer 2 de prouver

B! 4 2Ol

3) E=F ®@F &V
AR )

> Supposons E = FZ@ F; ; comme KX = d;' , on a pour tout x € £ ,

1 ' . 1 L
= . i xS . LY
Kx dXGB Fz On a donc 1l'isomorphisme K ’ p(E) V @ (F}Z @ O[) L'injection

i de SP(E) dans KX se restreint sur £ au plongement

SP(E)l — SP(E)‘ (23] (Fj@ Og) .D'aprés la premidre horizontale du déballage de
£ 2

1
~ ~ o0
le monade de B , on a VB’}Z- Fz®0£_2vz

© s'obtient en remontant le raisonnement de 2

b) y) Fin de la preuve de 15.2
Notons v le morphisme de 3%{ dans N3 qui & une forme B associe la classe

dans N du fibré V . D'aprées le lemme 4 , il suffit de prouver le

3 B

LEMME 5.- Si un fibré V vérifie -C2 =1 et <‘.1 =0 et s'il est stable, il est

isomorphe au fibré VB obtenu en X avec la forme B associde & V

Soit V wvérifiant les hypotheéses ci-dessus.

b) 4 1) SOUS-LEMME 1.- On a ' (V(k)) =0 pour k£ -1 , n(v(-1)) = 1.

Preuve.- Soit P un plan de P(E) ; d'aprés la proposition 13 (§14), le fibré

v P est extension d'un IX (X € P) . La résolution

00— 0. —y 20P(1) — IX(2)—> 0

I)
donne h' [T (=1)) =1

La suite exacte 0 — OP —_ V!P

— IX-——>O donne alors h1(V(—1)’ ) =1

La suite exacte 0 — V(-1) —» V —» V,_ —> 0 donne enfin

|p
h (V(-1)) ¢ 1 (car n (V(=1)) +n'(V) - 3)) =1 ) et 1'injection

0 —> HO(V‘ ) —> 1 (v(=1))

P
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Comme hO(V ) =1 (prop. 13, §13), on a hw(V(—1)) > 1 d'ol h1(V(—1)) =1 3

|p

la nullité des h1(V(k)) pour k # - 1 s'en déduit aussitdt par récurrence.

b) T 2) Preuve du lemme 5.- Considérons le fibré Q¥ T >(-7) de D

P(E

b) @ 1 . En tensorisant par V la suite exacte

0 —s oP(E)(-1) — EP(E) —>Q —»0 , on obtient d'aprds le sous-lemme 1 et
. ... .0

la stabilité de V 1'égalité h (V® 0) =1 .

Soit s # 0 € HO(VQD O) ; par composition avec 1l'isomorphisme Vo~ V¥

elle induit un morphisme de faisceaux s de O(V) dans O(Q) .

SOUS-LEMME 2.- Le rang de S est 2 .

Supposons en effet que 1'image de S soit un faisceau X de rang 1 .
Comme KN est sans torsion et V stable, on & 01(37>'> 0 (prop. 5, §6) .
Comme A * est un fibré de classe de Chern - C1(37) (prop. 3, §4) , on déduit

de la suite exacte 0 —> O (-1) —> EP(E) — Q@ —>0 1'égalité

P(E)
0 . . . .
h (97‘*69 Q) =0 ; cela contredit le fait que F  soit un sous-faisceau de Q
d'ol le sous-lemme.
D'apres le sous-lemme 2 , on a une suite exacte

o(q) g, 50

ol é; est un faisceau sans torsion de rang 1 ; en dualisant on obtient la

s

0 — 0o(V)

suite exacte

0 —99,* —s 0(@¥) —> 0(V) — > 0
Or d'aprés le sous-lemme 1, h1(V(k)) # 0 équivaut & k=-1 ., On a donc
Ei'ﬁ OP(E)(—1) et la suite exacte 0—> OP(E)(_]) —_ Q¥ — VB —— 0 donne

1'isomorphisme V 2 VB . Le lemme 5 est ainsi prouvé.

c) Remarques.- 1) Si V vérifie 92 =1 et c1 =0 , les droites de

0
HE (V(1)) sont classifiées par les couples de droites orthogonales dans PB pour

la forme alternée associdée & V
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2) Dans la terminologie de Barth, un fibré VB est appelé '"a null corre-
lation bundle".

Une corrélation C de PB est en effet un isomorphisme linéaire de [P

dans [PX ; c'est donc la donnée d'une forme bilinéaire non dégénérée B de

3

04 . L'application C est "null" si, pour tout x € P

3

5 on & x € C(x) ,

c'est-i-dire si et seulement si B est alternde.

§14. Preuve du théorime 4 : restriction d'un fibré stable & un hyperplan.

Comme il résulte du théoréme 1, la restriction d'un fibré semi-stable & un

hyperplan de Pn contenant une droite ordinaire est semi-stable.

PROPOSITION 16.- 1) Sur Pn avec n >4 , la restriction d'un fibré stable &

1'hyperplan générique de Pn est stable.

2) Sur P3 ce résultat est vrai si et seulement si le fibré V vérifie

4o, (V) - cf(v) £a .

2
Remarque.- Dans le cas 4c2(V) - c1(V) =4 , on connaft le comportement de V

sur les plans de P3 (§13 A et D).

Preuve de la proposition 16.- Le cas 01(V) impair rentrant dans le cas semi-

stable, supposons que V soit un fibré stable sur Pn , avec n» 3 et
01(V) =0 ., S'il existe un hyperplan sur lequel V est stable, ce sera vrai

pour presque tout hyperplan d'apres la proposition 7 (§8).

Supposons donc V instable sur tout hyperplan.

a) LEMME 1.- Pour tout hyperplan H sur lequel V est semi-stable, on a

hO(V'H) =1 . Pour tout o ¢ HO(V,H) , O #0 , le lieu des zéros de

est de codimension 2 dans H

Le fibré VIH a au moins une section s # 0 ; notons Y = {s = O} .

a) o) Y#@ .81 Y est vide, on a CZ(V]H) =0 d'ol e,
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V ne posséde pas de droite de saut (Th. 3) et d'apres le théoréme 2 , il est
décomposable. Mais V est stable par hypotheése ; l'assertion Y = ﬁf est donc
absurde.

a) (3) Codim ¥ =2 . Il suffit d'aprés & de montrer que Y ne contient
pas d'hypersurface . Pour cela soit f ¢ HO(O,P (k)) (k; 0) telle que s s'an-
nule sur .[f = O} ; le morphisme s/f de I(;H(k) dans V'H est injectif ;
par semi-stabilité on en déduit kg O d'ol k=0 . c.q.f.d.

a) y) h V‘H> =1 . Soit s' une section ;é 0 de V]H ; la section
sNs' de OH est constante donc identiquement nulle. Par suite, s et s'
sont proportionnelles sur le corps des fonctions de H ; si une fonction ration-

nelle s'annule, elle le fait en codimension 1 seulement ; le coefficient de

proportionnalité eppartient donc & € (d'apres ﬁ ) d'ol le lemme 1 .

b) En appliquant la construction de §10 A &4 F = F(n-1,n) et V , on prouve
de méme que le faisceau q*VF est localement libre de rang 1 , donc isomorphe

4 un OP (A) . Sa fibre au point H générique de PE est l'espace HO(H,V'H)
n

LEMME 2.- En dehors du cas n =3 , deg s(v)red =1 et s(v)red lisse, le

fibré q*VF est trivial.
Preuve.— o) Supposons n 3y 4 . Soit P un sous-espace linéaire de codimension
2 de Pn contenant une droite ordinaire £ et une droite de saut £' se

coupant en x . Un tel sous-espace existe car il existe des droites ordinaires.

Notons J 1l'ensemble des hyperplans contenant P . Si H€J , ona V "
semi-stable car H contient £ . Soit O—H € HO(V’H) une section non nulle
(Lemme 1). Alors O‘H(X) #0 . En effet si G‘H(X) =0 , alors O'H m= 0
pour toute droite ordinaire £" passant par x ; donc O est nul sur un

H

ouvert dense de H contrairement & 1'hypothése. La direction définie dans V
x

par U'H(x) est la trace dans VX de l'unique sous-fibré positif V+l' de

69



EXPOSE 4

VIZ' . Cette direction ne dépend donc pas de H et 1'évaluation en x fournit

une trivialisation de q*VF]J . Ona dimJ =1 ,d'ou N =0 et le lemme pour
ny4 .

(3) Supposons n =3 . Pour tout x ¢ P3 , notons C(x) 1'espace (réduit)
des droites de saut de V passant par x . Comme V est stable, pour tout x
dans un ouvert de Zariski non vide UV , C(X) est une courbe. Pour [ ¢ C(x) ,
on a V]Z = Ol(n(x))‘Q Oz(—n(x)) avec u(x) > 0 et le sous—fibré Oi(n(x>)<: Vll
est uniquement déterminé, notons-le V; . Pour tout £ € C(x) , notons
age) € P(VX) la direction V;,X C‘Vx . Nous allons montrer que sous les hypo-

théses du lemme 2 , 1l'application 4 : C(X)-——? P(VX) est constante pour au moins
un XO € UV . Supposons ce point acquis et démontrons le lemme 2 . Soit £ une
droite ordinaire pour V passant par XO et notons J' la variété des plans
passant par £ . Pour P € J' , V P posséde une section Ob non nulle
(lemme 1 ) et le lieu des zéros de cette section est fini (lemme 1 ). Donc

UP(XO) # 0 car sinon crpll = 0 puisque £ est une droite ordinaire. Comme P
contient des droites de C(X) , U§<Xo) appartient & la droite

d(C(x)) € P(VX) . Ceci fournit une trivialisation de et comme J' est

Vg

une droite de B¥ , ona A =0 , d'ol le lemme 2

) Démontrons que 4d : C(x)-:-; P(V ) est constante lorsque
Y/ Demontrons que x

deg S(V)red 22 , pour un X convenable dans UV . Les sous-espaces lindaires
de codimension 2 de la grassmanienne des droites de EB pour le plongement

2 (o ‘ . .
dans P(AE) sont en général constitués par l'ensemble des droites qui rencon-

trent deux droites ﬁ} et l2 en position générale. Il existe donc un tel sous-—

espace Q(l1,l2) tel que Q(£1,12)Iﬁ S(V)red soit un diviseur réduit, donc une

courbe réduite de Q(l1,£2) . Le morphisme TT qui & £ ¢ Q(l1,Z2) associe

([;ﬁ [1 , £ F\Zg) est un isomorphisme de Q(lw,zg) sur /£

X .
1 [2 Pour un

) est un schéma fini réduit.

X € £, en position générale, TY '1(x) n(@Qn s(v)r

ed
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Soit x un tel point, notons 2:(Xo) la variété des droites qui passe par
o .

x et P2 le plan engendré par X et 22 . Ce qui précéde montre que le
o

schéme 2 (xo)(W S(V)red a P2 est fini et réduit, et comme (xo)rﬂ P2 est une
droite de Gr(2,4) , le nombre de points de z:(xo)!ﬁ S(V)red N P est égal au
degré de S(V)red . Donc E:(xo)f\ S(V)red est une courbe réduite de degré » 2 .

Comme C(xo) est le schéma réduit associé a L (XO) f\S(V)r y C(xo) est une

ed
courbe réduite de & (xo) de degré z2 .

Un plen P passant par x en position générale par rapport a C(Xo) coupe
cesd k= deg(s(V)

c(xo) en nombre fini de droites £ ) . Le fibré V!

17"k red P
possede une section non nulle (yp qui s'annule en un nombre fini de points,
(1lemme 1) et cette section est non nulle en Xo puisque par Xo passent des
droites ordinaires pour V . On a donc d(l1) = d(lz) cee = d(lk) et comme ceci
est vrai pour tout P en position générale par rapport i C(XO) , l'application

d est constante.

8 ) Démontrons que d : C(XO) —_ P(VX ) est constante pour un Xo conve—
o

nable lorsque. deg s(v) =1 et S(V)red n'est pas lisse. D'apreés le §13 .

red
S(V)red est constitué par 1l'ensemble des droites qui rencontrent une droite
fixe a .
Soit P un plan contenant a . Toutes les droites de P sont des droites

de saut pour V . Il en résulte que V'P n'est pas semi-stable (Th. 1). Soit k
le plus petit entier tel que hO(P,V(k)) £0 ,et oc¢ HO(P,V(k)) , o £0 .

Ona k-1 et O ne s'annule qu'en un nombre fini X1,...,X de points de
m

P .Soit x €P , x fa , x #x. , 1ci<cmn .lavariété C(x ) est
o o o 1 ~ o

formée des droites de P passant par Xo et pour tout £ € C(x ), d(Z) est
0

engendré par < (x ) €V (k)= V . Par suite 4 : c(x ) —sP(V_) est cons-
X X
(o] o o

tante.

¢) Reprenons la démonstration de la proposition 16 . Soit V un fibré stable
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instable sur tout hyperplan , C1(V) = 0 et supposons qu'on ne soit pas dans

le cas n=3% , deg S(V)red =1 , s(v) lisse. Alors, comme q*VF est

red
trivial (lemme 2 ), on & une section non nulle de VF , d'oll une section non
nulle de V ce qui contredit la stabilité de V . Pour achever la démonstration

il suffit donc de démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 17.- Soit V wun fibré sur P3 de rang 2 , steble, tel que

c1(V) =0 . On suppcse gque

1) Pour tout plan PcC PB , VIP n'est pas stable.

2) la variété (réduite) des droites de saut est lisse de degré 1

Alors 02(v) =1 .
Nous donnerons ici une démonstration communiquée par J. Le Potier.

Soit F la variété des drapeaux du type (point, plan) de P? . Notons

- g
p:F— P3 , q: F -——)PB les projections. Soit B 1la forme bilinéaire non

dégénérée associde & S(V) (§13) et notons W< F 1le graphe de la corrélation

red
~ 0
PB-——) P3 définie par B . Pour tout plan P C‘.P3 , h (P,V) =1 (lemme 2 ),

0 [ c
et pour © € H (p,V) , O £ 0 , le lieu des zéros de O est le point conjugué

de P pour B . Il en résulte que q*(p*V) est un fibré de rang 1 sur EB .
~ ~
donc de la forme qE (ot h) ( h est la classe de la section hyperplane) et que

=
Pl

le morphisme d'évaluation

~N
ev : OF(ok h) — p*V = Vg

~

a pour lieu de zéro la variété W . En particulier sur F - W , OF(d h)|F W

est un sous-fibré de rang 1 de VF Fow o c Notons X 1la variété des drapeaux

(X,l) ol X € PB , £ est une droite de saut de V et x € £ . Pour tout
point (X,P) € F-W , le point x n'est pas le point conjugué de P . Il
existe donc une seule droite de saut £ = s(X,P) passant par x et contenu dans
P . On définit ainsi un morphisme T : F - W —X qui & (x,P) associe

(x,s(x;P)) . Le morphisme TT est une submersion. La fibre de TY au-dessus
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d'un point (x,i) est constituée par les plans P qui contiennent £ et tels

que x ne soit pas conjugué de P . Notons m : X — P la projection et

VX = m*V ., On a alors un isomorphisme canonique identifiant TY*VX 4 VF Fow "
+

LEMME 3.- Il existe un sous-fibré de rang 1 V de VX tel que

* = b
W*L OF(o( h) P - W
En tout point (x,£) 1la fibre de VX est la fibre V_ de V en x . Pour

~ -1
démontrer le lemme, il suffit de voir que pour tout (x,l) R OF(d h)/TT (x,i)

est un sous-fibré constant de VX : c'est-a-dire que pour tout plan P contenant
£ et non conjugué de x , la droite de VX engendrée par les valeurs en X
des sections non nulles de V sur P , ne dépend pas de P . Notons V; le
sous-fibré de rang 1 de V P de classe » 0O et facteur direct dans V . Pour

tout P contenant £ et non conjugué de x , et toute section ¢ de VlP ,
e % 0 , o s'annule au point conjugué de P . Donc a (x) # 0 . Une telle
£

section O se restreint en une section cr/l non nulle en x de V' . Donc

+ .
O‘/Z est une section de V}3 non nulle en x et la droite engendrée par

+ .
o(x) est (V[)X et est donc indépendante de T et de P .
Retenons de cela qu'il existe un sous-fibré V+ de rang 1 de VX qui en
+
tout point (x,£) € X a pour fibre V . Soit S la variété des droites de

£,X

saut. C'est une sous-variété de la guadrique Gr(2,4) C.P5 obtenue en intersec-

tant Gr(2,4) avec un hyperplan de P en position générale. C'est donc une

5

quadrique de dimension 3 . Soit E 1le fibré canonique de rang 2 sur Gr(2,4) N

ES sa restriction & S . Le fibré projectif associé & ES s'identifie & X

Notons n : X——> S 1la projection. Nous utiliserons 1'énoncé suivant :

LEMME 4.- Soient V, =c (8.) , v, = OZ(ES) , h= 01(0(1)) € HZ(

. 2
section hyperplane et notons encore h 1la classe n*h € H (X,Z)

@3,2) la

On & alors {H'(S,Z) = z[v1,v2]/(vf - 2V2,V§)
B (X,2) = 5°(5,2) [0]/0® + V0 + ¥

2
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2
D'aprés le lemme 4, on & H (S,Z) = ZO &) E% . Donc 01(V+) = av, + bh
1

+
Comme V est un sous-fibré de rang 1 de VX et comme C1<VX> =0 , ona

une suite exacte

+ —
0 —7 — Wy — V —s0

- +
ob V est le dual de V . On a donc
2 2
(1+02h ) = c.(vX) =1 - CW(V o,
et par suite
2 2
1 +c.h” =1 - (av, + bh)
2 1
. . 2 2
En utilisant les relations V1 = 2V2 et L + th + V2 =0 , on obtient
2 2 .2
- + -2 I =0
(02 2ab+h )th + (c2 a“+b )V2
Comme hV1 et V2 sont linéairement indépendants dans HZ(S,Z) , on a
2
02 -2sb +b =0 |,
2 2
- 2= =
02 & + Db 0
2 2
On a donc a =0 , c, == b ; ou bien a =Db |, c, = b° . La premiere solu-
. . + . 2.2
tion est a écarter car 02 > 0 . On a donc CW<V > = b(v1 + h) . CP(V) =bh
Soit £ €S .Alors n '(£)c X s'identifie » la droite Zc< P, et TV, -1
3 xln” (2)
. c s N + . PR . + / 2
s'identifie a V[ . De ce qui précede résulte que Vi = Of\b) avec b = 02

Donc le saut de V sur les droites de saut est constant et indépendant de la
droite considdrée. Soient P un plan de IP3 , O une section non nulle de V
sur P . On a une suite exacte

O—>OPT—)V~—> 0, — R —0
ol R est un anneau gquotient de Op , de suppert le point g conjugué de P ,
de longueur c¢ (V) et définie localement par deux équations f,g . On a donc

2

Rx 2 ¢ {u,w} /(f,g) . Toutes les droites passant par XO et contenues dans P
o)

sont des droites de saut de V et comme le saut est constant et égal & 2b , sur
toutes ces droites £ , 0 0 By s'annulent en XO 4 1'ordre < b, une
de ces fonctions s'annulant & 1'ordre b . Par suite les termes initiaux de f
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et g sont des polyndmes non nuls de degré b en u et w . Il en résulte

R (b2+1)(b2+2) _

que la longueur de RX est supérieure a 3 . On a donc

o 2
2 2
(b"+1)(p7+2) _ 3 < b2
2

d'ou

2

c, + c, - 4 €0
et par suite

c, = 1 c.q.f.d.
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Séminaire E.N.S, (1977-1978)

Exposé n°Vv
CONSTRUCTION DE HORROCKS ET CRITERE DE BARTH
par. Adrien DOUADY
Notations.

4

On pose T =6 , x=IP(T)=P3

€ . Pour tout espace V , on notera
VX ou simplement V 1le fibré vectoriel trivial de fibre V sur X , Si E
est un fibré vectoriel, on note ET son dual, ?g le faisceau de ses sections
algébriques réguliéres ou analytiques selon 1le gofit du lecteur. Unhe forme

symplectique sur un fibré E est une forme bilinéaire alternée, non dégénérée

en chaque point,

1. La construction de Horrocks,

2n+r

Soient V =C muni d'une forme symplectique (donc r pair) et posons
WO = @n o SOit ¢ ¢ T x WO<——9 V une application bilinéaire telle que
(i) Pour t € T non nul, l'application ot wo —>» V est injective,
(ii) Pour t € T non nul, W= @t(wo) est un sous-espace isotrope de V ,

Pour x € X , on pose wx = Wt pour t un représentant quelconque de x
Les VW sont les fibres d'un fibré W sur X et ¢ identifie WO(-1) AW,
On pose E = Wiyw .« C'est un fibré de rang r sur X , muni d'une forme
symplectique. On dit que E est obtenu & partir de ¢ par la construction

de Horrocks.

PROPOSITION 1.~ Avec les notations ci-dessus, soient X, et X, deux points

distincts de X, et D la droite passant par x, et X5e Pour gue EID soit tri-

. . . . ES .
vial, il faut et il suffit que wx et wX soient supplémentaires dans V ,
1 2

Démons tration.~ a) I1 suffit : soient t1 et t2 des représentants de X, et
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X e t = o AL 7, C b Y i éfini
5 1 t a1t1 + a2t2 Alors Vt Y 1 + ]t2 , Ce qui permet de définir
une application ot Ex —> V/WX »%WX pour tout x € D , La forme bilinéaire
1 2
induite sur W +W ~ estmnon dégénérée, cet espace est de dimension 2n |,
1 2
et wx est isotrope de dimension n , donc WX est égal a son orthogonal

dans W_ + W , autrement dit wi'f\(mz +Y_ ) =WY_ . Par suite a_ est
1 %, x X, %, X x

injective ; pour raisons de dimension c'est un isomorphisme, et on obtient ainsi
une trivialisation de E D *

b) Il faut : montrons que si v.ooet ng ne sont pas supplémentaires, le

1 2
fibré ElD n'est pas triviale. Soit u € wx N w;L un vecteur non nul. On a
1 2
u € wi— pour tout x € D , donc u définit une section de wlb « On ne peut

avoir u € Wx pour tout x € D , car u définirait une section non nulle
de W , ce qui est impossible puisque W Q»WO( -1) . La section de E, définie
sur D par u , n'est donc pas identiquement nulle, cependant elle s'annule

en x, ce qui montre que E n'est pas trivial, cC.qg.fed.

1 D

PROPOSITION 2.- Soit E un fibré de rang 2 sur X obtenu par la construction

de Horrocks, Pour presque toute droite DC X , le fibré ElD est trivial.

Démons tration.- On a c1(E) = 0 puisque E admet une forme symplectiques.
D'aprés le théoréme de Grauert-Mullich (exposé IV), il suffit de montrer que
0 . oy
H (X:E (—1)):0 . Ceci résulte de la suite exacte
L

0 —— ¥y (-2) —— V(1) —> E(-1) —> 0 ,

L .
ol HO(X;LU (1)) =0 puisque Y1 est un sous-fibré du fibré trivial Ve

et H1(X;Wo(—2)) = 0 puisque W, est trivial,

Remarque & J'ignore si l'hypothése r = 2 est nécessaire.

2. Monades.

On appelle monade sur X un complexe de la forme
0 —— W (-1) —Lsv Es 1 (+1) — 0

ou V, WO’ MO sont des fibrés triviaux sur X , Y injectif et Y surjectif,
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Le fibré d'homologie E = Ker ¥/Imf ¢ est le fibré défini par la monade.

Un fibré, obtenu par la construction de Horrocks, est défini par la monade

o-——->wo(-1) --‘-"—>v_-‘—"1>wg (1) —> 0

PROPOSITION 3,- Soient E wun fibré de rang r sur X , défini par une monade

o——->wo(~1) ——>v——->Mo(+1) —_—0

et o une forme symplectique sur E . Il existe alors une forme symplectique B

sur V et une seule telle que E muni de « soit obtenu & partir de ¢ et B

par la construction de Horrocks.

Remarque : Si V est le fibré trivial de fibre V0 , une forme bilinéaire sur V

est nécessairement une forme bilinéaire sur V. indépendante de x € X

0
Démons tration.~ Posons N = Ker¥ , ¥ =1Img , M= MO(+1) , notons Alt(M)
le fibré des formes bilinéaires alternées sur V , nulles sur Nxxw « On a
une suite exacte

0 ——> Alt(M) —— ALt(V,N,¥) —> ALt(E) ——> 0 .
Mais A1t(M) = (Alt(My))(-2) , donc Hi(Alt(M)) =0 pour i=0 et 1 , et o
provient d'une forme unique P € HO(X;Alt(V,N,w)) c Alt(VO) .

Pour tout x ¢ X , on a Wx = Ni puisque B € Alt(V,Ng,Wx) et que la
forme o, est non dégénérée, Enfin B est non-dégénérée, car s'il y avait un
vecteur non nul v € Vl'C V , il appartiendrait a wx pour tout x , donc
définirait une section non nulle de W , ce qui est impossible puisque (JQ:WO(~1).
Remarque : Si E est de rang 2 , les conditions suivantes sont équivalentes

(i) E admet une forme symplectique,
(ii) Le fibré A°E est trivial.
(iii) C1(E) =0 .

(1v) dim MO = dim WO .
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3+ Le critére de Barth,

Soit E un fibré vectoriel de rang r sur X , muni d'une forme symplec-
tique, Pour tout k €Z , posons H = H1(X 36(x)) . Par dualité de Serre, en
T 3.6 2
remarquant que ExE et que (w (-=4) , ona HY(X; €(x)) o,y o

L'espace vectoriel gradué H =& Hk est de dimension totale finie, et est un

module gradué sur l'algébre A =& HO(X;(}(k)) = S(TT) .

7 AN
THEOREME.- On suppose que, pour presque toute droite DC X , le fibré ElD

est trivial. Les conditions suivantes sont égquivalentes @

(i) E peut 8tre obtenu par la construction de Horrocks.

(ii) Le A -module H est engendré par Hoy o
(iii) ona H (x;8-2)=0 .,

Ce théoréme est la conjonction des propositions 4, 5, 6 et 3 .

4. L'implication (i) = (iii) .

3

PROPOSITION 4.- Soit E un fibré vectoriel sur X =IP°C défini par une monade,

On a Hi(X;"g(—Q)) = 0 pour tout i .

Démons tration.- Avec les notations du n°2, on a les suites exactes

0 — N(-2) v(-2) 5 Mo(-1) —_— 0

00— wo(-3) 5 1(-2) 5> E(-2) ——> 0

Rappelons que H (X:(#(x)) =0 pour k =-1, -2, =3 , i quelconque. Comme

les fibrés V, M, et W¥W_ sont triviaux, il en résulte que ' (x 3 M-2)) =0

C 0
pour tout i , puis que Hl(x;‘g(-Z)) =0 , Ceqefede

5. L'implication (iii) = (ii) .
PROPOSITION 5.~ Soit E un fibré vectoriel de rang r sur X . On suppose

que E|D est trivial pour presque toute droite D , que E ET et

i’ (x;E(-2)) =0 . Alors H est engendré comme A -module par H,
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Démons tration,- On a HO(X ,f(k)) =0 pouwr k<O , En effet, une section de
E(k) ecst nulle sur presquc toute droite, donc nulle, De méme, si Pc X est
un plan contenant une droite D telle que E D soit trivial, on a HO(P;‘c‘EP(k) =0
pour k<O ,

ona H (x38(x)) =0 pour kx<-2 , comme on le voit par récurrence
descendante au moyen de la suite exacte

0 — 1(ps5, () —> B (x;E (k- 1)) —=> ' (x:EW)

ol P est un plan comme ci-dessus,.

Par dualité de Serre, on en déduit que H2(X $€(x)) =0 pour k>=-2

Soient maintenant D une droite telle que EID soit trivial, P1 et P2

deux plans tels que D = P1 N P2 , F§,1 et §2 € HO(X ,&(1)) des équations
de P1 et P2 respectivement., On a une suite exacte a la Koszul, ou a la
Mayer-Vietoris ¢
( § )
-¥ (€ ,E)
q
0_961}{(_2) _.__)(/X(-1)2 1 %C};{ &&D >0 .

En tensorisant avec ¢ (k) , on obtient une suite exacte que 1'on peut décompo-

ser en deux suites exactes courtes @

(x,,8,)

I (x) 0

0 —5&x-2) ——=¥x-1)2

0 5> (k) —=—>E (k) C}D(k')r —s0 .
Pour k>0 , ona HA(X;%&(k=2)) =0 donc (8185 3 HE_1 — H (X3 (x))
surjectif, et 1{1(X;O]‘)(k))r =0 , donc 4 : H (X3 (X)) —> H, surjectif,
Il en résulte que tout élément de Hk est de la forme E1 h1 + !th , avec

h1 et h2 € Hk-1 s Ceqefede

6. L'implication (ii) = (i) .

PROPOSITION 6.~ Soit E wun fibré vectoriel de rang r sur X . On suppose gque

-
110()(;6(—1)) =0, Ex~E , et qu H est engendré comme A-module par H, .

Alors E pcut &tre défini par une monade,
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Remarque : La condition E trivial pour presque toute droite D entrafne

D
HO(X;‘g(—ﬂ):O, comme on l'a remarqué au début de la démonstration de la pro-
position 5 .

Démons tration.- Posons M= H_, et Al = (%O(H) . Les extensions du faisceau

localement libre J(» par é sont classifiées par

Ext! (s E) = H (Ll & §) = Mg & HY(X;8(-1)) = Hom(My 3 H_,) o

Soit O - ?{ > Q» CL/) > 0 1l'extension correspondant a l'iden-
tité de H P En transposant, on obtient une extension
) T o u @
0 O%) /% O >0 .

L'application uy @ Ext! (MC;QT) — Bxt! (tH375) est bijective, En effet, dans
la suite exacte

i (xion(ci; 1)) —— ! (6 Fon(ehs @ 1) —— 1w (xfon(els ) — nlxson(cs Al ),
les deux termes extrémes sont de la forme M; ® Mg by Hi(X;f_’,Q(—2)) =0 , Ceci

permet de construire un diagramme commutatif A lignes ct colonnes exactes ¢

<O

-
i

BN

-

o &— De—o @é—

|

o
e M X .
o €& <« _14“*‘6: &0
NV

J

LEMME.- Le fibré V ainsi obtenu est trivial,

Démons tration.— Dans la suite exacte de cohomologie associée a
0 E(-1) —> @ (-1) —>lbo —5 0,

1'homomorphisme de liaison d ¢ M, —> H est 1l'identité par définition de

0 1

l'extension @ . Tout €lément f € Ak+‘| définit un morphisme de cette suite
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exacte O é(k) Q(k) ’j{(k) —> 0 ; il en résulte que dans la suite
de cohomolcgie associée, 1l'homomorpnisme de liaison

. o/, ..
d:Aa  ON = H(Z s M(x)) —— Hy

est celui défini par la structure de A1 -module de HO ¢ 11 est surjectif
par hypothése,

Dans la suite exacte

100 5l(0) — 1 (GE8(K)) —— 1 (GE (1)) — 1 (GAK)
1'homomorphisme d est surjectif et H%X;o’ﬁ;(k)) =0 , donc H1(X;Q(k)) =0 .

T .
Par dualité de Serre, HZ(X e (x)) = 0 pour tout k . Les suites exactes

H (e (1)) —— 1 (28(%)) —— 1 (4 (¥))

- 12(%; @ (x)) — 8K B(x)) —— BA(x5ch(x))

ol H1(X;(;JIQT(1<)) = Mg ®H (%3 (Hx-1)) =0
et HZ(X;(/i(,(k)) =M, Hz(X;OL(k + 1)) =0 ,
montrent alors que H1(X;’))’(1<)) = }Ig(X:'Z}:’(lc)) = 0 pour tout k .

D'aprés l'exposé 1, le faisceau U~ cst de la forme @ CQ(pi) .
1<igr

La suite exacte

O(x; % 0 0 < 1

1 (%58 (1)) — 1 (5@ (1)) —— B (el(-1)) —— 1 (x; §(-1))
ot d est un isomorphisme et HO(X;‘g(-1)) = 0 par hypothése donne
HO(X;Q(——H) , et la suite exacte

KO0k (-2) —— 1206 VH(-1) —— 12(6@, (+1))

0 , .
montre que H (X;1(-1)) = 0 . Il en résulte que p; $O pour 1Ligr &

D'autre part, c1(E) = 0 puisque E NET , donc C1(Q) est égal a la
dimension n de M , et c1(v) =n-m=0 ., Comme c1(V) =%p; » ona

p, = 0 pour tout i , ChrCofede

Fin de la démonstration de la proposition.~ Le fibré E est défini par la

T
monade 0 w3 r«o(-1) _—V — MO(+‘I) ——> 0 , C.qef.d.
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Remarque.~ 1) Il résulte du fait que HO(X;Yg(—1)) = HO(X;[ZFk—1)) =0 que
les quatre extensions qui figurent dans le diagramme ci-dessus n'admettent pas
d'automorphismes. On peut donc considérer 1l'espace vectoriel V = HO(X;LQ)
comme "naturellement" défini par L[ . On a en fait V = H'(X,E & O')  comme
on le montrera dans un expos¢ ultérieur,

2) Rappelons que My = H1(X;"ﬁ(—1)) . Pour obtenir une description de V ,
observons que HO(X;Q”T) = H1(X;oﬁj) =0 , d'oll V = HO(Xﬂz ) . On a donc une
suite exacte

0 ——> Ho(x;%) —S—V—s T e }11(x;%(—1)) —_— H1(X;‘5) —>0

3) Sous les hypothéses du théoréme et les conditions (i), (ii), (iii),
jt'ignore si HO(X;‘g ) =0 pour r =2 dés que E n'est pas trivial, ou plus
généralement si pour r quelconque on peut mettre E sous la forme E1 &P E2 ’
avec E1 trivial et HO(X: 52) =0 , Cependant lorsque E est de rang 2 et

N . 0 .
posséde une structure réelle, on verra plus tard que H (X,?S) =0 (expose VII,

prop. 4.2).
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Séminaire E.N,Se (1977-1978)
Exposé n°V]

’ N

THEOREME D°'ANNULATION

par A. DOUADY

1. Notations et résultats.

On reprend pour l'essentiel les notations de 1l'exposé sur la transforma=-

tion de Penrose @

X = P3¢ , Y = G2ﬁ24 (grassmannienne), Pour y € Y , 8, = q,;c ¢t est 1e
+ 4 s = + 2.+ - 2.~

1 dant =0 = = [} = 3

plan correspondant, <§y /@y ' /\y /\y A v et /\y A y *

On pose Dy =]P§;C X et Z={(x,y) € X x ¥|x ¢ Dy} (variété de drapeaux).
P:$Z—>X et gt Z—>Y sont les projections, On note Cy={y'|DynDy,;(m.
Pour tout espace vectoriel V , on note V.r son dual,
On note E, un fibré vectoriel algébrique sur X , et S 1l'ensemble des
y €Y tels que E p ©ne soit pas algébriquement trivial. On pose & = q*p*g s

y

ce faisceau est localement libre sur Y-S , d'ol un fibré F sur Y-S , et

ce fibré est muni de la connexion de Penrose V
Enfin Y contient M =1P1}I I~ S4 .

Le but de cet exposé est de démontrer le résultat suivant 3

i \
THEOREME 1 (Drinfeld, Manin).- On suppose que S n M = g et que FIM peut 8tre

muni d'une forme hermitienne compatible avec la connexion. Alors g (x; £(-2))=0 .

Ceci permet, dans le cas oi E est muni d'une forme symplectique (ce qui
est toujours possible si r = 2 ), d'appliquer le critére de Barth qui montre
que E peut @tre obtenu par la construction de Horrocks,

Dans tout l'exposé, nous supposerons S n M = ﬂ o La deuxiéme hypothése

n'interviendra qu'a la fin,

85



EXPOSE 6

2. Rappel sur les images directes et les suites spectrales,

(*)

Soient X et S deux espaces, T ¢ X —>» S unec application continue
et 8 un faisceau sur X o Les faisceaux J{;qfr*f, ¢st le faisceau associé au
préfaisceau V#---3 Ilq(:‘r-1(v);ﬁ) .« On a unc suite spectrale dont le terme IE2

est (HP(S;@,qﬂ*“&)) aboutissant aux H (X;¥) . En bas degré, ceci se réduit
A une suite exacte

0 —> ' (55m 8) —> ' (18) — 155 %' 8) —> wsimE) —» WG E) .

D'autre part, une suite exacte

0 % 40 PO

O > O 1§ 1 LR NY

de faisceaux sur X donne naissance A une guit. spectrale de falsceaux sur S
’s

st (R,qﬁ*fp) ,

(suite spectrale relative de la résolution), dont le terme IE1
et qui aboutit aux &', & .

Si X et S sont des espaces C-analytiques, 1 analytiquc et propre,
et & un faisceau cohlrent sur X , les faisceaux f&;qw*‘g sont analytiques
cohérents sur S (théoréme de Grauert)., On n'aura 3 considérer ici que le cas
ol X et S sont des variétés, T une submersion propre, et & un faisceau
localement libre sur X (faisceau des scctions analytiques d'un fibré E e
Dans ce cas, la démonstration du théoreme de Grauert se simplifie, mais ceci
n'entraine pas quc les L’,’Q)q'ﬁ* é sont localement libres sur S o Cependant,
on a la description suivante ¢

pour s € S , posons X(s) = rr—1(s) , notons & (s) 1le faisceau sur
X(s) des sections analytiques de E[X(s) (éventuellement prolongé par 0 2
X ). Pour q f£ixé, la dimension de H¥(X(s); &(s)) est une fonction analyti-
quement semi-continue supérieurement de s . Sur l'ouvert S' fermé des s
pour lesquels cette dimension prend sa valeur minimum, les espaces HY(X(s);&(9)
sont les fibres d'un fibré vectoriel Rqﬂ*€ dont les sections analytiques

forment le faisceau @qn*é .

(*) Ce paragraphe est consacré a des généralités S , X et & n'ont pas les
significations particulieres données au n°i.
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3. Le faisceau ‘50(—2) .

Notons E1 le fibré Pp*¥E sur Z , et naturellement "?:1 le faiscecau

sur Z des sections analytiques de E,' « Nous noterons éo le sous-faisceau
de 61 formé des sections localement constantes sur les fibres de p . Comme
. g <z : .
P est une submersion, on a (("O)x y = Gy Powr (x,y) € Z . En appliquant le
?
méme procédé a 5 (k) , on obtient un faisceau noté¢ f’o(k) sur Z  Comme
p induit un homéomorphisme de q—1 (M) swr X , ona
i,y i, -1 . i, -1 N
H (X E6() = #(a (10); Z(K)) = Lim H (¢ (V)5 E,(K))
pour V voisinage de M dans Y .
Nous nous proposons de déterminer
1 1, -1 .
H (%€(-2)) =1 (¢ (M)3¥€(-2)) .
Pour cela nous utiliserons la suite spectralec des images directes par

-1 .
qM:q (M)—vM .

. . k k
Remarques.- 1) Pour tout faisceau LO/V sur Z , on a \Rqﬂ*(gqu (M)) =(% qx g)‘M
(restriction sans extension des scalaires). Nous écrirons donc q  pour Ay o
2) Le faisceau ‘80(-2) n'est pas un faisceau de C‘O'Z-modules, on ne peut

donc pas lui appliquer le thloréme de Grauert,
PROPOSITION 1.- On a H' (x38(-2)) = HO(M;JU q*q‘_’)o(-z)) .

Ceci résulte de la suite exacte
0 =5 1" (M50, ,(-2)) — B (138(-2)) —> 10015 R a By (~2)) —> B30, €y (-2))

et du lemme suivant :
LEMME {.- On a q*‘go(k) =0 sur Y-S pouwr k<O ,

Démons tration.- Soit y € Y-S . Comme E, est trivial sur 2z(y) = D, , ona

HO(Z(y);‘é1 (x)(y)) =0 powr Xx<O , Or ‘81 est localement libre sur 2 ,
donc q**g1 est nul au voisinage de y , Comme ﬁo est un sous—-faisceau

de 2‘;1 » le faisceau q*‘é est un sous-faisceau de q*f1 , donc est nul

0

au voisinage de y . CeQeFaDs
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Pour déterminer &1 dx ‘fo(-z) , nous utiliserons la suite exacte de

Poincaré

(3) 0= E (-2) — & (-2) | 0f (-2) 2302 &€ (-2) — 0

0 1 Qzlx 1 zlx T
que nous €&crirons
7
o —>¥ (-2) A LN
Les faisceaux {1 sont localement libres sur 2 (mais les @ ne sont pas

(% -lineaires 1),

4, Calcul dc gquelques images par q .

On pose lex(i) =Q%1X®(/Qz(i) pour i€z , j € {0,1,2} . Nous

allons déterminer notamment les faisceaux q*Q%'y(i) et @1 q*{?%lx(i) pour

j=0,1, 2 et 1i=0,-1,-2 .
‘Remarque 3.- Ceci nous permettra de déterminer q*(f1 x QZ‘X(l)) et
1 j . -1 .
&Q)q*(‘é)1 @Q%ix(l)) sur Y-S . En effet, sur Z-~-q (S) , le faisceau “61
s'identifie & ¢*(%) , donc q*(?f‘l ®/ﬂj) = F® q, (e pour tout faisceau Cg
¢

sur Z .
LEMME 2.- On a Q. = (& (-2, 1)
T —= 7y AN .

, . T - < (5 - R
Démons tration.- On a T yDy =L @ (éy/Lx) . Or L X (éy/Lx) = A , d'ol

’ Yy
®R-2 -
= X oGefade
Tx,y Lx /\y,cqfd

PROPOSITION 2,- Les faisceaux qy G¢Z(i) et Je] qy cﬁz(i) sont donnés par le

tableau suivant @

1 . X, -
2 ax %5 (1) s587(~1) | U(-1) 0 |0 0 0
, -\ i -T
. 23 3
q*&z(l) 0 0 o | (37)|s7 3
i -2 -k -2 -1 0 1 izt
0]
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Démonstration,~ Pour y € Y , on a C}D ® (}Z(i) = (}D (i) , et

0 i, T Y . y .

H (Dy;(}(i)) =S (@y ) pow i20 , O pour i<O0O , d'od les q*cC (1)
La dualité de Serre relative donne q*O’) JQ q*(g ® QZIY) pour tout
faisceau Lj localement libre sur 2 tel que q*g] soit localement libre,

Ici, (%q*(}(2 k,1) =53 ,doules& q*@() en vertu de la remar-

que 3 , Ceqefeds

PROPOSITION 3.~ On a le tableau suivant ¢

2oy | o | o | o
w) @) || o &7 o

i -2 -1 o]
. s T o <+ s _ @ 5
Démons tration.- a) On a T(x.y)Ax = (@y /Lx) ©o  , doh T A =0 6y/LX .
- . - ps - - - T 1
Z} ' = )
Or LX ¢ qzy/Lx s'identifie a /\y , donc @/Lx /\y o Lx , et Q
(e, -1) .

on a q*Q;IX(i) =T o g, (®(i+1,-1) =0 pour i=-2 et @*Tm%{(-n

pour i = -1 , De méme L7€1q*Q1ZlX(i) -5 ® ®1q*ﬁgz(i+1,-1) = 0 pour

tout i>=-2 o Enfin, pour y €Y , on a

1

, _ 4T o 0 - TS . . 1
H (D, le@(}Dy) =8 @H(D;s /o) =8 ‘@8 =T Y , dol Wl x = Oy

(en fait 1l'application q* : Qj{ —> q*Q1Z[X est un isomorphisme), Cuqefede

2 .
- 9} = -
LEMHE 4.- Ona Qp)y (}Z(e, 3) .

Démonstration.—- On a Tx A =L ® /\;TOC 87, d'ob
'

2 & -\ &~ f? &~
VIR AR (n}) %m* 2e (A2 ") 3, cuqufud.
’
Remarque 4.~ L'opération x lel —_ Q,f, vérifie xox =1 o+ On a donc une
. 2 _ 2 2 ) o .
décomposition OY = QY . <) Qy_ en parties paire et impaire pour cette opéra

4
tion., Le fibré 73 est localement libre de rang (2) =6 , les fibrés Q$+

et Qé_ sont localement libres de rang 3 .
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PROPOSITION 4.- On a le tableau suivant :

1 .2 /. !
R wgx(1) 0 0 0
2 . T Py 2 2,02
q*QZ'X(l) Of=3) | & (-3) s (-3) =y =0/,
i -2 a1 0 l
) . ko2 . X . .
Démonstration,- On a2 R q*QZIX(l> =X q*(92(2+ i, -3) , d'ol lc tableau
2 2 =T

extrait de celui de la proposition 2, avec q,Q) =85 (-3) . Le transport

z|x
des 2-formes par q définit un morphisme g* 3 Qi —_— q*Q§|X « I1 résulte de
1'exposé sur la transformation de Penrose, (n°4, prop.) que le noyau du mor-
phisme de fibrés correspondant cst le sous-fibré fermé des f tels que *f =£f,
Par suite on obtient un morphisme injectif Q2 = QZ//ﬁz —> q Qe et le

Y Y/ v VY S

morphisme de fibrés associés est encore injectif., Comme ces deux fibrés sont

de rang 3 , c'est un isomorphisme, C.qe.f.ds

Remarque 5.~ Lfimage directe de la résolution

-2 Q9 Al , CENGCEE .
L1—'—>“‘z}x°§\{:1—'—T"“zxxeﬂ de &y par qy

est F N Q; RF > (Qi/h;+) ® & , La premiére fléche est donnée par
la connexion de Penrose Y , comme il résulte de la définition de cette con-—
nexion, et la deuxiéme fléche est déduite de la dlrivation exti{rieure par rap-
port & cette connexion, On observera que VV £ =R & £ pour £ section de Of,
Do ~2 % . P ; . )
JQ K. F € gw% & puisque % K= ; on retrouve le fait que la composée des

deux fléches est nulle,

5. Une suite exacte,

Considérons la suite exacte
4 P) >
0 — & (-2) 6P A 0

ol 153 = Q%]X K’E?1(-2) . Le terme ' de la suite spectrale relative de

cette résolution de 7%0(—2) est donné par le tableau suivant :
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R'ax |[#F(-1) [0 |0

Oy ¢ 0 5(‘3)

O g |

PROPOSITION 5.~ On a sur Y-S une suite exacte

0 —> Rlax Epl-2) —> F (1) — 55y
Ceci résulte de la suite spectrale, mais nous allons en donner une démons-—
tration plus élémentaire, ce qui permettra d'obtenir une meilleure description
de © .,
Démons tration,- On peut décomposer la résolution de Ze,o en suites exactes cour-

tes ¢

0 —> éo(—z) : ‘@O 2 z 0
;1
0 PN A AN R

I1 en résulte des suites exactes de faisceaux sur Y-S

O 1
WZ —> R ay Eo(-2) — & 060 % 0T

1 8 1 1 1
0 %Z—3 40— & ‘[62 —® W —>R %G
I | |
0 F(-3) 0
. 1 e . .
La deuxiéme donne q,Z=0 et R aZ =% (-3) ; la premicére devient alors la

. . -1
suite exacte annoncée, avec 8 = § o 0% .

Remarque 6.~ Il est plus ou moins clair que € doit @tre un opérateur diffé-

rentiel d'ordre 2 , C'est en tout cas ce que nous constaterons au paragraphe 7.

6. Laplacien relatif A& une forme u € HO(Y; CQ'Y,(J,)_) .

La variété Y = G2$4 est munie naturellement d'une structure conforme

algébrique (cf. exposé "Transformation de Penrose"), Mieux : on a une forme

quadratique sur T, A valeurs dans %(2) . En effet, pour t € T_ =

Y. Y,y
Hom(é;; é;) , on a A%t € Hom(/\;; /\;)= /\;®2 . En polarisant, on obtient un
morphisme de faisceaux : & :'ﬁy ® ’()oY __>Q'{(2) , d'ol un isomorphisme

a: fv]Y(—Z) — O.:( .
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Rappelons que le fibré F sur Y-S est muni d'une connexion : si
@ € F(V) avec Vo Y-S5 , ona vec¢ Q;@J—‘(V) . On pose alors
grad @ = (3_1 ®1) Te¢ ‘Tj’YQD«F(-Z)(V) .

On peut aussi définir la divergence. Remarquons d'abord que Qj = CQ'Y(-4)
et que le produit intérieur permet d'identifier Q3 8 Céy a O_a , de sorte
que 0 =T (-9 .

On définit div =FGY ®F(-4) — F(-4) par 1a commutativité du diagramme t

Ty ©F(-4) —L 5(-a)
|l H

93 & F —Y 03 «F .
On ne peut pas définir de fagon naturelle grade pour ¢ € F(x) ou divy
pour V¥ € fY @ F(x) si x #0 (resp. k # -4) . En particulier, on ne peut
pas définir A = div grad¢g sans faire de choix,

soit w € HO(Y; 3 (1)) . On ateinit grad :F(-1) — T, ®FH(-3) et

div, :'CY®JF(-3)~—> F(-3) sur ¥vY-(SuUH) , ol H = u'1(o) , par
grad ¢ = u_1grad(uq;) et div p = mdiv(u_1 @) .« Ceci permet de définir
L F(~1) — #F(-3) par Au:p = divu(graduq;) . Nous allons maintenant exa-

miner comment Au dépend de u o Il est évident que A)\u =4, pour rNE€ECT o

PROPOSITION 6.~ Soient u et v € HO(Y; CQ'Y(1)) , et notons h la fonction

méromorphe % o Pour ¢ € F (1) ,ona

1 2
byp=hbp+ (o - e (gradh, gradh)) . ¢

2

Ici, Ah=u giv(u™? grad n) .

Démons tration.—~ Pour f € (’Ci'(v) y PEF(-1)(V) , ¢ ’ZfY QF (~-3)(V) , on a

i

gradu(f(p) f.gradu(p + grad f ® P
aiv (£¥) = £div ¥ + o(grad £, ¥)
(ici on prend « Teole F(-5) —3 F(-3)).

On en déduit, powr v = hu ,
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-1 1
grad ¢ = h gradu(hcp) = grad ¢ +-;l- gradh ® ¢

) . 1y A 1
div ¥ = hdiv, (n'y) = div ¥ - & afgradh,¥)
D'ou la formule de la proposition, Ceqefeds

Pour y € Y , on note Cy l'ensemble des y' € Y tels que DynDy, £7 .

5

Si on plonge Y dans ]P(/\Qu:‘/") =P°C , Cy est l'intersection de Y avec

1'hyperplan projectif tangent a Y o Il existe donc un uy € HO(Y; CdY(U) y

u

unique a un facteur prés, tel que u;1(0) = C
y

e On pose A=A our un
y P y P

tel u o
y

PROPOSITION 7.~ Soient yO et y1 deux points de Y . Les opérateurs Ay
0

et A+ F(-1) — H(-3) cofncident sur Y-(SucC_ UC_ ) .
- y1 I — yO y1

Démons tration.— Soit yooE vy-(C. U C_) . Nous écrirons 3. pour @y ’

. o N ° o
= - P '
etce On a C @O ®2&_ , etpour tout y €Y Co oy est le graphe d'une
application linéaire de @O dans o * On obtient ainsi une carte c¢ repré-

sentant Y-C‘>o sur Hom(@o; Qoo) + L'expression de CO dans cette carte est

le cBne «q_1 (0) , o q est la forme quadratique f£+—> détf A valeurs dans
(/\2@0) &-2 , qu'on peut identifier & C .

Choisissons uj et u_¢€ HO(Y;&YU)) s'annulant sur C, et C_ .

o
z|:
o

L'expression de h = dans la carte ¢ est une fonction algébrique régu-
liére h telle que h?%(o) = n—1(0) , €t avec multiplicité 1 3 on a donc

h =Xn avec ) € C¥ , et on peut supposer X =1 , L'expression de grad h
(resp. Aooh) dans la carte c est simplement le gradient (resp. le laplacien)
de m relativement a la forme quadratique m « On trouve Am = %(grad "‘1)2 =8

( m n'est autre que le carré de la distance & 0 ). La proposition 6 donne

AO = AOO y Ceqefede

COROLLAIRE.- Il existe un opérateur Aalg : F (1) —>5F(-3) , défini au-

dessus de Y-S , et dont la restriction & (Y -Swu Cy) est Ay pour tout

y€Y .
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7. Plus de doute, c'est lui !

THEOREME 2.- L'opérateur 6 = s, O ¢+ F (-1) —>F(~3) de la proposition 5

est de la forme k'Aqlg , U k est une constante non nulle indépendante
— = e s a =
de fi .

La démonstration de ce théoréme est l'objet de ce paragraphe. L'idée est

de montrer que 6 est l'extension a F dtun opérateur difflérenticl 69(1)—%CQ(~3)
indépendant de % , et qui ne peut 2tre, pour des raisons d'invariance, qu'un
multiple du Laplacicen. Mais la notion d'extension d'un oplratewr différentiel

d un fibré muni d'une connexion n'ecst valide que pour des oplrateurs d'ordre f

(le fibré tangent 'I‘Y n'a pas de comnexion naturelle), et nous allons 8tre
amenés a décomposer l'opérateur 6 en deux opérateurs d'ordre 1, tout en pre-

nant soin de faire cette construction de fagon assez naturelle pour que les

arguments d'invariance s'appliquent,

7+1. Produit tensoriel d'un oplrateur d'ordre 1 par une connexion.

Soient M wunc variété, E , G, deux fibrés vectoriels, L ¢ E—>G un
opérateur différentiel d'ordre 1 , F un fibré muni d'une connexion , Notons
:f(L) t E® Q1 — G le symbole principal de L . Il existe un et un seul
opérateur d'ordre 1, noté

LO®OY :EQF——>G®F

tel que, pour toute section locale e de E et £ de F on ait

7lle  L®V (e®f) = L(e) ®f+J(L)®1dF(e®<7f) .

Cet opérateur est appelé le produit tensoriel de L par V .

Soient @ ¢ E*—>E , B : G—>G' des homomorphismes linéaires. flors

7e1.24 (ReLoa) RV =(ﬁ®IdF)0L®VoaMIdF .
Enfin, supposons que M, E, G, L, F, V soient C-analytique. Soit q ¢ M —3 N
un morphisme propre tel que q,E , q,G soient des fibrés, Soit F' un fibré

C-analytique sur N muni d'une connexion ¢' tel que F = g*F' , V=qg*g' .

On a alors la formule de projection
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741.3 (L R q*y') = (L)@ ' -

Toutes ces assertions sont ¢élémentaires et leurs démonstrations sont
laissées au lecteur. A titre d'exemple, notons que les oplrateurs de divergence
et gradient définis au n°6 pour les fibrés F munis de connexions sont des pro-
duits tensoriels des opérateurs de divergence et gradient pour le fibré trivial,
par la connexion de F . De m@mc avec les notations des numéros 4, 5, 6, con-

sidérons les suites exactes sur Z - q'1(s) .
£(-1) —25 £, @0 4(-1) 25 £ @0l L(-i) —s 0 .
1 1 /X 1724
Le faisceau 61 est le faisceau des sections de g*F et est par suite muni

d'une connexion, Les opérateurs 7 de ces suites exactes sont des produits

tensoriels des oplrateurs correspondants pour lc fibr{ trivial, par la connexion,

7+2, Complexe de Koszul.

A . + +
Nous choisissons un point Y, 1 Posons %w = éxn , Qn = Dy(>o y €tCasne
Remarquons que Y- qﬁ est naturellement un espace affine sous £(§;; @;O) .

Le faisceau &+ admet sur ¥ une résolution de Koszul @
©0
(- T U > (_ ) +T v /6 q
0 —> X( 2) @A, ———?LX( 1) @8 ———)LX—>CDOO—>0 .

Par image réciproque sur Z , on obtient wn complexe

(7.2) Ko 2 @n L S e 2ud 50
qui est acyclique en dehors de p—1(qx) c q_1(qx) .
Sur Y--C'Oo , on obtient par image directe
WOy (-1) @ & (%, Rlan By (-2) @] — g Fy(-D) @ 8
I I I I
° & - e A 0

d'ol compte tenu de 1l'identification de la proposition 2, un isomorphisme

NN T
(722.2) o, 10, ——( (1) @A, .
D'autre part l'injection naturelle 42‘"‘9 (A2m4)T = HO(Y;CQY(1)) donne un

morphisme
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T
(7.2.3) w101 @n, —> &

. . . _ f .k
qui est un isomorphisme sur Y Coo + Le composé Woe 600 : (’Y —_— (}Y est la
multiplication par une fonction algébrique Y- CDO —> ¢ , inversible sur
1'espace affine Y—Coo , donc constante ; notons c¢ sa valeur, L'application
Yyor—>c de Y dans C* est algébrique, donc constante, Autrement dit, on a
(7.2.4) &= coul
ol c est une constante indépendante du choix de Voo O Quand on fait le cal-
cul, on trouve c = Y1 ou %oim , suivant les conventions adoptées, notam-

ment dans la dualité de Serre qui est intervenue dans l'identification de la

proposition 2

7¢3. Un complexe double,

Considérons sur Z le complexe double de faisceaux

0 0

T 0 17 T ) 2 T
€, (-2) @py, —2— ‘251 ®Qzlx(~2) ® A, —2— €, ®QZ|X(-2) ® Ay

Po rﬂ /Jz
(7.341) , v
gNed 25 ¢ eal () ee —2 € @2 (-1) e8]

1 oo 1 z|x 0 1 Ix

o) 1 o 2
¢ — > € o0, ——— e,
0 0 0

obtenu en tensorisant (3.1) par (7.2.1). Comme les colonnes sont exactes sur
Z-Cw , le complexe ,fzuobtenu en se restreignant aux deux derniére lignes

est une résolution, sur Z- q-1 (Coo) , de la ligne du haut.

Sur z-q'1(s) , le faisceau £1 s'identifie & ¢*FH . Sur Z-q-j(s v C)
en vertu des résultats du §4, les termes de Q" sont qe-acycliques (i.e.

Rl L =0) , et 1'image directe par q de (7.3.1) est le diagramme
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o
o

F(3) @ AL

\L1 ®u,2

O &——-

[
T -
—de (D et 22Y, 5o 7T(13) @ 5T
AT J,1®\’2

FX s Feq 98Y 5> Fe s (-3)

0

\

ou BO, 31, \32, p,2 sont les oplrateurs que l'on obtient en prenant f = (/Q’

(pour 30 et 31 cela résulte de la formule (7.1.3)).

PROPOSITION 8.~ L'opératecur 6 dc la proposition 5 est donnl sur Y - (S u COQ)

par le diagramme commutatif

\T -~ r~
T~ ®
| L
F) en — 5 F(-3) @4
8 R®1
0

ou 8(e) = -1 2 R ene V) v .

Remarque 7.- I1 résulte de lfexactitude de la colonne de droite de 7.3.2 et de

NP . . P . . N
la commutativitc¢ du diagramme que la formule donnde définit bien un opérateur 0 ,

Démonstration.- On peut décomposer lc diagramme 7.3.1 en deux, en introduisant

les noyaux des deuxiémes fléches horizontales @

0 0 0 0 0
oo 4 y |
C(-2)en 2y 20, 0—Zor B o — P —0
d \ { ! \
200 2 ZO 0 R 7,0 N QTO N 220 — 0
l 4 b b |
7201 2 o 6yl a1t 92 o
T T
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La premiére partie donne la commutativité de

F o q*:Zj
%l |
%%fﬂ -2) ® A, i a* Jz)q*z®/\
i
F(-1) @ AL

Reste A montrer la commutativité de

1
Ax Z

5 l '

1 T s@1 T
Ry wZ® Ay, 6———- wClen
ot P! o= - (1 @lpl) (a 6’V)(1 ®\)) ’L . On a une suite exacte
0—s Z @A, T U z @“61®A — W —=0

ot W est le sous-faiscean de ’Z_ 2} _&2)10 @ ‘62 ® /\Oo formé des (u,v,w) tels
que 4(u) = v'(v) et ov = y,ew .

Le diagramme commutatif

v

o---;?:,@/\;——-————a 2° > > 0
| | Ir

O-—————)VZ®/\;————920@\61®/\;—-} W — o

| | "

0o— Zeyn —— Gley —— €2ey. —o0

ol n1 et T, sont les projections, montre que

Q*z1

- 1 T
. vn1 \%q*'z®/\oo

2 T
q*ﬁ ®/\>o 6"'“0\)

] -
est comnutatif. Or T w — 21 est un isomorphisme, 0 = -'r'.2° ﬂ11 , et

) == 0 d'ol la proposition
“Ha V Myv ? prop ¢
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7e4e Une rétraction naturelle, .

En tensorisant 7.2.1 par Qg;x , On obtient un complexe sur Z

1 ®u 1 ®v
2 T 2 +T 2 .
0 ——> QZ'X(_.Q) ?/\oo.__ﬁ QZIX(-1) ® ;)Oo > QZIY > 0

exact sur Z-q~1(Co() . En prenant les images directes par g on obtient,

compte tenu des identifications de la proposition 4, un complexe exact sur Y-Coo H

-T

2 2
0—> A:;———“—> 8 T@@ ﬁ:: (-3) ——> sza(_3

)—"_>O

Les morphismes p.2 et \;2 sont, apres tensorisation par (/QY(—3) , ceux qui
rendent commutatif le diagramme

T +T +T
Moo —-)éoo ®<I>oo

:2\ li®1

A-T ® @+T

(o) a\ ‘\)?
J/ 1 @i \
@5 1 ——> 5%

A . - + . .
ou i: ¢ — b, st le transposé du morphisme naturel et les fleéches horizon-

@—T
tales sont les applications naturelles,

+T +T T

En composant la rétraction 600 ® A —> Ay qui & un tenseur associe sa
composante antisymétrique avec l'inverse de i® 1 , puis en tensorisant avec

CO'Y(-3) , on obtient au-dessus de Y - Coo une rétraction p de p,2 o

La proposition 8 admet maintenant comme cons{quence 3

COROLLAIRE.~ L'opérateur 0® 108  :+JF —> F(=3) ® /\1; est composé de deux

opérateurs différentiels de degré 1 :

v:&'-—>u"’®o\1[

gf =(1@0)o(@Wa(1@ev) :Foa — #(-3) @A .

Remarqué 8.~ On voit que l'opérateur 6 est de la forme 91 ®Y , ob

1
8y ¢ 01 —_—> CQ‘(-3) ® /\(zJ est un opérateur différentiel indépendant de K ,

défini sur Y-C .
o0
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7+5. Opérations de G, .

Le groupe = SL(4,8) opérec sur X ct sur tout ce qui lui est attachl
fonctoriellement, notamment sur Y et sur Z , Cette opération respecte tou~
tes les identifications du paragraphe 4 (il n'en serait pas de m@me pour
GL(4,C) , notamment dans le lemme 4), Notons G, le stabilisateur dans G
du point Yoo €Y , Ce groupe opc¢re par transport de structure sur ()"Y , (}‘Y(—ﬂ s
/\:o , etce Il respecte sur Y—-Coo la structure d' "espacc affine conforme",
i.e., d'espace affine associl & un espace vectoriel muni d'une forme quadratique
non dégénérée définie a un facteur prés, Toutes les constructions que nous avons
faites dans ce paragraphe sont invariantes par l'action de GOo « Il en est

1

ainsi de 1l'opérateur 61 : Q ____>(,°(-3) ® /\TC>O de la remarque 8.

PROPOSITION 9.~ Tout automorphismec de Y- C, pour sa structure d'espace affine

conforme est induit par un ¢lément de G,

Démonstration : notons A le groupe des automorphismes de Y-'COo comme espace
affine conforme., On a un homomorphisme ¢ @ Gw—-> A dont on veut montrer qu'il
est surjectif, Le noyau de ¢ se compose des éliments de Goo qui opérent tri-
vialement sur Y , donc des homothlties de rapport + 1, ry » Comme G00
et A sont tous deux des groupes de Lie complexe de dimension 11, et que ©
est analytique, (p(Gm) est un sous—groupe ouvert de A o Mais A est connexe,
donc (p(Goo) =A .

On voit maintenant que l'opérateur 61 , défini sur Y-—Coo , est inva-

riant par A .

7.6+ Opérateurs invariants.

Soit V un espace affine sous un espace vectoriel Vo muni d'une forme
quadratique non dégénérée « o Le groupe T'= AS o(q) des transformations
affines de V dont la transformation linlaire associle est déterminant 1 et

préserve a opére sur le fibré tangent TV. .
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PROPOSITION 10,~ a) Tout opérateur différentiel M : (}'V —-;"C’V de degré 1

invariant par T est de la forme ft+—3kgradf , ou k est unc constante.

b) Tout opérateur différentiel L 3 'ﬁv - Co’v de degré 1 invariant

par T est de la forme Ew~——>k divE , ol k est une constante.

Nous donnerons seulement la démonstration de la partie b, qui est la seule
que nous utiliserons, La démonstration de a est analogue,

Le symbole de L est un morphisme 0, ® 'fv — (,Q’V invariant par
l'action de TI' ¢ c'est nlcessairement, & un facteur prés, l'accouplement cano-
nique, qui est d'ailleurs le symbole de l'opérateur "divergence", Par suite L
est de la forme k.div + ¢ , ol ¢ 'ﬁv - (}V est un opératewr de degré O,
i.es un morphisme, invariant par l'action de I' , Mais ceci entratne o =0 ,

Ceqefade

77+ Démonstration du théoréme 2,

Reprenons le diagramme commutatif sur Y- (Coo U S)

AP

G — &8 QY
\‘\ F
600 \71 = e1 ® V
T ~R1
F(-1) @ Ay, > F(-3) @ n

du corollaire de la proposition (3, On peut encore l'écrire
Fer, —L 5F@ '@
o0 (2Y o0}

%®1l \rf=n1®v

Cf("1) e $ ("3)

et le compléter en

[« 9}
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Y 1
FOn, —— FOQ, @A,
qx)® 1 5 @1

; 1

F(-1) F(-1) @ q
\\\ :
\\gi%o \ o

~a
#(=3) T,
n\\\\\‘a: ) B} o <
9 -
)
ou 6} est un oplrateur différentiel ‘GY(—3)—W—9 CQ(—3) ind¢épendant de F ,

défini sur Y-C .
[e0]

Soit w € HO(Y;(ﬁ(1)) une section telle que w—1(0) = C_ . L'opérateur

o8]
L :7?Y(—3)-4-—% CQY défini parsle diagramme commutatif
91 0
Gyl-3) —— C(-3)

L . Q
Ty ——> C/Y

est invariant par l'action du groupe A des automorphismes de Y--Cc>O comme
espace affine conforme, et a fortiori par l'action du groupe 450(&) contenu
dans le pré¢cédents Par suite L est de la forme k.div , ol Xk est une cons-
. pa ~ . A

tante indépendante de 35 , et 81 =k dlv(>O , d'ou 45 = kA w SUr Y- COo .

Reste A montrer que k n'est pas nul, Si k était nul, la proposition 1
et la proposition 5 donneraient Hj(X;Zf(—Q)) = HO(M;SF(~1)) . Mais M , forme
réelle de Y , admet un systeme fondamental de voisinages de Stein et HO(M;JF(—1))
est de dimension infinie des que E est de rang r > 0 , tandis que H1(X;7£(~2))
est de dimension firie, Ceci achdve de démontrer le théoréme 2 énoncé au début

du paragraphe 7 .
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8. Un théoreme de positivité.

PROPOSITION 11.- On suppose F] muni d'une forme hermitienne compatible avec

M

la connexion. Alors, pour (P € HO(M;:F(-H) , non nul, on &

f€o b, 0> <o

Démonstration.- Posons v = Uy g, - Dans la carte de M définie par la

décomposition C4 = @O D q)eo ,ona v= (1+r2)u°° , ou r est la distance
4 1l'origine. Ceci donne
1 2
A, = Aw(P+z-(A°°h —-go((grad h,gred h)).p .
1 2
On a m =—h-(A°°h —-Ho((grad h,egrad h)) > 0 .

En effet, h > hO = r2 , donc _i.<% , et pour ho on trouve 0 (cf. pro-
0

position 7). Par suite Aalgq) = AVCP - ﬂlCP , avec n1> 0O .O0r v ne

s'annule en aucun point de M . On peut donc écrire
= 2
[ <@lbage> [ <elagy - [ nligl
2
- - (j'M Il ® + lleraa, 9lI®) <0, e.q.t.q.
COROLLAIRE.- L'opérateur ©: HO(;F (1)) — B (M;F (-3)) est injectif.

Le théoreme énoncé au n® 1 est une conséquence de la proposition 1 , de la

proposition 5, et de ce corollaire.
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Séminaire E.N.S. (1977-78)

Exposé n® VII

INSTANTONS

par J.-L. VERDIER

1. Enaoncé des résultats.

l.1. Sur la sphére euclidienne S , 9N considdre les fibrés
vectoriels camplexes F de classe c , de rang 2 , munis d'une
forme hermitienne et d'une caonnexinn JE campatihble avec 1la
structure hermitienne, dont la courbure gi: ect autnduale (*@% :(;L
cf. expo II). Un tel fibré est appeld un instanton. Notons

k € TT3(53) =7Z le nombre de Pontrjagin de F et I(k) 1'ensemble
des classes d'isomorphismes d'instantons de nombre de Pontrjagin
ko

1.2. Soit k un nombre entier > 0 . Notons M 1le corps des
quaterninns., Pour tout q = (ql,qz) 3 HZ et tout cauple (Al,AZ)

de matrices quaternioniques & k + 1 1lignes et k colannes

k o k41
a ) E S (s = R

(A1 € Howﬂm{ ,H ) ) , posoan B(q) Alql + A2q2 Posons alors
N
Moo= {(AI,AZ) /‘vq +0 , B()¥B(q) € Gl(k,lR)} .

Notons Sp (k + 1) 1le groupe des matrices (k + 1) x (k + 1)
IR
quaternioniques a telles que a¥a = Id , et

G =5 (k+1) x G1(k,R) .
IR ~y

Le groupe G opére sur M par (a,b)(Al,A ) = (aAlb-l,aA b~

2

1
2 V-

.

~J
Le sous-groupe v{-l,+l } plongé diagonalement dans G oapére

trivialement sur M o, L'opération de G sur M se factorise donc

v b d
par G = G/ {—l,+l} . Posons M = M/G ., Si k < 0 posons
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1.3. THEOREME

~
1) Pour k > 0 , M est une sogus-variété nan vide de

lHqu(Hk,Hk+l)2

et le groupe G opeére proprement et librement sur

~ ~
M < Pour k > 0 , le guotient M = M/G est une varigté de

dimension B8k - 3

2) 11 existe une bijection canonigue entre I(k) et ™

2. Structure réelle et guaterniogniqgue sur X = IP3(C) -

2.1. On se donne un isomorphisme C-linéaire (& gauche) de lH2 avec

4 . . . . .
C . La multiplication (& gauche)par j € H induit un automor-

phisme antilinéaire encore noté j : [4———>ﬂ:4 , de carré (-1) .

Notons O : IPH(C)——)Pa(ﬂ:) 1'application continue induite par

j . 0On a 0'2 = id . Pour toute fonction analytique P définie

sur un ouvert U de X , O'*CF = PoT est une fonction analy-
*
tique définie sur o (U) . Le couple (0,0 ) encore noté

[o 2 IP3(E)——}IP3(C) est une forme réelle de X = IPJ(ﬂ:) , i.e.

0'* est antilinéaire et 0“2 = Idx . I1 existe donc une variété
algébrique Xp définie sur R telle que XR®£ = X et telle que
1'involution qu'on en déduit sur X soit O . Cette involution n'a
pas de point fixe , i.e. XR n'a pas de point rationnel sur R
2.2. Soit F un faisceau cohérent sur X . Alors O'*:]"' est un
faisceau cohérent sur X et O'*O'*y est canoniquement isomorphe
a F . Appelons fgrme réelle sur F un isomorphisme

X : T—) 0'*:}3 tel que O"*)&. o)\— = IdJ,\;, . Les faoarmes réelles

sur F permettent de construire tous les faisceaux cohérents

?IR sur XJR munis d'un isomorphisme \Nf’lR®|T. 2 F,

106



INSTANTONS

~
2.3. Appelons forme quaternionique sur J° , un isaomorphisme

: *
X e 3\"’———)0' x tel que & Nok = —Idw .

2.4. L'endomorphisme j : [4——> ﬂ:a induit des isomorphismes

j®n : DX(-n)—?C’* DX(-n) . L'isomorphisme j®n est une farme

réelle ou quaternionique suivant que n est pair ou impair. Notons

~

aussi, & titre d'exemple, que D.)’( est muni d'une forme réelle car
X est muni d'une forme réelle. On vérifie aisément que 1'homomor-

phisme canonique ﬂi;——)\Hz % DX(—l) est compatible avec les

formes réelles sur ces faisceaux.

2.5. PROPOSITION.- Soit ? un faisceau cohérent sur X tel que

*
Aut(tp) =C e Irois cas seulement, mutuellement exclusifs, sont

possibles

*x
a) ’3?,’ n'est pas isomornhe &8 O r}. ’

b) 3:" posséde une forme réelle,

c) 35 poscede une forme guaternionigue.

De plus, dans les cas b) et c) la forme réelle ou quaternionique

est uniguement déterminée 34 un scalaire de module 1 pr2s.

Supposons gu'on ne soit pas dans le cas a) et soit
w x kd
)\, s P—s o Foun isomorphisme. Pasans A = O )\.ok, . La

commutativité du diagramme

* . _
imnlique Ae@ A = & . D'od o Aok = X et nar suite o = &
donc o est réel. En multinliant A par F\,e C , On multiplie
ol par W)z . Quitte 3 changer A, , on peut donc se ramener

au cas & =+ 1 ou K = -1 d'ol la praopasition.
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2.6. La forme réelle @ sur X induit par transport de structure
4

une forme réelle sur Y = GZ[ . Les points fixes M de cette
forme réelle sont les droites réelles de X , i.e. les droites de
X stables par ¢ , i.e. les plans de ¢4 = Hz stables par j ,

i.e. les droites quaternionigues de IH2 , 1.8. les points de
P o= st

2.7. PROPOSITION.= Soit E wun fibré algébrigque de rang 2 sur X

trivial sur toutes les droites réelles. Soit (F,A) (resp. (F',

dk')) le fibré de rang 2 sur S muni de sa connexion associé

*
32 E (resp. © E) par la transformation de Penrose (exp. III).

Alors F°! est canoniquement isomorphe au conjuqué de F et dk’

est la connexion conjuquée de 0% .

Démonstration par transport de structure.

2.8. Soient (F,d) wun instanton, E 1le fibré algébrique sur X

de rang 2 associé 3 (F, %) par la transformation de Penrase
inverse (exp. IV). Au fibré %F est associé RE , un fibré
algébrique de rang 1 trivial sur toutes les droites réelles de X,
donc trivial. Par transformation de Penrose inverse, (AF , Adb )
est isomorphe au fibré constant de rang 1 muni de la connexion

de Poincaré. I1 existe donc sur (F,Jk) une forme bilinéaire alter-
née non nulle horizontale, unique 3 un facteur scalaire prés. Cette
forme bilinéaire est de la faorme (&,P)'———-> < 04,7\(3 > ob A est
antilinéaire horizontale et on a l* = =A . L'opérateur

).2 = - A,X? est donc hermitien négatif horizontal. Ses valeurs
propres sont par suite constantes et négatives. Si elles sont dis-
tinctes, alors F est somme directe de deux sous-fibrés de rang 1 ,
orthogonaux et horizontaux, danc F est un fibré trivial de rang

2 et k=0 . 91 donc k # 0 . A.z est une constante négative
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et gquitte 3 changer la forme alternée par un scalaire, on peut

. 1'2 . . . .
toujours se ramener au cas = -1 . En résumé on a démontré
l'essentiel de la proposition suivante

2.9. PROPOSITION.- Sogit (F,d%) un instanton. 11 existe un automor-

phisme antilinéaire horizaontal A F——F tel que 2,2 = - Id
*
et A—: - A; .

L'étude du cas k = 0 est laissée au lecteur.

2.10. COROLLAIRE.- Soient (F,f&) wun instanton et E 1le fibré

algébrigue sur X associé. Alors E possdde une forme guaternio-

nigue.
Résulte de 2.7. et de la fonctorialit® de la transformation
de Penrose.

2.11. THEDREME.— Sgit k un entier. La transformation de Penrose

gtablit une bijection entre 1'ensemble I(k) des classes d'iso-

morphismes d'instantons de nombre de Paontrjagin k et l'ensemble

des classes d'isaomorphismes de fibrés algébriques E sur X =iP3(C)

qui posseédent de plus les propriétés suivantes

a) CZ(E) =k ,

b) E est trivial sur toute droite réelle,

c) E poss2de une structure guaternionique.

Soient (F,#) wun instanton, E 1le fibré algébrique corres-
pondant. Alors le fibré topologique sous-jacent 3 E est 1'image
inverse de F par l'application X ———954 qui, a tout point x ,
associe l'unique droite réelle passant par x . Par suite
C2(E) = CZ(Fﬁ =k .

Soient (F,d%) wun fibré de rang 2 sur S muni d'une conne-

xion 5,3 autoduale et < , >l y <, >2 deux structures

hermitiennes horizontales sur F . Il existe alors un automorphisme
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horizontal u de (F,&) qui transporte < , >l sur < , >2 R
Par suite les classes d'isamorphismes d'instantons (isomaorphismes
respectant les connexions et les structurss hermitiennes) caorres-
pondent biunivoquement aux classes d'isonorphismes de fibrés munis
de caonnexions autoduales (isomorphismes respectant seulement la
connexion) qui de plus possddent une ctructure hermitienne hari-
zontale. Comme on a montré que les clacces d'isomornhi-mes de fibrds
sur S munis de connexions autnduales correspnndent biunivoncue-
ment par la transformation de Penrose aux classes d'icnmnrphi=zmes
de fibrés algébriques sur X possédant la propridté b) (exp. 1.
et (II), i1 suffit de mantrer que (F,d) possdde une structure
hermitienne si et seulement si le fibré alagfhrique £ @acsocié
possede une structure gquaterninninue. Un a vu nue si (F,Jk) est
uh instanton, alors E posséde une structure quaternionicue (2.10.).
Réciproquement soit A E— U*E une structure ruaternionique.
Alors A induit un automorphisme de F horizontal antilindaire

2 . .
que nous noterons /(,L cO0na A = - 1dF .« On peut donc munir F
d'une structure de fibré de rang 1 sur les quaternions en impasant
cue la multiplication par j € H soit l'automorohisme /u_ . Comme
E est trivial sur les droites réelles, on a C,(E) = 0 . Donc
/\ZE est le fibré trivial sur X ; il ecst muni de la structure
réelle /\27\, . Donc ( /\ZE, /\21,) est isomorphe 2 (DX,U'*) (2.5.)
En d'autres termes, il existe une forme bilinéaire alternfe sur £

-1 _* - * *
telle que (A loO" A, A loc‘ (3) = O (d\,(}) . Par suite i1 exicte

une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur F , horizontale,

telle que (/Lot,j),(B) = (04,(3) . Donc M,[&i—)(c(,(}) = (°(,/Ll{3)

est une forme sesquilinéaire haorizontale non décgénérée. Comme pour
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tout o # 0 , Juo( n'est pas colinéaire 3 &« , an a

LA, h> = (°(,Juo() # 0 . Il existe donc un nombre réel P tel que
d,@%———)P<(d,P > soit une forme hermitienne positive horizontale,
c.q.fed.

2.12. Remarques.- 1) Pour k ndégatif strictement, il n'y a pas de
fibré E de rang 2 sur X tel que CZ(E) =% et que E soit
trivial sur toutes les droites réelles (exp.lv‘f)ll n'y a donc pas
d'instanton de nombre de Pontrjagin < 0 .,

2) Les fibrés E de rang 2 sur X tels que C_(E) =0 et
que E soit trivial sur toutes les droites réelles sont des sommes
de 2 fibrés triviaux de rang 1 : en effet la variété des droites
de saut de E est vide (degré = D)* et on conclut par le théoréme
de Van de Ven. Donc les instantons de nombre de Pontrjagin nul sont
des sommec directes de 2 fibré¢s triviaux de rang 1 munis de la
connexinn de Poincaré.

3) On a vu dans 1l'exposé IV que les fibrés E de rang 2 sur X
tels que CZ(E) =1 et que C,(E) = 0 sont classés par les formes
bilinédaires altern#es non dégénérées sur EA 2 multinle scalaire
prées. Un fibré E correspondant & la forme bilindéaire
&,Gl———a(d,p)E est isomorphe 3 GﬁeE i et seulement si i1 existe
A et tel que (4,B) = Alja,jp). ob je M onpdre cur € =M
Un tel A  est de module 1 et on neut le rendre égal 3 1 en
multipliant (d,p)E par un scalaire convenable. La multiplicstian

. . 4.% .
par j induit sur (/\21 ) une structure rfelle ; 1'ensemble des

. . . . . . 5 :
nints fixes est un espa2ce vectoriel rfe)l isamarnhe & R o LB
P I f

formes non dégénérées corresnandent au comnlfmentaire S'un cAne

. P 2.4 . . . -
~uadratique non dégfnérs de (A°C) o Par ~ujite leo Fihrfe [

* Exp IV, §9, Th. 2 et 3 .
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. . *

isomorphes 3 © E correspandent aux pcints de RPS situés dans

le complémentaire d'une quadrique réelle Q . Les points de Q
correspondent aux formes bilinéaires non nulles, dég’nérdes, réelles,

. . 4
sur C et par suite aux plans réels de € i.e. aux droites

. 3 . . ’
réelles de P (€) i.e. aux points de 54 . Donc cette guadrique

réelle est difféomorphe 3 54 . Cette quadrique est donc de
signature (1,5) . I1 en résulte que le complémentaire
a deux composantes conneres ; qu'une des campouantes ect difféo-
morphe 3 un disque de dimension 5 et que l'autre composante est
une variété ocuverte de dimension 5 qui a le type d'homa topie

de RPA . On viérifie que lec fibrés correspnndants aux nnints de
ces deux composantes connexes possedent des structures quaternio-
nigues. Les instantaons correspnndent donc 3 ceux gui de plus sont
triviaux sur les droites réelles (2.11.). D'arr2s 1l'exposélIV, § 14,
lemme 4, les instantons correspondent donc aux formes bilinéaires
alternées, réelles, b telles cue pour tout o€ E4 - iD} .
b(ol,jt) # 0 . Comme b(%,jk)€ R , on a donc bk, jo) > 0 pour
tout oA € EA —'{U} quitte & multiplier éventuellement b par -1 .
L'ensemble des conditions {V AL € EA - {D}, b(sL, jot)y > 0O }

définit un cdne convexe de R et par suite les instantons de
nombre de Pontrjagin 1 correspondent aux points de la composante
contractile de 1RP5 - Q i.e. aux points d'un disque ouvert de

dimension 5 . 0On verra dans la suite que ce disque est la variété

M (n® 1).

3. Fibrés symplectigues.

3.1. On appelle fibré symplectique sur un espace S wun fibré £ ,

muni d'une forme bilinéaire alternée non dégénérée E x E —— DS -
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Les isomorphismes de fibrés symplectiques doivent donc préserver
la forme symplectique. Lorsque E est de rang 2 et symplectigue

2
on a un isomorphisme AE X DS et par suite C,(E}) = 0 . Récipro-

1

quement tout fibré de rang 2 sur X = P3(C) dant le El est
nul, peut &tre muni d'une structure symplectique uniquement définie

4 un scalaire prés.

3.2. PROPOSITION.- Soient S un espace analvytigue ou algébrigue

complexe, £1 et £2 deux fibrés symplectiques de rang 2 sur

X x S tels gue pour tout s € S , E et E sgient des
l,s = 2,8 ————

fibrés stables sur X x {s} . Alors le foncteur qui & tout

S' —> S associe l'ensemble des isomorphismes de El 5! sur £2 5!
’ ’

est représentable par un espace Isom(fl,iz)-———95 qui est un

revétement de degré 2 d'un fermé de S .

Soit TTS : X x S——S 1la projection. D'aprés le théoréme de semi-

continuité, il existe localement sur S un complexe de faisceaux

o d% 1 2 3

cohérents localement libres K°® = K K > K > K tel

que pour tout S§' —235 , ):Hl(u*K') = RlTTS, WDm(El SlvEZ S') .
’ 14

Soient F° N Fl les fibrés dont les faisceaux de section sont

K® et K1 respectivement, u : FO————9F1 1'homomorphisme de

o
fibrés correspondant 3 1'homomorphisme KD-——iL—? k! , H% 1le sous-

espace de l'espace total de Fe , image inverse de la section nulle

de F! par u . Les différentes définitions locales de H°® se

recollant et définissant un espace global HD————7S qui est un
espace vectoriel au-dessus de S dont les fibres sont des espaces
vectoriels de dimension variable. L'espace HO représente le

foncteur suivant. Pour tout S'——>5S , les morphismes S'—5 HO

au-dessus de S correspondent biunivoguement aux morphismes de
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fibrés E , — E 1 =« En particulier pour tout sé€& S , 1la
1,S 2,5

. o . . . .
fibre Hs est en bijection canonique avec les homomorphismes de

E dans E . Comme 8

1,s 2,s et EZ,S sont des fibrés stables,

1,s
Hg est de dimension 0 ou 1 . Il en résulte que H  est

1l'espace total d'un fibré vectoriel de rang 1 sur un sous—-espace

fermé T de S : Cela se voit en remarquant que H° est le
spectre (relatif) de la Ds—algébre Sym(g:) ot F  est le fais-
0¥ V1 Vo

ceau cohérent sur S , Coker d : K7 ——K . Un a pour tout
s€SsS , rgj:s =0 ou 1 . Par suite f):s est un faisceau loca-
lement libre de rang 1 sur un sous-espace fermé T . Sur tout

o, _ ) . .
T on a M(U,HY) = Hom(fl,U’EZ,U) . L'application

guvert U de

2
f;__ﬂ\f de Hom(fl’u,gz’u) dans  Hom(0y 1,0y ) :F(U,DU)
définit une application det : HD————aT X Ml , compatible avec
les projections sur T et qui sur chaque fibre est quadratique

non dégénérée. Posons 1 = det-l(T x {1} ) « C'est un resvBtement

d'ordre 2 de T qui représente les isomorphismes de E dans

1
£,

4, Fibrés de Yang-Mills.

4.1. DEFINITION.- On appelle fibré de Yang-Mills sur X = [P

un fibré symplectique de rang 2 , trivial sur presoue toute droite

tel que HY(E(- 2)) =0 .

11 revient au méme de dire que E est symplectique semi-stable
et que WY (E(- 2)) = 0 (v, § 9, the 1) ou encore que E est sym-
plectique et que HO(E(- 1)) = Hl(E(- 2))y =0 (v, § 6, prop. 5')
ou encore que E est symplectigue et peut &tre défini par une

monade.
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4.2. PROPOSITION.- Soient El et E2 deux fibrés de Yang-Mills

tels gue CZ(EZ) > 0 pour i =1,2 . Notons 7Wom(El,Ez) le

fibré des homomorphismes de El dans E2 . Posons
i i i
h™(E ,E,) = rg. H (ﬁwom(el,az) = rg Ext (E,E,) .
3
1) On a h (El’EZ) =0 .
2) On a hO(El,EZ) =1 gu 0 suivant gue E1 est isomorphe &
E2 ou _nNon.
1 a)
3) On a h (El’EZ) = ACZ(El) + 4C2(E2) -4 4+ h (El,EZ) +
2
h (El,EZ) o

En particulier les fibrés de Yang-Mills non triviaux sont stables.

Montrons d'abord, par 1'absurde, que les fibrés de Yang-Mills
E non triviaux sont stables. La démonstration nous a été indiquée
par D. Ferrand. Soit s : DX~———)E une section non nulle. Comme
HP (E(- 1)) = 0 , 1'image de cette section est un sous-faisceau
de rang 1 localement libre maximal de E et par suite aoan a une
suite exacte

(%) 0— 0, —2 & — 0, —> 0. —> 0
ol C est une courbe de X localement intersection compléte de
degré CZ(E) donc non vide. Soit COE le faisceau dualisant de C
De (¥) on tire W = UC(_ 4) . Soit UC le faisceau d'idéaux

de C . De (%) on tire deux suites exactes

X C X

de 1'égalité HI(E(- 2)) = 0 , on tire Hl(ﬂc(- 2)) =

HD(UC(— 2)) = 0 . Pour tout n > -2 ,o0na Hl(UC(n)) dual de

0—> 0 ° S5E > Tz 0 0 o) 0 0, 0 et
0

donc

H°(ac(- n - 4) (car W = 0:(-4)) et HD(DC(— n-4)) =0 ‘car

-n -4 £ -2 et HD(

< 0-.(~ 2)) =0 . Soit Y une composante irré-

C
ductible de C . On a Hl(DY(n)) =0 pour n > -2 . En parti-
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. 1
culier H (DY) = 0 donc Y ﬁ-Pl , mais alnrs nn ne neat avoir

1
H (DY(— 2)) = 0 ; contradiction.

Comme lec fibrés de Yang-Mills £ noan triviaux coant ctahleco,
on a EndE =€ , On en déduit aus:itdt les as ertinne =ur les

ho(%fom(El,E YY) . Or Ha(%fom(El,E VY et dual Ade

2

Y(= 4)) et comme une cectinn de 5@nm(52,i]) r e

2

HD(&{om(Ez,El

s'annule en un point de X que ©i elle ~'znnule nortnot, on a2

3 - X _
H (ﬂfom(El,Ez)) = C . Par ailleuss an a Cl(ﬁfjmftl,;27\ = 0 ,
c £ - 2 () ] (r -0
SMom(E,6)) = 20,(E) + 20,06, C (Mamlc ,E0) =0 ;
d'ol le calcul du hl par 1o thiaordn- de liemann-Roch,

4.3. PRUPOSITIUN.~ La transformstian de Penrncse “tallit une hijec-

tion entre les clasces d'icomarphicme= d'inctantons et lec classes

d'isamorphismes de fibr?c de Yanqg-Mills £ tel:s que

1) E opossdde une structure cuaternionique ,

2) E est trivial sur toute droite rielle.

2.11., le trancfarm’ inuverce A'un inctanton est un

6
[

D'aprs
fibré E trivial sur toute droite réelle nuil pnstéde une structure

quaterninnique. D'anrés 1'exp. VI 2n a H (E(- 2)) =0 . Comme

CI(E) =0 , E possade une structure symplecticue unicue > un
facteur scalaire pres. Uonc les classes d'isomarphicmes non nécés-—
crirement symplectigues de tels objets corresnandent biurivoquement

aux classes d'icomnrphismes symplentigues. La proposition résulte

donc de 2.11,

9. Module des fibrés de Yang=iills.

5,1. Soient k > 0 wun entier, W un espace vectoriel de dimension

k , V un espace vectoriel de dimension 2k + 2 , muni d'une

4

forme bilindaire alternée non dég nérée. Posons T =TC o 90it
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¥ < Hom (T@W ,V) 1la variété algébrique des applications linéaires
C a
‘P : T®W —> V  telles rue pour tout t € T , l{) (t®w) snit
un sous-espace isotrope de V . La varidté 1O est une sous-
variété fermée de Homt(1YDWD,V) » C'estl donc une varisté affine.
sl
Notons YM 1l'ensemble des \P €V tels nue pour tout t € T = %U},
w ———?ql(t®vﬂ soit injectif. I1 rfsulte du thénrdme des images
directes d'ensembles algébriques par lec morphismes propres cue
YM est un ouvert de Zariski de 1% .

~

5.2. Posans GE = G1(W) x Sp(V) . Le groune {— 1, +1 } plongé

acd
diagonalement dans le centre de G ect invariant. Paosons

C

“~N
G = BE / {— 1, + l} . Le groupe GE op&re algfbriquement sur 1%
-1 s
par (gl,gz).q,: gzoqyogl o Le sous-groupe {— 1, + l.} ansre
trivialement. On en déduit par pascage au quotient une opération
algébrique de GI sur W . L'ouvert YM est stable par 1'opé-
ration de GI .
-~
5.3. Pour tout q) € YM , notons Eq) le fibré sur X , coho-
mologie de la monade assocife 3 :
Yy ‘Yo
0—> W® 0, (-1)—— VOl ——>W R0, (1)—>0 .
[ c C
Le fibré Eq) est un fibré de Yang-Mills. On obtient ainsi un
) ~
fibré symplectique E sur X x YM tel que pour tout qJ € YMm ,
EKP soit un fibré de Yang-Mills. L'opération du groupe GE sur
YM se rel®ve en une opération de Gt sur (X x Yo , E) , triviale
sur X . 0On notera que le sous-groupe central { -1, + 1}

n'agit pas trivialement sur E

5.4. PROPOSITION,- Le groupe GE opére proprement et librement sur

“~

Ym .

La correspondance aui & une monade associe son fibré de coho-
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mologie est une équivalence de la catégorie des monades dans la
catégorie des fibrés de Yang-Mills (cf. § 7). Comme les fibrés de
Yang-Mills sont stables (4.2.), le stabilisateur de tout LP e Ym
dans EE est le sous-groupe central diagonal ; d'ol la liberté.
Sur Yﬁ X YM notons El . E2 les familles algébriques de fibrés
de Yang-Mills déduites de E (5.3.) par les deux projections. I1
existe alors une variété algébrique Isom(El,Ez) qui est un revé-
tement d'ordre 2 d'une sous-variété fermée de YM X Yﬁ (3.2.).
Sur Isom(El,Ez) , on a l'isomorphisme classifiant qui fournit

un morphisme algébrique de Isom(El,Ez)———9 EC en vertu de'1l'équi-
valence de catégories entre les monades et les fibrés de Yang-Mills.
Par ailleurs on a un morphisme algébrique Isom(El,Ez)-———éYﬁ
obtenu en composant l'application cananique Isom(El,Ez) ———?Yﬁ X
Yﬁ avec la premiére projection. Ces morphismes donnent donc un
morphisme de ISom(El,EZ) ———?Ym X Em qui est inverse du morphisme
M x E[ déduit de la propriété universelle de Isom(El,Ez) . Donc
le morphisme M x Em—?Y’l‘\’l‘ x YM ((P,9) —> (Y,g $)) est un
revétement d'ordre 2 d'une sous-variété algébrigue fermée de

Yﬁ X YM . En particulier il est propre.

5.5. Posans YM = YM / GC et notons TT : Ym —>YM 1l'application
de passage au quotient. Comme tout fibré de Yang-Mills est donné
par une monade, les points de YM correspondent biunivoquement aux
classes d'isomorphismes de fibrés de Yang-Mills. Pour tout x & YM ,
on notera Ex un fibré de Yang-Mills dans la classe d'isomorphisme
correspondante.

5.6. THEDREME.- 11 existe sur YM wune structure de variété algé-

brique gquasi-projective et sur TV une structure de morphisme de
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A
variétés algébriques telles gque TT fasse de YM un fibré principal

de groupe GC et de base YM .

Soit F le fermé U - YM . Pour tout € YN , 1'orbite

~
GE q) est disjointe de F .
ad
Comme GE est réductif, il existe une fonction algébrique f

sur % , nulle sur F invariante par GE , non nulle en q}
( [ 3 J ) . S0it U 1'ouvert affine {ff + D} . I1 est stable par

Gm et contient q) . L'opération de Gm sur U est propre. Donc

tout point de YM &est stable pour 1l'action de EE au sens de [3] .

I1 suffit alors d'appliquer les résultats de loc. cit.

5.7. PROPOSITION.- Pour tout x € YM il existe un voisinage (trans—

cendant) VX de x dans YM et une famille analytiaue E de

fibrés de Yang-Mills paramétrée par V  , faisant de (v £y ) un

module de déformation universelle de EX .

~ ~
Comme YM est un fibré principal de groupe G sur YM , en tout

point x € YM , il existe une section locale s de TT définie

*
sur un voisinage Vx convenable. On pose alors Ev =s £ (5.3.).

X
La famille obtenue ne dépend pas, a isomorphisme prés, de la section
s m-l ~ .
choisie et sur (VX) ona E = TrEv . Soient (Z,z) un
X
germe d'espace analytique et E une déformation paramétrée par

z
Z de Ex .« Quitte & diminuer Z , aon peut supnoser que cette
déformation est décrite par la déformatinon d'une monade (cf. § 7,

-~
et donc qu'il existe un morphisme f»: Z—>YM tel que
*

ﬂ¥§(3) = x et f~Efi EZ . Donc on a un marphisme

*
Troj": Z—— YM tel que (TTof) EV =2 E, et un tel morphisme est
X

uniquement déterminé par la famille EZ cog.f.d.
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5.8. THEOREME.- 1) En_tout point x € YM , on a
Bk - 3 & dim YM 8k - 3 + hZ(E JE Y .
X x? 7x
2) En_tout point x & YM la dimensinn de 1'esp-ce tangent de

Zariski en x est Bk — 3 + hZ(EX,E ) .

X

3) En_tout point x € YM , tel cue le fibr?% Ex corresponde

3 un instanton, YM est lisse de dimension &8k - 3 .

I1 résulte de 5.7. fue, en tout pnint x € YM , l'ecpace
formel assacié & (YM,x) est un midule de Ad¢farmation universel
formel de EX . 11 résulte de 1a théorie dec dfnrmatinns far-
melles que 1l'espace tangent de Zariski 3 ce module formel est de

dimension hY(E ,E ) = rg Ext (E ,E )

d'aN la de I me =so- -
s 0 1 a deuxi-me gsier
X X X X

tion d'aprds 4.2. De plus on sait ~ue ce module peuvt 8tre dfcrit

par une équation sur cet espace tangent de Zariski, 3 valeurs dans

Eth(EX,EX) qui est de rang h7(E_,E_ ) ; d'ol la premidre ascer-
s

tion. Pour démontrer la tronisifme assertinn, il suffit donc de

montrer cu'en tout point x € YM correspondant 3 un instanton

|

on a Eth(E ,E ) = HZ(X,jCDm(E ,E)) =0 .
x? 7 x X

X
A Hom(E LE )

Ex ® Ex correspond la transformation de
Penrose F Q@ F ., Il résulte alors du thfor®me d'annulation (exp.
Vi) que Hl(X,ﬁ{om(Ex,Ex)(— 2)) = 0 et comme ﬁfom(Ex,EX) est
isomornhe 3 saon dual, an a HZ(X,j{om(EX,EX)(— 2)) = 9 par dua-
1ité de Serre. Supposnns k > 1 de sorte que EX n'est pas
associé 3 une corrélation nulle (exp.lV, g 14). Caomnme Ex ect
stable (4.2.), il existe un hyperplan P < X tel que Ex/P soit
stsble (exp. I, § 9, th. 4). On a alors deux suites exactes
0—Hom(E ,E ) (=2)—>Hom(E ,E ) (-1)—>Hom(E /P,E /P)(-1)—> O

0—>Ham(E ,E ) (-1)—> Hom (€ _,E )—¥om(E /P,E /P)—>0
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d'oll deux suites exactes :
u—eHz(x%m(Ex,Ex) (-1)) -—-%HZ(P,:‘CDm(EX/P,EX/P) (-1))
H2(X Hom(E_,E ) (~1)) —5H (X, Mam(E_,E ) —5H° (P, Xom(E /P,E /P))

Par dualité de Serre, H2(PJ&mMEx/P,EX/P)(-1)) est dual de
HD(PJ%om(EX/P,Ex/P)(-Z)) et HZ(PJZOm(EX/P,EX/P)) est dual de
HO(P:WOm(Ex/P,Ex/P)(-3)) . Camme Ex/P est stable, ces espaces
sant nuls, par suite hZ(EX,EX) =0 . Le cas particulier k =1
a été traité en 2.12., remarnue 3) : an a vu nue dans ce cas YM
est lisse de dimension 5 (cf. 5.9. ci-des=gus).

5.9. On peut montrer facilement que YM est le "module grossier"
des fibrés de Yang-Mills, ce qui en daonne une caract’risatiaon
intrinséque indépendante des descriptions nar les monades. Ainsi
1'espace étudié en 2.12. dfcrit & 1'aide du diviseur des droites
de saut, est un module grossier donc isomorphe 3 YM (k = 1)
L'espace #tudié dans 1'exposé X dfcrit 3 1'aide des caurhbes asso-
ciées aux fibrés est un module grnssier donc isomnrphe 3 YM

(k = 2) .

6. Structure réelle sur le module des fibrés de Yang-Mills.

6.1. Avec les notations du § 3, notans W , V 1les espaces complexes

conjugués de W et V respectivement ; munissans V de la forme

bilinéaire *,p —> (&,@) et donnons nous v, W—>yW un iso-

morphisme et Gé : V—=V wun isomorphisme symplectique. Alors
1'application \1)0——-——) 0‘;10 ¢°j ®0,; est un morphisme antilindaire
de YM dans Yﬁ . Ce morphisme passe au quotient et fournit un

isomorphisme antilinéaire O : YM ——>YM , On constate immédiate-~

2
ment que O est une forme réelle (O = Id) qui ne dépend pas

du choix de G} et 0'2 . La variété réelle qu'on en déduit est
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notée YM o . L'ensemble de ses points réels est noté YM (R) .
6.2, Par construction, YM (R) est l'ensemble des x € YM tels
que Ex soit isomorphe 3 U'*Ex ( § 2), donc posséde une struc-
ture réelle ou quaternionique (2.5.). Le type réel ou guaternio-
nique de EX est constant sur les composantes connexes de YM (R)
Pour étudier les instantons, on s'intéresse aux caompasantes de type
quaternionique (4.3.). Comme la condition de trivialité sur les
droites réelles de Ex est auverte en x 4 les instantons corres-
pondent aux points d'un ouvert de la réunion des composantes can-
nexes de type quaternionique.

6.3. Donnons alors une structure guaternionigue sur V,j : V.—V

telle gue (j®,jp) = (%,8) et telle que &,P F——)(d,j@) soit une
forme hermitienne positive non dégénérée, et de plus une structure

réelle O : W—> W . Alors on constate gue lyl—-—)- jo\Poj o
est une structure réelle sur Yg . Notons ﬁ les points réels de
Yﬁ pour cette structure et posons M = TT(M) . Notans SpR(V)

le groupe des automorphismes symplectiques de V gqui commutent 3
j et Gl(%R) le groupe des automorphismes de W qui commutent

a & . Posons “é:Gl(w[R)xsle(V) , G:E/{-1,+1} .
C'est un sous-groupe de G¢ . I1 est clair que M est stable par

G .

6.4. THEDREME,— 1) M est une sous-variété réelle, ouverte lisse,

de YM (R) de dimension 68k - 3 .

~N
2) M est un fibré principal de base M de groupe G .

3) Un fibré EX , x €YM , correspond & un instanton si et

seulement si x &€ M .
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6.5, Soient E un fibré de Yang-Mills, et

D—%R%DX(-I) —¢—>s% DX—->R*%DX(1)—>D ’
la monade associée (exp. V) . Notaons D(,(BI——} (“,(3) la forme bili-
néaire alternée sur S . Soit 7\. : E—3 O"*E une structure qua-
ternionique. Quitte 3 multiplier X par un scalaire de module 1 ,
on peut supposer que /\2;[_ est la conjugaison sur X . Par fonc-
torialité de la monade, on en déduit une structure guaternionique
j : S—>S5 telle que (jok,j@) = W y oL,P €S . Par suite
oL,PO—ﬁ (og,(_:,> = (ol,jF) est une forme hermitienne non dégénérée.
Quitte, éventuellement, & multiplier X par -1 , on peut toujours
supposer qu'il existe un & € S tel que <L A,A > > 0 .,

6.6 THéDREME.— Le fibré E correspond 3 un instanton si et seule-

ment si la forme hermitienne d\,(gl—% s ,(3 > est positive.

6.7. Montrons aue 6.6. entraine 6.4. Soit kl} £ YN tel que
Y==-JeWei® T . L'endomorphisme j de V induit sur El{)
une structure quaternionigque et comme la forme hermitienne

eL,(g — < o(,P> est positive par construction, il résulte de
6.6. que E‘.P correspond & un instanton. Réciprogquement si E\V
correspaond & un instanton, l'espace V se trouve muni d'aprds 6.5.

et 6.6. d'une forme hilbertienne < >E et d'unme structure

quaternicnique jE . De m&me W est muni d'une forme réelle D_E
et on a \P = - on '.Poj®0‘E . 11 existe un automorphisme v de
V. qui transporte la forme hilbertienne < . D> sur & , >E

et la structure nuaternionique j sur jE . Let autonnrphisme est
alors néc”ssairement symplectique. De méme il existe un automorphisme
w de W qui transporte la structure réelle de O sur O"E . 11

-~
existe dond un g € G qui transforme k'.) en un paint de M d'ed

c
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3 ). L'assertion 1) résulte de 6.2. et 5.8, (3). I1 existe un voisi-
nage de M dans YM qui est lisse et stable par la structure
- ~ -~
réelle. Donc M apparaft comme l'encemble des paoints rfels d'une
variété lisse. C'est donc une vari®té r7elle lisse. Le nroure &
~
agit librement et praprement sur 1 (5.4.) et par des arguments
analogues 3 ceux présentés ni-dessus, an voit que Te nuatient eat
M d'ol 2).
6.8. Commencons la démonstration de 6.6. et =antrans que si la
forme hermitienne &,(3 — 4 o(,(g > rct nnsitive, alnrs E
est un instanton. Il 5uffit paur cela de vnir ~ue £  ect trivial
sur les dronites rfelles de X (4.3.). Snit @ 3 ROT—> 5
C

1'homomnarnhisme lindaire dféfinis:zant 1a manade. Pour tout t € T-{O}

'image t

pasons R‘t = R®+t . L'esnace Rt ne 4inend nue de 1

de t dans X . D'ancds 1'exnosé Vs prope 1, pour que E soit trivial
sur la dronite de X npassant par les points t et it ., il faut

et il suffit que @(Rt) et 1'nrthaogonal de @(Hjt) pour la

forme symplectique soient supnlémentaires. Remarquons alors gque

la forme symplectique sur S est o ,Pl—) - L o ,3‘?,> . Par

suite 1'onrthogonal de @(Rjt) pour la forme symnlectinue est
l'orthngonal de ]@(Rjt) = @(R_t) = @(Rt) pour la forme hermi-
tienne. Comme cette forme hermitienne est nositive, 1'nrthogonal

de @(Rt) est bien supplémentaire de @(Rt) R

6.9. Pour tout a , b dans R ® T pasons H(a,b) = ( @ (a), @(b) >
C
On obtient ainsi une forme hermitienne sur R @ T en général dégé-

(1) Hlo® jla) , oo®ilb)) = H(b,a) .
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6.10. Lemme.- a) Pour tout t €T —gD} , R ect nrthogonal 3

t
Rjt our H . '
b) Pour tout t &€ T - {O} , la restriction de H 3 Rt est
non dégénérée,
c) Pour tout t € T - {O} , la rectiriction s 4 % Y'arthago-

m
o+
9

nal de R, @ R. a un signe constant ind ‘nendsnt de
La praoprifté a) rdsulte du fait que nour toust t @ (Rt)

est isntrope pour la forme symnlectinue de S . La nropriété b)
résulte du fait que L[ ect trivizl cur toute Jdrsite rfelle de X
d'aprés 1'expae” V, il faut que paur cela ~us nour tact t € T -4 0
P i ’ ! P ¢
l'orthogonal de @(R,t) pour 1a farme symnlectiaue, c'est->-dire

J
l'orthogonal de @(Hﬁ nour la farme hermitienne, snit supplé-

mentaire de @(QH . Démontrons 3). La rectriction de H 3 1'or-

thogonal de Rt & P.].J, ect 1'image invozce nar @ de la restric-
tion de la farme L s D 3 1'orthoganal de @ (Rt) fas) ®(Rjt)
Posons Ft = @ (Rt) 1<%} @(Rjt} . C'est un sous-espace de dimension

2 de S stable par j . Comme la restriction de la forme hermi-

Oy

‘e, la restric-

-

tienne de S sur ©(Rt) &P @(rijt} est non d4gfinér
tion de cette forme 2 Ft est nan dfgénérie. Pour f & F on a
< f,f > == L f,j.0f. > . Comme f,g b— < f,g > est
non dégéndrée sur Ft , la forme bilinéaire alternée
(f,9) ——> <« f,ig > est non dégénérée. Jonc si f et g ne
sont pas colinéaires, on a < f,jg> # 0 car F est de dimen-
sion 2 ., Comme jf n'est pas colingéaire da f si f # 0 , an a-
L f,jjf > 4 0 ; danc < f,f > # 0 . Comme < f,F >
est un nombre réel, fb—> { f,f > garde un signe constant

sur FJc -—{U} . Ce signe dépend continuement de t , donc il est
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constant par connexité,

6.11. PROPOSITION.- Soient R un espace vectoriel complexe muni

d'une forme réelle o , H wune forme hermitienne sur R ® T gui
c

possidde la propriété (1). On suppose gque H posséde la propriété

a) et b) du lemme 6.10. et la propriété :

c') Pour tout teT —{ D} , la restriction de H 3 1'ortho-

gonal de Rt ® Rjt est positive.

Alors H est une forme hermitienne positive.

6.12. Montrons comment la proposition 6.11. permet d'achever la
démonstration de 6.6, D'aprés 6.11. la forme hermitienne H- a un
signe constant sur les Wt qui est aussi celui qu'elle a sur les

. Donc avec les notations de 6.10., la

\
orthoganaux des I\/t@ th

forme hermitienne de S a le méme signe sur 1@ Uﬂﬂ, @(Hjt),Ft .
Elle est donc positive non dégénérée d'aprés le choix fait en 6.5.
6.13. La démonstration de (6.11.) oue nous copions sur [ 2] repose
sur un clacul miraculeux. Notons k 1la dimension de R . Soient

e. 5, €, = jel s B5 4 By = jea une base de T . Posans

D = Ce, + Ce s Do = Ce, + Ied . On a
R®T=R®D0@R®Dw:R@el®R®ez®R®ea®R®ed .
Ceci permet, en choisissant une base réelle de R , d'écrire la

matrice de H sous formes de matrices par blocs.

6.14. Lemme.- La propriété a) de H (6.11.) gguivaut au fait gue

la matrice de H soit de la forme

|O
(o]
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Ay a My 0 B C
A = , M= , N =
¥y
0 A ) My -C B
¥ *
Ay = AL s M= M .

Le lemme se démontre en calculant. On utilise (1) .

. 4
6.15. Soit x = (xl,xz,x3,x4) € R . Posons

X, +1ix X 41X
4 3
X(X) = ( 2 1 ) s
—x2+1x1 X =ixg
1D 0
T(x) = ° ,

D(x) = T(x)D .
Pour tout x elR4 , D(x) est un plan de T stable par j , donc
correspond & une droite réelle de X . On obtient ainsi une para-
métrisation de toutes les droites réelles de X sauf D_, . Pour

tout x € md soit H(x) 1la forme hermitienne sur W ® T telle

que
H(x) (a,b) = H(Idg ® T(x)(a) , Idy ® T(x)(b)) .
La matrice de H{x) est alors
A(x) N*(x)
(N(x) M. ) .
avec

Alx) = A + 5

]

Idy ® X(x)).N + N Id, ® X(x) + kP M,
N(x) = N+ M(Id, ® X(x)) .

6.16. Lemme.~ 1) La propriété b) de H (6.11,) entraine gque pour

tout x € Ra , det A(x}) #0 .
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2) La propriété c') de H entraine que pour tout x € R 1a

matrice

M= N(x) AT *

est hermitienne positive.

En effet pour tout x la restriction de H % W @& Ux doit
8tre non dégfnérée d'oll 1). L'assertion 2) =e dinantre en 47 tnrmi-
nant 1'orthogonal de W @ DD nour H(x) et en raolculant la restri-

ction de H(x) A cet arthogonal.

6.17. Lemne.- Lz matrice Ax A(x}_l pot hermitienne né-stive
( Ay = lanlacien par rapport &  x ) .
Posons
s *
1iC-iC g C+C d
L v - L
Ny =3 . Ny =3
0 ic-iC* 6 c+c*
¥
iB-ig* o B+B U
1 ) ~ 1
l“3 = ? ’ E‘Ia = 2 -
0 ib-ip*® 0 BB
Posons P. = éi— X(x) , 1< 1ig4 (matrices de Pauli) . Remar-
1 % 2 ~
i

quons que IdR<$ Pi commute 3 toute matrice 2k x Zk du tvoe

(T °) . ona

0
_ 4
X(X) = .Z‘ xiPi ’
i=1
A —
= N
(2) Zl‘ IdR ® Pi.Ni =i
P . %B 28, .
i ji ij

Un doduit slors de (6.15.) et de (2)

4
(3) Alx) = A + 2 §: xiNi + |x|2 M
1
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En particulier pour tout x , A(x) et A(x)_1 sont du type

°U( 3) . On déduit donc de (2)
“1y 0% -1 =t
(4) M= N(x)A() TIN(x) = M = 20 (N, 4+x. M) A(x) T (N . 4x.M)Id @ P, P,
i3 i 71 i 73 R i ]
Soit 9 l'opérateur sur les matrices 2k x 2k qui, 3 une matrice
11 2 . %1450 0 . «£ g
) assoacie . 31 U = 0 o
PSP P) U 1%
ona B@wv) =uB(v) . on a
-t
(5) O(1d;® P, P =2 8ij 1dy .
On déduit de (4) et (5)
4
(6)  O-N)AGITINGOT) 2 = 2% (e AL T N e )

1

Comme 9 transforme les matrices hermitiennes positives en matrices
hermitiennes positives, le deuxidme membre de (6) est positif.

La matrice A(x) est hermitienne non dégénérée (6.16.). Pour

montrer que [&x A(x)—l est négative, 11 suffit donc de montrer
que
5(x) = = A (B Ax)THA)
est hermitienne positive. On a
4
- 9 -1 9
(7) S(x) = O A(x) =2 2 3% AGAG) T 2 Al .
1 1 i
Donc, d'aprés (3)
4
(8) S(x) = BM — 8 I (N +x,MA(x) TN, +x. M) .
1 i 7i i i

En comparant avec (6), on constate que S(x) est positive !

6.18. Achevons la démonstration de 6.11. Par la formule de Stokes

on a pour (9 >0 ,
j(AXA(x)-l)de-z f(g—r_g?j AT X )ds .

ki<p l><|=(>
On a, pour P —_ o0 »

gr$% A(x)_l - -2

(9)
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Danc

j(AXA(x)-l)dU-= -amt o, A>o0 .

R4
11 résulte alors de 6.17. que mL donc M est positif et d'aprés
les propriétés a), b) et c') de H , que H est positive.
6.19. Lorsqu'on explicite la construction de la variété M de (6.3.)
on retrouve la variété ﬁ introduite au g 1 . Le théoréme 1.3.
se trouve ainsi essentiellement démontré 3 ceci preés qu'il nous
faut montrer que ﬁ n'est pas vide. Premons k + 1 droites réelles
distinctes dans X et k + 1 paramdtres réels # 0 . A L'aide
de ces données on peut construire un fibré E sur X muni d'une
structure quaternionique, trivial sur toutes les droites réelles,
tel que le lieu des zéros d'une section convenable de E(k + 1)
soit les k + 1 droites réelles données 3 l'avance (exp.IX). On

\

obtient ainsi une famille d'éléments de I(k) (Solutions de t

Hooft).

6.20. Indiquons sans démonstration une description de 1'application
canonique %-———?I(k) . On obtiendrait une démonstration en appli-
quant la transformation de Penrose 3 la monade définissant un fibré

(exp. II et V) . Notons HPk la variété des sous-espaces quater-

k+1

k
nioniques de dimension k de M . Sur HP on a donc un sous-

k
fibré quaternionique Q de rang k du fibré trivial H +1 . Posons

. . . . k
F (k) = mk+l/Q . A l'aide d'une métrique hilbertienne sur H +1
compatible avec la multiplication par j , on peut considérer F (k)

Mk+l . Notons

comme un sous~fibré de rang quaternionique 1 de
alors (k) 1la connexion sur (k) déduite de la connexion tri-

viale sur IHk+l par projection orthogonale. La donnée d'un point
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de M (1.2.) fournit une application différentiable

sh= ppl — ™ smpk .
Donc m*l}'(k) est fibré de rang complexe 2 , muni d'une connexion
et d'une forme hermitienne positive non dégénérée horizontale. On
vérifie que cette connexion est autoduale et par suite que m*(F(k)

est un instanton.

7. Complément sur les monades.

7.1. PROPOSITION (Beylinson [1] ).- Soit F un faisceau cohérent

sur X = lPa(ﬂ:) . I1 existe une suite spectrale fonctorielle en }'

de terme

P < IO (-p@TF ) @ oylep)

telle gque Efo’q =0 pour p+q# 0 et Efo'_p le_gradué assgcié

3 une filtration convenable de ‘:F .

Soient A 1a diagonale de X x X et p : X x X—> X 1la

premiere projection. On a une suite exacte

N, R0, (-1) —> 0,y —>0, —> 0 ;

a

d'ol un complexe de Koszul, résolution de O :

A
(1) 0= Q3(NW0,(-3)—> Li(21R0,(-2)—> QWO (-1)—> 0, —>

0, — 0 .

4 0
Comme Torixxx(?gﬂx,DA) =0 pour i > 0 , on obtient en ten-
sorisant (1) par F une résolution de :}Z = (?E DX) ® DA R
On a Ri ’J\" =0 our 1 0 et 'f‘ = :F . La suite spec-

py JA p # Py N p
trale du faoncteur dérivé Rp appliquée 3 la résolution de ?;}
*

est la suite spectrale annoncée.
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Te2. PROPOSITION.,~ Sgit E wun fibré de Yang-Mills. La suite spec-—

trale de 7.l. appliguée 3 E(- 2) fournit un complexe de lnngueur

3 dont la cohomologie est E et qui dépend fonctariellenent de

E Ld

0—> HZ(E(—3))®DX(-1)%H1(E®Q>l() ®0, —> Hl(E(—lH®DK(1)—->D .
c’ C C
11 s'agit de calculer les Hq(flip(—p—?ﬁcb EY . Ils sant dannds par

le tableau suivant : ~
N
0 0 0 0 3
HE(E(=3)) e o)) HYCE(-1)) 0 2
0 9 0 g 1
0 o 0 . g
\, 3
-3 -2 -1 0

. p=0 .0na HUQP(-p-2) ® E) = HI(E(-2)) . Comme E est
semi-stable on a HO(E(—Z)) = 0 . Par définition Hl(E(—Z)) =0 o,
Par dualité on en déduit HZ(E(—Z)) = H3(E(—2)) =0 .

. p=-=1 .0na HUQP(p-2) ®E) = HIQL(-1) @ E) . De plus
on a une suite exacte 0—> .Q)l((-—l) ——)T*?@:Ux(-Z)—> DX(-l)—>U "

En tensorisant par E et en prenant lz suite exacte de cohomologie,

*
on obtient, caompte tenu de Hq(f*® E(-2)) = T ® HI(E(-2)) =0 ,
c C

Q- ®E) =0, HQy-n® e -0,

1 ~ 2,01 3,A~1 o U2

HY(E(-1)) = HO(Q,(-1)® E) , H(L5(-1) @ £) = H7(E(-1))
-1,3

Ce dernier terme est nul car sinon an obtiendrait un Eoo +# 0

contrairement & T.l.

cp==2 . 0ne HUQP(p-2) BE) - QY ®E) . De plus on

a une suite exacte 00— _Q_)Z( —'—7/\]’*@0)((—2)% Qi‘—?o . En ten-
C

sorisant par E et en prenant la suite exacte de cohomologie, on
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obtient HO(.Q)Z( ®E) -0 , HQ}®6) X WL e
Hl(-Q_;l( ®E) = HZ(Q)Z( ® E) . Comme on a une injrctinn
Ql@®Ec—s T"®E(-1) , ons H(Q;@®E) =0 . Enfin

Ha(.Q.)Z( ®E) estcdual de H(QL ®E) =0 .

. p=-3 .0na HUQ[ (-p-2) @ E) = HT(E(=3)) . On a
HO(E(=3)) = 0 car E e-t cemi-stable. Le dual de H'(E(=3)) est
HZ(E(-l)) dont on a vu qu'il ect nul. Le dual de Hj(E(-H)) est
HO(E(-1)) = 0 .

7o3. COROLLAIRE.- La catégorie des monades est Snuivalente 3 1la

catégorie des fibrés de Yang-Mills.

La proposition 7.2. décrit un foncteur des fibrés vers les
monades (exp. V ) . Le foncteur quasi-inverse consiste 3 prendre

la cohomologie de la monade.

7.4. PROPOSITION.- Soient (S,SO) un qgerme d'espace analytique et

s b— Es une famille analytique plate de fibr%s de Yang-Mills, I1

existe une famille analytique plate de monades s }——y> Ms dont la

cohamologie est s }—— E8 o

Variante 3 param2tre des prop. 7.l. et 7.2.
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Séminaire EJNoSe (1977-1978)

Exposé ne VIII

OPERATEURS DIFFERENTIELS ET THEOREMES D'ANNULATION

par J.P. BOURGUIGNON

Cet exposé introduit aux théorémes d'annulation tels qu'ils sont prouvés
en géométrie riemannienne, en utilisant les formules de WeitzenbBck, spéciale-
ment pour les 2-formes différentielles A valeurs vectorielles et les champs
de spineurs (théoréme d'A. Lichnerowicz), La notion d'opérateur différentiel
naturel permet de mieux utiliser les propriétés algébriques spéciales de la
dimension 4 .

I1 doit (!) faciliter la lecture des pages 34 A 36 de [2] .

Dans tout l'exposé, (M,g) est une variété riemannienne compacte orientée

de dimension n et G un groupe de Lie compact d'algébre de Lie (g .

Si w3 E—>»M estun G-fibré et Y une G-connexion sur ce fibré,

alors la fonctionnelle de Yang-Mills ‘H'm est donnée par
2
Yme) = JM =¥

ot RV est la courbure de V (2-forme 3 valeurs dans le fibré en algébres de
Lie (g des automorphismes infinitésimaux de E ) et || || 1la norme déduite
du choix d'une norme sur %] et de la métrique g sur la base,.

Les points critiques de "%J’m_ sont les connexions V telles que RV soit
harmonique (en tant que 2-forme 3 valeurs vectorielles) RV st toujours
fermée (c'est l'identité de Bianchi),

Nous rappelons que la codifférentielle év peut s'écrire sur les 2-formes

v:—*dv*

s
ou aV désigne la différentielle extérieure associée A la connexion V et «

est 1'opérateur de Hodge défini par la métrique et l'orientation appliquant
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les p~formes dans les (n- p)-formes,
Remarquons que x , opérant sur les k-formes lorsque n = 2k , ne dépend
que de la structure conforme,
La condition d'harmonicité peut encore s'écrire
d"RY = 0
{dv *» RV=0 .,
Nous noterons, pour simplifier, V 1l'espace vectoriel euclidien orienté
(TmM,gm,*m) ol m est un point de M ,
S5i M est de dimension 4 , % est une involution de /\2V de telle sorte
que nous avons la décomposition
AV =AY @A
correspondant aux sous-espaces propres de L Les espaces At et AT sont
des espaces de représentation irréductibles non isomorphes de S0(V) . (Remar-
quons qutavec l'isomorphisme bien connu de /\2V avec EH(V) y la décomposi-
tion précédente coIncide avec celle de 1'algébre de Lie GI(V) , isomorphe &
5[(4 , en ses deux facteurs simples isomorphes a EU3)'

V-

Dans ce cas, Si nous posons RV=RrV" 4+ R » 1l'équation des champs de

Yang Mills s'écrit
dVRY* =0 (ou de facon équivalente dV RV ™ = 0)
(en effet, si la 2-forme Rv+ est fermée, elle est aussi cofermée ; comme

RV est fermée, RV est aussi fermée, donc cofermée et RV  elle-m@me est

cofermée),

1. Opérateurs différentiels naturels riemanniens,

Il est souvent important de montrer que le noyau d'un opérateur différen-
tiel A elliptique auto-adjoint d'ordre 2 est réduit a {0} .

Nous supposerons ici que A est universellement défini sur les variétés

riemanniennes (nous dirons aussi naturel) au sens précis suivant @
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"pour toutes variétés riemanniennes (M,g) et (M',g') (m@me ouvertes) et
pour tout difféomorphisme ¢ $ M —> M' qui est une isométrie (i.e. tel que
¢*g' = g) , alors ¢ s'étend aux fibrés sur les sections desquels A opere
et A et A sont échangés par "o

(My9) (M,q') 9s par ¢

Comme exemples de tels opérateurs, citons la différentielle extérieure

des formes différentielles extérieures (elle ne dépend que de la structure

différentielle), la codifférentielle & , la dérivation covariante de Levi-

Civita D .
La notion précédente peut &tre raffinée pour les variétés riemanniennes
orientées (ou possédant d'autres structures géométriques) de fagon évidente,
Ces opérateurs naturels ont une propriété importante qui rend leur étude
compleétement algébrique. Avant d‘'énoncer cette propriété, il nous faut rappeler
les différentes notions de symbole pour un opérateur différentiel,

Soient w_, ¢ E —3» M un fibré vectoriel é” sur M et 'é ltespace de

E
. &0 . k X . .
ses sections C o« On définit le fibré e : JE—3» M des k-jets de sections
de g de la fagon suivante JiE est le quotient de 7£ par la relation

d'équivalence ’ﬁ’ définie par

X (les dérivées partielles des sections s et s' )

(sVs') o . . .
m de E coincident en m jusqu'a l'ordre k inclus

Les changements de cartes entre trivialisations s'obtiennent par dérivation
des changements de cartes du fibré (cf, [3] ou [8]).
11 existe une application naturelle évidente notée jk 33-——9JkE {espace

des sections de ﬂg ) , appelé opérateur différentiel universel d'ordre Xk .

La suite des fibrés de jets s'organise en une famille de suites exactes

00— s*ru®E—3 > < 1g > 0

ol la premiére inclusion peut &tre vue ainsi : soient S € Em et E € T;M ]
prenons une section s telle que s(m) =s et une fonction f telle que
f(m) =0 et df(m) = € o A E® 4ee @ E®s , nous associons la classe dans

JkE de la section fks "
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Soient maintenant deux fibrés CoonE t E—5> M et U F—ea>M ,

L'opérateur A de % dans F est dit différentiel d'ordre k si, powr s

dans '6 N
.k
A(s) = 2,(3%(s))
pour un morphisme X, de fibrés vectoriels entre TT]E< : JkE —> M et
T3 F—>M , On dit que T, est le symbole total de A
La restriction du symbole total au sous-fibré Sk’I‘*M ® E de JkE est

notée o, et appelée le symbole principal de A o (Comme Sk’I‘*M ® E ne fait

intervenir que des objets d'ordre 0 , on dit quelquefois que le symbole

principal est intrinséque).

Dans ce formalisme une connexion V¥ sur un fibré e ¢t E—>»M estun

opérateur différentiel d'ordre 1 défini sur e A valeurs dans p§ ® Mo H

T*M ® E —3» M dont le symbole principal est l'identité : en effet, pour s
dans § et £ dans (M) ,
T(£s) = £Ys + Af ®s .
Une commexion apparalt ainsi comme une scission de la suite exacte

0> TM®E s JE > E >0 .

En fait, le choix d'une connexion sur E permet d'écrire

k .
e = @ (s'tueE)

i=o

en utilisant A chaque cran pour scinder la suite exacte 1l'opérateur
Vk = Skov o seeoV obtenu en itérant V , puis en symétrisant pour avoir
un opérateur de E dans SkT*MQE .

En tant qu'opérateur différentiel d'ordre i de E dans Si'I‘*M® E ,
Vi a pour symbole principal l'identité,

Une connexion sur E ayant été choisie, l'opérateur A peut s'écrire

A= O'Auvk + c}\(V)Qqu + e
En effet l'opératewr conk a m&me symbole principal que A § par suite

A - UAoV x est un opérateur différentiel d'ordre %-1 et ainsi de suite,
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La suite des symboles 0;(37) est dite la suite des symboles de A associée

2 V.

Gra3ce a cette notion, nous pouvons énoncer i

PROPOSITION (cf. [9])e- Tout opérateur différenticl naturel riemannien a pour

suite de symboles associée 3 la comnexion de Levi-Civita des applications qui

sont invariantes sous 1l'action du groupe orthogonal et réciproquement.

Cette proposition permet de déterminer les opérateurs différentiels natu-
rels d'ordre k @éfinis sur le fibré E ¢ il suffit de décomposer en sous-
espaces irréductibles successivement les espaces SiT*M ®E (igk) : le
projecteur sur chaque sous—espace irréductible domne un tel opérateur et tout
opératewr est combinaison de ces projecteurs.

finsi pour E = Pt (qui est irréductible sous O(V))  pour détermi-
ner les opérateurs naturels dtordre 1 il faut décomposer V @)Akv sous

1l'action de 0(V) : on trouve un facteur isomorphe & Ak+1V , un facteur

k- . .
1V et un autre facteur seulement (exercice : le décrire par

isomorphe a A
une identité A la Bianchi). Les opérateurs différentiels associés i ces pro-
jecteurs sont respectivement d, -8, D-d+ "&"

En dimension 4 , pour le cas orienté, il y a un raffinement car A2V

n'est pas irréductible,

2., Formules de Veitzenbdck.

Nous revenons maintenant & notre motivation initiale qui est d'établir
des théorémes d'annulation, Nous allons utiliser des formules dite de
Veitzenb8ck, On regroupe sous ce nom la comparaison de divers laplaciens (des
opérateurs différentiels naturels dlordre 2 dont le symbole principal est
la métrique g ). Il est facile de voir que :

i) la différence de deux laplaciens est forcément un opérateur d'ordre O

(car T*M ® E ne contient pas de facteur isomorphe & E ) j
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ii) cet opérateur d'ordre 0 s'exprime 3 partir de la courbure riemanniennc
si les laplaciens ont été obtenus par composition d'opérateurs d'ordre 1

Pour prouver que KerA = {0} , on le compare & un laplacien positif
(par exemple un opérateur obtcnu en composant un opérateur elliptique d'ordre 1
avec son adjoint) et on cherche A montrer que l'expression en la courbure est
elle aussi positive par des hypothéses convenables,

La motivation originelle était bien sQr de prouver la nullité de certains
nombres de Betti : pour cela, on compare le laplacien de de Rham dé + §d opl-
rant sur dX?AkTM) au laplacien D¥D (d'aprés le développement précédent
c'est essenticllement la seule comparaison possible).

Nous avons la formule de WeitzenbBck suivante $ pour les 2-formes diffé-
rentielles extérieures

(a6 + 8d)w = D*Dw - we(R - % Ric @ g)
ol l'expression en courbure appelle les commentaires suivants @

i) Dans le cas du fibr¢ tangent la courbure est une transformation de A2V
dans A2V ( par. 1l'isomorphisme déja mentionné de AZV avec II(V) ), qui 2
cause de la symétrie de la comnexion vérifie une autre identité due a Bianchi
(1a premiére) : pour tout X, Y, Z dans V ,

RXYZ+ RYZX+ RZXY=O .

Cette relation impliqﬁe que R est une transformation symétriquc de A2V .

I1 se trouve &tre intéressant de voir 52A2V comme la partie homogéne de degré 2

‘ : : o2k
d'une algébre, dite algébre de courbure, XV = & SA'V , de telle sorte que

i=0
(), =R , (@), = s, (kv), = s2h v,

Le produit noté & entre éléments h et k de (KV)1 est défini par

(h 8 X)yypp = hygkyp + Bypkyy = Byrkyg = Byglyr o
d'oli le terme Ric @ g dans la formule précédente (on rappelle que
A n
Ricyy = T a(R, y €5:Y) )e
i=1 i
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ii) Il est aussi important de noter les décompositions en sous-espaces

o(V)-irréductibles :

s%v = n.geasgv

ol SZV' désigne l'espace des tenseurs symétriques a trace nulle ;

0
52A2v =R.g®g & (sév&y g) &W U

ol 1L9 est l'espace des tenseurs de courbure conforme de Weyl, La premiére

4

identité de Bianchi traduit justement que R est orthogonal & AV (donc

est dans la somme des trois autres sous-espaces). La décomposition de la cour-

bure est la suivante : avec Ric = §%?l g + Rico , OU Scal désigne la

.

courbure scalaire (la trace de la courbure de Ricci par rapport & g ),

R s'écrit

. 1 . Scal
R=W4+ - RlCO d g+ 53(;:77 g®g .

Le cas de dimension 4 prend un intéré@t particulier car l'espace SZAZV

admet une décomposition plus fine sous SO(V) : 1l'involution x est juste-

4

ment le générateur de A 'V et la composition avec x dans. S2A2V ‘préserve U

(en effet les éléments de SSV’@ g anticommutent & x alors que ceux de (¥
commutent), donnant naissance aux Sous—espaces QL?+ et YUY~ ol cette compo-

sition avec x est respectivement l'identité et moins 1l'identité, Nous avons

alors la décomposition en composantes SO(V4)—isotypiques

2 + -
5°A°Y =R.,6R.g0g @ (S Vag)oW © W
4 - T 0
—— AN
21 = 1 +1 + 9 + 5 + 5

avec en regard la dimension des espaces,

La décomposition de R s'écrit dans ce cas

Scal
24

+

R=W+w—+12Rico®g+ gAdg .
Pour revenir a la formule de WeitzenbBck des 2-formes, le terme en courbure
qui y apparalt est R - % Ric & g , dont la décomposition en composantes irré-

ductibles est

1 . 4-n . 2-n
Re= =V
2R1c®g +?(n—-2_)-Rlco@g+2nn~1 Scal g@®@g .
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Il apparaft donc qu'en dimension 4 la partie Ric n'intervient pas puisqu'alors

0

Scal
5 9909

R - % Ric® g =W +
(rappelons qu'avec notre convention g ® g = 4IdA2V ). Cela refléte le fait qu'en

dimension 4 les 2-formes harmoniques sont des invariants conformes,

Si nous revenons a la fonctionnelle de Yang-Mills, il est aussi intéressant
d'appliquer une formule de VeitzenbBck a l'équation des champs de Yang-Mills
(aV 8V 4+ 8V aV )RV =0 . Le laplacien qui y apparait est celui des 2-formes
4 valeurs vectorielles (ici & valeurs dans une algeébre de Lie) pour lequel la

formule de WeitzenbBck s'écrit (ici X,Y € V)

n
1 .
V&l V4% = - -1 v oo - &Y
((ave% & d\)w)XY (v*vw)XY wo(R 5 R1c6>g)XY+-i:1[ReiX,ueiy] [Reiy,weiX] .

Dans la formule précédente, nous avons séparé parmi les termes en courbure
ceux qui proviennent de la base et ceux qui proviennent du fibré (sur 54 mu~-

nie de la métrique standard, le terme de la base vaut 4w )e Leur interaction

joue un grand r8le dans la théorie de Yang-Mills (cf. [4]).

3. Spineurs harmonigues,

Le but de ce paragraphe est d'établir le théoréme suivant dft a

A. Lichnerowicz (cf. [7]).

THEOREME.- Soit M une variété spinorielle compacte 4 courbure scalaire posi-

tive, Alors, il n'existe sur M aucun spineur harmonigue,

Nous commencons par un rappel sur les algébres de Clifford et les spineurs
d'un point de vue algébrique (cf, [6]) ,

soit (V,g)wmespace euclidien de dimension n (g peut 8tre en fait une
forme bilinéaire symétrique arbitraire). L'algébre quotient de l'algébre ten-
sorielle par 1'idéal engendré par les élément x ® x + g(x,x).1 (oU x € V)
est appelée 1'algébre de Clifford C(V,-g) (1'intér8t du signe - n'appa-

raltra pas dans ces brefs commentaires, voir [1]). Cette algébre est universelle
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pour les applications définies sur V A valeurs dans une algébre A unité ren-
dant la forme quadratique associée & g un carré parfait,

D'un point de vue constructif, C(V, - g) peut aussi &tre définie comme
suit & soit (ei) une base orthonormée de (V,g) ; l'algébre de Clifford

s'identifie aux mots formés sur les lettres e ceer€ et 1 avec les relations

1’

eiej+ejei=0 si 1;(‘)
2
ei—--1o

Il est facile de voir que tous les mots peuvent &tre pris de longueur au
plus n et qu'en fait C(V,-g) est de dimension 2n .

Il suit de la définition de C(V,-g) que 0(V) opére sur elle, On voit
facilement que C(V,-g) et l'algébre extérieure A’V sont des espaces de

représentation isomorphes (en fait A°V n'est rien dfautre que c(v,0) ).

L'algébre de Clifford hérite de 1'algébre tensorielle une Z/ZZ-gradua-—
tion, car 1'idéal par lequel on quotiente est formé d'éléments de degré pair,
On pose

c(v,-g) =c* @ ;
il est clair que V se plonge dans C .

D'aprés le théoréme de structure (cf, [1] ou [6]), les algébres de Clifford
réelles sont toutes des algébres ou des sommes de 2 algébres de matrices sur
R, € ou H avec périodicité 8 pour le type.

Par contre, si on complexifie les algébres de Clifford, leur structure se
simplifie (exemple d'une telle simplification :

couec *¢cadec ,
R

(R@R)®C¥C®C) .
R

. o . ~
Si on pose C(V,-g) = C(V,~g) ® € (en fait C(V,-g) = C(Vw,gm)) , alors
~L ok R ) . k k
pour n =2k , c(v ,—g) est une algeébre de matrices 25 x 2 sur € et,
e 2k+1 N .
pour n =2k+1 , C(V ,-g) est une somme de deux algibres isomorphes a

2k

G(V 1"9) .
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Nous nous limitons par simplicité au cas ol la dimension de V est paire,

0 . no, 2k ~ R .
L'espace vectoriel & tel que C“(V",g) © End(3) est dit espace des
. .. k . . . s o
spineurs associé A (V2 ,9) o L’espace projectif P(&) s'identifie aux idéaux
minimaux & gauche de End(%) , donc de C(V,-g) 3 il est donc facilement
identifiable et est un espace de représentation de 0(V)

Par contre, il est plus difficile d'atteindre l'espace des spineurs, Un
modéle de l'espace & peut &tre construit comme suit : pour la forme bilinéaire
complexe 9g il existe une base de Vitt de VG de telle sorte que

1 k+i
z Tz
1

9¢ . .
i

n

= X

Si on pose f = Zye eee w2y (ol 1lc point désigne le produit dans 1l'alge-

bre de Clifford), alors on peut identifier & a {u.f|u ¢ ¢(v,-g)} , 1l'action

de E(V,—g) sur & se faisant par multiplication A gauche. On remarque que &
- +

+
se décompose en & @ 8 ob & = 0 (V,-g).f , les ¢liéments de &' (resp.

de & ) s'appelant les spineurs positifs (resp. négatifs). Remarquons que les

éléments de C appliquent &% dans & .

L'espace des spineurs n'est pas un espace de représentation de so(v)
par contre le normalisateur de V dans E(V,—g) est un groupe appell Pin(V)
qui opére sur ¢.le sous-groupe compact maximal de Pin(v) (qui peut aussi
s'obtenir comme sous-groupe de Pin(V) agissant trivialement sur les scalaires)
est appelé le groupe spin(V) o Son algébre de Lie s'identifie a 5;[](V) de
la fagon suivante : si t dans .HEKV) s'crit t = z a,. e, A e. pour

¢ s ij i
1gi<i<a M J
une base orthonormée (ei) de V , on peut lui associer 1'¢lément

1 b 23584 *€; de E?PIH(V) . Le groupe 5pin(V) est un revétement a

agigigx YR
deux feuillets non trivial de 80(V) (son rev@tement universel en fait puisque

n1(SO(V)) =z/27 ).

Nous nous proposons maintenant de globaliser ces constructions sur une

vari¢té M , Pour que lc fibré principal en groupes SOn sur M admette un
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revétement A deux feuillets qui soit un fibré principal en groupes Spin1 (on

dit alors que M est une variété spinorielle), il faut et il suffit que la se-

conde classe de Stiefel-Whitney de M , wZ(M) , soit nulle (cf. [7]).

Par excmple CPk n'est spinoriclle que si k est impair (pour les varié-
tés complexes, WZ(M) est la réduction modulo 2 de c1(M)) ; les surfaces
complexes K3 , par exemple, sont spinorielles.

Soit M wunc varilté spinorielle : elle est donc munie de fibrés vectoricls
en spineurs g, : §, —> M (¢t aussi en spineurs positifs ot négatifs), La con-
nexion de Levi-Civita se remonte au fibré Spinn~principal et donc munit les
fibrés en spincurs sur M de connexions naturelles notles encorc D :ainsi D
applique les sections de {?M : § —>M dans celles de Pﬁ@qm : ‘T*M@@M———)M .

M

Si on compose maintenant D avec la multiplication de Clifford p (qui

applique T*M G>§M dans @M ), on obtient 1'opirateur dec Dirac P = woD qui
est donc un opérateur différentiel dfordre 1 auto-adjoint sur le fibré en spi-

neurs & si (ei) est unc base localement orthonormée, et ¢ un champ de spi=-

neurs , alors

n
Pﬁp = 'z Civ De.q? .
i=1 1
D'aprés une remarque précédente, P applique @; dans @& (et respecti-
Vement).
Le symbole total de P2 ' ZPQ, est donné par

£2(§®n®0) =K. g

-9, me+r (BAm) .o ,

d'ol la formule de VeitzenbBck pour P2

1]

PP = D*Dp + k(o) .
Il reste sculement a ¢valuer le terme en courbure des fibrés en spineurs :
pour cela, on utilise l'identification des algébres de Lie de SO(V) et Spin(V)
en remplacant dans l'écriture de la courbure les produits extérieurs par des

produits de Clifford. En utilisant les symétries de la courbure, on obtient
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R(¢) = Sifl P .

Le théoréme d'A, Lichnerowicz suit alors immédiatement puisque 1'opéra-
teur P2 est positif comme somme d'un oplérateur non-négatif et d'un opérateur
positif dés que la courbure scalaire est positive,

I1 est intéressant d'appliquer le théoréme de l'indice & P restreint
aux champs de spineurs positifs ( P est un oplrateur elliptique puisque son
carré P2 est un laplacien). L'indice de P cst égal & dimdb7' - din 6
(oh 36 : désigne l'espace des spineurs annulés par P , dits spineurs har-
moniques positifs ou respectivement négatifs) ; il s'identifie au A~-genre de
M , qui s'exprime en fonction des nombres de Pontrjaguine de M . D'un point
de vue géométrique, le théoreme d'A, Lichnerowicz peut alors s'dnoncer de la

facon suivante (cf.[7]) :

! \
THEOREME.~ Soit M une variété spinorielle compacte dont le ﬁ—genrc n'est pas

nul, Alors, il n'existe sur M aucunc métrigue riemannienne a courbure sca-

laire non-négative et positive en un point,

Pour une étude détaillée des spineurs harmoniques, voir [5] .

146



(1]

(2]

(3]

[4]

(5]
(6]

(7]
(8]

(9]

OPERATEURS DIFFERENTIELS ET THEOREMES D'ANNULATION

REFERENCES

M, ATIYAH, R, BOTT, P, SHAPIRO - Clifford modules, Topology suppl.
vola3 (1964).

M. ATIYAH, N, HITCHIN, I.M, SINGER - Self duality in four dimensional
Riemannian geometry, Proc. R. Soc. Lond., A362 (1978), 425-461.

JoP. BOURGUIGNON - Riemannian geometry, differential operators and ele-

menteary representations theory, & paraftre.
J+Po BOURGUIGNON, H,B. LAWSON, J. SIMONS - Stability and gap phenomena
for Yang-Mills fields, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., (1979)

N. HITCHIN - Harmonic spinors, Adv. in Math., n°14,(1974).

S. KIRILLOV - Eléments de la théorie des représentations, Mir, Moscou
(1972).

A. LICHNEROWICZ - Spineurs harmoniques, Note aux C.R.A.S. Paris, t,257
(1963), 7-9.

ReS+ PALAIS - Seminar on the Atiyah-Singer index theorem, Princeton
Math, Studies,n°57 (1965).

P, STREDDER - Natural differential operators on Riemannian manifolds

and representations of the orthogonal and special orthogonal groups,
J. of Diff. Geom., 10 (1975), 647-660.

147






Séminaire E.N.S. (1977-1978)

Exposé n° IX

CONSTRUCTIONS DE FIBRES DE RANG DEUX

par Daniel FERRAND

Introduction.

Soit E wun fibré de rang deux sur X =.P; « Quitte & tordre E , on
peut supposer que E posséde une cosection réguliére s : E ""’<9X $ soit
C 1le schéma d'annulation de s , Dans le paragraphe i , on montre comment
la donnée de C , de A’E et d'un isomorphisme 9 JZQEZIZ(QC,AZE) lié
3 la situation permettent de reconstruire E et s .

Si £t X' —5 X est l'éclatement de X le long de C , £*(E) est
extension du diviseur exceptionnel L' de f par f*(AzE) 8’L'_§ , d'oll
un élément ¢ € HT(X‘,fﬁsz)-® L'—z) .

On montre dans le paragraphe 3 & quelles conditions f et ¢ permettent
de reconstruire E et s ; on monire surtout que .ce point de vue est stric-
tement équivalent au précédent,

Enfin dans un dernier paragraphe, on indique comment utiliser effective-

ment ces constructions,

Ce texte n'est pas fidéle a l'exposé oral ; il est plus précis dans ce
qu'il expose (cf. 2.2.2, 3.3 et §4) ; mais il n'aborde pas les constructions

par "transformations élémentaires" ni par image directe d'un inversible,

Plan,
1 La construction de Serre et Horrocks, csessesscsss 1X-02
2 Variances, essecosssessescesossscsvssecsoncense 1X-05
3 Eclatement le long du schéma d'annulation., essscesssses 1X-08

4 Mode d'emploi et €XemMPleS. secocsccossessscsscssconsasscces 1X-14

5 Bibliographie. esosessscosoacscasceccssscacansoaces 1X=20
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1. La construction de Serre et Horrocks ([8] et [5]).

On se fixe un schéma de base localement noethérien X .,

1ets Soit E un fibré de rang deux sur X ., Une cosection s : E —» 9y est
dite réguliére si, au-dessus de tout ouvert affine U de X tel que E{U soit
libre, l'image par s d'une base de ElU est une suite réguliére dans QU .
On note C 1le schéma d'annulation de s , c'est-3-dire le sous-schéma
fermé de X défini par 1'idéal I = Im(s) .
Pour que s soit réguliére, il faut et il suffit que le complexe de Koszul

associé a s

0 >AE > E 3 QX
soit une résolution gauche de QC o
Ce complexe est auto-dual : l'isomorphisme E 2, HOm(E,AZE) s'étend en

. . \ . 2
un isomorphisme de complexes, ou on a pos€ L =AE ,

L > E

II !

Hom(0yy L) —— Hom(E,L) —— Hom(L,L)

>N
’Tlx

et fournit donc, lorsque s est régulicre, un isomorphisme de gc—modules

0, + 05 —3 Ext°(0,L)
Le couple (E,s) , ol s est une cosectiomn réguliére, détermine donc
- un sous~schéma C de codimension 2 dans X ,
- un QX—module inversible L ,

. . L~ 2
- un isomorphisme de QC modules 0, ¢ QC — Ext (QC,L) .
On va voir que, réciproquement, les données (C,L,@S) déterminent E et

s , sous des hypothéses raisonnables,

1.2, On se fixe, pour la suite, un gx—module inversible L et un sous-schéma
C de codimension 2 dans X , défini par un idéal noté I

Le couple (E,s) cherché sera déterminé (2 un isomorphisme prés) par une
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classe d'extensions de I par L , c'est-dedire par un élément convenable
de Ext1(I,L) « D'autre part, on a un isomorphisme canonique

55;1(I,L) = EZEZ(QC;L) , si bien que tout repose sur l'application évidente

1e2410 Ext1(I,L) —_— Hom(Qc,Ext1(I,L)) .
L
Soit € = (L—=9>E—>> 1) une(classe d') extension de I par L , Expli-
citons l'application 9 qui lui est associée par 1.2.1.
Soit
2
162026 gt ANE—1L
1'application définie localement par la formule : s'o(x A\y) = s(x)y - s(y)x .
En composant o0 et l'application canonique E — Hom(E,AEE) , on obtient

une application
¢' : E —> Hom(E, L)

qui rend le diagramme suivant commutatif :

S can
E > Oy > 0 ——— O

14230 G'l ! . l‘Pe

Hom(E, L) —(—S"—”a Hom(L,1) ——— Bxt'(1,L)

/ AN
THEOREME 1.3. (Serre).- Sous les hypothéses de 1.2, pour que E soit locale-

ment libre de rang deux, il faut et il suffit que 9, soit un isomorphisme

et que dimprojgx(gc) =2

Notons que si X est régulier et si C est de Cohen-Macaulay, alors la
seconde condition est automatiquement vérifiée ; plus particuliérement, si
X =I@? , €lle signifie simplement que la courbe C n'a pas de point associé
immergé,

Supposons E localement libre, Alors A2B est inversible donc le schéma
d'annulation Z de o : AZE —> L est soit vide, soit de codimension un dans

X ; la commutativité de 1.2,3 implique que Zc C , donc que Z =& , c'est-

a~dire que ¢ est un isomorphisme, Par suite, o' est aussi un isomorphisme ;
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enfin, comme Ext1(E,L) =0 , ¢, estun isomorphisme,
Réciproquement, si 9, est un isomorphisme, de est surjectif et

1l'exactitude de la suite

d
Hon(L,L) —E—5 Bxt' (1,1) —— Ext'(E,L) —— Ext'(L,1) = 0

implique que Ext1(E,L) 0 .

Pour vérifier que E est localement libre, on peut se restreindre aux

schémas locaux Spec(A) ol A = Oy o o Par hypothése, dimprojA(E).$ 1
’

comme A est local, il existe une suite exacte

o] > An S5 Am E

AN
rd 7 —7

o .

Or, Ext1(E,A) = 0  donc cette suite est scindée,

Explicitons le noyau et le conoyau de 1,2.1,

LEMME 1.4.- Soient X un schéma localement noethérien, L un QX-module

inversible et F un OX—module cohérent tel que

1edela dimproj (F) = 2 = codim(Supp(F),X) .
—X

Alors Ext (F,L) =0 pour i £ 2 . De plus, le foncteur contravariant

F +—>Ext>(F,L)

est exact et reflexif sur la catégorie des modules cohérents vérifiant les

conditions 1.4.1.

La seconde assertion est une conséquence immédiate de la premiére,
D'autre part, la nullité de gz}i(F,L) pour i > 2 provient de l'hypothése
sur la dimension projective ; la nullité pour 1 < 2 est up peu longue &
démontrer en général, mais est facile si, par exemple X est régulier : loca-

lement 1'idéal Ann(F) contient alors une suite réguliére de longueur deux,

COROLIAIRE 1.5.- Outre les hypothéses de 1.2, supposons que dimproj. (0.) = 2 .
9y =

Alors, l'application-canonique

L = Hom(0y,L) ——> Hom(I,L)

est un isomorphisme, et on a une suite exacte
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00— H1(X,L) —_— Ext1(I,L) _ Hom(gC,Ext1(I,L)) g HZ(X,L)
La premiére assertion provient de 1.4 et la seconde de la suite des termes de
bas degrés de la suite spectrale

qu = BP(x,Bxt%(1,1)) = BExt(1,1) .

Résumé 1.6.- Soient X wun schéma localement noethérien, L un Qx-module
inversible et C un sous-schéma de X défini par 1'idéal [ . On suppose que

dimproj (QC) = 2 = codim(C,X) .
—X

On se donne enfin un isomorphisme o 3 QC _ §§IZ(QC,L) . Alors
i) si HQ(X,L) =0 , il existe une classe d'extensions de I par L
e = (L—3E—>1I)
telle que E soit localement libre et P =@
ii) si, de plus, H1(X,L) =0 , € est déterminée de fagon unique.

iii) Enfin, si HO(X,L) =0 , l'extension elle-méme n'a pas d'automorphisme

non trivial,

2. Variances,

On montre ici qu'en général L est déterminé a isomorphisme prés par C ,
que C et L étant donnés, ainsi que deux isomorphismes ¢ et ¢ les fibrés
correspondants ne sont pas nécessairement isomorphes, et enfin que si le fibré

E donné est instable, on peut lui associer une section réguliére "canonique",

2+1e Soient E un fibré de rang deux, s ¢ E —3 QX une cosection régulieére
et I =1Im(s) . Il est clair que s induit un isomorphisme
s 2
E{C = E/IE —> T = o
| /1E /1% = N, x

En particulier, on a un isomorphisme

det(g) H det(E)IC A NN det(N ) .

c/x

Par suite, si Pic(X) —> Pic(C) est injectif, det(E) est déterminé &

isomorphisme prés par C ; cette hypothése est vérifiée si X = P;’ , avec
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n >3 ; par contre, si on s'intéresse aux fibrés sur une surface X , Pic(C)=0

et la donnée de L est alors essentielle,

2.2. Dans ce numéro, on suppose que X =ZPE’ y avec n>3 . Soient E wun
fibré de rang deux, L = det(E) , et s ¢ E— QX une cosection réguliére

d'image I .

LEMME 2.2.1.- Posons c = c1(E) . Pour que L soit stable, il faut et il

SufFit que c <0 et que HO(X,I%(-c)) =0 .

C'est une simple reformulation de la définition,

Soit u € HO(C,QE) une section inversible sur C ; comme Hi(X,L) =0
pour i =1 et 2 , l'isomorphisme uo, dltermine une unique classe d'exten-—
sions de I par L , dont on note un représentant par

LYy Fr_ty1 ;

il résulte de ce qui précéde que F est un fibré de rang deux.

PROPOSITION 2.2.2.- Supposons que c1(E):; 0 ou que E est stable, Alors F

est isomorphe & E si et seulement si u est dans l'image de l'application

k¥ = HO(Q;;) —_ Ho(gg;) .

Nous donnerons en 4,6.2 un exemple ou Gred est une droite dans iP3 et
ou cette application n'est pas surjective,

Notons € et e' les classes des extensions :définies par L —Eé-E =51
et L —E$-F LN Supposons que u € k¥ , Comme l'isomorphisme 1.2.1 est
k-linéaire, 1l'image de ue est uo, donc e' = ue ; mais le fibr¢ associé
a ue est isomorphe a E , donc la condition est suffisante,

Supposons réciproquement qu'il existe un isomorphisme £ : E—> F
comme s'(L) c IE , le composé tfs' définit une application L = QX(C) — 12;
si ¢>20 , ona tfs' =0 puisque 12 %_QX ; si E est stable, 2.2.1 impli-
que encore tfs' =0 ; par suite, il existe a, b € k¥ et un diagramme commu-

tatif
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I\
<—
-
o

t! t

=y
1
—

. - -1
Oon en déduit que, dans Ext1(I,L) , ona e' =ab te , donc que u = ab ek¥,

puisque, de nouveau, l'isomorphisme 1,2.,1 est k-lincaire,

2.3. Pour tenter une classification des fibrés de rang deux en utilisant le
schéma d'annulation d'une de leurs sections réguliéres, il faut exhiber une
section "canonique" ; c'est en général impossible ; cependant, il existe pour
tout fibré de rang deux E un plus petit entier r tel que HO(X,E(r)) £0
(si X = Plr(l) et les Cléments £ 0 de V = HO(X,E(I‘)) sont des sections régu-
liéres de E(r) ; posant P =IPk(VV) , on a donc une section canonique du
fibréE(f‘)@QPU) sur XxP .

Schwartzenberger a remarqué dans [7] que si E est indécomposable et si
k — End(E) n'est pas bijectif, alors l'espace V introduit plus haut est
de rang 1 .

Citons, sans démonstration,un résultat plus précis que celui de loc, cite ¢

PROPOSITION 2.3.1.— Soient X un schéma propre, lisse et géomltriquement

connexe sur un corps k , E un fibré de rang deux ind{composable, et I

l'ensemble des ¢léments non inversibles de End(E) . Alors

i) I est un idéal bilatére et de carré nul,

ii) si I #0 , End(E) = k+I ; en particulier c'est un anneau commutatif.

iii) Si s : L—>E est le noyau d'un endomorphisme non nul u € I

)

, et

. - — , A S, 1
si on note s l1l'application composée E = Hom(E,AzE) -(—'> Hom(L,/\ZE) =/\2E®L ,

alors 1l'application Hom(/\gB ®L,L) —5 I , F£r SfS est un isomorphisme

en parziculier, pour tout v€ I , vF#0o , Ker(v) =1L .

N

) ) n . .
iv) 8i X =P et si k est algébriquement clos, I = HO(X,QX(—C—ZI‘)) ol

k

t r est le plus petit entier tel que HO(X,E(I‘)) Ao .

c = c1(E)
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3. Eclatement le long du schéma d'annulation,

Dans ce paragraphe, on interpréte de fagon plus géométrique l'application
Ext1(I,L) _— Hom(gc,_Elf(I,L))

en utilisant le schéma f : X' —> X obtenu en faisant éclater X 1le long de C :
Supposant
C régulieérement immergé dans X , C' = f_1(C) —> C est un fibré en droites
projectives sur C , par suite, H1(C',Qé‘/b) contient un ¢élément privilégié,
la "classe canonique" ; le fibré est construit comme image directe f*(E') d'un
fibré E' sur X' qui s'insére dans une suite exacte 0 —3 L" —3 E'—> OX’ -0
dont la restriction au diviseur exceptionnel C' donne une extension isomorphe
a celle fournie par la classe canonique,

Cette interprétation permet de relier la construction de Serre-Horrocks

avec celle de Schwarzenberger ([7]).

3ete Soit X un schéma localement noethérien, Une immersion fermée CC X est
dite réguliére si 1l'idéal I de C dans X est localement engendr( par une
sui te régulieére,

Cette propriété est vérifiée si C est un diviseur sur X , ousi C et
X sont réguliers, Pour que l'immersion C < X soit réguliére, il faut et il
suffit que le faisceau conormal

Ve = 1/1°

soit un Q.-module localement libre et que dimproj, (QC) <o ([2]) ; on a

alors rang(NC/x) = codlm(C,X) = dlmprOJQX(QC) .

La forme locale du théoréme de Serre (1.3) donne un autre critére : supposons
que C soit de codimension 2 dans X , Alors l'immersion CC X est régu-
liére si et seulement si Exte(o ,0,) est un 0O -module inversible et
==rh=er=x =C
dlmpPOJQX(gc) =2 .
Le résultat suivant, qui est a la base de la théorie de la dualité de

Grothendieck, relie les deux points de vue précédents et sera l'outil essentiel

156



CONSTRUCTIONS DE FIBRES DE RANG DEUX

pour la suite,

Soit C un sous-schéma fermé de codimension r dans X . Il existe un

morphisme de foncteurs en les gx—modules quasi-cohérents F
3elele Ext’ (0., F) ——-—)_Hﬂn(/\rNc ,Fl©)
qui est un isomorphisme si l'immersion C < X est régulicre ([4] et [1]).
Lorsque C est de codimension 2 dans X , l'application composée
3e1424 Ext' (1,L) —1—5—1-> Hom(0 ,Ext (1,1)) —3—ﬁ Hom(AeNc/X,Llc)
posséde la propriété suivante ¢ soient, avec les notations de 1.2,

= (L-—i; E—>1I) une classe d'extensions de I par L , o 3 A%E —> L
1'application associée par 1.2.2 et y_ : AZNC/X —> L|C 1l'image de ¢ par

3¢1+2. Alors le diagramme suivant est commutatif ¢

——9'LC
/3< |
A%s|

C /}c

A%E|c

3.1 '3.

3e2. Soit f ¢ X' —3 X le schéma obtenu en faisant éclater un schéma (locale-

ment noethérien) X le long d'un sous-schéma fermé C ; on a donc

X' = Proj(R)
ol R = ._LL In .
n>=>0
On pose : L' = IQX, °
C'est un idéal inversible dans Qv i il définit le diviseur exceptionnel
c' = CxXX' °

Posant U =X-C , £ induit un isomorphisme X'=-C' = f-1(U) — U .

Supposons que l'immersion Cc X soit réguliére. Alors le morphisme cano-
nique Sym(I) —» R est un isomorphisme [6] , de sorte que X' s'identifie 2
]PX(I) et C' s'identifie a ]PC(NC X) , les quotients inversibles universels
étant respectivement

5 - -2 2
TWOo, —>10,, = L' et £(N,.) =1/ © 0y, — I_o_X,/I 0y, = Lt[C?
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Supposons que CC X soit une immersion réguliére de codimension 2 , Posons

2 .
= N = . 2X &
N lc/& I/T Alors, on a une suite exacte

1

3e241 00— (A% &L 5 #%(I) — 3 L' — 3> 0

et un isomorphisme

3.2.2. Qé,/c = (A B LT,
En effet, comme I est localement engendré par deux (léments, A21 —> A2N
est un isomorphisme ; on en déduit, d'apres Koszul, une application

f*(AZN) ®L'—>2 , ol Z estle noyau de f£*(I) —> L' ; on vérifie que Z
est annulé par I ; d'autre part, comme L' est inversible, par réduction

au-dessus de C' , on obtient encore une suite exacte

0 — 37— £%(N) s L'|Ct -~ 0 .

Comme f*(N) et L'|C' sont des gc,—modules localement libres de rang deux
et un respectivement, on voit que l'application f*(AeN) G)L'_1 — Z est un
isomorphisme,

Rappelons enfin les propri¢tlés cohomologiques de £ : soit F un QX

module localement libre, Alors

In ’F y si ns (e]
362434 g (*¥(F) w LT ) &4 "
{I'F , si n>0
—
1 -1
302440 Re(s(F)@L ') =0
3.2.5. R (e*(F) @ 1™ =0 si 131 et n30 .

Les deux numéros suivants sont consacrés a la démonstration de la

PROPOSITION. 3.3.- Soit Cc X une immersion réguliére de codimension deuxe.

Soient L un QX—module inversible £ 1 X' —> X 1le schéma obtenu en fai-

sant éclater X le long de C , Gardons les notations de 3.2 et posons

L= (L) ®LTC

Alors, on a un diagramme commutatif,
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1e201
Ext1(I,L) _— Hom(_O_C,_Ep_<_§1(I,L)

3.3.1. ls lS

1 (x',1") — 3 ' (cr,L|c)

restriction
a c°

ol les fléches verticales sont les isomorphismes précis{s plus bas,

3.4. L'isomorphisme Ext1(I,L) _ i’ (x',L") . Soient e = (L 324 B 33 1)
une classe d'extensions de I par L et o ¢ /\2,‘3 —> L 1'application assocife
(14242)« En composant £*(s) et l'application canonique £*(I) —L' , on
obtient une application surjective f£*(E) —> L' ; comme L' est inversible,
cette application est localement scindée¢ et le début du complexe de Koszul
f*(/\zE) ® L'_1 —> #(E) — 53 L' — 30
est une suite exacte ; par somme amalgaméé, on obtient le diagramme suivant
ou les lignes sont exactes
f‘*(,«eﬁ) ?L'—1 — *(E) — Ir' —3 0

‘ !

3.4.1. (o) ®1 L l “

(1) ® L > E' > L » 0

De plus, i est injective car £*(L) @ 17! est inversible et ilf—1(U) est
injective., L'extension dec —O-X' par f£*(L) ® L'"2 = L" fournie par la ligne
du bas de 3,441 est 1'¢lément de H1(X',L") associé & e .

En prenant l'image directe de la ligne du bas de 3.4.1, et en tenant compte
de 3.2+3 et 34204, on trouve une extension de I par L

0—> £,(,4(1) @ L) — £, (8)) — £,(1') —> Rlg, (24(1) ® 107)

Il I I

L I 0
Le lecteur vérifiera que les deux applications ainsi construites sont réciproques

1'une de l'autre,
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3.5. L'isomorphisme Hom(QC,Ext1(I,L)) —_ H1(C',L"|C') . Notons encore par f
le morphisme canonique GC' =B%(N)———é C . 0na
si if1

4 (0
34541 R, (Lr|CY) =9 »
\ Hom(A N,L|C) si i=1 .

En effet, en posant w = C%'/b y Ct en tenant compte de 3.2.2, on voit que l'on
a L'|cr = (L) ® L"elc' =w® f‘*(ic_)_r_n(/\zN,L|C)) .
Or, Rif*(w) 0 pow i#1 et R1£*(w) = O puisque C' —3> C est un fibré
en droites projectives,
La suite spectrale de Leray et 3.5.1 donnent des isomorphismes
g(cr,ucn) 2 u0%c,r' e, (L)) -2 ﬂgx_n(QC,Hom(/\éN,LIC)) .
D'autre part, d'apres 3.,1.1, on a un isomorphisme
Bxt'(1,1) = Ext?(0,,L) =5 som(A%n,LlC) .
D'olu, par composition, l'isomorphisme cherché.
Pour vérifier que le carré¢ 3.3.1 est commutatif, il faut d'abord expliciter
1'isomorphisme, indiqué plus haut
Hom(A%N,L|C) —3 }11(C',L"|C‘) .
Le HO(C,QC)-module libre de rang un H1(C',w) admet pour base la classe de
1l'extension canonique
0 ——3 W3 £%(N) @1 —3 0y —> 0
Soit ¢ @ A% ——3 L|C une application linéaire, Posons
3.5.2. pr= x(y) ®1 s (AN O L2 s gy (1) @ L 72|Cr = ot .
L'image de § dans H1(C',L"|C') est la classe de l'extension donnée par la

seconde ligne du diagramme de somme amalgamée suivant ¢

0 30—y W) ®L —> 0% — 0

v| | |l

0 —— L"|C! > F > 0y, —> 0

1
Maintenant soit e = (L-—ia E —§+ I) une classe d'extensions de 1 par

L., Koszul et 3.2.1 permettent d'écrire le diagramme commutatif suivant 3
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f*(/\QE) ®L? —_— () ® g _——0, —> 0

f‘*(/\zs) ® 1l 7*(s) ® 11

00— (AN L2 — 3 (1) @1 ¥ 0, >0

L'empilage de ce diagramme restreint a C' et du précédent donne, compte tenu

de 3.1.3, le diagramme. 3,4,1 restreint & C' ; d'oU la commutativité annoncée,
Ce dictionnaire ¢tant ¢tabli, on peut traduire 1.6 :

Résumé 3,6.,- Soient X un schéma localement noethérien, L un _Qx—module
inversible, C C X wune immersion réguliére de codimension deux et £ § X' X
le schéma obtenu en faisant éclater X 1le long de C , On note :

L' =10, , 1" = (1)@ L2, N =1/°

c' =P, () = o)
W = Qé,/c = () ®LT?
On se donne un isomorphisme ¢ @ AN — L|C , et on note (cf. 3.5.2)
H‘(v') : H1(C',w) —_ H1(C‘,L"|C')
1l'isomorphisme qui lui est associé. Alors :
i) si HZ(X,L) =0 , il existe e' € H1(X',L") dont la restriction & C°
est 1l'image par H1(\'; ) de la classe canonique ; de plus, si l'extension

0 — L >E' —> 0, >0

représente e' , alors f*(E' ®L') est un _QX—module localement libre de
rang deux et par image directe, on obtient une suite exacte
0 —3L ——> £(E'®L') — 3y T —>0 .,

ii) si H1(X,L) =0 , e¢' est diterminé de fagon unique par ¢ .

Remarques 3.7.1.~ Cette présentation sera peut-@tre préférée a la premiére par
ceux qui sont plus familiers avec les 1{1 qu'avec les Ext1 3 mais on controle
en général assez mal les {clatements ; si X et C sont réguliers, il en est

de méme de X' ; mais si C n'est pas régulier, X' n'est plus nécessairement
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normal.

3e7+2. On peut démontrer directement que f*(E' ® L') est localement libre
en effet, c'est clair au-dessus de l'ouvert schématiquement dense U § il suf-
fit donc de voir que, pour tout x € C , }{O(f-1(x),E' ® L' ® k(x)) est de

rang deux ; or, d'apres l'hypothése E' @ L'|C' est isomorphe & £*(N) .

3.8, Cas des surfaces : la construction de Schwarzenberger ([7]).

Supposons que X solt unc surface propre et lissc sur un corps algébriquement
clos k o Un sous-schima ferm¢ C de codimension deux dans X c¢st alors fini
sur k , donc C = Spec(h) ol A est une k-algébre finie,

On peut montrer que EEEZ(QC’L) , oUW L est un gx—module inversible, est
isomorphe au faisceau associé¢ au A-module Homk(A,k) s par suite (critere de
Serre), Cc X est une immersion régulicére si et seulement si Homk(A,k) est
un A-module libre (nécessairement de rang un).

Supposons 1l'immersion C C X réguliére, et soit X' —» X 1'éclatement
de X 1le long de C ; en ginral X' n'est pas réguli:re, mais, d'apres un
théoréme de Zariski, on peut trouver un morphisme X" — X' tel que le composi
X" —3 X' —> X soit une suite d'éclatements le long de points (réduits) ;5 en
particulier, X" est lisse.

Le lecteur pourra vérifier que la construction de 3.6 est trés proche de
celle de loc, cit,, a condition de remplacer X' par X" et de tenir compte
dans 1'énoncé de tous les diviseurs exceptionnels qui interviennent dans X" - X'

ainsi que des composantes de L' sur les sus-dits.

4o, Mode d'emploi et exemples,

Dans tout ce paragraphe, on suppose que X =ZP§ , oU k est un corps algé-
briquement clos.
44,1, Un sous-schéma fermé C de codimension deux dans X sera dénommé une

courbe ; une courbe dans X n'est pas supposée réduite ni connexe,.
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Si C est une courbe dans X , la dimension projective du QX-mOdule QC
est toujours inférieure ou €gale & 3 ; pour qu'elle soit égale a 2 , il faut
et il suffit que C soit de Cohen-Macaulay, autrement dit que C n'ait pas de
points associés immergés ; cette dernicre condition signifie ceci : pour tout
ouvert U dans C qui est dense pour la topologie de Zariski, l'application
de restriction

HO(V 0.) —> HO(U(\V 0.)

’___C 7_c

est injective pour tout ouvert V de C .

L'anneau HO(C,QC) est une k-algébre finie, en général distincte de k

c'est un anneau local si et seulement si C est connexe ; si C est connexe

et réduite, il est isomorphe a k .,

4.2, Module dualisant [1] .
Soit C wune courbe de Cohen-Macaulay dans X . Le Qc~module
2
wc = Ext (QC'QX(_ 4))

s'appelle un module dualisant pour C ; il est en effet muni d'une application

T H1(C,wc) —3 k
telle que, pour tout Qc—module cohlrent F , l'accouplement
Hi(C,F) x Ext1—i(F,wC) —_ H1(c,wC) __229 X
soit parfait pour i =0 et 1 .
Si F est localement libre, on a donc des isomorphismes
Hi(C,F) _— H1—i(C,Fv® mc)'
ou " ' " désigne le dual a valeurs dans k .
Le couple (wc, nc) est défini A isomorphisme unique prés par C ; il
ne dépend pas du plongement CC X .
1

Si C est lisse sur k , alors ab est isomorphe a QC ; de plus, la

suite exacte

1 1
O—_)NC/X—"“)nxlc—"’Qc"'—)o
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et l'isomorphisme NX ?,gx(-4) montrent qu'on a un isomorphisme

wc®det(Nc/s()_'l"_) o.(-4) .

443, Le critére de Serre (1.3) se traduit de la fagon suivante : soit C une
courbe de Cohen-Macaulay dans X , C est localement une intersection compléte
dans X (i.e. l'immersion Cc X est régulitre) si et seulement si w, est
un Qc—module inversible j le faisceau conormal NC/Y est alors localement
libre de rang 2 et on a un isomorphisme (Cf. 3.1.1).

w, ® det(Nc/s() =5 0,(-4) .
Pour que C soit le schéma d'annulation d'un fibré de rang 2 il faut et il
suffit que o, se prolonge en un faisceau inversible sur X (déterminé 2 iso-

morphisme prés par C ) ; plus précisément, les classes d'extensions de I

par Q_X(C)

0—50(c) —3E_—— 3T 30
ol E est localement libre de rang 2 , sont en correspondance bi-univoque
avec les isomorphismes de QC—modules

~
“e ——-)QC(-C—‘U .

4.4, Soient C wune courbe de X , définie par 1'idéal I , et

0 > QX(C) > E 5 I 5> 0
une suite exacte ou E est localement libre de rang 2 . Alors
a) c1(E) =c et CQ(E) = deg(Cc) .
b) E est stable si et seulement si, pour toute surface S contenant C
(i.e. telle que C soit un sous-schéma de S ), on a
0< - c1(E) < 2deg(s) .
c) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) E est décomposable,
ii) C est intersection compléte,
iii) Pour tout n € Z , H1(X,E(n)) =0 o
iv) Pour tout n € Z , l'application canonique HO(X,QX(n)) — HO(C,QC(n))

est surjective,
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Il y a essentiellement deux procédés pour construire des courbes dont le
module dualisant se prolonge : celui, inauguré par Horrocks [5], qui consiste &
prendre une réunion d'intersections complétes deux a deux disjointes, et le dou-

blement d'une courbe dans une direction normale donnée,

4,5, Soient C1""’Cr des courbes dans X , deux a deux disjointes, n un

entier et, pour tout i , @, 3@ =~ 9% (n) un isomorphisme. Soit C 1la
i i

réunion des C; . Les ¢, donnent un isomorphisme ¢ : W, 129ngc(n) ; donc C

est le schéma d'annulation d'une cosection d'un.fibré de rang 2 , E ;on a

c1(E) =-4-n , CZ(E) =g deg(Ci) ; notons que si r > 2 , alors E est in-
décomposable puisque HO(QX) __9.HO(QC) n‘est pas surjectif.

Plus concrétement, si chaque Ci est une droite dans X , alors le choix,
pour chaque 1 de deux plans d'intersection Ci dé termine une résolution

gauche de QC
i

0 —>0,(-2) —= 0, (-1) @0 (-1) —> Qx—ﬁgci—ao

A laquelle est attaché un isomorphisme by iﬁ;_gc (-2) . Si E est le fibré
i i
associé a la réunion des C, et a ces isomorphismes, on a

c1(E) =-2 , cg(E) =r , E eststablesi r=2 ,

Indiquons 1l'exemple grdce auquel Horrocks montre que, pour tout couple

d'entiers c, , C tels que soit pair, il existe un fibré de rang deux

1 > €1%

indécomposable ayant ces entiers pour classes de Chern,

Soient D1""’Dr des droites deux a deux disjointes ; pour chaque 1 ,
on fait le choix de deux formes linlaires fi et 95 telles que les plans
qu'elles définissent aient Di pour intersection.

Soient ¢ et Myyeoeym des entiers tels que, pour tout i , on ait
r
m,
. . . . . 1
0< m, <c , Soit Ci la courbe intersection des surfaces d'équation fi =0
c - m
et gi = 0 3 pour chagque i , on a donc une suite exacte

0 — 0{-e) —> gy(-n) @ gl - ) —>8; —> 0, —— O .

Si E est le fibré de rang 2 associé & la réunion des Ci et aux isomor-
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phismes déduits de ces résolutions, on a
T

c1(E) =-c , c2(E) = %nH (¢ - mi) .
4,6, Doublement d'une courbe dans une direction normale donnée [3] .
4,641, Soit C wune courbe localement intersection compleéte dans X , de fais-
ceau conormal N , Soient n un entier et u : N —> wC(n) une application
sirjective (pour n assez grand, de telles applications existent). Désignons
par C' 1la courbe définie par 1'idéal I' noyau de 1l'~pplication

I —> 112 -2 wy(n) .
on a donc I%c I'cC I , et u induit un isomorphisme I/i‘_:ﬁ) wc(n) .
On montre dans loc. cit. que W,, est isomorphe P QCP(—rﬁ si et seulement
si l'application composée déduite de u

H1(X,I(—n )) — }11(C,N(—n)) —_ H1(c,w0)
est nulle, Si tel est le cas, C' est le schéma d'annulation d'une cosection

d'un fibré de rang 2 , E , vérifiant c1(E) =n-4 et CZ(E) = 2deg(C)

4.,6.2. Les exemples les plus explicites de fibrés fournis par ce procédé
s'obtiennent en "doublant un diviseur sur une surface" : considérons le cas ou
C est intersection compléte de deux surfaces d'¢quations £ =0 et g =0 de
degré p et q respectivement,

Soit S wune surface de degré d contenant C ; une équation de S peut
donc s'écrire sous la forme tf - sg = 0 pour des polyndmes homogénes s et
t convenables,

On suppose que C est un diviseur sur S , i.e, que les surfaces
d'équation s =0 , t=0 , £=0 et g=0 ont une intersection vide,

La suite exacte des faisceaux conormaux

o___,\,Ns/k|c }NC/X ;NC/S >0
donne un isomorphisme
o~ (A= D = .
Noss = 0cld-p-a)

elle se récrit donc
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t
0 — 0y(-d) —— ) 95(-7) ® 0.(- q) —2— v,(n) ——>0

avec n = d+4-2(p+q) , puisque W, = Q_C(p+ a-4) .
La courbe €' dont 1'idéal I' est difini par le noyau de u ecst le
carré du diviseur C sur la surface S
= (£%,4°,£9,t6 - 59) .
D'aprés 4,6,.,1, et en tenant compte du fait que H1(X,I(— n)) = 0 puisque C est
intersection compléte, on a un isomorphisme
WG ¥ 0pu(=n)

et une suite exacte

0 —— 0oy(n-4) >E > 0y —> 0, —> 0
ol E est un fibré de rang deux,

La définition de C' conduit au diagramme
0
1 (9(d-p-q))
0 — 10, 1) —> 1%(0,,) —> 12(9)

v

Par suite, si d > p+q , HO(NC/S) Z0 , donc X —-}HO(_QC,) n'est pas sur-
jectif et, en particulier, [ est indécomposable,
Pour examiner la question de la stabilité de E , on peut supposer p < q .

Le plus petit degré d'une surface contenant C' est donc inf( 2p,d) 3 comme
c1(E) =d=-2(p+q) , on voit que E est stable si et seulement si

0<2(p+q) - d < 2inf(2p,d)
c'est-a~dire si

sup(2p,2(q - p)) < d < 2(p+q)
ou si —32-(p+q)<d§'2p .

Examinons lc cas e¢xplicite du "doublement d'une droite sur une surface cubique" :

2 2

soient C la droite s T, =T =0 , et S la surface : T3TO - T2T1 =0

0 1
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(p=q=1, d=3).

Tout fibré E donnant lieu & la suite exacte ci-dessus est stable et véri-
fie c1(E) ==-1 et cg(E) = 2 ; mais un tel fibré n'est pas unique (2 isomor-
phisme prés) s en effet, Ho(c',gcn) =k +V , ol V= HO(NC S) = Ho(gc(1))
est un espace vectoriel de rang deux, id¢al de carré nul dans cet annecau j donc
1l'application v +——>1+v ¢&tablit un isomorphisme

v =2 10(0x ) A
par suite, d'aprés 2.2.2, l'ensemble des classes d'isomorphisme de tels fibrés

est un torseur sous le groupe additif V.,

4,643+ Les fibrés, obtenus en doublant un diviseur sur une surface, peuvent
aussi €tre construits par la m¢thode de Horrocks t gardons les notations de
4,6,2 et supposons, pour simplifier, que d<p+gq ; soit h 1l'unique section

de E(p+q) rendant le diagramme suivant commutatif :

&

|

E(p+q) ——> I'(p+q)
On vérifie facilement que le schéma d'annulation de h est la réunion des
courbes disjointes définies par l'annulation de f et t d'une part, et ¢

et s d'autre part.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)

Exposé n°10
FIBRES STABLES DE RANG 2 SUR P
AVEC ¢y = 0, cp = 2
par H. AUPETIT, d'aorés R. HARTSHORNE.
Rédaction revue et complétée par A. DOUADY
Programma,
BURE R

Le but de cet exposé est d'abord de décrire 1'espace M(2) des modules
pour les fibrés de rang 2 sur 532 , stables et dont les classes de Chern
sont c1 =0 et c, = 2 . On montrera en particulier qu'il est lisse,
irréductible, de dimension 13 sur g , non simplement connaexe. On étudier=a
ensuite ceux de ces fibrés corresoondant aux instantons (cf. exposés de
Douady et Verdier). On montrera en particulier que la variété réelle 1(2)

est lisse de dimension 13 sur R, et on déterminera son type d'homotopie.

1. Courbes associées & un fibré.

1.1. Schéma d'annulation d'une saction.

Soit E un fibré stable de rang 2 sur gag vérifiant ci(E) =0 et

o

csz) = 2 . D'aprés un résultat de Barth (exposé Barth), on a -hl(E(-Z))-
On en déduit par restriction & un plan sur lequel E est semi-stable cue
hl(E(n)) =0 pour n -2 . En particulier hz(E(l)) - hl(E(-s)) =0 .

3 fournit alors 1'égalité

Le théoréme de Riemann-Rach sur P
h°(E(1)) = ni(E(1)) = 2 .

Le fibré E(1) a donc des se-tions globales non nulles, soit s 1'une

d'elles et notons Y 1le schéma d'annulation de s . Comme E est st=ble,

Y est un= courbe, nous entendons par & que Y est de dimension 1 et

sanr. composante immergée; la ~ourbe Y est localement intersection com—
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pléte, notons 1 son idéal,
On a la suite exacte (exposé }:
(1) 003 -23e(l) —>18A%EQ) S0
et 1'égalité deg Y = c,(E(1)) = 3 . On identifiera, de manitre non ranonicue,

I\ZE(l) et 0,3(2).

La stabi'ité de € et la suite exacte (1) dannent h°(_1_(1)) =0 .
Nous avons vu & 1'exoosé que le fibrd canonique LUY de Y est iso-
morohe & 0, (-2) [li.e. .0_23 (~2)ag, ).

En résumé, a toute serticn non nulle s de £{1) , an peut asso-ier
la rourbe Y = 5—1(0) qui est de degré 3 , loca'ement intersection

complete et satisfaisant & W, = QY(—Z) . Nous verrons au n® (1.3) ce

que ceci implique pour Yla courbe Y .

1.2, Courbes de degré 2 et 3 dans BSE .

1.2.1. Les courbes de degqré 2 dans 232 sont:
a) les conigues irréductibles (elles sont planes);
b) les courbes réunicn de 2 cdroites distinctes, coplanaires ou non;
c) les droites doubles, i.e. les courbes non réduites 5’ te’les que
la courbe réduite associde soit une droite d et gue le cycle défini par
§ soit 2d . Si X est 9ne.droite double et d sa réduite, pour chagque
projectif  «
point xe d , 1*espaceYtangent Txx est un plan contenant d et 1'appli-
cation x F—}I?;x dge d dans l'espace srojectif de dimension 1 des
plans contenant d a un degré o« que 1'cn nommera le "nombre d'enmlacement"
de X .

Dans la suite, le mot "conigue® désignera une courbe plene de degré 2 ,

i.e. une ~onique irréductible, la réunion de 2 droites coplanaires ou

une droite double d'enlacement O .
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1.2.2. Les courbes de degré 3 dans 5?2 sont:
(A} les cubiques irréductibles:
a) les cubiques irréductibles gaurches (elles sont unicursales);
b) les cubiques irridurtibles slanes.
(‘83 les rourbes farmdes d'une conique C et d'une droite d¢C : la ~roite
peut
c) ne pas renctontrer la conique:
d) la rencontrer.
(C) 1es courbes formées de trois droites distinctes ou confondues: ce peut
Btre:
e) trois droites deux & deux non cowclanaires;

f) une droite double X d'enlacement « >{1 et une cdroite simple d

ne rencontrant pas Y 3

g) ~ide d rencontrant y,

h) une droite triple.

(les autres nas sont couverts oar le cas (8) ).

1.3. Quelles courbes de degréd 3 anparaissent?

PROPOSITION 1.- Soit s une section non nulle de E(1) st oosons

Y = 3-1(0) . Dans 1a classificatior 1.2.2., le type dg Y gat nécessai-

rement (e), (£) avec x =1, ou (h).

1.3.1.

On a ho(z(l))-ﬂ , donc Y n'est pas plane, ce qui exclut le cas (b)
On a d'eutre part h°(;(2)) #0 d'aprés (1) , autrement dit Y est
contenu dans une guadrique. Les droites doubles tracées sur une quadrique
réguliére sont d'enlasement 1 , et sur une quadrique singuliére deux
droites se rencontrent toujours: on ne peut donc avoir le tyoe (f)

qu’avec o =1 .
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1.3.2. Supposons Y de la forme dulC , ol d est une droite simple
et C une courbe ne contenant cas d meis telle que  dAC £ P . En
dérivant la section s , on obtient un morohisme du fibré norma? Nd
dans E(l)(d , qui est injectif zux coits de d - (dal) , et non
injectif aux points de dal . Comme Nd = gd(1)2 , ceci est en contra-
diction avec 1‘hysothése ci(E) = 0 ., Par suite, les cas (d) et (g)
sont éliminés.

Pour #'iminer les cas (a) et (c) , rous allons utiliser la condi-
tion “'Y = Q_Y(-Z) .

1.3.4. Soient Z une rubique irréductible gauche et f: 51 —_— 23 une

paramétrisation de Z . En notant tuz le fibré canonique de 2 , on &
" ¢ 3 N
f (WZ) '“’El - Q_E]_(-Z) . Comma f (gg,;(k)) = QEI(SK) » on voit que W,
n'est pas de la forme Q_Z(k) pour k € Z .

Par suite Y n'est pas du type (a) .

1.3.5. Soient d wune droite et G -une conique formant une courbe du
type (c) . Le Fibré canonique w, de C est isomorphe & gb(—l) : on
le voit en utilisent une paramétrisation de C si C est une conique
lisse, par spéciatisation dans Yes auvtres cas. Par suite Y ne saurait

8tre du type (c) .

Ceci ach@ve la démonstration de la Pronosition 1 . Remarquons qu'en

fait cette démonstration ne danne pas d'information sur les possibilités

dans le zas (h) .
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1.4. Oroites trinles dans une guadrique.

S1 2 est un sous-schéma de X , on notera Vk(Z,X) le voisinage
infinitésimal d'ordre k de Z dans X , i.e. le sous-schéma de X

k+1

défini oar 1'idéa. I si Z est défini par I ; on notera N(Z,X)

le fibré normel de 2z dans X , fibré dual du faisceau Z_[jlz .

1.4.1. Soit ‘C 832 une droite triple et notons d 1la droite réduits
associde, Si Y # Vl.(d,ga) , on a dim Ta(K) = 2 pour presque tout
point a € d , ce qui permst de définir le nombre d'entacement X de
b’ comme au n® 1,2.1.

LEMYE.— S Y est localement intersection complits, on a dim Ta(() -2

pour tout a € d , et si de olus Y n'‘est oas plane, on 8 x> 1 .
Soit A une droite ne rencontrant pas d et H un plan variable
contenant A . Posons A = HaK et soit a 1le ooint Had , point
réduit associéd & A . Le schéma A est un point trinle dans H , donc
A peut 8tre
= Vvy(aH)
-~ de la forme Vz(a,C) , ou C est une Gourbe lisse dans H .
51 K est intersection ~omnldte en a , i1 en est de mBme de A , ce

qui exclut A = V.(a,H) et entratne que dim Ta(g) -2,

1t
Le jet & l'ordre 2 de ie courbe .C définit une application homogéne

de degré 2 de T,C dans TH/TC , ou encore de Na(d,‘y) dans Na(x,ga) .

En faisant varier H , on obtient une section réguliére § du fibrs

F o= N(d,) )" 2a8N({,2%) . Le degré du fibré N(d,y) est 1-«, celui de

N(x,g"’) est 1+« , donc ceiui de F est l+d=2(1=K) = 3K~ 1,

Si ® =0, on a négessairement ¢ = 0 , et X ast une courbe olane.

(On peut remarquer que le fibré F ne dénend pas du choix de A , mails

la section g~ &n dénend).
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1.4.2.

LEMME, - Soit X une droite triple contenue dans une quadrique Q¢ gag .

et notons d la droite réduite assoczise & Y - On suopose la cuadrique

Q@ singulidre st f # vl(d,ga) . Alors o =0 .

S1i Q est un clne de sammet s A base iisse, la droite d onasse par
s ,etone TaK = TaQ pour out &% s ., Le plan projectif Tax est
alors indépendant de a € d~$s} . (Dans ce cas, la courbe Y "= peut pes
8tre plane).

Si Q est de la forme P.vu P2 , OU Pl et Pz sont des olans projec=

1
tifs distincts, la conclusion est immédiete sauf si d = Pln P2 . En
tout point a € d ou dim Te\‘ 2 ,0na Ta(a Tapl ou TQX = TBF’2 H
s'i1l n'en était pas ainsi, X serait contenue dans une surface lisse
S coupant transversalement P1 et P2 , et la multip icité de d dans
SAQ serait au plus 2 . Bien sdr, on a TBX = li‘1 nour presque tout a
ou bien fax = P2 pour presque tout a .

81 Q@ est un plan double, notons P 18 plan réduit associé. Pour

tout a€d ou Ta“ ast de dimension 2 , on & pour la mé&me raison

Tax - TaP s et 1'application a > ?53 est constante.

1.4.3. La proposition suivante résu’te des lémmes 1.4.1 et 11.4.2:

PROPOSITION 2.~ Soit ¥ une droite triple contenus dans une quadrique

Qc ESE . 81 K est intersection compléte st non plane, @ est lisse.
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1.5. Quadrique ~ontenant les schémas d'annulation des sections.

On note toujours E un fibré stab'e de rang 2 sur EJE vérifiant

cl(s) =0 et cz(E) =2 .,

PROPOSITION 3.~ Pour chaque section non nulle s de (1) , il existe
ki

une quadrique @ et une seule contenant Y = s~ (0) . Cette quadrique

est 1isse et Y est formé de trois droites distinctes ou confondues

anpartenant & une mBme famille de géndratrices de Q .

La quadrique @ est la m@me pour toutes les sections non nulles de E(1).

1.5.1. Soit s une section non nulle de E(1) , posons Y = 5-1(0)
et soit I 1'idéa)l définissant Y . On a vu au n® 1.2.3 que h°(1(2))ffl.
donc Y est contenu dans une guadrique Q@ . Montrons que Q est lisse.
Si Y est réunion de trois droites deux & deux disjointes, Q ne
peut pas 8tre un cBne car les trois droites passernient par le sommet,
ni une réunion de deux plans distincts ou confondus cer deux au moins
des cdroites seraient coplanaires.
51 Y est réunion disjointe d'une droite simple d et d'une droite
double ¥ , la quadrigque Q ne peut 8tre un c#ne, ni un plan double,

ni une réunion p1° P avec P et P2 deux plans te's que Pln P2

2 1
soit la droite réduite associée & ¥ , car dans chacun de ~es cas les
deux droites auraient un point emn commun. La quadrique Q@ ne peut pas
non plus 8tre de la forme Plu P2 avec yn Pl de dimension 0 , car
slors le nombre d'en’acement de Y serait 0 , ce qui rontredirait la
Prooosition 1 .

Enfin, si Y est une droite trinle, @ est lisse d'eorés la Prono-
siticn 2 . La Proposition 1 affirme que Y'on a %nuisé tous les cas.

La courbe Y est nécessairement de la forme dlu dau d3 s OU

dyv Vl(dz,Q) , Ou Vz(d) , ol les d, sont des droites disjointes

i
sontenues dans Q@ , donr aspartenant & une m@me famille de génératrices.
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1.5.2,~ Soit @ une quadrique régu’iére, notans A et B ses deux
familles de génératrices, et soit Y une courbe contenue dans Q@

formée de trois génfératrices distinctes ou confondues de la famille A .
Alors @ est la seule guadrigue conterant Y . En effet, st Q' est une
guadrique contenant Y , chaque génératrice de la familla 8 de 4

coupe Q' en au moins trois noints distincts ou confondus, donc est
contenue dans Q' , d'ol Q g Q' et @ = Q' , Ceci orouve 1'unicité

de la qu~adrique .contznant Y .

1.5.3.~ Nous a'lons maintenant montrer que la quadrique @ contemant
Y = 3-1(0) contient aussi Y' = s'-l(U} pour tnute autre section non
nulle s' de E(1) . Si s et s' ne sont pas proportionnelles,

u = sAs' est une section non nulle de ]\?(E(l)) . Comme cl(E) =0,
on a sl(E-(l)) =2 , et A2(E(1)) = 0(2) . Per suite, ul(o) -est ume
quadrique, gui contient 4videmment Y et Y' .,

Ceci achéve la démonstration de la Praoposition 3 ,

Remarque: Avec les notations ci-dessus, la gquadrigue u-l(D) =Q est
réduite. Ceci orouve au’en chaque paint, une au plus des deux sections
s et 8' s'annule. Autrement dit YaY' = .

2. L'espece des modules.

2.1. Le triplet segocié & un fibré.

2.1.1. {Pincesux lingaires de diviseurs) Soient X une vari‘té
enalyticgue irrdductibls compacte, D1 et 02 tes diviseurs positifs
distincts sur X tels que Q{Dl) et Q(Dzj soient isomorphes, de sorte
que 01 st !:)2 peuvent 8tre considérés comme les diviseurs de deux
sertions 5y et s, d'un méme fibré F . On dit que 1'ensemb’e des

diviscurs des sections da la forme \151 + M8, avac ()\1,)-2) # (0,0)

est le pinceau lindaire de diviseurs enzendrs par VZ)1 et 02 .
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Solent F un Fibré vectoriel de rang 1 sur X , V un espace
vactoriel de dimension 2 et v: V —> #P(X;f) un homomorphisme
injectir. Pour feé B(v) , notons Dy le diviseur de v(t) pour t
un représentant quelconque de § . Les D; formant un pinceau lindaire
de diviseurs et tout pinceau lindaire peut 8tre obtsnus ds cstte
fagon. Pour que deux morohismes v: V —3 HO(X;F) et v': V* —» HO(X;F)
définissent le m@me pinceau g diviseurs, il faut et il suffit qu'ils
aient mé@me image. Natons Vx le fibré trivial de fibre V sur X et
soit V: Vy =>F le morphisme défini par v ; acient 8, et o, deux
vectsurs formant une bsse de V , Dl et 02 les diviseurs associés.

Pour que v soit surjectif, il faut et il suffit que olaoz -f .

Si oln 02 = @ , les diviseurs du pinceau sont deux & deux disjoints:
pour chaqus f e pf V) , le diviseur Df est 1'image réciprogue de S
per e morphisme ‘f‘v: X > Ker '\‘r'x de X dens P(v) . Si 0,00, A8,
tous les diviseurs du:pinceau contiennent 0, = le\ 02 » et les Df - 0

forment un ninceau lindaire de diviseurs doux & deux disjoints.

2.1.2. Soit E un fibré vectoriel satisfaisant aux conditions de (1.1).
et notons Q la quadrique régulire qui contient Y = s"1(0) pour

touts section non nulle s de E(l) . Pour chaque s , Ys ast formé

de trois droites d'une mBme femille A de génfratrices de @ , et cetts
famille ne dépend pes du rholx de s : cela: rdsulte ds la remarque (1.5.3),
ou paut se voir en remarguant. que 1'esnace projectif de H°(E(1)) eat

connaxa. Notons B 1'autre fami'le.
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1 de Q@ par 'es

Soient A et B 1les guotients isomorphes & €
relations d'équivalence dont les classes sont les'droites de A et de B
respectivemant, «: @ —> A et @ : Q@ =3 B les.morphismes canonigues.
On identifiere Q@ & AXB par 1'isomorphisme (x,B) ; les généretrices
de la famille A sont alors les droites de la forme {a}xB..

Tout fibré de rang 1 sur @ est isomorohe & un Fibré o ls Fore

g_g(p,q) - “*Q_A(p)!P“gB(q) , avec un counle (o,a) unique,

2.1.3.~ L'espace vectoriel V=HO(E(1)) est de dimension 2 . En effet,
on avu au n® (1.1) que h%(E(1))»2 , et pour x¢ G 1'epplication
6,(: V  e—— (E(l))x ost injective, ce qul prouve 1'inégalits inverse.

Cette application Sx est un isomorphisme nour x ¢ Q ; pour x€ Q
elle est de rang 1 . En effet, s1 8 8t s' sont deux sections non
praoocortionnellas de £€(1} , on a vu eau n® {1.5.3} que sas' s'annule
sur @ , et que s et s' ne s'annulent pas simultanément.

Pour x € @ , notons Fx 1'image de 8:« . Les Fx forment: un sous—
fibré F de rang 1 de E(l)'[J . Cae fibré est isomorphe a Q_Q(S,G,) .
En effat, si s € V est une section nom nulle, 819 est une sgxtion
de F qui s'annule en trois points distincts ou confondus de chaque
droite ds la forme A X{b} , et ne s'annule pas sur presque toute droite
de la forme &a}x& . L'espace vectoriel H®(Q;F) est de dimension 4 ,
et 1'application canonigque v: V —> HO(Q:F} est injective. puisaou'ausune
section de E{1) ne s'ennuls sur Q.

Le fibré F est de la forme “”(Fl) ,» ob F, estun fibré sur A
isomorphe & 0,(3) (prendre 1'image directe du faisceau F ). L'espace
H°(Q;F) s'identifie a H°(A;F1) , et & v correspond un homomorphisme
injectif u: Vv —3 HC(A}F 1) , qul définit sur A un pinceau linéaire
B de diviseurs de degré 3 . D'aprés la remarque (1,5.3), ces diviseurs:

sont deux & deux disjoints.,
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2.1.4.—DéFINITION.-.Nous dirons gque ({&,A,D} est ie triplet_assacié

au Tibré E ,

2.2. Le fibré associé a un triplet.

Cette ronstruction nous a été indioude par D. Ferrand.

2.2.1.- Soient QC gag une cuadrigue régulidre, A 1‘'un des deux
facteurs quotients de I isomorphes a 21 » et 3 un pinceau 'incgaire
de diviseurs de degré 3 sur A , dasux & deux disjoints. Nous ailons
associer au triplet (Q,A,_Q) un fibrg vectoriel sur g3§ .

Soit F, un fibré ventoriel sur A disomarphe & _QA(S} (L'espace

1
projectif A n'stant pas associé naturellement & un espace vectaoriel,

le fibré QA(S) lui~-m8me n'est défini qu'a un isomorphisme prés),

2

Notons F le fibrs o(”(Fl) sur @ . Sofent V =C° et

(L=

vi V —3HO(Q5F) = HB(A;FI) un homamorohisme injectif définissant.

Le morphisme composé u: V ﬂgP3 -3 VR QQ —zy F est surjectif,
notons Ei le falsrceau Ker u=.

On a localement une suite exacte 0 ——> El Sard sza ——)_D.Q -—>» 0 , d'ol
une suite exacte 0 —>»0 p3 —> El —-)LQ -3 0. Cmomme lQ est
localement libre de rang =‘1 , on voit que E1 est localement libre de
rang 2 . Nous naterons encore El le fibré correspondant et nous

poserons E = El(l) . Nous dirons que E est un fibré vectoriel associé

au triplet (9,A,0) . Ce fibré est bien déterminé & isomorphisme nrés.

2,2.2, PROPOSITION 1.- a) Le fibré E est stable, on a cl(E) =0

et o, (E) =2.

G2
b) Le triplet assonié 8 E est (Q,A,D) .

181



EXPOSE 10

Soit q € H°(g3;g(2)) une équation de @ , Pour tout t €V ,
gt est une section de E1(2) = £(1) . L'applicatisn ¢t &> gt est
un isomorphisme de V sur HP(E(1)) . En e“fet, HO(E(1)) est le
noyau de v,: V @ HO(EG;Q(Z)) —> HP(F(2)) . soit (tl'tz) une base
de V , notons D1 et O les diviseurs rorrespondants. Soit

2

s=tmg +tag, €VaA Ho(gazg(z)) . Pour que v”f_s) =0, il faut

1
que qlv(tl) - -qav(tz) . Comme D, et D, sont disjoints, ceci exige
que le diviseur de g, o majore «"[02) . D'aords (1.5.2), reci n'est

possible que si ay est multiple de q , et de m@me pour ay .

Soit t € V un vecteur non nul. Le schéma d'annulation de 'a section

qt du fibré E est contenu dans Q .

1
La suite exacte 0 —> El —_ Vp3 - F > 0 donne une suite

exacte

d
1] —->anl(F,gQ) —>E,80, —> Vg —>F —0.

On a Torl(F ,QQ) = F(~2) , et un diagramme commutatif

g, (2)
u
0—>F —2451(2)5%

qui montre que le schéma d'annulation de la sention qt de E({1)

est celui de U(t) , a.savoir le diviseur a”(Dt) de Q.

si (tl,tz) est une base de V , la section W = gt aqt, de
/\2(6(1)) a pour diviseur Q . Par suite, cle(l)) -2, d'ol
cl(E) = 0 ., Pour chaque section non nulle s de E(1) , 1l'espace
3.1(0) est de codimension 2 , donc E est stable (exposé ).
Les courbes 3-1(0) sont de degré 3 , donc cz(E(l)) =3 et
c,(E) = 2 4 I1 résulte.de la description ci-dessus de 5-1(0)

que le trinlet associs & E est bien (Q,A,D) .
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2.2.3. PROPOSITION 2.~ GSoient E, un fibré satisfaisant aux

conditions de (1.1), (Q,A,8) 1le triplet associé, st € wun fibré

associé au tripet (Q,A,D) . Alors E est isomorphe & E, .

Notons F, 1le sous-fibré de E“‘G engendré par les sections
globales de E,(l) . Pour construire E , on peut prendre F =F, ,
et V= Ho(gagE,(l)) avec pour v la restriction. Alors E, est le
sous-faisceau de E, (1)} formé des sections nulles sur G , autrement

dit E; = Eg(1)(-Q) ¥ E,(-1) , d'ot E = E;(1) mE, .

2.3. Description de M(2) .

2.3.1. Les propositions 1 et 2 affirment que 1'on & obtenu une
bijection esntre 1'ensemble - M(2) d=s classes d'isomorphie de fibrés
satisfaisant aux conditions de (1.1) et 1.'ensemble M des triplets

(a,A,0) satisfaisant aux conditions de (2.2.1) .

2.3.2., L'ensemble M est naturellement muni d'une structure de
varisté analytique de dimension 13 ., En effet, l'espace des quadriques
dans gsg s'identifie & E(HO(ga;g(Z)) - Egg . Dans cet espace, les
quadriqgues régulidres forment un ouvert de Zariski R . L'espace R
s'identifie également & 1‘'espace hamogéne GL(A,Q)/D(Q,E).Ciqui a mBme
type d'haomotopie que UA/OAJQ,Ceci permet de calculer ses invariants
tooologiques, en particulier nl(ﬂ) = Z/.les couples (@A) o @ER
et A est 1'un des deux facteurs gl de @ forment un rev@tement g

de degré 2 de R . C'est un revBtement connexe, car le groupe G6L(4,C)

~N PN
opere trensitivement sur R . On a Tfi(R) =1z/(2) .
-
Pour chague couple {Q,A) , 1'ensemble des pinceaux linéaires de

diviseurs de degré 3 sur A s'identifie &
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la grassmannienne des plans vectoriels dans HO(A;QXB)). Dans cette grassmannien
ne

les familles de diviseurs deux & deux disjoints forment un ouvert de
Zariski U , L'sspace U ast une variété de dimension 4 , irréduc~
tible donc cornexe. L'espace M est fibré sur R de fibre U :
c'est une varisté lisse de dimension 9 + 4 = 13 , connexe et non

simplement connexe.(*)

2.3.3. O{n peut transporter & M(2) 1a structure analytigue de M .
La structure ainsi obtenue sur M¥{2) possdde une propriété universells
locale:

S1 5 est un espace analytique, on aopalle famille analytique de
fibrés vectoriels sur 83 paramétrée par S un fibré vectoriel E
analytique sur S x 53 s Pour chagque s€ S , an note alors Es le
fibré induit sur {s}x 23 . 81 E est une famille analytioue de fibrés
sur 23 satisfaisant aux conditions du n° (1,1), 1'application de
S dans M{2) qui & s associe la classe da E, est anslytique.

Si s, € S , tout germe de morphisme de S dans M({2) peut 8tre
abtenu ainsi. La démonstration de ce fait peut se faire en utilisant
le théordme des fonctions implicites, et §ventuellement le thforéme des

images directes.

2,3.4. Le groupe PGL(3,0) opere sur M(2) . Le stebilisateur d'un
point de M(2) pour cette action est de dimension 3 . Son orbite

est de dimension 12 , et 1'action n'est donc pas transitive.

(*) Je remercie P.E. NEWSTEAD de m'avoir signalé une erreur dans la premidre

version de ce texte. I1 obtient TT1(M(2)) ~ 2/(6) .
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3. Droites dg saut.

2.1. Caractirisatinn des droites de saut,

3.31.Gardons les notations du n® {2.1.2). 5S4 d est une droite de ES ’

non contenue dana O ., on notera X4 et xé les nnints d'intersectien

de d avec Q .

PACPOSITION 1.~ Soit o une droite de B° .

R . seulementl
a)Si d4 Q, ls droite d ast une droite de sout si et si i1 existe

ung section non nulle s de E(1) trells que x, at x) solent

sur deux das trois générgtrices d'anmnulation de s . Elle est alors

de tyos f{1,~1) f{t.e. E,(,ggﬁ{i)mgd(-l) 1.

b) 84 d est une génératrice de B , elle est de tyss (2,-2) .

c) Une droite appartenant & A est droite de saut si et seulament =i

elle est draite d'sonulakion double ou triple dune sectian non aulle

de E(1} . Ells est slors de type (1,-1) .

Démongtration: {a}: Soit s une section non nulle de E71) s'annulant
en xd » 8t notons ks nomhre de points d'annulation de s dans d ,
sS4 f t'Hc{c,g(k}) ast une éguation de 5‘1(0) . 0N & un morohisms
s/f de gd(K} dans le fibpé Ef1) 4 ¢ Ot une suite exacte
0 > g (k) ~> E(I)id —> g (2=} —> 0 .
Comme k3 1 , cette suite exacte est nécessairement scindée, d'oi (a) .
(b): 31 d € B , pour lss mBmns reisons au'en fa) , elle ast de
type (2,2} .
(c): 54 d& A, i1 existe une section s' da E(1) ne s'ssnulant
en auzun point de d ; re qui montre que d est de type (1,~1) ou

(0,0) . Dane 1a grassmannienne des droites de P-

+ 1es droites de

saut forment un diviseur S (exposé IV). Soit mgd et notons P a le
plan pgrojactif des droites psssant par & . Alors Sl!P. est une courbe,
donc d est droite de saut si et seulement si elle est limite de

droites de saut passant par a at non contenues dans Q .
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3.2. Description du diviseur 9 des droites de saut.

3.2.1. LEMME.~ Snient P un nlan arajectif, Cc P une conique régulidre

et 0 un pinceau lindaire de diviseurs deux & deux disjoints de degrs

3 sur C . Dans 1s olan dua) P" , 1’ensemble [* ces drojtes d de P

te'le qus daC soit comoosd de 2 des 3 points o'un diviseur de O

gst une =onique réguliére.

Démanstration: Soient l-".1 et P, deux polynfimes de degré 3 . La fonc-

tion B (ry) P, (x) Py(y) = P (y) P(x)

X =y
est un polynfime de degré au nlus 2 per rapport & chacune des variables,
~ .~
Par suite R{x,y) est de la forme R(x+ty, xy} , ok R est polynfime de
degré au plus 2 ,
Identifions C & glg - U{w} par un isomarphisme f , et pour
touts droite d de P , notons xd et x'd las Joints dtintersertioch
de C avec d . Si on prend pour P, et P, des nolyndBmes dont les

1

diviseurs dans g appartiennent 3 D , ona def si et seulement si
R{x ,xt) =« 0, di.e. Ale 4xl, x,x') =0 . 0r de=> (xS, x,x}) est

d*d vooeE d "da® d'g’ ¢ d d* dd
un isomorohisme du plan affine A <P® formé des droites ne passant pas
par f(e) sur 22 s done P A est une ronique affine dans A . En
faisent varier f , on voit que [° est une conigue.

si T contenait une droite, il lui correspondreit un pinceau linéaire
D' de diviseurs de degré 2 sur C telle que tout diviseur de Q' soit
majoré oar un diviseur de [ . Mais ceci méne & une contradiction: prenons
un diviseur de D formé ds trois points distincts, comme chadue point
annartient & un diviseur de 0' , i1 y a deux diviseurs ds D' qui ont

un point rommun. Meis alors tous les diviseurs de (' rontisnnent ce

point, ~e qui est absurde nuiscue las diviseurs de 0 sont ~“is joints,
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3.2.2. Rappelons gque le plongement de PlOcksr fait de 'a grassmannienne
¥=Gr(1,3) des droites dans 23 une guadrigue réquliére dans 55 ; deux
points de Y sont ronjugués oar rangort a cette guadrique si et
seulement si les dreoites de 53 gu'ils reorésentent sont concourantes,

Soit E un fibré satisfaisant sux nonditions de {1,1) et rezrenons

les naotations de (2,1,2} . Les familles £ et B sont reorésentées par

des coniques CA et CB de 25 contenues dans Y , et dont les

plans TTA et TTB sont conjugués par rannort a ¥ . La femille O

- ces s . * :
de diviseurs sur Cu nermat de définir une conique FcTT,,‘ via e lemme

(3.2.}]. La transformation par nol=ire réciproque par raanort a CA est

un isomorphisme de TT: sur ITA ; notons '3,: 1la conique image de [° nar

cet isomorphisme.

La onronagsition 1 nsut s'internriter en disant qu'unz droite de 53

est une droite de saut de £ si et seulement si le point qui la renrdsente

) . . - : .
dans P anpartient & 1'espace oroiectif de dimension 3 ~onjugué par

racport a Y d'une droite Sc¢ 55 annartenant & " ; cet espace
est 1'esp-ce orojectif engendré par TTB et le oble de § cans TTA .
Autrement dit, lz varistd § des droites de saut de E est 1'intersee-

tion de ¥ avec le joint de Cp avec TTB {réunion des droites de

S . . .
g Jjoignant un noint de Sp & un point de UB ). Ce joint J est dans

A

S
P unc hypersurfane ds degrs 2 .

=
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- , 3 o
3.2.3, Spit x un point de P~ . Dans iz olan orsientif des drsites

de 23

pascant par x , les droites de saut farment une ronicue Sx
{1es droites de saut nassant par x  sont tes géndratrices du s8nz e

base S ).
X

PROPOSITION 2.~ is conique § ast décomnosée si ot ssulement si x €4

¥

Démanstration: 51 x € @ , la géndratrice d, ¢ A oassant nar

-

Y

appartient & un divissur fd ¢, .d.] €D . Les froites rle saut nassant
« w2 -
par x sont celles ~ontenues dans Yes nlans 32 et P, engendrds car
2
(x,d,) et (x,0,) respectivemont (si d, =d, , orenire P, =7 Q .
2 3 P L P4 X
Si &‘E 3 , on montrz comme dans la démonstration du Yemme f3.2.1)

que Sx ne peut nas contenir une droite.,

3.2.4. 31 daux Fibrds catisfaisant Aux cenditions de {1,1) ont mfme

diviseur S , ils ont m&me quadrigue 13 +aprés 1= Prop. 2 ci-dessus,

-
i

et on vérifie a'ors facilement qu'iis ont méme triplet, associé, donc sont iso-

noryhes.
Un fibré stable vérifiant cy = g et &, = 1 est carartérisé &
isgmorphisms nrés oar son diviseur S {exnosé IV). On vient de voir qu'il

en est de m8me pour e, = 2 . Cette nrooriété reste~t-elle vraie cour

c, > 27
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4, La chasse aux instantons.

4,1. Rappels sur les structures réelles.

Voici un bref rapne! de ce qui nous sera nécessaire dsns les structures

réelles sur les variétés holomorphes.

4,.1.1. Une structure réelle sur une varidté holomgrohe X est un
isomorphisme antihalomorohe J§ de X tel cue 32 = lx . 51 X est
munie d'une structure réelle J et si E est un fibré holomornhe sur
X , une structure réeslle [resp.quaternioniquelsur E &st un isomorphisme
antihclomarphe antilindaire J de E au dessus de J tel aque J = 1E

(resp. N -1 1.

4,1.2. Si klé'ﬂ s l'espace 32“9 n'a, & isomornhisme pras, qu'une seule
structure réelle (donnée par la canjugaison naturelle), tandis que 82k+1§
en a deux: (zo""’22k+1) désignant des coardonndes homogénes, slles
sont donnjes, & isomorohisme prés, oar (zo,...,22k+1) > (zo""‘22k+1)

- - - -
et (zo....,z ) —> ("zl'zo"""22k+1’22k) . Nous nommerons la sremidre

2k+1
la structure standard et la seconde non standard. La nremidére a des points

réels (i.e. invariants par j ) et la seconde n'en a pas.
Le cheoix d'une structure réelle sur Eng induit une structure réelle
ou quaternionique sur le fibré Qpn(-l) , Sous-fibré du fibré trivial
-

Cn*l « On vérifie sans peine gue la structure standard induit sur Qpn(-l)
-

=pn
une structure réelle et que, pour n impair, la structure non standard

induit une structure quaternionique.

4.1.3. Plus généralement, la donnde d'une structure réelle sur pP"
=
induit une stfucture réelle ou quaternioniquemir les ohjets naturellement

n
attachdés & P : grassmanniennes, fibrés Qpn(k) , espace M(2) , etc...

(cf.exposé n°v|i)
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4.1.4. Notons H 1le coros des guaternions ( H o= E 4] l‘;‘,j }, et identi-

2

fions g‘ a H° par (zo,zl,zz.za) > (z°+z1.j.22+23;1] . La multiolice~

tion par J induit sur 633 la structure non standard, E£1’e induit une

structure standard sur ES = B( A2 E‘) et une structure réelle sur la

quadrique G8r(1,3) < Ps .

L *isomorpghisme c_“ —-}ﬁz induit une fibration q: 232 — glﬂ dont
les fibres sont les droites de gal; invariantes par 3 . Un point résl

de 6r{1,3) pour cetts structure est donc une fibre de q .

4.1.5, Notation: Si ¥ est une variété holomorphe munie c¢'une strusture

réelle, on notera Mn 1‘ensemble des npints résls de M oour la struc-
=

ture ronsidérée.

4.2, Quadrigues réaelles dans ga non standard.
4,2.1.
Notons X 1'espace _P‘ag_ muni de la structure réaslle non standard J

obtenus en identifiant 24 & ﬂz

. L'involution J définit sur 0,(2)
ung structure réelle, et sur 1‘'espace ggg des quadriques dans X une
structure réells standard. L'espace des quadrigues dans X définies sur

A , i.e. invariantes par J , est donc isomorohe & EQF_\. .

4.2.2, Soit QcX une guadrique définie sur A . 51 @ est singulidre,
elle est de 1a forme PujP , ot P est un plan, En effet, si a est
un ooint singulier de Q@ , le point ja en est un autre, donc Q est
formée de deux plans {a priori distincts ou conf’undus). Si P est L'un
d'sux, la plan JP ext différent de P et contenu dans Q , donc

Q=P 4P . Par suite, 1'ensemble Z‘vggg des coniques singulidres
définies sur R est homdomorphe A 230_/(:!) , en particulier il est de
dimension 6 sur E . L'espace RR - gsl'i - Z des quadriques réguliédres

définies sur R est connexe st on'n 7 (Ry) = l’l(i_’gﬂ) =2/(2) .
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4.2.3. Soit Q@ une guadrique régulidre définie sur 8 dans X . Chacune
des familles A et B de génératrice de Q est ctable par J : en
effet, si on avait d€ A et 3Jd€ B, le point dpjd serzit un point
de Q@ invariant gpar j , or il n'y en a pas dans X .

Identifions Q@ & AXB comme au n°® 2,1.2, La structure réelle de
@ induit sur chacune des droites projectives A et B quotient de Q
une structure réelles, Si 0 est une droite projective munie d'une struc—
ture réelle standard (resn. non stendard), le fibré QD(I) admet une
structure réelle (resp. guaternionigue). Or le fibré gx(l),Q , qui admet
une structure gquaternionique, est isomornhe a Q_A(l)!ga(l) . I1 en résulte
que la structure rée’le induite est la structure standard oour 1'une des
droites A et B et la structure non standard nour 1'autre.
~
A

]

définie sur a et A 1'une des deux droites quotient de Q@ est donc

L 'espace des couoles (Q@,A) ol @ est unme quadrique réguliére

un revétement trivial de degré 2 de RR .

4.2,4, La structure réelle j da X donne naissance & une structure

réelle ¢ sur la grassmannienne Y = 6r{1,3) 25 . L'espace Y, s'icen-

tifie & glt;i - Sa . Soient Q@cX une guadrique réguligre définie sur R
et A 1le quotient de Q@ gqui est une droite srojective munie de la

structure standard. Alors AR est un cercle traré sur YR (intersection

de YR avec un plan projectif P :53 ). On obtient ainsi une bijection
-
entre 1l'esoace RR et 1L'ensemble SL des rercles tracéds sur YH ayant
= =

une infinité de voints réels. On le voit en remarquant que trois droites
projectives deux & deux disjointes sont contenuss dans une quadrique
unique. Cette bijection est un homéomarohisme pour la topologie naturelie
de fL .

Plongeons YR = S4 dans &5 . O0n peut rétracter par deformation 1'esnace

L sur l'espace des grands rercles, i.e. la grassmannienne des olans

vectariels dans aS (ou des droites projectives dans Zsﬁ ).

191



EXPOSE 10

4.2.5. Soit E un fibré vectoriel satisfaisent aux conditions de (1.1),
et soit (Q,A,0) 1le triplet associé. Si ™€) est isomorphe & E ,

le triplet (Q,A,D) est stable par J , en particulier @ est définie
sur Q . 53 E admet une structure quaternionicue, E(I) admet une
structure réelle, et il en est de mfms du sous~fibré F de E(1)|G

défini en (2.1.3) . Or F est isomorohe & gA(a)n_qB . On an déduit

que la structure de A east standard.

4,3, Pinceaux de diviseurs définis sur Q e

4,3.1, Soit A une droite munie d'une structure réelle standard ¢ . Les
fibrés gﬁ(k) admettent une strunture réelle, donc tout pinceau lindaire
de diviseurs sur A stable par x est engendré par des siviseurs stables

per ¢ (diviseurs définis sur R ),

PROPOSITION 1.~ Sodent 0, et D, deux diviseurs disjoints sur A,

1 2
définis sur A et de méme degré k . Notons 0 1ls pinceau linfaire

engendré par D1 et D2 . Les conditions suivantes sant égquivalentes:

(i) Aucun diviseur de D pne contient deux oeints non réels conjugués

ou un point réel doubla.

(11) Tout diviseur de D, est composé de k points rdels distincts.

(4i4) Les diviseurs D, 8t 0, sont compasds de ooints réels dia-

tincts, et quand on percourt A on rencontrs alternativement un paint

de O, et un ooint de 02 .

1

Démonstration: (1ii) =P (11) : Soient f, et f, des sections de 'gﬂ(k)
admettant oour divissur D1 et 02 respectivement, et posons h-fllf .
La fonction méromorphe h admet des zéros aux points de 0, et des

plles aux points de D2 . Son grapha a 1'allure suivante:
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Le théoréme des valeurs intermidiaires montre cue, pour tout )\-— R
le diviseur hd‘(ﬂ contient au moins  k nocints r3els distincts., Comme
il est de denré k , 1l n'en contient 2ns.nlus.

(11) = (1): c'est immédiat =n obrervant que si un diviseur D &€ D
contirzﬁt deux points non rdels conjuguds, ou un point réel, il apnartient

a I_JR .
-

(1) =» (iii): La premiére assertion de (iii) est évidente, démontrons
par l'absurde la seconde. Si par exemple a et a' sont deux ocaints de
D, tels gu'il n'y eit oas de ncint de D, cdans 1'intervalle l:a,a'] v
la fonztion h = f’]’/f“2 admet un extrémum A sur [@,a*] , et h.l(l)

est un diviseur de D qui contient un ooint réel double.

4.3.2. PROPOSITION 2.~ L ‘'espace @ des oinceaux linéaires de diviseurs

sur A , définis sur R st satisfaisant aux conditions équiv-lentes de

la nronosition 1 , est contractile.
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Démonstration: Identifions A, & B'R =R Ulew} . Notons O, 1tensemble

a0

des trialets (Q.DI.DZ) ol D € est le pinceau engendré par D, et

1
02 » @vec R € 01 « L'esnace @1 s'identifie & 1'espace des suites
strictement rraoissantes (bl.uz,ba....,ak,bk) de 2k=1 termes dans Q .
Cet snsemble est un ouvert caonvexe, danc contractile.

Notons @2 1'espace des couples (-D-;Dl) avec € 01 €0 € @ . La
projestion (Q,DI,DZ) — (Q,Dl) est une fibration de fibre R , donc
ung dquivalence d'homotooie. D'autre part (Q,Dl) > D est un homéomor—

phisme de 6;2 sur C) .

4.4, Type d'homotopie de I(2) .

4.4.1. Or note I(2) 1le sous-espace de M{2) formé des points qui
corresoondent aux fibrés E sur X = gsg satisfaisant aux conditions
de (1.1) s et en outrsz aux conditions suivantes:

(1) E admet un2 strunture quaternionique au dessus do la structure

réelle non standard J de X ;

(2) E n'admet aucune droite de saut définie sur B .

Ce sont les fibrés gui corresnondent via la transformatinn de Penrose

aux instantons de nombre de Pontrjegyn 2 ., .

4.4.2, THEOREME.~ L'espace I(2) est ung yariété analytigue réelle de
S

dimension 13 , qui a le type d'homotopie de la grassmannienne 625

. 5
des plans vectoriels de dimension 2 dans 5 .
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Soient E un fibré satisfaisant aux conditions de (:.1) et (@,A,D)
le triplet associé. Pour gque £ soit isomorphe a j*g s 11 faut et 11
suffit que Q@ soit défimie sur Q (ce qui entraine que A aussi) et
que D soit difini sur R . Pour que E admatte une strurture guater-
nionique, il faut et il =uffit qu'en outre, A soit le quotinnt de Q
qui est une droite arojective standard., Si toutes ces conditions sant
satisfaites, il résulte de la raractérisation donnée au n® 3.1.1 que,
pour que E n'admette pas de croite de sgut définie sur R, il faut
et 11 suffit que D satisfas-e & la condition (i) de la Prop. 1 du
n® 4.3.1.

En résumé, I(2) s'identifie au sous-espaca de M, forné des triolets
(Q,A,!_)_) tels que A soit une droite projective stan;a-r'd et que D
satisfasse aux conditions équivalentes d= 1la Prap. 1 du n® 4.3.1. Cet

espace est donc fibré sur 1'espare R des qu-driques réguligrns définies

!
sur R , avec pour fibre 1'escace ® difini en 4.3.2. (avec k =3 ).

Or HR est une varisté analytique réelle de dimension 9 qui a le

type d'homatonie de ngs (no 4.2.4) , et ® est une variité de dimen-
sion 4 sur A contractile (n® 4.3.2) . Ceci démontre le théoréme.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)
Exposé n°X1

CONSTRUCTION OF BUNDLES ON y 2 .

by Geoffrey HORROCKS

Let V be {n+1)-dimensional vector $pace over a field k and »"
the corresponding vector space. Form the exterior algebra

AlvVo(1)) (vo(1) vnko(a.)) ’

and let 0 a 1v € Hom (VyV) = T(P" , vO(1)). The complex K = {AVO(i) R}

is the Koszul complex. Let
T - coker (3:0 - VO(1)) .
T is the tangent bundle and 1t together with its twisted i-th exterior

powers T(i)(r) (1 $1i S n-1) form the building blocks for vector bundles

on Pn .
Order the bundles T(l)(r) according to the order on the partitions
s () . . .
{1'o" Yoi-r} tee. T M ir) 2 T(J)(s) iti<jori=jandr2s. Bya

trivial bundle T I mean a direct sum of Hopf bundles 0(p) . (*)

Theorem. Let E be a vector bundle without a trivial direct summand.

Then there exists a trivial bundle T such that E@ T has a nest

EQT=F°_3_F‘2..._:_>FN=0

with I“‘/F”1 a twisted exterior power and F‘i,/l’h‘l < F'{’A‘/F‘Uz.

N -dim @ H(PHE(r)) and the factors are unique up to isomorphism.
1$1<n
YCZ

Proof. Take a resolution L of E¥ by trivial sheaves which is exact as a
resolution of graded modules. The dual L* can be dismantied into Koszul

complexes.

(*) Les mots "fibré trivial" et "monade" sont employés ici avec un sens plus

large que dans les exposés précédents, notamment 1'exposé V (N.D.L.R.).
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The difficulty with applying this theorem 1s the lack of a metnond
for detecting trivial direct summands of wundles. Howevery it shows the
existence of total algebraic families of vector bundles on P”. (See
G. Trautmany Darstellung von Vektorvaumblindeln Uber Cn~{0} sy Archiv der Math.
1973 pp 303-13.)

A more useful form is obtained tv defining Eilenberg-Maciane

bundies on Pn tc be bundles M such that only one of the total cohomology

modules
1,0 o) . ) .
H (P sN%) (1 Si«n! with M* -~ @ N(¢)
r
(1)
is non-zero. In pariicuiar T (r) is arn Eilenberg-Maclane bundle. Then

Theorem. There exists a trivial bundie T such that

E@T=6"26"15...5¢° -0

PR
PS O £ | - A s
such that 6 /6 is an Eilenbery-Maclane bundle with

HI (P i) ) T sijuiup“, €*) (Asjsn.

R 1y . .
The series (6 ) 1S unique up €8 trivial! crresil summands.

In particular comsider the case n =z 3. Then B@T 1s an extens:ion

o—)Ni—sEe't-sﬁz-»o

The bundie Nz r& obtained as tihe 3Iré svaygy of 1ts- total cohomoliogy
module Ha

0SM L Ly > L na(@", M,") - 0

2

1 - .
and Hi as the second svzygy of M . Further

Ext? (Mz,n1) = Extg(HZ(Pn’Nz*)s nice™ NP S = @ 10(r) .
r
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In general if B s H® r < s are the only non-vanishing total
cohomology modules then the bundles E with these cohomology modules

are classified up to trivial direct summands by elements of

Ext;'”i(ns(m", EY), H (@ EY)).
Consider the special case in which H' (PE*) T ks H3(PLES T k.
Then Ext:"”‘(k,k) T AT

Form the complex

) d n-1-s . 3
0-> 0 v,0(1) R BN Gngos) A0

1

> A" Y otn-si > .o A NO(ner-si > 0

Provided QA : A“'sva Au+1-rv is injective the unique cohomology sheaf

is a vector bundle Ew with

e (2", Eu(m)) =Ky m=-n-res 5y O otherwise »

K » m ~-n-1 » 0 otherwise .

HY (P E(m)
The special case r = 19 8 = n-1 gives
0503 AV.9(1) = A™vo(2) > 0 .
E”(-i) is the mull-correlation bundle Sy when @ is a non-degenerate
2-form ¢@. Taking w = (pr9 8 = n-r gives the associated 'reduced' r-th

exterior power of S tensored with O(r).

A more useful technique particularly in dimensions at most & is
that of killing the total H" and Hn-1. Since H“-‘l is dual to Hi it is
enough to deal with 'l-lAl + Let gyr-- sgp be homogeneous generators of

1 . .
(@™ E*) with 94 € Hi(ﬂ’nr E'(r.i)) . They determine an extension

P
O E-E - @0(-n)>o0
i=1
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in which H1(FP, E'*) = 0 and the cohomology up to degree n-1 is

1 Hn'l

isomorphic to that of E. So we can kill H » to obtain a bundle F

and a monad
« p
OMST-F-3T =0
with Ty T’ trivial such that ds ﬁ are injective and surjective (resp.)
and Ker g/im < E.
when n 3 F has to be trivial - because 1ts total cohomology
in the range 1 < r £ n-1 vanishes. So all bundles on P3 arise from
monads
« B s
O09T->T T -0
The monads corsrespond to 'markings' of the bundles with sets of generators
bed
of Hl; H™. If E 1= of rank 2 the monads are self-dual up to twisting
and the bundles correspond to isomorphisms & : T" = 7 %(r) such that

d¢*(r)oo = O (Barth has some unpublished results relating to this con-

struction) .

The Riemann-Roch theorem implies certain necessary conditions
on the chern classes of vector bundles. It 1s known that the conditions
are sufficient for the classes of rank 2 cundles on H;Sand from Grauert
and Schneider that they are not sufficient on CD“ for rank 2. The
preceding techniques can be used to give new (hern classes for rank 2
bundles on ‘A in characteristic 2 and to show in particular that the

discriminant can be negative.
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First form the general Koszul complex: choose Y; € N(ni) so

that yo,... W, is an S-sequences and let K be

n
Z of 9 = . .
{A’ o(nj)gja} Zy 3,
3=0
(i) i-1 i .
Let T = coker (@ : A % A"). Consider the part of the complex
. , n o .y B8 n .
Al ATCE otn g ) PARLINOLTE ) otn g ) = A

J=0 J=0
Suppose ;J_ 18 given weight-deg \jj. Any isobaric i-form ¢ in §0s...|§n
coefficients in S with weights given by their degrees determines a

(1)

homomorphism @ : O(r) = T ""(p) with p-r equal to the weight of the

form. Further an isobaric (n-1) form ¢ determines a homomorphism

® :T(i)

(p) > 0(s) by PAP and its weight is 3 - ZnJ—p. Since B, a = d,
the composition $.¢ is \yAtpAB.
Take n = 4 and

Yo = Xg? ¥y = x1, Yo = X, and yB, Yy, of degree 2.

Let
o =k E +8 (y € + g) : ot2) > 12
1 T S0A31 27 Y083 T Y43y 0
) (2
92 = 51/\53'50/31. : 02T
. 91 : T(z)-.aofS)
0. : v o)
2
(i) The morphism
(2)

(01 ,92) :0(2) @o(3) > T

is locally split.
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We have to verifiy that if

e+ p’z)Aa = 0 mod m_ (the maximal ideal at x)

then A « p s O.

(ii) If the characteristic, 13 2 then

and

8 .8 =y (2304) + y (cu13)

= 5278 3a%s
S0 92091 = 0. Thus we have a monad

(2

0(2) @ ot3) - T2 = 0(4) @ o(s)

The cohomology :s a bundle I of rank 2 and taking h as the generator
of the Chow ring and t = h2 /% we observe

7 2 -2 2 .~
/{(1~t;’(1—32t)3(1-3 t) T(1-5"7¢0 3(1-72tﬁ

(P (-31)) = - =
{(1-t) (1-37t}

1+ 15t

s0 c(F) =1+ 5%t + 1Ot2.

Now observe that for 917 €, to be isobaric 1t is enough to

choose the degrees a; bs ¢, ds e of Yoo 2y, SC that

-a-b = -c-d+a -c+b-g

b+d = ate

202



CONSTRUCTION OF BUNDLES ON P"

The bundles F arising from the construction have Chern polynomials
given by

cr(-r/2) =1 - %(6r2-162ab)h2+ ((r?+r5—r/2)94(r1+r -r/2) Y ?

2
with r = Za. Taking a=b =p, c=q, d = ¢ = 3p~q gives

1+ (6pa-992/4)n>
so there exist bundles in characteristic 2 on IF’Zi with negative

discriminant.

G. Horrocks

Newcastle upon Tynes Dec. 1977
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)
Exposé noXIT

STABLE VECTOR BUNDLES ON I% ’

SOME EXPERIMENTAL DATA

par Wolf BARTH

Notation,
P =]Pn(02) .
P =FE .
3
R = GI?T(OP(k)) , ring of homogeneous polynomials,
J sheaf of ideals of a cwrve CC P .,
X canonical sheaf of the curve C .

Q

F locally free {* —sheaf of rank 2 with

P
c1(F)=O , c2(F)=n , hO(F‘)=O .

Hi(F(*)) =@ Hi(F‘(k)) viewed as R-module,
k

p(k) = O(F,k) = number of homogeneous generators of degree X for the

R-module H1(F‘(*))

= ain{a (F())/N(F(1)) @ B (F(k- 1))} .

f ¢ F—> F* the sympletic form on F determined by an isomorphism

det F 4\90’; .
[x] 1largest integer function for x € R .
GL(A) group of automorphisms of the vector bundle A
O(B,b) group of automorphisms of the vector bundle B leaving invariant

the form b .,
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1. A numerical character attached to F .

In [2] there is defined a sequence of n integers ky for F

- N - <=~ = = XX}
Ky /o€ ese € =K, Soky = 0= Ky KKy € eee Sk g

(if n is even)

"k(n-1)/2 < ooe $—k2 <-k1 < ko = 0L l<1 < k2 € eee £ k(n-1)/2
(if n is odd)
This sequence has the two properties 3
Symmetry, expressed by the fact that -k € x if k belongs to ¥ . (This
reflects the self-duality £ s F—> F* ) ,
Connectedness, i.es, k., ., <k. +1 forall j=>1 , i:f‘ n is even,

J+1 J
respe j =0 , if n is odd, (This is a consequence of the stability condition

ho( F) =0).
The meaning of ¥ for F , as described in [2], is this : form the
rank-n bundle

x= 0 & (x)
ke€x T

on ]P1 « Then for all i >0
1 . .
H (F(-1-1)) = I(x(-i)) .
In this way the dimensions h1(F(—1 -i)) , i>=0 , are determined by X% .
In particular
1 N e
h'(F(-1-1)) =0 if 1>k[n/2] .
(Notice that k[n/z] < [n-1/2] by connectedness). Now put for 0Lk Sk[n/z]
s(k) = number of times X appears in ¥ .
Then, in particular
1
s(k =h (F(-1-k
o)) = " (F1 = o))

is the dimension of the homogeneous part in H1(F(x-)) of lowest degree, Hence

A eV Ul VS U

The degrees of the other generators for H’(F(*)) are in general not uniquely
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2'(Fiu) fov i= gL) fov 1=
X DRI T A S T B
o 1 1 (v}
o0 Z o ()
600 3 3 o
-101 1 3 1 ui
XX sXe) 4 b ¢)
-loo1 1 4 1 0,1 1
00000 0 £ 5 o
10001 4 5 1 1,2 1
4-1011 2 5 2 o
-2-1 01 1 3 ¢ 1 4
000000 A i A o
100001 1 6 1 2,3 1
~1-100 11 2 ¢ 2 0,1 (o)
2-190 1% i 3 3 1 0,1 1
£000000 b , * o
-1 6D OO0 1 1 + 1 2 h 1
-1-L 00011 L 3 2 ©,1,2 | 0O
-l-1-10111 T T 2 1
~2-1 60 042 1 32 _ & 1 o, 2 1
2-1-10 112 14 3 1 0,1 @)
-2-2-10 128 25 98 2 1
3-2-1042% | 1 2 ¢ 70 | 4 g
0O 0000600 8 X £ 0
-joo 0 o001 14 g 1 4,5 1
-] 00 0011 2 < ©,7,2,3/ 9
~i-l-1o0 0 111 o) g % 0,1 1
-1 0o 0 012 4 3 4 1 ©,1,2,3%] 1
-2-l-loD 412 i 4 9 1 | o1 ©.1 0
-1-2-100 122 2 5 10 2 ©, .1 1
“3-1-lo@ 42%}) 1 3 & 14 1 ; ©,1 o
TARLE 1
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determined by X , or equivalently by the dimensions h1(F(—1 -i)) . However,
using a simple generalisation of [2, proposition 1.4] one still gets the bounds

s(i) -2 »  s(i) g pl-1-1)<s(i) -1
j>i+1

in the range 0<i < k[n/é] . (Here the minimal value possible for P (=1=1)
occurs in the "géneral case", whereas larger values should correspond to more
special F ),

In table 1 , the possible values of p(-1-i) are computed for 1< n <8,
If there is no entry in some column, then the corresponding dimension is zero,
The last column gives the invariant a(F) = h1(F(— 2)) mod 2 of Atiyah-Rees
[1] distinguishing between the two topological bundles with the same Chern

classes,
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2. Space curves,
If m>>0 the bundle F(m) will admit a section t vanishing of order

one on a non singular space curve C ¢

0 ¢, 5 F(n) — I () — 0 .

The invariants of C will be
deg C = n + m2 ’
Kg = (90(2m -4) .

There are isomorphisms of graded R-modules

o ' (F(k)) — ® H‘(Jc(m + X))
X X

TGy (x) frestrg(R) — ' (T (%))
so generators of degree k for H1(F(*)) correspond to generators for

F((}zc(*))/F(G)P(*)) of degree m+k .

Example (m = 2) : Here C = E1 U eee Er will be a union of disjoint non-
singular elliptic curves EJ. of degrees ej such that e1 + ees € = n+4 ,
Using that C cannot lie on a quadric surface (this would imply hO(F‘) A0)

one finds

h1(F(k)) =0 for k<=2

n'(F(-2)) =0 (J,) = r-1

' (F(=1)) = 0 (J (1)) = 2B (1) - a=n .
The numbers of generators are

p(-2) = ' (F(-2)) = r=1 ,

o(-1)

I

£ dim (G (1)) /reste (A (1)) =
J J

li

z (e.—4) N
e. >4 J

J
(k) =0 for x>0 .
(1t is easy to see that F(I‘(}E.(k)) ® F(CQP(1)) —_ T((Q—E (k+1)) is surjec-
5 .

tive for k > 1 ) « The resulting numbers for 3 <n< 8 are given in table 2 .

If C contains non cubic component, then the minimal ¢(-1) within the
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e, e, €, e, X g(-l)
4 3 -101 o
4 4 -100 1 o)
g 3 # 1
5 4 -1000 1 1
6 3 ) 2
2 3 3 -1-1 011 &
s 5 -foev01 2
- u 2
F 3 U 2
b 3 3 “1-loo11 o)
6 s foooool|
F 4 W ]
g 3 i 4
b 4 3 -l-loo0 11| O
g 3 3 n 1
6 o 1ovoov01|
+ S " &
Z ('r u Lf
3 3 " 5
4 4 4 “~levo00 11| o
S 4 2 " 1
¢t 3 3 n 2,
3 0% 2 3 |-l--leo1a1| o
TARLE 2
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bounds of section 1 actually occurs.
In the remaining sections bundles F will be described under the assumption

that H1(F(3£)) has no generators of degrees > 0 . Although this is probably

true for small n , I do not know how restrictive this assumption is in general
The corresponding problem for space curves is this ¢

Given a non singular subcanonical space curve C of degree > m2 with

K, = (}C(Zm - 4) , not on a surface of degree m , Then ¢ are the linear

sys tems I(,Qc(m + k)| for k>0 generated by I‘((}PU)) ® I‘((,9C(m +k=~1))?

3¢ Monadsa

Horrocks [5] has shown that every bundle F on P is the cohomology of

a monad ( = short complex of bundles)

A—2 yp_° c

with A, B, C direct sums of line bundles, In fact

Q
]

® p(Fx) Cp(-K)

A f p(F,k) (k) W

There is also the more general approach [4] to prove this, Such a monad is
determined by F uniquely up to homotopy, i.es., every morphism F1 — Fa is

induced by a morphism of monads

Ay > B 2 G
- -~
P «
A, B, > C,

which is unique up to homotopy (dotted arrows), If the monads are minimal
(i.e., the ranks of A, B, and C are minimal), then it is not hard to check
that an isomorphism F1 ———+F2 is induced by an isomorphism of monads. In our
case (rank F = 2, C1(F) = 0) this can be applied to the symplectic form

£t F—>» F* , So £ is induced by an isomorphism of monads
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J— B —= c

I
T : T

C* < B* a A*

In particular C = A¥ and B is self-dual. Now A and C are determined
by the integers p(k) , and for B there are then finitely many possibilities
only. In fact
rank B = rank F + rank A + rank C
=2 + 2 rank A

is even, and we can write

B=8"e8 , B = (8)*

B* = @(S‘P(li) with 1,20 .
Then for the total Chern classes onc finds ( x denotes the positive generator
of H2(P,Z)) :

o(F) = ¢(B)/e(n).c(C)

n(1 - 12x2)/ =(1 - %7 (k)
i X

or 2

z 1
N §
i

1

S ()2 - n .
X

Table 3 gives all possibilities for minimal monads associated with bundles F
with 1 € n<8 , The bundles BY and C are described by the degrees of
their direct rank -1 summands, The numerical character ¥ 1is abbreviated
OS(O) 15(1) 25(2)... The columns "existence" and "hom(C,B)" refer to

sections 4 and 5 . This table 3 is extracted from table 1 under the assumption,

that the generators given there are the only ones (no positive generators),

without further justification,
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3

213

X C Zu &t emnlenct | tan(C,B)
0 1 o 00 < o}
ot 11 I} 000 < o}
o® 111 0 boo O < 0
o4 14144 o 60000 o< o
0% 11111 ] 00 ©0 0 < 0

o 1% 22 2 A1 1 9y
pe 1171141 (o) 00O0COO0 < o)
ot 1% 22 2 011 N ?)
221 3 o111 ? 2
ot 14441449 0 |OOOO OC OO oL 0
0° 1% 22 1 o1 €2l 0
221 2 0O 11 237 2
2211 3 eo11 1 2 6
01%2 2, 2 11 ¥ o
3L G 11 2 2 1
o123 4 3 03 ¥ O
of |a1111411| 0 |00 000000| 0
o"q'z 22 v} 200 eq (o}
221 1 0001 i& 1
2241 2 ©O0 11 4
22111 3 000117 ¢ 2
1| 3 1 01 Ve o)
31 2 011 2
32 S 012 }2 1
321 6 0112 Z
12z | & § 1tz ho °
%1 3 229 no 1
ToRLE 2 , a=p
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X C B Lam(C,B)
01 2 o1 (o}
o*1 | 2 oo 0
X1 1 ©01 1
0>1 21 0 600 b0
211 1 o0 1 2
o121 3 4 62 o}
o 2 4 o O00oo o]
2441 1 Goo 1 3
0*Ma kY 3 -
31 b4 o2 4
0’1 2141 0| coseo 0
21111 1 coo 001 4
01* | 222 S| co12 3
012 | 3 I o
31 3 111 3
%11 4 | 4444 2
11 4 000 2
o122 -%s 11 0113 :x.
O‘J, 21149 0 o000 G600 [31 o
21414111 1 000 000 1 ng s
0*13 222 & 1911 L o)
22 2 Y 0002 no 3
2221 S 11449 91 z S
2221 s 00012 no 4
ot12 2 1 o1 "o o
’51 Z o111 o 2
249 3 ©111 no 6
311 9 4 c1111 "iv %
341 1 4 0000 2 : T
0" 1% 33 10| o132 o 2
3% 1 11 641 % ~o 14

TABLE R
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4. Existence,

Up to now nothing has been said about the existence of monads as described
in table 3 , The following constructions show that at least some of them actually
appearsis

a) Starting with n+1 skew lines in P (or equivalently with the t!
Hooft Ansatz) one gets bundles with h1(F(— 2)) =0 for every n>1 ,
(Type o in table 3 ).
b) Starting with two non singular elliptic curves of degrees e ,e2 =3
one gets bundles with h1(F‘(-2)) =1 for every n = e

+e,-4>3 . If one

1 2
of the curves is aplane cubic, then p(-1)=n-3 (type B2 in table 3 ),
in all other cases p(-1) =n-4 (type B1) . From table 2 one gets some
more bundles (marked by "ell" in table 3) .,

c) Monads with rank A = rank C = {1 , rank B = 4 are produced very easily.

Put
A= G(-1) ,c=(}P(1) , 1>0 ,
+ - +
B=5 ®B ,B_(/Q‘P(lf)@dl',(lz), 1>1, 20 ,
a=(e,f,g,h),c=(-h,—g,£,e) '
with e,f,g,h homogeneous polynomials of degrees 1-11 ’ 1-12 » 1+ 12 N

1+ 11 without common zero,
A "large" family of bundles (type y) was constructed in this way in [3] .
The resulting bundles will be stable if 11 + 12 <1 (and e,f irreductible),

if 11+ 1‘,2 > 1 they will always be unstable., So types 2 and Y, are obtained,
whereas the monad for a=0 , n=9, A = (}(-4) and B' = &(3) @ (3(2)

gives unstable bundles., The monads Yy and Y, have no analog for a=1 ,
because they describe bundles with h1(F(-2)) =4 ,

The bundles of type Y were also constructed by Hartshorne, Bundles

arising from a) and b) are studied more systematically by Hartshorne and Iversen,
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5« Dimensions,

The coarse moduli-scheme for bundles F can ("in principle") be constructed
by finding the space of all monads and then identifying monads giving isomorphic
bundles, The problem is, to find (for given A, B, C) all maps a,c with coca=0,
The situation is a little complicated, if Hom(C,B) = 0 , (last column of ta—
ble 3) because such monads admit no homotopies., It can be shown [3] : if
Hom(C,B) = 0 , then

1) the form b : B—> B*¥ is determined uniquely by £ 3 F —» F¥ and it is
sympiectic too,

2) ¢ is the transpose of a VWer.t. b ,

3) two monads give isomorphic bundles if and only if they are in the same
orbit under the natural operation of GL(A) x 0(B,b) ,

4) the stabiliser subgroups of this operation are finite (in fact all stabi-
lisers coincide with the central subgroup hs (iq,id) ).
So the dimension of the family of bundles F coming from monads, with A,B,C
fixed, equals

dim{epimorphisms c ¢ B—> C such that cobo cT = 0}
-dim GL(C) - dim 0(B,b) .

The problem now is to describe all c¢ satisfying cl)cT =0 o For ¢c ¢t B—C
arbitrary, the map cb ¢’ is an element of F(AZC) . It is the obstruction
against build a monad out of c¢ . Up to now this obstruction is not wunderstood
at all, (Fortunately, if rank A = rank C =1 , it does not exist). Table 4

shows, for all monads satisfying Hom(C,B) =0 (in the range 1< n < 8) the

dimensions
h = dim Hom ( B,C)
A= ho(/\ec)
g = dim GL(C)
s = dim 0(B,b) = hO(SZB) (see [3])

p=h-AN=-g=-s .
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The dimension p 1is the correct dimension (of the corresponding family of
bundles in the coarse moduli scheme) if

a) monads of the type considered actually exist,

b) h-\ is the correct dimension of {maps c}, e.ge, if rank C = .
So rows 1,3,6,7,9 of table 4 give correct dimensions, In the other cases,
the dimension can be bigger than pu .

Table 4 does not show the families of type « and {1 , because then
p =8n -3 , This is the dimension of the families of bundles with he(F ® F*)=0 .
It has been shown by P, Wever (letter from Hartshorne 1977) that the families of
type a and [1 indeed contain bundles with H1(F ® F*) vanishing., So there
are families of this type of dimension 8n-3 , smooth and Zariski-open in
their moduli-space,

Some of the dimensions y are already bigger than 8n-3 , and they
cannot lie in the closure of the smooth components of dimension 8n-3 , (This
happens the first time for n=5 ), So, in general, the coarse moduli space for
stable bundles with fixed underlying topological bundle must be reducible,

Hartshorne has obtained the same dimension (55 > 53 = 8n-3) for the

family Yy by another method.
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Séminaire Eo.N.S. (1977-1978)

Exposé n°X[II

THEOREME DE SPECIALITE

par L, GRUSON et C, PESKINE

V. Barth a démontré que tout fibré stable de rang deux sur P (n> 2)
est de discriminant < 0 ([1], cor. 1 du th, 3) : rappelons qu'il raméne ce
résultat au cas conmmu n = 2 , par un théoréme de stabilité de la restriction
a un hyperplan général d*un Pibré stable de rang deux.

Soit C une courbe de 1;3 ; on sait que pour que C soit section d'un
fibré E de rang deux, il faut et il suffit qu'il existe un entier e tel que
le Oy -module Oc(e) soit dualisant ; dans ce cas c1(E) =e+4d et CZ(E)
est le degré de C . On voit facilement (cf, 2,6) que 1'énoncé de Barth pour
n = 3 est équivalent & 1'énoncé ci-dessous, pour les courbes sections de fibrés 3

Théoréme de spécialité - Soit C wune courbe intégre de _P_;3 ; on note d
le degré de C , e le plus grand entier tel que H1(Oc(e)) A0 , s 1le plus
petit degré des surfaces contenant C 3 alors s minore la plus petite racine
du trindme X2 - (e + 4)X +a .

Cet énoncé figure dans le mémoire de Halphen sur la classification des
courbes gauches algébriques [6] , p. 401. La démonstration de Halphen préte &
une objection de "position générale", Plus précisément, Halphen affirme au cha-
pitre III de [6] qu'il est possible de construire, 3 partir d'une projection
plane générale de la courbe donnée, une double suite (Si,Bi) de courbes planes

(0gigs~-1) vérifiant des identités explicitées p. 318, et telle que Si et

< s=-2 3 mais la démonstration qu'il

Bi se coupent proprement pour 0L i K

donne de ce dernier point (essentiel) est insuffisante ([6], p. 354). Par contre,
le chap. II de [6] contient une démonstration compléte d'un cas particulier du
théoréme de spécialité (si e >§ -1 , la courbe C est sur une quadrique) ;

en nous fondant sur cette démonstration, nous avons donné une démonstration de
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1'énoncé complet au §1 de [5] que nous reproduisons textuellement au n°2 de cet
exposé, Le n°1 contient une discussion sommaire des énoncés de [6] concernant

les valeurs prises par le genre des courbes gauches algébriques de degré donné,

1. Les énoncés de Halphen,

Nous voulons résumer et discuter sommairement les énoncés de Halphen [6],
qui concernent les valeurs prises par les genres des courbes lisses connexes de
ES , de degré d , non sur une surface de degré < s (1'existence de telles

S+ 2

courbes implique évidemment ( 3

"énumérer et distinguer entre elles les diverses familles de courbes d'un mé@me

)< (s-1)d+1) . L'objectif de Halphen 3

degré" (p. 266) est plus ambitieux : il s'agit, sans ambiguité, de déterminer

les composantes irréductibles de l'ouvert du schéma de Hilbert de formé des

5
courbes lisses connexes ; Halphen affirme aussi, p. 301, avoir prouvé que toute
courbe integre de E3 a une déformation lisse (aucune preuve de cet ¢noncé ne
figure dans [6]). Ces assertions de Halphen peuvent €tre prises au sérieux, mais
il est beaucoup plus difficile de les discuter que celles auxquelles nous nous
limitons ici,

Nous poserons :
G(d,s) = sup (genre de C , pour C lisse connexe de degré d , non sur une
surface de degré <s ) ,
GCM(d,s) = sup (genre de C , pour C arithmétiquement normale de degré 4 ,
non sur une surface de degré <s ).

Halphen annonce p. 266 le résultat suivant :
Enoncé 1 (de majoration du genre) -~ Sous 1'hypothése s(s-1)<d , on a

a(a,s) = 6. (d,s) =1E((r-1)(r-2) + (d-1)(s+t-4))

CM
N . NP - d .
ol t est l'entier immédiatement supérieur a y et r =st-d . Ce maximum

est réalisé par les courbes li¢es 2 une courbe plane de degré r par deux
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surfaces de degrés respectifs s et t , et par ces courbes seules (sur la
"liaison", cf. [11]).

Cet énoncé implique le théoréme de spécialité, car ed £ 29-2 .

Pour s =2 , cet énoncé est le cas n = 3 d'un théoreme de Castelnuovo
[3] sur la majoration du genre d'une courbe lisse connexe de P~ non sur un
hyperplan ; la démonstration de Halphen, p. 290, est compléte,

Pour s > 2 , Halphen utilise une généralisation habile de son argument
pour s = 2 , fondée sur sa construction géométrique du chap., III (et prétant
aux mémes objections de "position générale" que sa démonstration du théoréme
de spécialité), Il obtient ainsi une majoration de G(d,s) , qui lui donne 1la
valeur de G(d,s) pour s = 3,4,5, mais non pour s =6 ,

Pour traiter le cas s > 6 , Halphen s'aide alors d'un énoncé qu'il "admet
comme évident" (p. 402) : pour tout s , G(d,s) est le genre d'une courbe
située sur une surface de degré s , En fait on peut déduire élémentairement
1'énoncé 1 de ce dernier énoncé, pour lequel 1l'épitheéte "évident" est agressSifaees

Dans [7] Harris démontre l'énoncé 1 en reprenant la méthode de section
hyperplane de Castelnuovo [3] s la version de [7] dont nous disposons préte a
certaines objections (ltargument de section plane nous semble incomplet et le
calcul final contient une erreur), Dans [5] nous donnons une démonstration de
1'énoncé 1 , fondée sur le m@me principe que celle de Harris, et utilisant le
"lemme des trisécantes généralisé" de Laudal [8] dont Harris ne disposait pas.
(11 serait utile d'éviter le lemme de Laudal, dont la démonstration est diffi-
cile ; nous pensons que l'interprétation algébrique 4'une extension convenable
de la construction géométrique de Halphen devrait permettre de prouver 1l'énoncé 1
sans recours aux sections planes),

Lorsque s(s=-1) >d , la valeur de G(d,s) n'est pas connue,

S+ 2
3 )

1 .
ona H (Oc(s-—1)) = 0 pour toute courbe lisse comnexe C de degré d , non

Halphen remarque, p. 264, que sous l'hypothése (s-1)d+3 <2 ( .
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sur une surface de degré < s (th, de Clifford). On en déduit 1'inégalité
G(d,s) <1 + (s=1)a - (Sge) ; nous :fgnorons si c'est une égalité,

Pour les valeurs intermédiaires de s , Halphen affirme, p. 256, que sa
méthode de démonstration de 1'énoncé 1 donne un algorithme permettant le calcul
cas par cas de G(d,s) ; il ne décrit pas cet algorithme, mais se contente de
1'illustrer (pp. 438-442) par 1l'exemple d = 120 . Sa méthode se heurte 3
1'objection usuelle de position générale, a laquelle s'ajoute ici le probléme
que pose une récurrence effectuée sur le degré d ¢ cette récurrence fait in-
tervenir des courbes intermédiaires qui peuvent n'@tre pas réduites !

Dans [5] nous calculons GCM(d,s) pour tous (d,s) et nous donnons des
exemples ou GCM(d,s) < G(d,s) (et bien str (521) <4l .

Le "probléme des lacunes" est la recherche des nombres g < G(d,s) tels
qu'il n'existe pas de courbe lisse connexe de degré d et de genre g , non
sur une surface de degré < s : ces nombres sont les lacunes pour (d,s) .

La classification des courbes tracées sur une quadrique (Chasles) montre
que les genres de ces courbes sont les nombres (p-1)(d-p-1) , ol 1§p$% H
les nombres ne figurant pas dans cette série, et compris entre G(d,3)+1 et
G(d,2) sont donc des lacunes pour s = 2 .

Halphen énonce, p. 265, le résultat suivant :

Enoncé 2 (des lacunes) - Pour tous s >3 et g<G(d,s) - (S; 5 , il existe
une courbe lisse connexe de degré 4 , de genre ¢ , non sur une surface de
degré <s ,

I1 approche cet énoncé de maniére empirique (sauf dans le cas s =3 , que
nous dicuterons-plus loin) : admettant de proche en proche l'existence de cour—
bes de petits degrés et de genres variables sur des surfaces convenables de
degré s , il tord le module inversible dont une telle courbe est section,

La faiblesse de cette approche est de viser un énoncé plus exigeant que

1'énoncé 2 (qui affirmerait l'existence de courbes de degré d et de genre g

222



THEOREME DE SPECIALITE

sur une surface de degré s ),

Dans le cas s =3 , Halphen 2ntreprend au chapitre IV de construire des
courbes lisses comnexes de degré d et de genre arbitraire ¢ $~G(d,3) , tra-
cées Wur une surface cubique., Il est connu que c'est impossible, comme le remar—
que Hartshorne (dans le cas des surfaces cubiques lisses) : par exemple il
n'existe pas de courbe elliptique de degré 10 sur une surface cubique, ce qui
ne met nullement en défaut l'énoncé 2 (il existe des courbes elliptiques de
degré 10 sur certaines surfaces quartiques). L'erreur de Halphen est assez gros—
siére : utilisant comme intermédiaires les courbes tracées sur une surface cubi-
que A& droite double (qu'il classifie aisément), il prétend déformer certaines
de ces courbes en courbes tracées sur une surface cubique lisse, tout en conser-
vant "l'indice de spécialité" e

I1 est possible de classifier les courbes tracées sur une surface cubique ;
on en déduit que les genres de ces courbes prennent putes les valeurs situées
entre G(d,3) et (disons) G(d4,7) . Cela ne suffit bien sQr pas & prouver
1'énoncé 2 pour s =3 ; toutefois il n'est pas exclu que cet énoncé puisse €tre
obtenu par une approche voisine de celle de Halphen, Par exemple, 1'énoncé 2
pour s = 4 (et a fortiori pour s =3 , d'aprés ce qui précéde) résulterait
de l'existence de courbes non spéciales, tracées sur une surface quartique lisse,

< d-3 (pour Halphen, l'exis-

de degré arbitraire d et de genre arbitraire g <

tence de telles courbes est une évidence, cf. P. 394).

2, Le théoréme de spécialité.

Soit V une variété intégre de codimension deux de EJ‘=Proj(k[Xo,...,Xr])
(r ;,3) . On suppose que l'origine 0 , de coordonnées (0,0,ee.,0,1) 4 n'est
pas un point de V et que la projection de sommet O dans l'hyperplan a
1'infini ]PT_1 induit un morphisme birationnel de V sur son image V .,

1,

L'idéal de V dans OPr_1 est alors défini par un polyndme F¢€ k[XO""’Xr-1
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homogéne de degré d = deg(V) , Nous allons décrire sommairement, dans cette
situation, une construction effectuie par Halphen lorsque r=3 ([6], chap. 3).
Suivant Halphen, nous noterons (ho) la sous-varié¢té de V dont 1'idéal

est le conducteur de O dans 0\7 . Soit I 1le plus grand idéal gradué de

)
k[XO,..,,Xr_1] définissant (ho) , et soit ug un é¢1lément homogéne, non nul,
de degré minimum de I , Comme le conducteur de OV dans 0\7 est isomorphe a
wV(r—d) , ou UV est un faisceau dualisant sur V , le degré de uo est,
en vertu du théoréme de dualitl, d-r-e(Vv) , o e(V)= max{i tels que

Hr—z(ov(i)) A0} . Dautre part I/F est par définition muni d'une structure
de module sur k[Xo,...,Xr] ; on peut donc choisir, pour tout entier 1 21 ,

un élément uy de I , homogénc de degré d+i-r-e(V) , dont la classe

5

modulo F est le produit de¢ la classe de Uy par 1{; . On forme alors la ma-

)

donc pour tout entier p =1 , ses p-mineurs sont divisibles par

trice persymétrique ( . Cette matrice cst dc rang un modulo F ,

Yit3’1,j=0

pP!

?

d'aprés le lemme suivant

)

une matrice, & coefficients dans A , dec rang <m' modulo P 3 on a

LEMME 1.1,- Soient A un anncau, P un idéal premier de A et (aij

1<i,igm

-
dét((ai J)) € P(m m') (puissance symbolique).
s

On peut supposer A local d'idéal maximal P . On ¢crit alors

)

= ~ > 1
(aij) = (bij)"'(bij) , ou (b est de rang m' et c.. € P pour tout

1,371, ij
. ) o vser Az _t . N
(i,j) . Le lemme se déduit de 1'¢galitc det((aij)) ] JJBI’J. CCI,CJ , ol
1
BI(,L , Tesp. CK,L , est le mineur de (bij) s resp.(cij) défini par les

lignes d'indices € X et les colonnes d'indice € L . Nous pouvons maintenant
démontrer une inégalité reliant
e = e(V) = max{n tels que HT_Q(OV(H)) £or

et s(V) = minimum des degrés des hypersurfaces contenant V o

[
i

THEOREME 2.2. (de spécialiti).- 5i P(X) est le polyndme X°- (e+r+1)X+d ,
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ona s< [:P(n)]+ + 1 pour tout entier positif n . De plus lorsque P(n) <0,

1'égalité a lieu si et seulement si V est intersection complite d'hypersurfaces

de degrés respectifs s et d/s o

Pour tout couple d'entiers positifs (p,q) , considérons la matrice

/uo,u1,aool-.-ao.,uq—1

1

Ho-1 1 %

3 © © o e o o° & o

up+q—?

Nous aurons besoin du résultat suivant dont une partie est par excmple

démontrée dans ([4], chap. 15, §11, Folg.2) .

LEMME 2.3.- Soient m et n deux entiers positifs tels que m&n , que

. 4l _ "
rang (Mm,n) =m et que det(1»1m+1,m+1) = pee = det\Mn,n) =0 , Alors “m+1,n

est de rang m , et si (60,,..,6m) est l'unique relation, & coefficients

] , entre les lignes de M A

homogines de p.g.C.d. un dans k[XO,...,X S~

r-1

il existe un polynfme non nul B tel que dC'c(Mrr rr) = B.F‘m—1 ,6;;4“” .
Ly

Faisons une récurrence sur m-n , Pour m-n =0 , il est évident que

Mm+1 o &st de rang m ct la deuxiéme partie de 1'Cnoncl se déduit du fait que
?

les mineurs maximaux de (M ) forment une relation entre les lignes de

1
m+1,m

« Supposons maintenant n>m , Si M est de rang m+ 1t , alors

Mm+1 ,m m+t,n

par hypothese de récurrence Mm+2,n est de rang m+1 , et si (wO'""wm‘l)

est l'unique relation a coefficients homogines, de p.g.Ced. un, dans k[XO, ,}g‘ 1]

entre les lignes de M s On a W =0 car dét(M ) =0 . Ceci

m+2,n m+1 m+1 , m+1

contredit rang(M ) =ma+ 1 , donc rang(Mm ) =m . Soit alors

m+1,n +1,n

(8. y0eey8 ) 1la relation décrite dans 1'énoncé entre les lignes de M
0 m m+1,n

Considérons la matrice (m=-n+1) x (n+ 1)
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On vérifie immédiatement 1'égalitd Mopepety =@ o Dlaprés ([9] ne230,
’

) s

p.231, ou [2] §8, ex. 13), il existe des polyndmes homogénes en (XO""’Xr 4

premiers entre eux, Q et R tels que pour toute partie I a m ¢léments
de [0,n] on a:

Q.D, (M ) =% ReD (W)

m, n+1

ol DI(Mm,n+1 ) (I‘esp"DCI(N)') désigne le mineur maximal de Mm,n+1 (resp. N)

porté par les colomnes d'indices situés dans I (resp, CI le complémentaire
de I dans [0O,n]). Il est clair que les mineurs maximaux de N engendrent
1'idéal (60,...,6m)n—m+1 , donc que le p.g.c.d. de ces mineurs est 1 ce
qui entraine que Q est une constante non nulle., Comme R est non nul,
l'assertion est démontrée compte tenu de 1.1.

Démontrons maintenant le théoreéme., Sous les hypothéses du lemme pricédent,

. P(n+1)
montrons que V est contenue dans une hypersurface de degré K e+ r-n+ PR

S0it (6 yeeeyd ) la relation donnée dans le lemme entre les lignes de M
0 m m+l,n

L'hypersurface d'équation 60 + 61Xr + eee + Sme; contient V car

m m
uo(éo + ooee + 6er) = 61(uOXr-u1)+ coot 6m(uOXr - um) .

Supposons d'abord qu'il existe un entier t tel que P(t) <0 ; soit

)/F‘n_1 est de degré

alors n maximal pour cette propriété, Comme dé‘c(Mn 0
?

P(n) , on a dét(Mn n) =0 , Soit m un entier maximal tel que m <n ect
1
que dét(M_ ) A0 . On a alors s$_e+r—n+i(-rﬁll . Mais
m,m n+l-m

P(n+1) <P(n+1)-P(n) =2n+1-(c+r+1) <n+l-m
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(cette dernidre inégalité é&tant vérifide car n est strictement contenu entre
les racines de P .et m est inférieur ou ¢égal A la plus petite racine). On
en déduit s < e+ r ~-n ce qui entralne que s est < A& la plus petitc
racine de P , et en particulier s < [P(1)]+ + 1 pour tout entier 1 .,
S'il n'existe pas d'entier t tel que P(t) <0 , soit n un entier
tel que n?- (e + r)n + d=P(n)+n soit minimum, Si dé:t(Mn'n) A0 , soit
(60,...,6n) la relation décrite dans le lemme entre les lignes de Mn+1,n
L'hypersurface d'équation 60 + 61Xr +eee +€>nxi1 contient V . Comme

) =0 , considé-

0 0 -1y . e
a6 < d(dét Mn’n/Fn ) = P(n) , clest terminé. Si de.t(Mn'n

rons comme précédemment le plus grand entier m tel que m<n et det(lvlm,m);! 0.
On sait que s < e+ r—n+%§l—t1m2—- « I1 suffit alors de remarquer que le terme
de droite de cette inégalité croft avec m et que sa valeur pour m = n est
n+P(n) .

Il ressort de ce que nous venons de démontrer que s est toujours < a
la plus petite racine de P 1lorsqu'il y en a une, On en déduit que pour P(n)s 0
1'égalité s = [P(n)]++n est réaliste si et seulement si s =n est la plus
petite racine de P . Montrons que cette proprilté caractérise les intersections
complétes d'hypersurfaces de degrés respectifs s et d/s =e+r+1-s .

Soit 8 wune hypersurface de degré s contenant V , et soit J 1'idéal

de V sur S , La suite exacte

v
0 > O T S L~sv(r+ 1=8) ———> 0 (%)

v
montre que J (s-r-1- e) a une section de degré d-s(e+r+1 -s) = P(s) .
I1 est immédiat que P(s) = 0 si et seulement si J —“i}-os(e+r+ 1-s) , et

le théoréme est démontré,

Remarque 2.4.- La suite exacte (¥*) ci-dessus, et la conséquence qu'on en tire
-—P(s); 0 , 1'4galité ayant lieu si et seulement si V est intersection com-
plete d'hypersurfaces de degrés s et d/s_sont valables pour toute.variété V

(éventuellement non réduite) purement de codimension 2 , contenue dans une hyper—
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surface intégre de degré s , On retrouve 13 un résultat bien connu (voir
par exemple [10] , vanishing lemma D, p. 122).

Remarque 2.5.— Dans le chapitre 3 de son mémoire, Halphen considére ce théorcme

comme évident pour les courbes de :P3

, car il affirme dét(Mi,i) £ 0 pour
tout i <s , lorsque la projection C de la courbe n'z que des points doubles
ordinaires, Nous ne savons pas si cette assertion est vraie pour un centre de
projection général, mais on constate facilement qu'elle est fausse pour un cen=-
tre de projection particulier,

Exemple.~ Soit C 1'intersection dec deux surfaces quartiques générales de P3 '
et soit O n'appartenant pas a C un point double sur 1l'unigue surface quarti-
que contenant C et passa:t par O . Alors la projection de c , de centre O

n'a que des points doubles ordinaires et dét(M, ) =0 .

3,3
Toutefois le chapitre 2 du m@me mémoire contient une démonstration correcte
du théoreme de spécialité lorsque P(3) <0 .
Remarque 2.,6.-~ Lorsque V est section d'un fibré E de rang 2 sur i (ives
lorsque Ov(e) est un module dualisant sur V ), la partie du théoréme qui
traite du cas ou P a des racines est unc conséquence immédiate d'un résultat
de Barth ([1], cor.! du the3). On a en effet c1(E) =e+r+1 et CZ(E) =d ,
donc P a des racines si et saulement si le discriminant cf - 4c2 de E est

positif. Le résultat signifie alors quc E est instable donc que 2s L ¢, ce

1

qui démontre le théoréme compte tenu de P(s) >0 .
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SUMMARY

The aim of this seminar is to give a survey of Instantons theory. Let M
be a riemannian 4-dimensional menifold and F a complex vector bundle over
M , with structure group SUn . The action of a connection Cf% on F is
J:(dt) = S 19112 , Where 3{ is the curvature of cf% . If M is compact (or
if JB isMsubmitted to boundary conditions), the connections for which the ac-
tion is stationnary are those which satisfy the Yang-Mills equation

V*R=o0

This condition is implied by
R-xR

(self-dual or anti-self-dual Yang-Mills equation) s solutions of this equation
are an absolute minimum of the action. It is not known wether there exist solu-
tions of the Yang-Mills equation which are not self-dual or anti-self-dual.

The intention of lecture I is to indicate motivations, originated in Physics,
for the theory.

Lectures II to VII develop the Atiyah-Penrose theory, which reduces the
classification of Instantons to that of some algebraic vector bundles over
P3C . Some properties of these bundles are then given, in particular a complete
proof of the AHMD vanishing theorem. This part is an exposition of published
results (cf. the bibliography).

Other lectures give complements independant from each other : lecture VIII
gives an independant proof of the vanishing theorem, with more differential
geometry and less algebraic geometry. Lecture IX mentions the Serre-construction

for fiber bundles over Pn . This construction is used in lecture X to give,

following Hartshorne, a description of some module space (it so happens that, in
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this case, Serre's construction is more appropriate than Herrocks!). Lecture XI
extends the Horrocks' construction to bundles more general than those mentionned
in lecture V . Lecture XII gives tables of results by Barth. Lecture XIII con-
tains an alternate proof of theorem 4 in lecture IV, based on an old argument

by Halphern.

A, DOUADY.

J.-L. VERDIER.
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